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一、 中文摘要 

 
弱布朗運動為一其 k 次邊際分佈與布朗運動之 k 次邊際分佈相同之隨機過程. Stoyanov 於

1987 年提出此隨機過程並不需為布朗運動的猜測, 而 Föllmer-Wu-Yor 則於 2000 年解決了

這個問題. 在此研究計畫中, 我們主要是想解決一些弱布朗運動的 open problems, 例如

二次與三次弱布朗運動的 quadratic variation 的值的問題. 另外, 弱布朗運動在財務數學上的

應用亦是我們有興趣的問題. 
 
關鍵字：布朗運動, 弱布朗運動, 邊際分佈. 
 

 

 

英文摘要 

 

A weak Brownian motion of order k is a stochastic process whose k-dimensional marginal is 
identical with that of a standard Brownian motion. A weak Brownian motion is not 
necessary to be a Brownian motion. This was a conjecture appeared in Stoyanov (1987) and 
solved in Föllmer-Wu-Yor (2000). In this project we aim to solve some open problems in the 
weak Brownian motion, for example, the value of the quadratic variation of weak Brownian 
motion of order 2 and 3. Furthermore, we want to discuss the applications of the weak 
Brownian motion in finance. 
 

Keyword： Brownian motion, weak Brownian motion, marginal distribution. 
 

 

 

二、 計畫緣由與目的： 
 

在 Stoyanov [12]及[13]中作者提出一個 conjecture: 若存在個隨機過程 (X(t)) 滿足

底下的條件: 



1. X(0) = 0 a.s.; 
2. 若 s < t, (X(t)) 的增量 X(t) – X(s) 為 normally distributed with mean 0 and variance t 

- s; 
3. 任意兩個增量 X(t(2)) – X(t(1)) 及 X(t(4)) – X(t(3)) ( 其中 t(1) < t(2) ≤ t(3) < t(4)) 為

獨立的, 
 
這個隨機過程 (X(t)) 是不是一定是個 Brownian motion? 在 Föllmer-Wu-Yor [6] 中我

們解決了這個 conjecture, 並將此概念推廣成 weak Brownian motions. 
 

 
所謂的  weak Brownian motion of order k 指的是個隨機過程  (X(t)), 其  

k-dimensional marginal (X(t(1)), X(t(2)), ..., X(t(k))) 和  Brownian motion (B(t)) 的  
k-dimensional marginal (B(t(1)), B(t(2)), ..., B(t(k))) 相同. 在 Föllmer-Wu-Yor [6] 我們討

論了 weak Brownian motion 的一般性質, 例如當 k ≥ 2 時,  (X(t)) 會有個 continuous 
version. 若 X 為  Gaussian process, (X(t)) 會是個  Brownian motion. 當 k ≥ 4 時, (X(t))  
quadratic variation = t. 而且 weak Brownian motion 並不見得會是個 semimartingale. 這
同時也和 Itô integral 的構造有些關聯 (c.f. Föllmer [4]). 此外, weak Brownian motion 
和 time-space Wiener chaos 也有相當大的關聯性 (c.f., Yor [15], Peccati [9]). 

 
 

事實上早在 Strassen [14] 便提出 martingale marginal property 的概念. 亦即給定個 
family of density functions Q = {q(x,t): t > 0}, 是否會存在個 Markov martingale (M(t)), 對
所有的 t, 其 distribution 恰有 density q(M,t) 的條件.  Strassen [14], Rothschild-Stiglitz 
[10], [11], Kellerer [7] 均對這個問題做了深度的探討, 並得到若干充份且必要條件. 此
外, 這問題也牽涉到 stochastic order 的問題 (c.f. Föllmer-Schied [5]). 至於更明確的 
construction 則一直到  Madan-Yor [8] 才出現  (甚至構造出一個   inhomogeneous 
Markov martingale). 

 
 
關於 marginal distribution 的問題, 在財務數學上一直被廣泛地討論著. 主要的問

題在於財務的定價公式上. 利用定價公式我們知道歐式選擇買權的定價為 
 

π(K,T) = E* [ min{(S(T) - K),0}], 
 

其中 S(t) 為股票在時間 t 時的價格, T 為到期日, K 為履約價, E* 為對 equivalent 
martingale measure P* 的期望值. 我們發覺這個定價公式只和 S(T) 的 distribution 有關. 
此外, Breeden-Litzenberger [1]及 Dupire [3] 亦證出了 

 
P* (S(T) > K) = -( ∑/∑K+) π(K, T), 

 
其中 (∑/∑K+) π(K, T) 代表的是 π 對 K 的右導數, 這也說明了定價公式與 stock 

price S(T) 的 distribution 之間得關聯. 另外, Campi [2] 亦利用 k-dimensional marginal 
distribution 的想法提出 k-complete market 及 k-mixed trading strategies 的概念. 

 
 

因此我們在此計畫中將針對幾個問題做探討: 
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1. weak Brownian motion 上的一些 open problems: 例如當 order k = 2 或 3 時, weak 
Brownian motion 的 quadratic variation at time t 是否仍為 t. 

2. weak Martingale 的推廣: 將 weal Brownian motion of order k 的概念推廣至 weak 
martingale, 並探討一些性質. 

3. martingale k-marginal property 及 Markov martingale k-marginal property 的討論. 
4. weak Brownian motion of order k, kth Wiener chaos, kth time-space Wiener chaos, 及 

stochastic order 之間關係的探討. 
5. 探討 weak Brownian motion of order k 在財務上的應用, 如定價公式, k-complete 

market 及 k-mixed trading strategies 上的應用. 
 
 
 

三、 結果與討論： 

 
此計畫者要是想討論 weak Brownian motion 的一些性質及其應用. 然因時間關係只能

完成一部份 . 由於之前完成了一個有關  weak Brownian motion of order k 的 
representation theorem. 目前我們僅能針對一個 special case 來做討論, 及針對 Haar 
system 來探討 weak Brownian motion of order 3 的情況, 對於一般的 orthonormal basis 
的情況因為複雜很多, 目前尚未想出個好法子來討論 general case.  
 
詳細的討論可見附件. 
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附件 



The quadratic variation of weak Brownian motion of order 3

First we recall the characterization of weak Brownian motion.

Proposition 0.1. Let k ∈ N and let X be a continuous stochastic process. Then X is a weak

Brownian motion of order k with E[XsXt] = s ∧ t if and only if for all 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk ≤ 1,

(Xt1 , · · · , Xtk) is a Gaussian vector and X can be represented in the form

Xt(ω) =
∞∑

n=1

(∫ t

0

ϕn(u)du

)
ξn(ω)

in L2-sense, where (ϕn)n≥1 is an orthonormal basis on L2([0, 1]) and (ξn)n≥1 is a sequence of

centered uncorrelated random variables with variance 1.

In the sequel let us take (ϕn) to be the Haar system {Hl,i : l ∈ N∪ {0}, i ∈ I(l)}, explicitly,

ϕ1 ≡ H0,1 ≡ 1,

(the corresponding I(0) = {1}) and for n ≥ 2 with n = 2l−1 + i, i ∈ I(l) := {1, 2, · · · , 2l−1},

ϕn(t) := Hl,i(t) =





2(l−1)/2, if
i− 1

2l−1
≤ t <

2i− 1

2l
,

−2(l−1)/2, if
2i− 1

2l
≤ t <

i

2l−1
,

0, otherwise.

Hence, for k ≥ 3, a weak Brownian motion of order k can be represented as

Xt(ω) =
∑

l,i

(∫ t

0

Hl,i(u)du

)
Yl,i, (1)

where (Yl,i) is a sequence of N(0, 1)-distributed uncorrelated random variables.

In order to prove the main result we need first some definitions.

Definition 0.1. Let {Hl,i : l ∈ N∪{0}, i ∈ I(l)} be the system of Haar functions. We say that

Hl,i is a root of Hm,j if l 6= m and

supp(Hm.j) ⊆ supp(Hl,i).

From the definition of Haar functions, it is easy to check that Hl,i is a root of Hm,j if and

only if l < m and

supp(Hl,i) ∩ supp(Hm.j) 6= ∅.

1



For example,

supp(H3,1) ⊂ supp(H2,1) ⊂ supp(H1,1) = supp(H0,1).

This implies that the roots of H3,1 are {H0,1, H1,1, H2,1}.

Lemma 0.1. Let X be a weak Brownian motion of order 3. Then the corresponding (Yl,i) in

(1) is pairwise independent.

Proof. The proof is omitted here.

Proposition 0.2. Let X be a weak Brownian motion of order 3. Then the quadratic variation

of X is given by

〈X〉t = t.

Proof. Let σn be a partition of the interval [0, t] with

0 = t0 < t1 = 2−n < t2 = 2 · 2−n < · · · < ti = i · 2−n < · · · < tN = t,

and

(N − 1)2−n ≤ t < N2−n.

Furthermore, we may write t as the dyadic sum

t =
∞∑

n=1

an/2n,

with an ∈ {0, 1}. It is sufficient to show that

E




( ∑
ti∈σn

(
Xti+1

−Xti

)2 − t

)2

 −→ 0, as n →∞.

Since the 2-marginal law of X is the same of that of a Brownian motion B,

E

[ ∑
ti∈σn

(
Xti+1

−Xti

)2

]
=

∑
ti∈σn

E
[(

Xti+1
−Xti

)2
]

=
∑
ti∈σn

E
[(

Bti+1
−Bti

)2
]

=
∑
ti∈σn

(ti+1 − ti) = t.
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Thus,

E




( ∑
ti∈σn

(
Xti+1

−Xti

)2 − t

)2

 = E




( ∑
ti∈σn

(
Xti+1

−Xti

)2

)2

− t2

=
∑
i,j

E
[(

Xti+1
−Xti

)2 (
Xtj+1

−Xtj

)2
]
− t2.

We discuss it in three cases:

Case 1: i, j 6= N − 1. Due to Lemma 0.1, we have

E
[(

Xti+1
−Xti

)2 (
Xtj+1

−Xtj

)2
]

=
∑

l1,m1
l2,m2

(∫ ti+1

ti

Hl1,m1(u)du

)2
(∫ tj+1

tj

Hl2,m2(u)du

)2

+2
∑

l,m

(∫ ti+1

ti

Hl,m(u)du

)2
(∫ tj+1

tj

Hl,m(u)du

)2

Case 2: One of i, j equals N − 1. This implies that

E
[(

Xt −XtN−1

)2 (
Xti+1

−Xti

)2
]

≤ 3
∑
p,q
l,m

(∫ t

tN−1

Hp,q(u)du

)2 (∫ ti+1

ti

Hl,m(u)du

)2

+3
∑

l1,m1,l2,m2
l1 6=l2,m1 6=m2

∑

l,m

(∫ t

tN−1

Hl1,m1(u)du

)(∫ t

tN−1

Hl2,m2(u)du

)(∫ ti+1

ti

Hl,m(u)du

)2

.

Both of these two terms converge to 0 as n goes to ∞ due to Case 1 and the definition of Haar

function.

Case 3: i = j = N − 1. Due to (1) and the definition of Haar functions we know that

E
[(

XtN −XtN−1

)4
]

= E




(∑

l,m

∫ t

tN−1

Hl,m(u)du · Yl,m

)4



≤ E




(∑

l

∫ t

tN−1

|Hl,ml
(u)|du · |Yl,m|

)4

 ,

3



for some ml ∈ I(l). Applying (??), (??) and (??), we see that

E
[(

Xt −XtN−1

)4
]
≤ E




(
(t− tN−1)|Y0,1|+

n∑

l=1

2(l−2n+1)/2|Yl,ml
|+

∞∑

l=n+1

2−(l+1)/2|Yl,ml
|
)4




≤ 3

(
1

2n
+

n∑

l=1

2(l−2n+1)/2 +
∞∑

l=n+1

2−(l+1)/2

)4

,

which converges to 0 as n goes to infinite.

Summering the above three cases we conclude that

∑
ti,tj∈σn

E
[(

Xti+1
−Xti

)2 (
Xtj+1

−Xtj

)2
]

−→ lim
n→∞

∑
i,j≤N−2




∑

l1,m1
l2,m2

(∫ ti+1

ti

Hl1,m1(u)du

)2
(∫ tj+1

tj

Hl2,m2(u)du

)2

+ 2
∑

l,m

(∫ ti+1

ti

Hl,m(u)du

)2
(∫ tj+1

tj

Hl,m(u)du

)2



= lim
n→∞

∑
i,j≤N−2

(ti+1 − ti)(tj+1 − tj) = lim
n→∞

t2N−1 = t2,

as n →∞. This results in the desired result, i.e., the quadratic variation 〈X〉t = t.
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 赴國外出差研習心得報告 
弱布朗運動及其應用 

Weak Brownian Motion and its Applications 
計畫編號：NSC98-2115-M-009-006- 

 執行期限：98 年 8 月 1 日至 99 年 10 月 31 日 

主持人：吳慶堂(國立交通大學應用數學系) 

電子信箱：ctwu@math.nctu.edu.tw 
 

 

一、 前言: 

 

本次出國訪問決定得相當倉促，主要的原

因是與本人申請之短期出國訪問 (計畫編

號：NSC99-2918-I-009-007)有關。原訂之

短期出國訪問時間為一月二十四日出發, 

六月底回台灣。在解決學校的一些事務

後，再回到德國柏林進行此次國科會計畫

的出國研究訪問，為此我也與德國柏林洪

堡大學方面Professor Dr. Hans Föllmer聯絡

好相關事宜。 

 

然而在辦理短期出國訪問時，因居留證辦

理不及，無法準時出發。然而在二月中時

已拿到居留證，若不及時出發可能會造成

過海關與居留證延簽的問題，與短期出國

研究訪問之經費核銷問題，因而臨時將此

計畫之出國研究訪問移至二月十九日出

發。又我此時已答應參加四月九日至十七

日於中央研究院數學研究所舉辦之 

Workshop & Spring School on Stochastic 
Calculus and Applications，因而決定四月三

日返回臺灣。 

 

雖然基本上此次的出國研究訪問與短期出

國訪問兩者合起來之時間並不會相差太

多，做一下前後順序對調應該不會有太大

問題，但由於者個前置作業的不確定性，

造成所有之前和一些德國柏林方面的學者

所約好的時間必須重新約定。尤其在得知

Professor Dr. Hans Föllmer 在二、三月時人

在新加坡，原訂八、九月之行程也因我這

方面遲遲無法決定也排定了新的行程進

去，也因此此次出國訪問期間我只短短見

到 Professor Dr. Hans Föllmer 一兩次，並沒

做太多詳細的討論。 

 

 

二、 出國訪問日期與地點: 

 

民國99年2月20日--民國99年 4月3日:

德國柏林洪堡大學。 

 

 

三、 心得報告: 

 

在完成 Föllmer-Wu-Yor [1] 這篇論文之

後，我和 Professor Dr. Hans Föllmer 一直在

針對這個主題作一些後續研究，例如除了

Föllmer-Wu-Yor [1] 中 所 列 的 weak 
Brownian motion of order k construction 的
方法外，我們又得到兩個新的 construction 
的方法。也因此我們一直希望可以在寫出

一篇關於這方面的研究。然而這期間



Professor Föllmer 的研究興趣已經轉到 
risk measures 及 risk management 方面，而

我一直有別的研究主題，在 weak Brownian 
motion 的  characterization property 方面

的成果有限，只次我終於在 weak Brownian 
motion 的 representation theorem 有一點小

結果，因此想和 Professor Föllmer 再做一次

面對面的討論。但似乎單單這個成果與之

前得到 construction 的方法並無法構成一

篇論文，也就如此我在此段時間一直在考

慮 representation theorem 的應用， 例如在

檢驗 weak Brownian motion of order 2 or 3 
的 quadratic variation 是否仍為 t 的這個 
open problem 上的應用，可惜只能得到針

對 Haar system 且 order 3 的結果。這離我

們想要的成果相差時在太多了。對於一般

的情況目前實在不知有什麼較好的方法可

以使用，可能得先試試一般較常用的 
orthonormal bases。但就 Haar system 而

言，整個的推導與計算已不算簡單。其他

的 orthonormal basis 能否有用目前尚是未

知數。 
 
 
四、 參考文獻： 
 
[1] Föllmer, H., Wu, C.-T., and Yor, M.: On 
weak Brownian motions of arbitrary order, 
2000. 
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