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Abstract
Helipoid gear is a new type of crossed 

axes gearing which can be used to improve 
the disadvantage of light load of the crossed 
helical gear, and to maintain the merit of 
hypoid gears. A general mathematical model 
has been developed which is very helpful to 
the manufacturer for gear design and 
manufacturing, and also helpful to simulate 
the generation process of a CNC hobbing 
machine. Based on the developed model , 
the principal curvatures and directions of the 
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tooth surface point, tooth contact patterns, 
and transmission errors can be obtained.

The proposed research project is a 
two-year project. In the first year, a 
mathematical model for the crossed-axes 
helical gear has been developed. By 
choosing different cutting paths for hob 
spindle movements, the mathematical model 
for different noble Helipoid gears can be 
obtained. Meanwhile, the principal 
curvatures and directions of the tooth 
surface point, tooth contact patterns and 
transmission errors can also be obtained by 
applying the proposed mathematical model 
and theory of gearing. The results obtained 
herein provide a very important information 
for comparing the advantages and 
drawbacks of the crossed-axes helical gears 
and Helpoid gears. 

In the second year of this research 
project, analyses on some different types of 
power transmission situations such as 
non-orthogonal crossed-axes gearing and 
gear pairs with different tooth numbers are 
studied. The corresponding mathematical 
mathematical models of the abovementioned 
crossed-axes helical gears and Helipoid 
gears are developed and the tooth contact 
analysis is also investigated. By properly 
choosing the parameters of the developed 
mathematical model, the CNC hobbing 
machine-tool setting conditions for the 
crossed-axes helical gears and Helipoid 
gears can thus be obtained, and the 
respective gears can also be cut by the CNC 
hobbing machine. Using the gear rolling test 
machine, the bearing contact analysis of the 
developed Helipoid gears is performed. 
Based on the rolling test results, the 
correctness of gear development processes 
and  usefulness of the developed Helipoid 
gears can also be verified.

Keywords: Helipoid Gear, Principal 
Curvatures and Directions, Tooth 
Contact Analysis, Contact Analysis, 
Rolling Tests.
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研究方法與結果

本計畫第一年（87年8月至88年7月）之
研究重點乃利用CNC滾齒機的創成運
動，模擬並建立傳統交錯軸螺旋齒輪以及
新型Helipoid齒輪之數學模式，利用此數學
模式，進行其齒面接觸分析、曲率分析及
齒印分析，以了解此類齒輪之特性。

本計畫第二年（88年8月至89年7月）
承接第一年所獲致之成果，並將研究重點
放在各種不同應用狀況下，傳統交錯軸螺
旋齒輪以及新型Helipoid齒輪之運轉分
析。同時並將傳統交錯軸螺旋齒輪以及各
種不同型式之新型Helipoid齒輪之數學模
式轉換成 CNC 滾齒機之滾削條件，將所
設計之齒輪滾削出來，並利用齒印測試
機，實際進行齒輪齒印嚙合分析，以驗證
理論推導之正確性。

Helipoid 齒輪之數學模式

依據滾齒機之切削創成原理，吾人可
利用假想齒條刀 (Imaginary Rack Cutter) 
來模擬切削齒輪時滾齒刀之滾削，以推導
出傳統交錯軸螺旋齒輪、圓弧型 Helipoid 
齒輪以及雙曲線型 Helipoid 齒輪之數學
模式。圖一所示為假想齒條刀之法向剖
面，該剖面兩側為直邊刀刃且與 rX 軸的
夾角為 nψ ，此夾角即為齒輪之壓力角。由
於齒條刀兩側的直邊刀刃對稱，因此僅針
對齒條刀之左邊刀刃推導其所創成的齒
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上式中之
jA 與

jε 係表示雙曲線之半長軸長

度以及離心率。
為了模擬 Helipoid 齒輪對之嚙合情

形，可利用假想齒條刀 FΣ 及 PΣ 來分別
創成小齒輪 1Σ 及大齒輪 2Σ 。圖三顯示齒
條刀創成齒輪之創成機構關係圖，齒條刀
固聯於座標系 ),,( cccc ZYXS ，而被創成之齒輪
(工件)則固聯於座標系 ),,( iiii ZYXS 。此處下
標 2,1=i 分別表示小齒輪和大齒輪座標
系。依據圖四所示之創成關係以及齒輪嚙
合原理，由各種假想齒條刀所創成之齒輪
齒面數學模式及其單位法向量方程式可表
示如下：
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PFj ,= ，分別用以表示假想齒條刀 FΣ 和

PΣ ，而 2,1=i 分別表示相對應齒條刀所創
成之小、大齒輪 1Σ 和 2Σ ； ir 為所創成之小、
大齒輪之節圓半徑； iφ 為創成過程中工件
的旋轉角。方程式(10)則為假想齒條刀與被
創成之齒輪齒面間的嚙合方程式。

Helipoid 齒輪對之接觸分析

利用上述推導的齒形數學模式，我們
就可針對 Helipoid 齒輪的齒面接觸作進一
步的分析與探討。Helipoid 齒輪對之裝配
關係座標示意圖如圖四所示，其中座標系

),,( ffff ZYXS 為小齒輪轉動時之參考座標
系，而座標系 ),,( gggg ZYXS 則為大齒輪轉動
時之參考座標系。座標系 ),,( 1111 ZYXS 及

),,( 2222 ZYXS 則分別固聯於小齒輪及大齒
輪。 1φ ′ 及 2φ ′ 分別為小齒輪及大齒輪在
嚙合運轉時的轉動角度。

為了要計算在理想情況下，兩嚙合齒
輪之齒面接觸點的位置所在，必須先將嚙
合齒輪對的齒形數學模式與齒面單位法向
量，經由座標轉換，分別表示於固定座標
系 ),,( ffff ZYXS 。由於兩嚙合齒輪之齒面在
瞬間之接觸點，其位置向量相同且法向量
亦共線，因此，兩齒面之嚙合條件式可表
示如下：

)2()1(
ff RR = , (11)

且 )2()1(
ff nn ±=        (12)

將(11)、(12)兩式聯立求解，即可求得兩嚙
合齒面之瞬間接觸點。在求得齒面接觸點
之後，即可繼續進一步計算齒輪對之傳動
誤差( Transmission Errors )。由於大齒輪之
輸出軸旋轉角度 2φ ′ 為小齒輪輸入軸旋轉
角度 1φ ′ 的函數，因此，大齒輪的轉動角
度 2φ ′ 可以表示為 )( 12 φφ ′′ 。根據齒輪原
理，在理想狀態下，大齒輪的轉動角度 2φ ′

應等於小齒輪的轉動角度 1φ ′ 和小齒輪與
大齒輪齒數比的乘積，因此，齒輪對之運
動誤差可以定義為：
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其中 1N 為小齒輪之齒數， 2N 為大齒輪
之齒數， 當 ( )12 φφ ′′∆ 存在時，則表示此一齒
輪對具有傳動誤差。

Helipoid 齒輪之曲率及齒印分析
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針對不同之
PF RR =

)/( ba
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( PF ββ = )

PF ββσ += 隨之變化。圖十所示
為 )/( ba σ

隨著交錯角的
此一齒輪對由交錯軸

漸漸偏向平行軸，原本交錯軸之點接觸特
性亦慢慢偏向平行軸之線接觸特性。由圖
十中三條分別代表

mmRR PF 500== mm1000 ∞ (
)

Helipoid 齒輪之滾製與齒印測試
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四、計畫成果自評
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本計畫第二年依據第一年研究計畫
案所獲致之成果，研究各種不同應用狀況
下，傳統交錯軸螺旋齒輪以及各種不同型
式之新型Helipoid 傳動分析。同時
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並將傳統交錯軸螺旋齒輪以及各種不同型
式之新型Helipoid齒輪之數學模式轉換成
CNC 滾齒機之滾削條件，將所設計之齒
輪滾削出來，並利用齒印測試機，實際進
行齒輪齒印嚙合分析，以驗證理論推導之
正確性及所發展齒輪在產業上之實用性。

Helipoid 
CNC
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表1  Helipoid 

391 =N 392 =N

0.2=nm mm/Teeth 0.2=nm  mm/Teeth

°= 45Fβ  ( ) °= 45Pβ  ( )

°= 20nψ °= 20nψ

mmB 40= mmB 40=

圖一 假想齒條刀之法向剖面

圖二 形成假想齒條刀刀面之座標關係



9

圖三 假想齒條刀與工件之關係

圖四 Helipoid 齒輪對之裝配座標關係圖
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Helipoid 
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