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中文摘要 

    本計畫擬配合原能會核研所之研究，探討井式電漿火炬之非線

性特性，並驗證理論分析成果之成效。在近年來已發表文獻中指出，

大氣電弧電漿裝置之顫動現象可能為混沌動態行為。此研究結果指

出，電漿火炬之顫動現象可能為混沌行為而非隨機行為，而這樣的

動態行為是有可能被控制的。由過去的研究發現，混沌動態行為有

可能是因為系統不穩定周期性行為所衍生的，如果這些不穩定周期

性行為發生的成因能夠被探討並加以控制且使其穩定化後，將可消

除電漿裝置的顫動現象以改善系統之性能。本計畫應用分叉理論及

非線性控制理論針對井式電漿火炬之非線性特性加以探討，找出其

造成系統混沌現象的成因，並探討混沌現象發生的可能條件。此外，

本計劃也協助核研所之井式電漿火炬實驗平台的建立與量測資料分

析以初步確認理論分析之成果。 
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Abstract 

    It is known that a DC power-driven plasma torch might exhibit 

random behavior which might affect the performance of the torch. A 

recent study shows that such a random behavior phenomenon might be a 

deterministic type chaotic behavior. One of the major goals of this 

project is to verify such a finding. In the project, we have cooperated 

with the researchers from the Institute of Nuclear Energy to work on the 

dynamical study of the well-type DC power plasma torch. First, an 

analytical model was derived from theoretical point of view. It was 

followed by the dynamical analysis of the derived system model via the 

help from general nonlinear system theory. Numerical studies of the 

plasma torch’s behavior were also carried on by using the code Matlab 

and AUTO. Moreover, we have worked with the researchers from the 

Institute of Nuclear Energy to build up a test-bed for well-type DC 

power plasma torch for experimental study. A preliminary of sensor 

measurement, data collection and numerical analysis of the experimental 

data were also covered in the proposed tasks. 
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壹、計畫緣起與目的 

    隨著科技的日新月異，人類的生活因科技的進步而愈來愈便

利。然而，科技產生的污染與廢棄物未因時代的進步而減少，反

而造成許多無法處理的污染源與垃圾。目前，一般的廢棄物處理

最常使用高溫燃燒與垃圾掩埋的方式，利用高溫燃燒將垃圾體積

縮小以便於提高垃圾掩埋場的使用年限。但是高溫燃燒會產生有

毒氣體與灰渣，且垃圾掩埋場會造成人民的抗爭與場地的限制，

甚至可能造成土地二次污染。高溫電漿火炬的開發即是解決廢棄

物處理的有效方法之一。因此，為了解決廢棄物處理問題，本計

畫配合國家「電漿焚化熔融處理有害廢棄物產業化應用與發展」

施政目標，探討高功率直流電漿火炬的動態行為且分析高溫電漿

火炬目前尚須改善的問題，以提升國家環境保護技術，朝零廢棄

物的目標發展。 

 

一、計畫緣起 

在地球上，物質大部分是呈現固態、液態和氣態。當物質

為氣態時，電子在電場束縛下圍繞原子核旋轉，若氣體被加熱，

其電子的熱運動動能就會增加。持續加熱至電子的熱運動動能

超過原子核對它的束縛，電子就成為自由電子，這種過程稱之

為電離。若氣體之電離度為 100％ 時，即氣體被完全電離，則

氣體就會游離成電漿。電漿依溫度與用途可分為熱電漿（Thermal 

Plasma）和冷電漿（Cold Plasma），本計畫以熱電漿系統為研究

重點。電漿火炬則為熱電漿源的一種；電漿火炬中心的溫度高

達攝氏一萬度以上，其熱輻射可使熱傳效率優於傳統火焰，大
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部分所有的物質，在這種高溫之下會裂解成簡單的原子，甚至

難以破壞的碳氫化合物，包括多氯聯苯，也會被分解成簡單無

害的氣體。因此，處理灰渣熔融，高濃度廢溶劑、低放射性廢

棄物及低濃度有害廢氣時，電漿火炬也都可以有效的處理且安

全固化焚化爐所產生之高污染灰渣。 

近年來，工業上已廣泛的使用電漿裝置，例如：處理廢棄

物、電漿噴塗、半導體製成等等。然而，不同用途的電漿裝置

內部顫動（Fluctuation）現象會影響系統的使用效能與使用週

期。雖然已有許多相關的研究文獻探討電漿火炬的顫動現象，

但仍侷限於實驗觀察與分析，對於不同電漿裝置內部顫動現象

的分析與了解仍有待深入探討。在過去的研究，分析與探討電

漿火炬之動態行為仍以實驗量測為主，改善顫動現象的效果有

限且必須花費相當多的設備成本才能量測到狀態之數據。因

此，學者開始朝數學理論發展，建立電漿火炬之數學模型，希

望藉由數學理論分析判斷與估測影響電漿火炬使用效率的原

因。研究學者依據電漿火炬之物理特性開始建立系統之數學動

態模型，透過能量守恆理論推導出 PDE (Partial Differential 

Equation) 形式之數學模型。然而，PDE 形式之數學模型並不易

求解與分析，利用數值方法求解也必須仰賴高速電腦進行平行

運算才能縮短計算時間與誤差。在 2000-2004 年，印度學者

Ghorui、Sahasrabudhe、Murthy, Das 和 Venkatramani 則引用三對

流(Triple Convection)理論推導電漿火炬之數學模型，其目的是

將在空間變化的系統狀態投影至時間變化的非線性三階振幅方

程式。如此一來，即可引用發展成熟的系統分析理論探討電漿



5 

火炬之動態行為且擬定電漿火炬之性能改善對策。另外，學者

Ghorui, Sahasrabudhe, Murthy, Das和Venkatramani透過三階振幅

方程式與實驗量測發現電漿裝置內部顫動現象可能是一種混沌

動態行為（Chaotic dynamical behavior）。學者提出顫動現象並非

以往認知的隨機行為而是會呈現週期性變化的混沌現象，電漿

裝置內部的顫動行為就有可能可被控制以改善其特性。但從非

線性理論分析三階非線性振幅方程式之結果發現，仍有其他因

素可能使電漿火炬進入混沌行為。因此，顫動現象之成因須再

深入探討，並分析使電漿火炬發生顫動現象的各種可能發生之

原因。這些研究結果將可提供更完善的理論依據以避免系統發

生不可預期的結果。 

 

二、計畫目的 

  近年來，電漿火炬已被廣泛的應用於各種不同的工業用途，

例如電漿噴塗、線電弧噴塗、電漿化學蒸汽沈積（CVD）、電漿

粉末合成、有毒廢棄物分解、珠化處理、電漿熔融、電漿精鍊

及奈米製成等。然而，受限於電漿火炬系統本身之硬體架構，

系統仍有許多問題尚待解決且電漿火炬的動態分析仍以實驗量

測為主，實驗流程往往需花費相當多的時間與成本。另外，高

溫電漿火炬的內部動態為三度空間中的流體變化，其物理與化

學反應相當複雜，且火炬的內部與外部溫度相當高(約可產生

5,000～20,000℃)，實驗數據不易量測。因此，透過實驗量測往

往無法有效分析其行為特性。基於上述考量，近年來之相關研

究文獻開始建立數學分析模型本以探討電漿火炬之動態特性。

在數學理論方面，研究文獻建立偏微分方程式(Partial Differential 
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Equation, PDE)形式之數學分析模型以探討電弧電漿之動態行

為。然而，PDE 之動態模型不易求解，數值分析往往需要透過

高速電腦進行平行運算且邊界條件、程式撰寫及相關參數設定

會影響準確度。 

在 2000-2004 年，學者 Ghorui、Sahasrabudhe、Murthy、Das

和 Venkatramani 則是將 PDE 形式之動態方程式投影至常微分方

程式(Ordinary Differential Equation, ODE)。研究學者將空間變化

之系統狀態投影至時間變化之振幅方程式，動態行為之特性探

討就可引用系統分析理論解釋電漿系統之顫動行為。其振幅方

程式表示如下： 
3

012 FFFFF −=Ω+Ω+Ω+ &&&&&&                         

透過文獻之模擬分析與實驗驗證發現電弧電漿裝置弧根的

顫動現象可能是一種混沌動態行為（Chaotic dynamical behavior）

而非以往認知的隨機行為，則電漿之顫動行為可能可以經由控

制來改善其特性。在模擬分析方面，學者 Ghorui、Sahasrabudhe、

Murthy、Das 和 Venkatramani 則是藉由改變系統參數 0Ω 發現當

系統參數進入某一個範圍內會發生混沌現象。然而，從文獻建

立的三階非線性振幅方程式發現混沌現象的發生可能不只 0Ω 改

變，即 1Ω 與 2Ω 的改變也可能使系統發生混沌行為。因此，造成

混沌現象的參數範圍仍需再深入分析以找出使電漿系統發生顫

動現象的原因。 

本計畫之主要目的是建立可量測混沌參數之非線性混沌分

析模型，並且分析其熱電漿火炬之動態特性。另外，協助架設

井式電漿火炬參數量測之實驗平台，並且透過實驗初步量測火
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炬之數據。引用系統分析理論初步分析量測之數據及分析電漿

火炬之顫動現象。最後，提出混沌行為之判斷方法與控制對策

以提供日後相關研究者之參考依據。 

 

三、研究項目與進度 

本計畫之研究工作主要在於分析直流電漿火炬之顫動現

象，其研究項目如下所示： 

1. 建立電漿火炬可量測混沌參數﹙包括電壓、電流、聲音、光

線強度等﹚之非線性混沌分析模型。 

2. 根據上述建立之模型，模擬及分析電漿火炬非線性之動態特

性。 

3. 協助準備及建立井式電漿火炬混沌參數量測儀器之實驗平

台。 

4. 井式電漿火炬混沌參數之初步量測與資料分析。 

5. 電漿火炬混沌現象及成因之分析與探討。 

6. 提出混沌信號判斷方法及控制策略。 
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貳、研究方法與過程 

    本計畫的主要目的是藉由數學理論分析直流電漿火炬顫動行

為的成因，也探討直流電漿火炬可能發生的動態特性。在過去，電

漿系統內部的顫動現象被認定為隨機的動態行為而無法估測其系

統狀態。然而，近年有研究文獻提出電弧電漿裝置之顫動現象可能

為混沌行為而非以往認知的隨機行為，則系統之顫動現象可能可以

經由控制改善火炬的性能。本計畫利用非線性理論與分叉理論探討

電漿火炬之顫動現象，分析可能使系統發生混沌現象之分叉參數的

變化以及分叉參數的變化範圍。以下說明此計畫之研究方法與過

程： 

 

1. 建立電漿火炬可量測混沌參數之非線性混沌分析模型 

為了能分析電漿火炬之動態行為，必須先建構電漿火炬之

數學模型，以方便對直流電漿火炬系統之模擬及分析。然而，

電漿火炬之動態會隨著空間和時間變動，經由電磁理論與守恆

定理推導之數學模型為 PDE 形式。PDE 形式之動態方程式不易

求解，且電漿火炬之 PDE 數學模型可能無法直接引用系統分析

理論與控制理論。若透過數值方法求 PDE 之解，則必須依賴高

速平行電腦計算且可能會造成計算時間過長與誤差過大，將

PDE 形式之數學方程式投影至 ODE 形式數學動態模型是必要

的。因此，本計畫依據 P. H. Coullet 和 E. A. Spiegel 提出之 normal 

form 理論、雙對流理論以及系統物理特性，透過數學推導以建

構系統分析模式。經由 normal form 理論與雙對流理論可以建構

電漿火炬之非線性振幅方程式，模擬驗證電漿火炬之動態特性。 
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2. 依據建立之模型，模擬及分析電漿火炬非線性之動態特性 

此部分主要是針對建立之數學分析模型探討直流電漿火炬

之動態行為，探討系統之動態特性。實際系統在運作時，往往

受限於本身的物理特性與硬體架構而無法完全理想化操作。當

系統操作在極限邊緣時，系統之動態可能會因參數稍微變動而

使系統由穩定狀態改變為不穩定或發生振盪週期。探討系統參

數之變化與系統動態行為之間的關聯性可以避免系統改變穩定

性。因此，本計畫應用非線性理論及分叉理論以推導系統之靜

態與動態工作解及其成立之系統參數解析條件。另外，我們應

用非線性系統模擬軟體，例如：Matlab 及 Auto，以驗證理論推

導之成果及 non-local 系統靜態與動態特性。對系統的分叉現象

分析，我們採用 Auto 這套數學軟體來繪製系統之分叉圖，分析

系統可能發生的動態特性。另外，研究文獻提出電弧電漿裝置

之顫動現象可能為混沌行為，但文獻中僅考慮單一參數變化之

動態分析；本計畫則考慮系統可能發生混沌現象之原因，且找

出改變系統穩定性的參數範圍。我們也探討學者 A. K. Das 沒有

分析的系統參數以及模擬可能之動態特性；從分叉圖可以知道

系統動態發生改變的範圍。接著，此部分選取分叉圖上每個區

域之分叉參數繪製時間響應圖和相位圖，模擬系統之動態特性

以及震盪週期之變化。 

另外，為了探討發生混沌現象之成因，我們透過雙參數分

叉理論探討二個參數同時發生變化之系統動態特性。我們也選

取雙參數分叉圖上每個區域之分叉參數以及選取系統初始值繪

製時間響應圖和相位圖，驗證系統之動態特性以及振盪週期之
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變化。 

 

3. 協助準備及建立井式電漿火炬混沌參數量測儀器之實驗平台 

除了理論分析工作之外，在本計畫中，我們透過與原子能委

員會核能研究所物理組同仁之合作，協助架構相關的實驗設備，

並以實際系統之實驗量測數據來評估理論分析之成果。茲簡述如

下： 

(1) 本計畫透過與原能會核研所物理組討論直流電漿火炬實驗平

台之操作範圍與量測儀器之使用規格和限制，規劃直流電漿

火炬的相關實驗平台。 

(2) 協助建立一適當的量測系統 

    在此部分之工作重點在於建立實驗平台，實驗設備包含

直流電漿火炬平台以及量測系統，例如：架設紅外線測溫儀

觀察火炬的溫度變化、架設電壓電流探棒、架構流量計量測

直流電漿火炬內部的流量變化、架設麥克風接收直流電漿火

炬的音波以及設計ADC將擷取資料存入電腦以提供日後分

析。 

    量測儀器之架構方面，本計畫主要是針對電漿火炬之顫

動現象探討，架設之重點放在電壓、電流、光和聲音之訊號

量測，藉由實驗量測之數據以利於系統之模擬驗證。 

(3) 評估量測相關的周邊系統之操作特性以及確認各項儀器之使

用規格，例如：最大氣體流量、磁場、音波量測、溫度量測

之範圍、外加電流或外加電壓。確認量測平台之操作範圍以

及儀器規格可以提高實驗數據之準確性，避免擷取到錯誤資

料。 
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4. 井式電漿火炬混沌參數之初步量測與資料分析 

此部分主要是經由實驗量測數據初步分析直流電漿火炬發

生的顫動現象，找出影響直流電漿火炬產生顫動的主因，以便

於日後研擬控制對策與設計。在實驗量測方面，本計畫擷取電

壓、電流、光和聲音之實驗數據，透過時間響應和頻譜分析系

統之動態特性。從實驗結果可以觀察到電壓、電流、光和聲音

均有顫動行為的發生，頻譜分析也顯示系統會發生週期變化。 

 

5. 電漿火炬混沌現象及成因之分析與探討 

此部分之工作重點是經由數學理論分析可以評估直流電漿

火炬可能發生混沌現象的成因。本計畫希望透過非線性理論和分

叉理論探討系統可能發生混沌行為的分叉參數變化以及參數範

圍。因此，我們建構系統分叉圖以估測造成混沌行為的可能原

因，並模擬分析電漿火炬之時間響應圖和相位圖觀察系統的動態

特性。另外，除了電漿火炬之混沌行為，本計畫探討系統可能產

生的其他動態特性，例如：電漿火炬之動態行為從穩定狀態改變

至振盪週期的特性分析，最後進入混沌現象到系統狀態發散之參

數變化。 

 

6. 提出混沌信號判斷方法及控制策略 

已知高溫電漿火炬之物理特性相當複雜，系統狀態並不易

量測且數據擷取受限於量測儀器之使用規格而無法精確量測實

驗數據。然而，學者 A. K. Das 提出顫動現象可能為一混沌行為，

那電漿火炬可能可以控制改善其性能。從數學理論分析結果可

以預估混沌現象的系統參數範圍；當分叉參數值開始減少且選
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取特定區域的系統初始值會導致系統由穩定狀態轉變為一倍週

期之振盪行為，在由一倍週期依序轉換成二倍、四倍和八倍週

期，最後進入混沌現象到系統狀態發散；由數學理論估測分叉

參數之變化範圍，監控系統動態之變化以避免進入混沌行為。

另外，混沌現象是一個奇特的動態行為，系統進入混沌行為時，

狀態會呈現有界且不規格之週期變化；這種動態特性會造成無

法預估系統之行為，即無法控制。因此，此部分之研究方法必

須依據上述之數學理論分析發生混沌行為的參數範圍，設計監

控系統與控制器補償系統狀態以避免產生不規則之週期變化。 
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參、主要發現與結論 

本計畫之研究方法與過程主要是針對直流電漿火炬建立數學

分析模型，並透過非線性理論與分叉理論分析直流電漿火炬之顫

動現象。另外，本計畫也考慮可能使系統發生混沌現象的其他因

素，探討發生混沌行為的各種可能性，並與學者 A. K. Das 之研究

結果做比較。依據非線性系統分析之方法，搭配分叉理論可以發

現其他參數也發生變化時，其他的系統參數仍會因變化而產生分

叉現象，即系統可能發生混沌的動態行為。因此，本計畫之研究

成果提供其他可能發生混沌行為之系統參數範圍與其他可能因

素。 

在實驗方面，我們依據核研所現有的直流電漿火炬系統協助

建立實驗之量測硬體架構，且針對系統之數據量測提供相關意見

與建議。另外，透過核研所物理組安排實驗並初步量測相關數據，

本計畫引用系統分析理論初步分析量測數據與探討火炬之動態行

為。最後，藉由理論探討與實驗初步量測分析之結果提出直流電

漿火炬發生顫動現象的可能原因與初步研擬控制對策，以提供未

來火炬效能改善之依據。以下將逐一說明本計畫之研究成果。 

 

一、直流電漿火炬動態模型之建立 

直流電漿火炬系統動態模型是經由能量守恆、金屬守恆、

動量守恆、質量守恆以及 Maxwell 理論所建立，並搭配符合實

際物理意義設定邊界條件。建立之數學模型是考慮在空間中變

化，即數學分析模型是以偏微分的形式呈現。PDE 形式之動態

模型不易求解且無法有效擬定改善對策。因此，本計畫依據 P. H. 
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Coullet 和 E. A. Spiegel 以及 A. K. Das 提出之理論推導以時間變

化為基礎之非線性振幅方程式。另外，A. K. Das 提出的研究成

果僅討論單參數變化造成混沌現在之參數範圍，而本計畫利用

非線性理論與分叉理論分析直流電漿火炬數學模型，探討其他

可能發生變化之系統參數與混沌動態行為之間的關聯性。最

後，分析模擬之結果與 A. K. Das 提出之成果作比較。 

 

(一) 雙對流理論 

雙對流理論是 P. H. Coullet 和 E. A. Spiegel 於 1983 年所提

出，其構想是建立以時間變化為基礎之動態方程式，以利於引

用系統分析理論探討其動態特性。雙對流理論是將數學模型正

規化，經由數學投影簡化成正規形式。因此，本計畫利用正規

化理論將PDE形式之直流電漿火炬數學模型簡化為ODE形式

之非線性振幅方程式。 

    首先，考慮一非線性方程式 

)(UNUMUt λλ +=∂                               (1) 

其中 t 表示時間、 ),,,( 21 pλλλ=λ K 表示 p 個參數的集合、

),,( 1 pUUU K= 則表示定義在實函數空間的系統狀態以及 λM

和 λN 分別表示線性和非線性操作子(Operator)且 )(UNλ 至少為

二次式。當 λM 和 λN 包含空間微分，我們可以將邊界條件指定

為 

0)( =+ λλ UCUB   on V∂                          (2) 

其中 V 表示物理空間(Physical Space)； λB 和 λC 分別表示線性

與非線性操作子。假設 λM 的頻譜為離散的。為了簡化表示，



15 

我們僅考慮在非退化之頻譜。首先，假設此問題為同次的

（Homogeneous），則可以得到下列形式的解 

    k
teU Φ= η                                       (3) 

其中 

  

),(

),(
),(

22

11

kxW

kxW
kxW

N
k
N

k

k

k

Ω

Ω
Ω

=Φ
M

                                (4) 

k
LΩ 為常數且 LW 為位置函數。當(1)為 ODE 時，則 1=LW ，

NL K,2,1= 。向量 k 表示用來描繪空間架構函數 LW 的參數集

合。對於每一個 k，(1)和(2)可以簡化為特徵值問題 

    kkkM Φη=Φλ |                                   (5) 

和 

    0| =Φλ kkB  on V∂                               (6) 

特徵方程式則可以為下列之形式 

   0)()();( 0
1

1 =λ++ηλ+η≡λη −
−

kNk
N

NN
k aaP L               (7) 

對於(7)的每一個根，我們可以找到振幅 k
iΩ 以及相符合的正規

形式 kΦ 。因此，將(7)整理後可以得到 

   0);();( =λη≡λη ∏
k

N
kPP                            (8) 

假設(8)有 l個零根( 0=η )和m對虛根( 0Re =η 和 0Im ≠η )，則(8)

有 

   mld 2+=                                       (9) 

個 0Re =η 的根。這些 d 個根則稱為 critical。假設在 0λ 附近的Δ

區域內，系統存在有很小的 |Re| η 及系統的其他根( 0Re 0 <η≤η )

也在Δ區域內，其中 0η 為實常數；則 ODE 形式的(1)之解則可
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能使 −∞→η0 。在(8)中我們可以在Δ區域找到二種可能性的多

項式：一種是 degree 為 d 且根為 critical 的多項式( 0λ=λ )，此

多項式稱為 critical polynomial；另外一個多項式則是根在Δ區

域從虛軸遠離。因此，若考慮最簡單的例子： 1=l 和 0=m ，

critical polynomial 則為 )(0 λμ+η k ，在此情況會發生靜態分叉

(Stationary Bifurcation)；另外，當 0=l 和 1=m (即 2=d )，則會

發 生 Hopf bifurcation ， 其 中 critical polynomial 為

)()( 2
1

2 λω+ηλμ+η k 。考慮 2=d 的情況下，定義 codimension 2

表面之條件 

  0)(1 =λμk  和 0)(0 =λμk                            (10) 

考慮一般式，存在有 mln += 個 critical 條件定義 codimension n

的表面，則將此表面稱為 polycritical surface。當我們可以將問

題簡化為 ODE 時，求得的解(隨時間變化)會接近 polycritical 

surface。 

    接著，我們將依據 polycritical surface 簡化問題。假設(1)

存在有 polycritical surface 

   0]);();([ =ηλωλμ ji
CP , 1,,1,0 −= ni K , 1,,1,0 −= mj K   (11) 

(11)有 l 個 0=η 的根和 m 對 jiω±=η 的根。因此，系統的

polycritical surface 有 mld 2+= 個 critical modes 且 有

codimension mln += 。假設有任意點 0λ=λ 存在於 polycritical 

surface ， 從 (3) 可 得 到 generalized critical modes iφ , 

di ,,2 ,1 K= ；modes 的集合構成了 generalized critical surface 的

基底(basis)。這些集合從(3)提供了完整的 stable modes jf 。因

此，U 可以分成二部分：一個是 generalized critical space，另
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外一個為 stable space。我們將 U 改寫成以下之式子： 

    ∑ ∑
=

β+φα=
d

i j
jjii xftxttxU

1
)()()()(),(                  (12) 

(1)則可以寫成 

  ),( βα+α=α FJ&                                  (13) 

    ),( βα+β=β GL&                                  (14) 

其中 J 和 L 為矩陣且 F 和 G 為非線性函數。非奇異矩陣

(nonsingular matrix)L 的所有特徵值均在負實部，而 J 有零實部

且 J 為 Jordan form。接著，引進非線性轉換 

   )(α+=β Bb ,  0| 0=∂ =ααB                          (15) 

將(15)帶入(14)，則可以得到 

   ),(),()( BbGBBbFBJLBbL
dt
d

+α+∂+α−∂α−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − αα    (16) 

若可以選擇 B 使得 

  ),(),()( BGBBFBLJ α+∂α−=−∂α αα                  (17) 

則 0=b 定義為(13)和(14)的不變流形(invariant manifold)，且對

於很小的 ||α ，此不變流形是線性穩定的。將 

    )(α=β B                                       (18) 

帶入(13)，則可以得到 

  ))(,( αα+α=α BFJ&                              (19) 

因此，對於 0),,,( 110 =μμμ≡μ −nK ，我們可以知道系統有 n 個振

幅方程式(amplitude equations)存在使得(17)可以求解的，即可

以利用 perturbation 理論求解。 

     當根離開 polycritical surface 時，(19)可以變形為 

  )(α+α=α μμ hK&                                  (20) 
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其中 μK 表示當 J 的所有 elements 在擾動以及 μh 則表示為非線

性向量(vector-valued)函數，即 JK =0 ， μK 的特徵方程式為

critical polynomial CP 。 CP 有 d 個參數；一般來說， μK 有 2d 個

參數。我們要將 μK 放入正規形式且包含最少的參數。因此，

可以利用以下非奇異之座標轉換得到上述結果： 

   CCA α= −1                                      (21) 

另外，J 的變形則稱為 Jordan-Arnold form，符號定義為 μJ 。將

μK 放入 Jordan-Arnold form，則(20)可以改寫為 

   )(AgAJA μμ +=&                                 (22) 

其中 

JJ =0                                        (23) 

表示為另外一個非線性向量函數。因此，(22)即為振幅方程式

的正規化形式。接下來，本計畫將依據此雙對流理論推導直流

電漿火炬之數學動態模型。 

 

(二) 直流電漿火炬之數學模型 

    直流電漿火炬之建立主要為了探討弧根之動態行為，建立

能解釋顫動行為之數學動態模型。直流電漿火炬之動態行為是

由熱守恆 (conservation of heat)、金屬守恆 (conservation of 

metal)、動量守恆 (conservation of momentum)、質量守恆

(conservation of mass)及 Maxwell’s equation 所決定且依據電漿

火炬之物裡特性找出電漿系統之 boundary conditions。以下將

依據 P. H. Coullet 和 E. A. Spiegel 與 A. K. Das 之研究理論為基

礎，建立直流電漿火炬之非線性方程式。建立電漿火炬，我們
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有以下六個假設: 

1. 弧根可近似為對稱的圓柱體 

2. (u, v, w)表示在 r 、θ和 z 方向之速度 

3. ),,,( tzrT θ 和 ),,,( tzrS θ 分別表示產生顫動現象時的溫度和

金屬揮發濃度及分別存在有靜態組合 ),,(0 zrT θ 和 ),,(0 zrS θ  

4. z 方向且高度為 d 的區域內存在溫度梯度 dTΔ 和金屬濃度

梯度 dSΔ  

5. 在 r 方向存在均勻溫度 

6. 對於圓柱形的電弧圓柱體的半徑 R 而言，系統操作在固定

電流的電源供應且電流密度 0J 趨近於常數 

描述電漿火炬顫動現象的動態方程式分別可由下述之方程式

共同決定： 

(1) 熱守恆 

TTv
d
Tw

t
T 2∇κ=∇⋅+

Δ
−

∂
∂ rr                          (24) 

其中 

T：fluctuating temperature component 

sk ρ=κ ：熱擴散率 

zwvruv ˆˆˆ +θ+=
r

：速度 

k：熱傳導率 

ρ：密度 

s：比熱 

(2) 金屬守恆 

 SSv
d
Sw

t
S

S
2∇κ=∇⋅+

Δ
−

∂
∂ rr                          (25) 
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其中 

      S：金屬濃度 

              Sκ ：材料的傳導率 

(3) 動量守恆 

   BJSgTgvvpvv
t
v rrrrrrr
r

×
ρ

+β−α+∇+∇
ρ

−=∇⋅+
∂
∂

0

2

0

11       (26) 

   其中 

               壓力(p)造成的垂直應力 

               黏性(v)造成的切線方向應力 

               流體和材料加入的擴張所造成的引力 

電流密度(J)伴隨著磁場(B)的相互影響所造成的

Lorenz force 

               gr：重力加速度 

(4) 質量守恆 

    0=⋅∇ vr
r

                                       (27) 

(5) Maxwell’s equation 

          )(1

0

BJ
rrr

×∇
μ

= , 
t
BE
∂
∂

−=×∇
r

,  

   0=⋅∇ B
rr

, 
ε
ρ

=⋅∇ CE
r

                             (28) 

   其中 

               Cσ ：導電率 

       0μ ：介電係數 

(6) 電流密度 

  )( BvEJ C

rrrr
×+σ=                                 (29) 

(7) 狀態方程式 
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        )(0 ST β+α−ρ=ρΔ                                (30) 

其中 

        α和β則定義於(30) 

      E：電場 

      k：熱傳導率 

      Cρ ：電荷密度  

考慮 B 為圓柱型對稱。因此(28)可以寫成 

         vBBBv
t
B

B

rrrrrrr
r

)(2 ∇⋅+∇η=∇⋅+
∂
∂                  

若考慮接近弧根處為一微小圓柱，則可近似為 θ= θ
ˆ)(rBB

r
和

zJJ ˆ0=
v

。方程式則可以改寫為 

 BuJvB
t
B

B
2

00),( ∇η+μ−φ=
∂
∂                        (31) 

其中 

         )()(),( rBuvBvB +∇⋅=φ ，
C

B σμ
=η

0

1
， θ= BB  

           r：圓柱的半徑 

為了在簡化上述之動態方程式，取其旋度移除壓力項。引進

stream function ψ使得 

zdt
dru

∂
ψ∂

== ，
rdt

dzw
∂
ψ∂

−== ， ϕ∇⋅−=ϕψΓ
rr

V),(  

ψ∇=
∂
∂

−
∂
∂

=η 2

r
w

z
u

， 2
0 dIJ = ， 2000 RJB μ=   

接著，利用表一 dimensionless quantities 的形式和表二的

nondimensional numbers 帶入上式，可以將方程式簡化。 
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表一、Form of dimensionless quantities 

Dimensionless quantities Form 

Temperature T
TT Δ=′  

Concentration gradient S
SS Δ=′  

Spatial coordinates d
xx =′ , d

yy =′ , d
zz =′  

rdr ⋅=′ , θ⋅=θ′ d , zdz ⋅=′  

Velocity components d
uu κ=′ , d

vv κ=′ , d
ww κ=′  

Time κ
=′ 2d

tt  

Magnetic field 
0B

BB =′  

 

表二、Nondimensional numbers 

Rayleigh number lR
kv

Tdg
lR

3Δα=  

Absolute Raylleigh number sR
kv

Sdg
sR

3Δα=  

Prandtl Number σ k
v=σ  

Magnetic Prandtle number ξ
k
Bη=ξ  

Lewis number τ κ
κ=τ S  

Chandrasekhar number Q
v

dBQ ημρ=
0

22
0  

 

 

其中定義 rdr ′= 、 θ′=θ d 、 zdz ′= 。在 nondimensionalization 之

後，governing equation 的集合可以改寫如下： 

由(26)知： BJSgTgvvpvv
t
v rrrrrrr

×
ρ

+β−α+∇+∇
ρ

−=∇⋅+
∂
∂

0

2

0

11  
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(A1) 
t
v
∂
∂  ⇒  ∵ η=

∂
∂

−
∂
∂

=
r
w

z
uv curl  ⇒  η=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′∂
′∂

−
′∂
′∂

⋅
κ

r
w

z
u

d 2  

           ⇒  η′
κ

=η 2d
 

           ∴
tdt

v
′∂
η′∂κ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

4

2

 curl  

(A2) vv rr
∇⋅  ⇒  取旋度，則 η∇⋅=∇⋅ vvv rrr )( curl  

          ⇒  ),(4

2

4

2

η′ψΓ
κ

−=η′∇⋅′
κ

=∇⋅
d

v
d

vv rrr  

(A3) vr2∇⋅ν  ⇒  取旋度，則 

          ⇒  η′∇⋅σ
κ

=η′∇⋅κσ⋅
κ

=η′∇⋅ν
κ

=∇ 2
4

2
2

4
2

4

3
2 )(ν curl

ddd
vr  

(A4) BJ
rr

×
ρ0

1  

(A5) TTgTg ′αΔ=α
r   

   ⇒  TdTg
d

TTgTTg rr ′∂⋅
κ
ν

κν
αΔ

⋅
κ

−=′−∂αΔ=′αΔ ′

3

4

2

)()( curl  

               TR
d rl ′∂⋅σ
κ

−= ′4

2

 

(A6) Sgβr ，同(A5)可得 

   ⇒  SdSg
d

SSgSSg r
S

S
r ′∂

κ
κ
⋅

κ
ν

νκ
βΔ

⋅
κ

=′∂βΔ=′βΔ ′

3
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2

)( curl  

               TR
d rs ′∂στ
κ

= ′4

2

 

由(A1)-(A6)可知 

          TR
dddtd rl ′∂⋅σ
κ

−η′∇⋅σ
κ

+η′ψΓ
κ

=
′∂
η′∂κ

′4

2
2

4
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4
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                  BQ
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d zrs ′′ ∂σξ

κ
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κ
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2
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 ⇒   BQ
R

SRTR
t zrSrl ′∂σξ−′∂στ+′∂σ−η′∇σ+η′ψΓ=
′∂
η′∂

′′′
2),( 2     (32) 

由(24)知： TTv
d
Tw

t
T 2∇κ=∇⋅+

Δ
−

∂
∂ rr  

(B1)  
t
T

kd
T

t
T

′∂
′∂

⋅
Δ

=
∂
∂

2  

(B2) )(22 ψ−∂
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=⎟
⎠
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⎜
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∂
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Δ
⋅ rd

T
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T
d
Tw
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(B3) ),(22 T
d

TTv
d
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Δκ

=∇⋅
rr  

        ∵ zwvruv ˆˆˆ +θ+=
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d
zwvru

d
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κ

=
rr )ˆˆˆ(  

    ∵
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y
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TT

∂
∂

+
∂
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+
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∂
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    ⇒ T
d
T

z
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′∂
′∂

+
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+
′∂
′∂Δ
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d

TTv
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Δκ
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rr  

(B4) T
d
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Δκ
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2
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          ∵ 2

2

2

2

2

2
2

z
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y
T

x
TT

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇  

⇒ T
d
T

z
T

y
T

x
T

d
TT ′∇

Δ
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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′∂
′∂

+
′∂
′∂

+
′∂
′∂Δ
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22

2

2

2

2

2

2
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因此，從(B1)-(B4)可知 

          T
d

T
d

TT
d

T
t
T

d
T

r ′∇⋅
Δκ

+ψ∂⋅
Δκ

−′ψΓ⋅
Δκ

=
′∂
′∂

⋅
Δκ 2

2222 ),(  

      ⇒   TT
t
T

r ′∇+ψ∂−′ψΓ=
′∂
′∂ 2),(                        (33) 

由(25)知，同理可得 
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 SS
t
S

r ′∇τ+ψ∂−′ψΓ=
′∂
′∂ 2),(                        (34) 

其中 κ⋅τ=κS 。 

由(31)知： BuJvB
t
B

B
2

00),( ∇η+μ−φ=
∂
∂  

(C1) 
t
B

d
B

t
B

′∂
′∂

κ
=

∂
∂

2
0  

(C2) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′κ

+′∇⋅′
κ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+∇⋅=φ

r
B

d
BvB

d
B

r
BuvBvB 0

2
0 )()(),(  

(C3) u
dR

BuJ ′κ
=μ 0

00
2                                                 

          ∵
2

00
0

RJB μ
=  ⇒  

R
BJ 0

00
2

=μ  

(C4) B
d

kBBB ′∇
ξ

=∇η 2
2
02  

     從(C1)-(C4)可知： 

    B
d

kBu
dR

B
r
B

d
BvB

d
B

t
B

d
B ′∇

ξ
+′

κ
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′κ

+′∇⋅′
κ

=
∂
′∂κ 2

2
000

2
0

2
0 2)(  

假設 rdr ⋅=′ 且 Bηκ=ξ ，則 

 BdRBv
t
B

z ′∇ξ+ψ∂−′′φ=
′∂
′∂

′
− 212),(                    (35) 

接下來，我們將利用正規化形式推導直流電漿火炬之振幅方程

式。首先，將(32)-(35)改寫為下列形式 

    )(YNYMLYt +=∂ λ                               (36) 

其中 L 為非奇異非線性操作子，M 表示為相依操作參數之線

性操作子 N 則表示完全非線性操作子。因此，我們可以得到

下列之關係式 
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⎟
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⎞
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⎟
⎟
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zrsrl

dR

QRRR

M      (37) 

其中動態的控制參數為 ),,,,,( ξτσ=λ QRR sl 。取(36)之線性部

分，則可以得到 

YMLYt λ=∂                                    (38) 

依據雙對流之正規化形式之理論，(38)解的形式假設如下： 

    st
mnmn eYY Λ= *                                  (39) 

其中 mnY 為 4 個常數組成的向量。接著，定義運算符號“*”： 

          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
bd
ac

d
c

b
a

*  
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

π
π
π
π

=Λ

)..cos()..sin(
)..sin()..cos(
)..sin()..cos(
)..sin()..sin(

znram
znram
znram
znram

mn   

    其中 K,2,1,0=m  和 K,2,1,0=n                         (40) 

接著，將(40)帶入(39)，則 

    

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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B
S
T

)cos()sin(
)sin()cos(
)sin()cos(
)sin()sin(

               (41) 

將上式帶入(38)的左式，則     
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      YLmnt∂=  

將(41)帶入(38)的右式 
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其中 
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22222 π+= namqmn                                (44) 

對應給定的特徵值，我們可以得到特徵方程式 

   0)det( =− sLM mnmn                               (45) 

將(42)和(43)帶入(45)，則 

         0]  

002
00
00

2

  det[

21

2

2

124

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−ξ−π−
−τ−−

−−−
πξσστ−σ+σ

−

−

sqdRn
sqma

sqma
QRnRmaRmasqq

mn

mn

mn

slmnmn

 

⇒ lmnmnmn Ramqsqsq σ−τξ+σξ+στ+ξ+τ+σ+ξ+τ+σ++ 2263442 )[()1(  

        8222222 ){(]4 mns qsdQRnRam τξ+τσξ+σξ+στ+ξσπ−στ+ −  

  sqQdRnRamRam mnsl })]1(4)1())(([ 22222222 τ+ξσπ−ξ+στ+τ+ξσ−+ −  

   04)( 422242210 =ξστπ−+−σξτ+στξ+ −
mnmnslmn qdQRnqRRamq  

因此，我們可以得到特徵方程式 



29 

  001
2

2
3

3
4 =Π+Π+Π+Π+ ssss                      (46) 

其中 

       2222226
0 ]4)([ mnlsmn qdQRnRRamq σξτπ−−+=Π −  

        στ+ξ−ξ+τ+τξσ+τξ+σξ+στ=Π 226
1 )]()1([)( amRRq lsmn  

              )1(4)1( 222 τ+ξσπ−ξ+τ+ −QdRnRs  

        4
2 )( mnqτξ+σξ+στ+ξ+τ+σ=Π  

              222222 ]4)[( −− σξπ−−τ+ mnls qdQRnamRR  

        2
3 )1( mnqξ+τ+σ+=Π  

假設 ω= is 且ω為實數，則代入(46)可以得到 

0012
2

3
34 =Π+Πω+Πω−Πω−ω ii                    (47) 

因此，從(47)可以觀察到可能的解 

       (i) 00 =Π 和 0=ω  

       (ii) 31
2 /ΠΠ=ω 和 02

30321
2
1 =ΠΠ+ΠΠΠ−Π ，其中 01 ≥Π  

     從雙對流理論可以知道滿足 polycritical surface 的條件為 

    0210 =Π=Π=Π                                 (48) 

將條件(48)代入(46)則可以得到 critical 多項式： 

    01
2

2
3)( cscscssPC +++≡                           (49) 

其中 
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=c ， 3
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2
2 Π

Π
+

Π
Π

−
Π
Π

=c          (50) 

ploycritical surface 的條件則為 0210 === ccc 。因此，若 1== mn

時，可以得到 

         
)1)(1(

)(
2

6

−ξ−τσ
ξ+τ+σ

=
a

qRlo ，
))(1(
)1(26

τ−ξ−τσ
ξ+σ+τ

=
a
qRso  



30 

))(1(
)1( 26

0 τ−ξ−ξσ
ξτ+σ+

=
c
qQ                              (51) 

在 critical 表面之任意點，正規化模式在 0=s 表面上滿足

0* =Λφ mnCM 其中φ表示四個常數組成之向量。由於在 critical

表面時， 0)det( =CM 。因此可以得到 null space 之基底 

    
T

Rq
d

q
a

q
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ξ
π

−
τ

−−=φ 222

21                      (52) 

其餘的二個向量則可以由以下式子求得 

    φ=ψ CC LM  和 ψ=χ CC LM                        (53) 

最後可以得到線性的動態方程式(38)。因此，由雙對流理論可

知系統可以分成二部分：一是 generalized critical space，另一

則是 stable modes。我們可以將 Y 寫成下面之方程式 

    ),,(~*])()()([ tzrStCtBtAY mn +Λχ+ψ+φ=             (54) 

在上式中， S~ 表示 stable modes；定義符號 ]    [ χψφ=Φ 為 null 

space 的基底且 )](  )(  )([ tCtBtAA = 。從(52)和(53)可以得到 

     ∑
=

ΦΩ=Φ
3

1i
jCjiiC LM                               (55) 

其中 
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⎡
=Ω

000
100
010

                                  (56) 

因此，我們可以得到 

    AA Ω=&                                        (57) 

由於(57)是描繪系統在 critical 表面上之動態行為，我們在接下

來的部分將探討系統在 critical 表面附近時的動態行為特性。

定義符號：λ表示為接近 critical 表面的參數值； ]    [ λλλλ χψφ=Φ
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為 critical 表面附近的基底向量空間；振幅方程式則為

AKA λ=& ； λλλλ +Λχ+ψ+φ= StCtBtAY ~*])()()([ 11 。同理，依據雙

對流理論，我們可以得到 
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因此，靠近 polycritical 的線性振幅方程式 AKA λ=& 可以得到以

下之數學模型： 

    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

C
B
A

cccC
B
A

210

100
010

&

&

&

                       (59) 

將(59)整理後可得 

      0012 =+++ AcAcAcA &&&&&&                            (60) 

另外，我們接下來要考慮系統之非線性部分，將(60)擴充為非

線性振幅方程式。考慮非線性則(60)可以改寫為 

      )(012 AgAcAcAcA =+++ &&&&&&                         (61) 

其中 )(Ag 表示非線性項。最後，依據(32)-(35)可得到 

      )()( AgAg −=−                                 (62) 

從(62)可知，系統存在有最低階數之非線性項 )( 3AO 。另外，

)(Ag 可依據 perturbation 理論表示為系統的狀態(A, B, C)之線

性組合，即 

          CBtABCtCAtBtABtBAtAtAg 2
76

2
5

3
4

2
3

2
2

3
1)( ++++++=  

           3
10

2
9

2
8 CtBCtACt +++                       (63) 

其中 sti ' 為不同的常數係數。另外， 3
1At 為(63)的 dominant 

term，則我們可以將三階非線性振幅方程式近似為 
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       3
1012 AtAcAcAcA =+++ &&&&&&                           (64) 

對於直流電漿火炬之行為特性可知， 1t 等於 1 和-1，則(64)為 

       3
012 AAcAcAcA ±=+++ &&&&&&                           (65) 

為了簡化分析，引進新的時間比率 ts ε= 和振幅 FA 2/3ε= 且選擇

2c=ε ，則(65)可以改寫為 

       3
012 FFFFF ±=Ω+Ω+Ω+ &&&&&&                        (66) 

其中 

          2
2

0
0 c

c
=Ω ， 3

2

1
1 c

c
=Ω ， 12 =Ω  

且定義新的符號以簡化非線性振幅方程式的系統參數 

     )1(ˆ 2 ξ+σ+τ+=δ q  

     στξπ−+−=δ − )4(ˆ 222222262
1 QnRdRmaRmaqq sl  

     QnRdRmaRma sl
2222222

2 )1(4)1()(ˆ τ+σξπ−ξ+στ+ξ+τσ−=δ −  

         6)( qστξ+τξ+σξ+στ+  

     στξπ−+−−=δ − )4(ˆ 2222262
3 QnRdRaRaqq sl  

     QnqRdRmqaRmqa sl
2222222222

4 4ˆ −−−− σξπ−στ+σ−=δ  

         4)( qτξ+σξ+στ+ξ+τ+σ+  

     QnRdRmaRma sl
2222222

5 )1(4)1()(ˆ τ+σξπ−ξ+στ+ξ+τσ−=δ −  

         6)( qστξ+τξ+σξ+στ+  

     στξπ−+−=δ − )4(ˆ 222222262
6 QnRdRmaRmaqq sl  

則得到以下的系統參數 

      
δ
δ

= ˆ
ˆ

1
0c  

      
2
32

1 ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

δ
δ

−
δ
δ

=c  
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3
6

2
54

2 ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

δ
δ

+
δ
δ

−
δ
δ

=c  

最後，我們可以推導出系統參數( 0Ω 、 1Ω 和 2Ω ) 

     
2

65
2

4

5
1

0 )ˆˆˆˆˆ(

ˆˆ

δ+δ⋅δ−δ⋅δ
δ⋅δ

=Ω  

     
3

65
2

4

7
3

8
2

1 )ˆˆˆˆˆ(

ˆˆˆˆ

δ+δ⋅δ−δ⋅δ
δ⋅⋅δ−δ⋅δ

=Ω  

     12 =Ω  

因此，最後我們可以利用非線性理論與分叉理論分析三階非線

性振幅方程式(66)以及探討系統的動態行為。 

 

二、模擬及分析電漿火炬非線性之動態特性 

    此部分之重點為分析電漿火炬之分叉特性，探討其顫動現

象的發生原因。從學者 A. K. Das 之研究發現電漿系統之顫動現

象為一混沌行為，並非以往認知的隨機行為。然而，A. K. Das

的研究僅考慮單一系統參數發生變化時之系統動態，文獻討論

此系統參數發生變化時的混沌現象且探討系統從穩定到發生混

沌行為的參數範圍。經由分叉理論分析電漿系統之分叉特性發

現影響電漿的因素可能不僅 A. K. Das 考慮之單一參數，其他參

數也可能影響系統使系統進入混沌現象甚至狀態發散。因此，

本計畫之模擬分析將以前述建立之電漿火炬動態模型為基礎，

探討電漿系統的所有動態範圍，分析系統的所有參數之範圍。

另外，電漿系統之系統參數可能同時發生變化，系統可能會進

入固定振盪週期之參數範圍。在接下來的部分，我們將分析系

統參數之間的關聯性，探討可能發生顫動現象之因素。透過非
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線性理論和分叉理論探討分叉參數變化之範圍，找出混沌現象

的範圍。另外，我們也探討電漿火炬之其他可能發生的動態特

性，找出系統可能發生的動態行為。 

在 A. K. Das 的研究中，學者僅將(66)之 0Ω 設定為系統參

數，其他則設定為常數，即 501 =Ω 及 12 =Ω 。在模擬分析時，本

計畫則是將 0Ω 、 1Ω 和 2Ω 設定為系統參數，模擬分析 0Ω 、 1Ω 和 2Ω

發生變化時的關聯性以及探討系統參數影響顫動現象之成因。

本計畫採用數值分析軟體 AUTO 模擬系統之分叉特性且利用

Matlab 模擬系統的時間響應以及相位圖。我們分 3 種可能性探

討系統之動態行為：(i)僅 0Ω 改變時之動態特性；(ii)考慮 0Ω 或 1Ω

改變時之動態特性；(iii)考慮 0Ω 或 2Ω 發生改變時之動態特性。

以下將深入探討這三種情況之分叉特性。 

 

Case 1: 僅改變 0Ω ， 1Ω 和 2Ω 固定 

在此例子中，固定 501 =Ω 和 12 =Ω ，將 0Ω 設定為系統參

數。因此，設 Fx =1 、 Fx &=2 和 Fx &&=3 ，(66)可以改寫成狀態空

間形式 

          21 xx =&  

    32 xx =&                                     (67) 

          3
13213 50 xxxxx −−−μ−=&  

其中 μ=Ω0 為分叉參數。在本計畫中之模擬圖，實線代表穩定

的平衡點軌跡或穩定的 limit cycle，虛線則表示不穩定的平衡

點，模擬圖符號表示為 

          HB：Hopf bifurcation  
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          SB：Stationary bifurcation 

          PD：Period doubling 

    圖 1 為直流電漿火炬之分叉圖，表三列出系統之分叉點。

從圖 1可以知道電漿火炬在 0=μ 會發生 pitchfork bifurcation且

在 500 <μ< 時系統是漸進穩定的。當 50>μ ，則系統是不穩定

的；當μ持續減小且通過原點時，系統由一個平衡點分叉為三

個平衡點。另外，在 25−=μ 以及 50=μ 出現 Hopf bifurcation，

即表示系統之 Jacobian matrix 的特徵值會落在虛軸上，系統會

出現週期解並產生振盪之動態行為。接著，當μ從 50>μ 持續

減小且穿過 50=μ 時，系統之平衡點從 unstable focus 變成

stable focus，且產生一個 limit cycle。當μ減少並跨過 0=μ 時，

系統由一個穩定的平衡點軌跡分叉為二個穩定的平衡點軌跡

和一個不穩定的平衡點軌跡，即發生 supercritical pitchfork 

bifurcation。因此，系統的穩定性將取決於系統狀態之初始值。

當 0<μ 且初始值在原點附近時，系統會被不穩定的平衡點吸

引而造成不穩定。當μ減少至 25−=μ ，系統會發生二個 Hopf 

bifurcation(即 HB2 和 HB3)；這二個 HB 會分叉為一條穩定的

limit cycle 和一條不穩定的 limit cycle。當μ減少至 823.108−=μ

和 777.108−=μ 時，穩定的 limit cycle 軌跡則變成不穩定的 limit 

cycle 軌跡，此分叉現象表示系統會發生週期變化；因此，從

模擬結果可知在 823.108−=μ 和 777.108−=μ 會發生 period 

doubling。從圖 1 可以知道，選擇 HB2 到 PD1(或 HB3 到 PD2)

之 limit cycle 軌跡附近的初始值與分叉參數，系統之動態為一

倍週期的振盪行為；若選取 PD1 或 PD2 附近之μ與初始值，
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則系統會發生二倍週期之振盪。當μ持續減少時，系統將發生

週期性變化且進入混沌現象之區域。系統之行為開始出現週期

性變化，則無法預估其動態行為；如此一來，我們就無法預期

系統可能會發生之行為特性，導致無法應用系統分析理論與控

制設計改善系統之穩定與使用性能；甚至μ仍持續變化減小，

系統之狀態可能會發散而使系統發生不可預期的危險。從圖 1

可以了解分叉參數與系統狀態行為之間的關係；接下來，我們

透過時間響應與相位圖探討直流電漿火炬隨時間之動態行為。 

 

 
圖 1. 直流電漿火炬之分叉圖 (μ  v.s. 1x ) 

 

表三、Location of bifurcation points 

 ),,( 321 xxx  μ  

SB )0 ,0 ,0(  0 
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HB1 )0 ,0 ,0(  50 

HB2 )0 ,0 ,5(  -25 

HB3 )0 ,0 ,5(−  -25 

PD1 )30.83 ,3.94 ,15.13(  -108.823 

PD2 )67.343 ,52.94 ,25.0(  -108.777 

 

    我們在分叉圖上選取分叉點附近的分叉參數與初始值，從

時間響應觀察系統之時域動態以及其相位圖。圖 2(a)為選取

3=μ 且初始值設為 )0,0,1(),,( 302010 =xxx ；圖 2(b)為選擇 3=μ 和

初始值設為 )0,0,1(),,( 302010 −=xxx 。圖 3(a)(b)則是選取 5−=μ 且

初始值分別選取 )0,0,4(),,( 302010 =xxx 和 )0,0,4(),,( 302010 −=xxx ；圖

4(a)(b)則是選取 5−=μ 且初始值分別選取 )0,0,2(),,( 302010 =xxx 和

)0,0,2(),,( 302010 −=xxx 。從圖 2 和圖 3 之時間響應圖與相位圖可

以發現當 500 <μ< 及初始值選取在穩定平衡點附近時，系統狀

態被穩定平衡點吸引而使系統狀態趨近於 0。另外，圖 3 選取

025 <μ<− 及初始值介於穩定平衡點軌跡與不穩定的 limit 

cycle 之間的值，模擬圖顯示此區域之系統狀態被穩定的平衡

點吸引。同理，圖 4 則在 025 <μ<− 的範圍選取介於二條穩定

的平衡點軌跡之間的初始值，從時間響應圖與相位圖可以知道

這個區域之初始值會被穩定的平衡點吸引，最後系統狀態趨近

於穩定。另外，我們將分析系統之動態分叉，即當μ持續變化

至發生 Hopf bifurcation 時之行為特性，探討系統之振盪行為。

接下來，我們分析分叉圖搭配時間響應圖和相位圖，解釋高溫

直流電漿火炬之振盪週期以及週期變化。 
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                  (a)                   (b) 

圖 2. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 3. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 4. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 5. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 6. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 7. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 8. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 9. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 10. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 11. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 12. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

圖 5(a)(b)選取 60=μ 且初始值 ),,( 302010 xxx 分別設為 )0,0,5(

和 )0,0,5(− ，搭配圖 1 之分叉圖可以發現在此區域內之平衡點

為不穩定的。圖 6(a)(b)選取初始值 )0,0,10(),,( 302010 =xxx 且μ分

別為 5 和-3；圖 6 之時間響應圖和相位圖表示在此區域內之系

統狀態被穩定的平衡點吸引，系統將趨近於穩定。圖 7(a)(b)~

圖 9(a)(b)則選取 50−=μ 及初始值 ),,( 302010 xxx 分別選取 )0,0,15(

和 )0,0,10( 、 )0,0,7( 和 )0,0,2( 及 )0,0,5(− 和 )0,0,8(− 。從圖 7~圖 9

之時間響應與相位圖的模擬結果說明了這些區域會發生 Hopf 

bifurcation，系統會產生振盪之週期解，其模擬之行為特性符

合圖 1 分叉圖之分析結果。另外，從圖 1 可以知道當 8.108−<μ

時，系統的振盪週期會發生變化甚至進入混沌行為之區域。我

們將逐步探討從 Hopf bifurcation 延伸軌跡的動態特性，解釋
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系統從穩定狀態開始產生固定週期的振盪行為之參數變化，最

後進入非固定週期之混沌行為到系統狀態發散。我們在圖 7~

圖 9 之時間響應圖與相位圖說明系統之振盪週期變化以及混

沌現象。圖 10(a)(b)~圖 12(a)(b)則選取相同的 50−=μ 和不同的

初始值 =),,( 302010 xxx (20,0,0)和(17,0,0)、(13,0,0)和(5,0,0)以及

(1,0,0)和(-1,0,0)。圖 10~圖 12 表示這些區域的分叉參數和初始

值會使系統發散，系統會因初始值的不同而造成動態行為由振

盪行為轉變成發散。 

圖 13(a)(b)~圖 16(a)(b)使用相同的初始值 =),,( 302010 xxx  

)0,0,5( 且分別選取不同的μ值，即 =μ -20、-80、-115、-120、

-122.15、-130、-144 和-146。從圖 13~圖 16 可以看出， 20−=μ

為穩定的；當 80−=μ 時，則發生一倍週期的振盪行為；當

115−=μ 時，則發生二倍週期的振盪行為；而當 120−=μ 和

15.122− 時，則分別發生四倍週期和八倍週期的振盪行為；當

130−=μ 和 144− 時，系統之振盪行為產生不規則之週期變化，

即表示系統之狀態發生混沌現象；最後，當 146−=μ 時，系統

之動態行為是不穩定的。因此，透過模擬圖之分析結果發現，

系統會隨著 μ值變化而使系統發生週期變化甚至是混沌行

為。在此 case 1 中，我們僅考慮 0Ω 發生變化時之系統可能發

生的動態行為。此分析結果包含學者 A. K. Das 探討之參數範

圍；另外，case 1 也探討比文獻更廣的參數變化範圍，說明系

統狀態發生不穩定的參數區域，此結果將可以避免系統發生不

可預期的危險。 



45 

 
                  (a)                   (b) 

圖 13. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 

                     (a)                   (b) 

圖 14. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                   (a)                  (b) 

圖 15. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 16. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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Case 2：改變 0Ω 或 1Ω ， 2Ω 固定 

在 case 2 中，我們探討學者 A. K. Das 沒有分析的參數以

及參數變化範圍。從以下之模擬分析可以知道混沌現象發生的

其他可能的原因，參數 1Ω 之變化也可能使系統產生週期性變

化。混沌現象的發生原因並非唯一，其他因素也可能使系統產

生混沌行為。因此，我們利用分叉理論之雙參數變化探討圖 1

中的 Hopf bifurcation (即 HB1、HB2 和 HB3)，從圖 1 的 HB1、

HB2 和 HB3 開始模擬雙參數，即 0Ω 和 1Ω 發生變化的週期解。 

首先，固定 12 =Ω ，將 0Ω 和 1Ω 設定為系統參數。系統之狀

態空間形式為 

          21 xx =&  

    32 xx =&                                         (68) 

          3
132113 xxxxx −−μ−μ−=&  

其中 μ=Ω0 和 11 μ=Ω 為分叉參數。以下探討二種發生的可能

性。 

 

(A) 固定μ，改變 1μ 之情況 

    我們分別將圖 1 的 HB1、HB2 和 HB3 值設為週期解初始

值且固定μ以及改變 1μ ，模擬分析從 HB1、HB2 和 HB3 出發

之 1x 與 1μ 週期解。表四為固定μ和改變 1μ 情況下之分叉點。圖

17~圖 19 是從 HB1、HB2 和 HB3 開始模擬之分叉圖(即 1μ  v.s. 

1x )。從圖 17 可以觀察到 HB1 延伸之軌跡為不穩定的 limit 

cycle，此動態為固定週期之振盪行為。圖 18 則是從 HB2 延伸

之 1μ  v.s. 1x 分叉圖；從圖可以發現延伸之 Hopf bifurcation 軌
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跡會出現 period doubling，系統之振盪週期由一倍轉變為二倍

週期。由此可知，系統之動態行為開始產生週期變化。在圖

18 的 PD3 會分叉一條穩定的 limit cycle 和一條不穩定的 limit 

cycle；穩定的 limit cycle 之軌跡則出現 PD4，之後又轉變為不

穩定的 limit cycle。從分叉理論可知系統之振盪週期會隨著 1μ

變化而發生改變。最後，系統發生不可預期的振盪週期，即系

統產生混沌動態行為。由此可知， 1μ 的變化仍可能使系統發生

混沌現象。另外，圖 19 表示從 HB3 開始模擬分析之 1μ  v.s. 1x

分叉圖；圖 19與圖 18類似，在HB3延伸之軌跡也會出現 period 

doubling (即 PD5)，PD5 分叉出一條穩定的 limit cycle 和一條

不穩定的 limit cycle。穩定的 limit cycle 則會出現 PD6，且轉

變為不穩定的 limit cycle。因此，系統的振盪週期由原來的一

倍週期轉變為二倍週期；當 1μ 持續變小時，系統會產生週期性

且出現不規則週期變化，系統發生混沌動態行為；最後，當 1μ

仍持續減少時，系統狀態會發散而轉變成不穩定且可能使系統

狀態發生不可預期的危險。以下，我們透過時間響應圖與相位

圖分析圖 18 和圖 19 之動態行為，藉由時域與相位圖探討系統

週期變化之動態特性。 
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圖 17. 直流電漿火炬之分叉圖 ( 1μ  v.s. 1x ) 

 

 
圖 18. 直流電漿火炬之分叉圖 ( 1μ  v.s. 1x ) 
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圖 19. 直流電漿火炬之分叉圖 ( 1μ  v.s. 1x ) 

 

表四、Location of bifurcation points 

 ),,( 321 xxx  1μ  

PD3 )1.53 ,6.11 ,43.6(  18.198 

PD4 )44.35 ,508.6 ,65.6(  17.174 

PD5 )429.55 ,27.13 ,578.0(−  18.3398 

PD6 )156.61 ,994.15 ,50496.0( 17.174 

 

為了觀察系統之週期變化與時域之動態行為，我們依據圖

18 選取不同的 1μ 以及固定的初始值 ),,( 302010 xxx ，觀察時間響

應圖和相位圖。在模擬時，圖 20(a)(b)~圖 22(a)(b)均使用相同

的初始值 )0 ,0 ,5(),,( 302010 =xxx 及分別選取 =1μ 25、17.6、17.2、

17.1、13 和 12.35。圖 20(a)選取之 1μ 值介於 HB2 和 PD3 之間，

從模擬圖驗證在這個區域內之動態為一倍週期的振盪。圖 18(b)
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則選取 PD3 附近的點，模擬圖顯示為二倍週期之振盪，模擬

結果與分叉圖一致。圖 21(a)(b)分別表示四倍振盪週期和八倍

振盪週期；從模擬圖可以發現當 1μ 只要稍微變動，則造成系統

之振盪週期快速改變。圖 22(a)(b)分別表示混沌行為與不穩定

之狀態；當系統進入混沌行為，可能會因參數稍微變動而使系

統發生不穩定。 

另外，我們也探討圖 19 的週期變化特性。依據圖 19 之分

叉圖，我們選取固定的初始值 )0 ,0 ,9.0(),,( 302010 −=xxx 及不同的

1μ ， =μ1 30、18、17、15.92、12.2 和 12.1；模擬結果分別表

示於圖 23(a)(b)~圖 25(a)(b)。從圖 23(a)之模擬結果可以知道，

在此區域之動態為一倍週期之動態特性，符合 Hopf bifurcation

之分叉理論。圖 23(b)則選取穿過 PD5 的 1μ 值，在 period 

doubling 附近之區域會發生二倍的振盪週期，振盪週期由一倍

週期變成二倍週期。圖 24(a)表示 1μ 持續減少時，系統之振盪

週期會從二倍週期變成四倍週期；圖 24(b)則顯示 1μ 稍微變動

時，系統之振盪週期會由四倍週期改變為六倍週期。因此，從

圖 24 可知， 1μ 可能因稍微變動而使系統之振盪發生週期性變

化，從二倍週期轉換成六倍週期。另外，圖 25(a)顯示系統發

生混沌行為，產生不規則的振盪週期；圖 25(b)表示系統狀態

發散。接著，依據圖 25(a)(b)之模擬結果，若 1μ 發生輕微的擾

動則會造成系統不穩定。因此，從分叉理論與分叉圖可以預估

系統狀態可能發生變化的原因。 

從前述之模擬結果可知，直流電漿火炬混沌行為的發生不

單是μ的變化造成的， 1μ 的變化仍會使系統產生混沌現象。在
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此 case 中，我們探討圖 1 的三個 Hopf bifurcation(即 HB1、HB2

和 HB3)為初始值，固定μ且改變 1μ 之分叉現象，分析 1μ 變動

時的各種動態行為。由時間響應圖與相位圖可以發現，當 1μ 出

現 period doubling 時， 1μ 可能只要有稍微的改變則會造成振盪

週期由一倍週期快速變成八倍週期甚至是狀態發散；這種週期

變化的現象有可能會使直流電漿火炬發生無法預期的危險。另

外，經由模擬分析結果可以發現，系統的混沌行為不僅是μ變

動造成的，也有可能是 1μ 的變動所造成的影響。我們藉由模擬

分析結果可以清楚知道學者 A. K. Das 沒有探討的範圍及 1μ 的

變動對整體系統影響的程度。 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 20. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 21. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 22. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 23. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
(a)                   (b) 

圖 24. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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 (a)                   (b) 

圖 25. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

(B) 同時改變μ和 1μ 之情況 

從上述之單參數分叉圖可以清楚的知道系統在單一參數

發生變化時之分叉特性。單參數之分叉特性分析模擬驗證參數

變化與系統狀態之關係圖(即 μ  v.s. 1x 或 1μ  v.s. 1x 之分叉

圖)。接著，在此部分我們探討直流電漿火炬的二個參數同時

發生變化之分叉現象，找出μ和 1μ 之間的分叉特性。此部分模

擬分析的主要目的是探討雙參數(two parameter)變化的分叉特

性，模擬分析μ和 1μ 同時發生變化之週期解。雙參數分叉理論

是針對二個參數同時發生改變的分叉關係圖，經由雙參數分析

可以了解μ、 1μ 與系統狀態之間的影響程度以及其他分叉現象

發生的可能性。 

數值模擬分析仍是以圖1的Hopf bifurcation (HB2和HB3)
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為初始值，探討μ和 1μ 同時變化的系統動態行為，其中以 HB2

為初始值之雙參數模擬結果與 HB3 為初始值相同。圖 26 表示

μ  v.s. 1μ 之雙參數分叉圖。從圖 26 之模擬結果可以發現 Hopf 

bifurcation 軌跡將分叉圖分為右上和左下二部分；若μ和 1μ 的

值落在右上的區域內，則系統是穩定的；若μ和 1μ 的值落在左

下區域內則系統會產生一倍週期的振盪行為。因此，從模擬結

果可知，Hopf bifucation 軌跡為週期解的分界；右上區域為穩

定的靜態解，即表示為穩定的區域；左下區域則是會發生 Hopf 

bifurcation，即系統會有週期解，所以產生一倍週期的振盪行

為。因此，從雙參數之分叉圖可以找出系統的穩定區域以及發

生振盪週期的雙參數範圍。以下，我們從圖 26 選取六個不同

的參數值與固定系統之初始值 ),,( 302010 xxx ，模擬系統之時間響

應與相位圖，觀察與驗證雙參數分叉圖之行為特性。 

 

 
圖 26. 雙參數分叉圖 (μ  v.s. 1μ ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 27. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 28. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 29. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

圖 27(a)(b)~圖 29(a)(b)分別選取 =μμ ) ,( 1 (-60, 100)、(-150, 

80)、(-160, 300)、(-40, 100)、(-40, 310)和(-140, 330)以及相同

的初始值 =),,( 302010 xxx (5, 0, 0)。圖 27(a)(b)和圖 28(a)選取圖 26

的左下區域之μ和 1μ 值；由時間響應圖和相位驗證此區域之參

數使系統發生一倍週期的振盪行為。圖 28(b)和圖 29(a)(b)則是

選取圖 26 的右上區域之雙參數值，此區域之雙參數變化使系

統產生穩定狀態。因此，時間響應圖和相位圖模擬結果驗證雙

參數變化之範圍，解釋雙參數的改變影響系統之動態變化特

性。 

 

Case 3：改變 0Ω 或 2Ω ， 1Ω 固定 

在 case 3 中，我們也探討另一個文獻沒有分析的參數以及
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參數變化範圍。為了探討分叉參數變化與系統狀態之關聯性，

我們仍透過分叉理論探討圖 1 中的 HB1、HB2 和 HB3 為初始

值之參數變化，即 0Ω 和 2Ω 可能發生的系統動態特性。 

首先，固定 501 =Ω ，將 0Ω 和 2Ω 設定為系統參數。系統之

狀態空間形式為 

          21 xx =&  

    32 xx =&                                         (69) 

          3
132213 50 xxxxx −μ−−μ−=&  

其中 μ=Ω0 和 22 μ=Ω 為分叉參數。以下將探討二種發生的可能

性。 

 

(A) 固定μ，改變 2μ 之情況 

    在此情況下，我們分別以圖 1 的 HB1、HB2 和 HB3 值設

為初始值且固定μ以及改變 2μ ，分析從 HB1、HB2 和 HB3 出

發之 1x 與 2μ 之動態特性。圖 30 和圖 31 為固定μ和改變 2μ 之分

叉圖。圖 30 是以 HB1 為初始值之 2μ  v.s. 1x 分叉圖；模擬結

果發現從 HB1 會出現一條不穩定的 limit cycle。圖 31 則是從

HB2 和 HB3 延伸之 2μ  v.s. 1x 分叉圖；模擬圖顯示不管從 HB2

或 HB3 開始模擬計算，最後 HB2 和 HB3 延伸之軌跡會因 2μ 變

化而互相連結。然而，在 Hopf bifurcation 延伸的軌跡卻發生

二個特殊的分叉點，即 torus bifurcation (TB)。以下說明分叉

理論之 torus bifurcation。 

    首先，為了說明 torus bifurcation 之數學理論，我們先探

討”Neimark-Sacker bifurcation”之分叉現象。Neimark-Sacker 
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bifurcation 主要是發生在固定點(fixed point)重複映射(iterated 

map)在動態系統的封閉不變曲線上之情況。此情況下，固定點

會因一對複數根隨著單位模數(unit modulus)變化而改變穩定

性。此類的分叉現象可以是 supercritical 或 subcritical，這樣的

現象會分別導致產生穩定或不穩定的封閉不變曲線。當分叉現

象發生在 limit cycle 的 Poincare map 裡，則此分叉會產生不變

二維的環形曲線。因此，我們可以得到以下的定義 

 

定義：考慮一個映射關係 

    ),( αxfx a ,  nx ℜ∈                             (70) 

相依於 nℜ∈α ，其中 f 為平滑的(smooth)。假設對所有足夠小

的 ||α ，系統存在有固定點 )(0 αx ；更進一步假定動態系統的

Jacobian matrix )),(()( 0 αα=α xfA x 有一對複數特徵值 

    )(
2,1 )()( αθ±α=αλ ier                                (71) 

且當 0=α 時，即 1)0( =r 和 π<θ< )0(0 ，則根會在單位圓內。另

外，當α變動而穿過 0=α ，則固定點發生穩定性改變且單位封

閉不變曲線發生分叉現象。 

 

    有了上述的 Neimark-Sacker bifurcation 之理論說明，以下

我們探討 torus bifurcation 之動態特性。假設 Neimark-Sacker 

bifurcation 發生在 limit cycle 的 Poincare map 上，則 limit cycle

相對應的固定點有一對特徵值 0
2,1

θ±=μ ie 。當系統改變穩定性，

則一個唯一的二維不變環形曲線會從循環軌跡中分叉。這種

Poincare 區域的環形曲線之分叉點會與符合封閉不變曲線。因
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此，torus bifurcation 通常被稱為 secondary Hopf bifurcation。 

 

 
圖 30. 直流電漿火炬之分叉圖 ( 2μ  v.s. 1x ) 

 

 
圖 31. 直流電漿火炬之分叉圖 ( 2μ  v.s. 1x ) 
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表五、Location of bifurcation points 

 ),,( 321 xxx  2μ  

TB1 )9.182 ,14.26 ,41677.1(  0 

TB2 )3.204 ,54.255 ,89.5(  0 

 

 

    從上述之 torus bifurcation 理論可知，圖 31 出現二個 TB 

(即 TB1 和 TB2)表示系統動態會發生環形曲線之行為，其中表

五為 TB1 和 TB2 的值。以下，我們透過時間響應與相位圖探

討圖 31 之動態特性。圖 32(a)(b) ~圖 34(a)(b)之模擬結果表示

在圖 31 選取六個不同的區域，我們經由時間響應和相位圖驗

證圖 31 顯示的動態行為。圖 32(a)(b)分別選取初始值

=),,( 302010 xxx )0 ,0 ,5( 和 )0 ,0 ,1(− 以及相同的 2.02 =μ ；模擬圖顯

示此區域會產生一倍週期之振盪行為，符合分叉圖之模擬結

果。接著，模擬分析以 HB2 和 HB3 為初始值之 2μ  v.s. 1x 分

叉圖可知道延伸之軌跡仍為一條穩定的 limit cycle；因此，圖

32(a)(b)驗證在μ固定與改變 2μ 的情況下會發生一倍週期之振

盪。另外，圖 33(a)(b)分別選取初始值 =),,( 302010 xxx )0 ,0 ,5.5( 和

)0 ,0 ,0.1( 與相同的 02 =μ ；此區域刻意選取 torus bifurcation 附

近的參數值，分析 torus bifurcation 附近的動態特性。從時間

響應圖可以發現系統產生奇特的振盪週期，且相位圖顯示環形

曲線。因此，torus bifurcation 會造成系統從原來的一倍週期改

變為奇異的振盪現象。從圖 31 也發現系統從 HB2(或 HB3)延

伸之軌跡沒有出現 period doubling，即沒有出現規則性的週期
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變化，直接出現奇特的振盪行為。圖 34(a)(b)則是選取初始值

=),,( 302010 xxx )0 ,0 ,4( 和 )0 ,0 ,1( 且相同的 1.02 −=μ ；從模擬圖可

以知道 TB1 和 TB2 分叉的軌跡為不穩定的動態行為。由此可

知，雖然此 case 不會發生週期不規則變化的混沌現象，但是

仍會出現奇特的振盪行為。若將模擬時間拉長，則可觀察到系

統之動態發生一類似固定週期的波形，而放大每個波形則會發

現每個波形裡面又會疑似小波的奇異現象。 

 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 32. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 33. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 34. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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(B) 同時改變μ和 2μ 之情況 

依據上述模擬結果之單參數分叉圖可以知道系統在單一參

數發生變化時之分叉特性。接著，此部分我們探討直流電漿火

炬的雙參數同時發生變化之分叉現象，找出μ和 2μ 之間的分叉特

性。雙參數分叉理論是針對二個參數同時發生改變的分叉關係

圖，藉由雙參數分析可以了解分叉參數與系統狀態之間的影響

程度以及其他分叉發生的可能性。因此，此部分的分析模擬主

要是探討雙分叉參數μ和 2μ 之間的關聯性，找出系統發生週期解

的區域以便於了解發生振盪週期的原因。 

圖 35 為μ  v.s. 2μ 之雙參數分叉圖。從圖 35 之雙參數分叉

圖可以發現，Hopf bifurcation 軌跡把分叉圖分割成右上區域和

左下區域；右上區域是穩定區域，左下區域會出現一倍週期之

振盪行為。由此可知，系統因分叉參數μ和 2μ 的變化而使動態行

為由穩定狀態改變為一倍週期之振盪特性。以下，我們在圖 35

中選取六個不同的區域模擬分析時間響應和相位圖，觀察系統

動態在時域上的變化。 

圖 36(a)(b)~圖 38(a)(b)為選取六個不同的分叉參數值以及固

定初始值 =),,( 302010 xxx )0 ,0 ,5( 。圖 36(a)(b)選取相同的 40−=μ 和

分別選取不同的 =μ2 1.2 和 5.2 ；從模擬圖可以知，圖 36(a)選取

左下之區域，系統發生一倍週期的振盪行為，而圖 36(b)則選取

右上區域，系統狀態為穩定的。圖 37(a)選取 40−=μ 和 8.32 =μ ；

圖 37(b)選取 90−=μ 和 2.12 =μ 。圖 38(a)(b)分別選取 90−=μ 和

5.32 =μ 以及 90−=μ 和 9.32 =μ 。從圖 36(a)(b)~圖 38(a)(b)之模擬

結果驗證圖 35 之雙參數分叉圖。 
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圖 35. 雙參數分叉圖 (μ  v.s. 2μ ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 36. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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                  (a)                   (b) 

圖 37. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 

 

 
                  (a)                   (b) 

圖 38. 時間響應( 1x v.s. t)和相位圖( 1x v.s. 2x ) 
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本計畫透過非線性理論與分叉理論找出直流電漿火炬可能

發生的各種動態特性，也探討分叉參數的改變與系統動態行為

之間的關聯性。藉由單參數分叉圖和雙參數分叉圖搭配時間響

應圖與相位圖可以有效的分析系統可能發生的振盪週期及週期

變化。另外，我們探討學者 A. K. Das 尚未討論的參數範圍，學

者 A. K. Das 僅討論單參數 0Ω 變化導致發生混沌行為的特性分

析。本計畫則是考慮所有可能發生變化的參數，探討直流電漿

火炬的動態特性。模擬結果驗證混沌現象不單是 0Ω 變化才會發

生， 1Ω 的變化也會造成系統進入混沌行為。因此，本計畫之模

擬結果提供更廣的參數變化範圍以及系統可能發生的其他動態

行為。 

 

三、協助建立井式電漿火炬混沌參數量測儀器之實驗平台 

從前述之電漿火炬數學分析與模擬發現系統之顫動行為可

能是一混沌現象而非以往所認知的隨機行為。然而，影響實際

系統之外在因素相當廣泛與複雜，我們必須透過實際系統之實

驗觀察火炬之動態特性以確認數學分析模型之參數值以及系統

狀態的可能操作範圍。為了觀察實際系統之顫動行為，參與本

計畫之相關人員與核研所物理組研究員討論實驗量測設備之規

劃，並且參與實驗過程與數據之量測。透過數次參觀直流電漿

火炬之測試與數據量測的流程以及核研所物理組人員的解說，

本計畫協助硬體架構之建立與提供實驗量測之建議，以下詳細

說明協助實驗設備之規劃與相關數據量測之意見以提供相關實

驗人員之參考。 
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1. 協助建立直流電漿火炬之量測平台 

    高溫直流電漿火炬往往受限於物理與化學特性而導致實驗

之量測儀器不易架設，實驗數據也因硬體設備之操作範圍的限

制而無法精確擷取精確數據。另外，電漿火炬之溫度可達上萬

度，目前市面上之儀器均無法承受這麼高的溫度，實驗設備之

架設必須依據物理特性以及儀器之使用規格，量測儀器之操作

範圍以及使用限制是影響實驗數據之關鍵。表六整理實驗設備

之使用規格。目前，核研所的電漿火炬實驗室已架構自動化遠

端操作平台，如圖 39~圖 42；圖 39~圖 42 為實驗主控畫面，經

由主控室開啟、監控與擷取數據，可以避免火炬與實驗人員近

距離接觸而保護人員安全。 

    在量測儀器方面，核研所採購 high-speed photodetector、high 

voltage differential probe、AC/DC current probe、NI dynamic singal 

acquisition and generation、photo diode 等等，硬體架構之示意圖

如圖 43 所示。本計畫之內容主要是針對可能發生顫動現象的訊

號量測；因此，本計畫之實驗數據是擷取聲音、溫度、電壓和

電流之量測數據，並且協助進行量測儀器之架設。由於科技的

進步，電壓和電流的量測技術已趨成熟，所以電壓和電流的實

驗數據可以擷取到精確的值；但是直流電漿火炬之工作溫度則

受限於物理特性，紅外線測溫儀不易量測火炬內部的溫度。因

此，photo diode 只能架設在火焰之出口位置，觀察噴出之火焰

溫度。以下，我們針對本計畫的實驗所需之量測數據提供相關

之實驗規劃與建議。 
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表六、直流電漿火炬之量測儀器規格 

 ITEM Model Response  

1 RTD Pt100 Less than 2s Cooling water 

2 Mass flow meter Brooks 5853i Less than 3s Air flow 

3 
Alexandrite 

spectropyrometer 
 1 s　 -1s 

Temperature of torch 

exist 

4 CMOS Camera 
Phantom 

V9.1 

>1,000 

picture/s 

Exposure 

time>2 s　  

 

5 LDV miniLDV 40MHz  

6 Acquisition card NI4462 204.8 KS/s Sampling Rate 

7 Photo Diode DET10A/M 1ns (max)  
Rise time 

Range: 200-1100 nm

8 Current Probe PR1530 20kHz  

9 
Differential 

Probe 
P5210 100MHz  

10 Microphone ECM-999 20kHz  
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圖 39. 直流電漿火炬之軟體工作畫面 

 

 
圖 40. 直流電漿火炬之軟體工作畫面 
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圖 41. 直流電漿火炬之軟體工作畫面 

 

 
圖 42. 直流電漿火炬之軟體工作畫面 
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圖 43. 直流電漿火炬系統之示意圖 

 

2. 實驗參數量測之規劃與意見 

    在參數量測之規劃方面，核研所物理組之實驗研究員已有針

對直流電漿系統規劃實驗流程以及儀器之架設。本計畫的實驗主

要目的是探討電漿火炬之顫動現象，我們希望透過實際實驗擷取

顫動行為的量測數據，以便於作進一步的資料分析。因此，除了

核研所人員已架構之硬體設備，我們希望針對本計畫之實驗需求

而改變量測位置。 

    圖 44 為火炬內部之示意圖。電漿火炬內部之溫度相當高，

一般的量測儀器無法放入電漿火炬內部量測溫度數據。我們只能

測量火炬出口溫度，即將紅外線測溫儀架設在火炬噴出口位置。

然而，從高速攝影機之拍攝結果發現，電漿火炬之火焰是呈現類

似不規則噴出狀態，且火焰會產生抖動特性。若用單一 photo 

diode 量測火焰一個點的溫度，則可能會無法確實量測到真實的

溫度，如圖 45。從圖 45 可發現，火炬的火焰溫度並不均勻，若

單用一個 photo diode 可能會因積分效應而無法完整擷取火炬的

動態特性。因此，本計畫建議可以在圖 44 之火炬出口端架設一

個環形 photo diode，如圖 46 所示；透過環形的 photo diode 可以
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量測整個火焰的溫度變化。 

 

 
圖 44. 直流電漿火炬系統之內部構造圖 

 

 

圖 45. 電漿火炬之火焰溫度示意圖 
 

 
圖 46. photo diode 之架設示意圖 

火焰位置 

photo diode
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四、井式電漿火炬混沌參數之初步量測與資料分析 

本計畫透過核研所實驗量測與物理組人員的協助擷取電漿

火炬之實驗數據。實驗過程中，我們針對可能發生顫動現象之

系統狀態，量測其實驗數據並初步分析顫動特性。這次實驗是

採用核研所物理組提供型號為 INER-ST100-154-350-18之40KW

小型直流電漿火炬做測試，實驗目的是量測電壓、電流、光和

聲音的訊號。表七為實驗流程之相關參數值。實驗之控制軟體

是採用 NI 開發之資料擷取系統，每 1 秒擷取二萬個資料。以下，

我們依據核研所提供之實驗數據初步分析與探討電漿火炬之顫

動行為，其中量測之數據分析圖是以 1 秒為一張圖，即表示每

張圖是以二萬個取樣點作資料分析。 

 

表七、直流電漿火炬實驗之參數值 

電流 I 電壓 V Flow rate Time iT  0T  iP  

80 500 21.1% 10:36 48.9 50.6 3kg 

80 510 21.2% 10:59 60.3 62.0 3kg 

80 525 21.2% 11:10 65.6 67.4 3kg 

80 510 21.2% 11:17 68.8 70.5 3kg 

註： 本次實驗由 AM 10:19 開始實驗，AM 11:17 結束。於 AM 10:33 

V、I、acoustic 和 photo ampilfier power on。 iT 和 0T 分別表示冷卻水

之入口溫度與出口溫度； iP 表示壓力。 

 

1. 量測資料初步分析 

    此部分的實驗數據分析是對數據做定性分析，探討系統的

動態特性，並不考慮量化的因素。首先，我們擷取電壓、電流、
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光和聲音的量測資料分析系統電壓、電流、光和聲音的訊號之

時域圖和頻譜圖。圖 47(a)-(d)分別為時間 10:34 中的二萬個取樣

點之電壓、電流、光和聲音量測值；為了觀察電壓之曲線變化，

我們縮小圖 47(a)-(d)橫軸之刻度，觀察 2000 個取樣點之動態行

為，如圖 48(a)-(d)。圖 49(a)-(d)分別表示圖 47(a)-(d)的頻譜；圖

50(a)-(d)則是縮小圖 49(a)-(d)之橫軸刻度的頻譜圖，目的是為了

能清楚觀察頻率約 6000Hz 附近的振幅訊號。同理，我們擷取接

下來二秒模擬數據也同樣地分別以二萬個取樣點作分析，探討

其動態行為和其頻譜。為了清楚觀察細部的變化，我們也調整

橫軸刻度，其數據分析圖與頻譜分別表示於圖 51(a)-(d)~圖

58(a)-(d)。 

    從這些模擬圖可知，量測之四種訊號均呈現不規則之振盪

行為，即為直流電漿火炬發生顫動現象。我們將量測數據經由

FFT(Fast Fourier Transform)轉換，分析擷取之訊號的頻譜。從頻

譜之分析結果也發現系統會產生各種不同的頻率。然而，比較

四種量測訊號之頻譜發現除了用紅外線測溫儀擷取之訊號外，

電壓、電流和聲音的頻譜會在約 6000Hz 產生二個特別的振幅訊

號。另外，執行電漿火炬實驗之前未量測外在背景雜訊之干擾，

量測之數據包含外在背景雜訊與原直流電漿火炬之訊號。此部

分之數據分析圖尚未將外在雜訊過濾，依經驗推測，頻譜上的

這些週期訊號有可能是外在雜訊造成。在未來仍需要與核研所

物理組人員合作做進一步之實驗以確認此推論之正確性。 

接著，我們選取電漿火炬運轉一段時間後之量測數據，觀

察電漿火炬之動態行為以確認是否已達到穩態。如圖 59~圖 70



77 

所示為選取時間 11:15 之實驗數據，其模擬方式與上述方法相

同。此部分是想觀察電漿火炬在長時間運轉後之動態行為，藉

以了解電漿火炬是否以達到穩態。從數據分析圖之結果發現經

由長時間運轉後之時間響應圖與頻譜與圖 47~圖 58 類似，由此

推論，系統應已接近穩態。然而，若仔細比對圖 59~圖 70 之數

據分析圖和頻譜圖，在頻率約 6000Hz 之頻譜略有差異。此現象

可能是因為直流電漿火炬因長時間運轉，內部電極之金屬可能

受到弧根高溫影響而有熔解狀態，造成頻率有些微改變。在未

來我們將規劃較多之實驗量測，以觀察電漿火炬在長時間運轉

下之動態特性。並藉由這些量測以確認上述推論是否合宜及完

整了解電漿火炬之顫動現象與系統狀態之關聯性。 

    綜合上述之初步實驗數據分析，我們可以觀察到電漿火炬

具有兩種基本行為表現。一為穩定之週期性現象，此一部份可

從頻譜分析發現約在 6000Hz 附近有二個較大振幅之訊號。依據

以往之研究經驗，該二個訊號有可能是由電漿火炬的電流供應

器之 PWM(Pulse Width Modulation)輸出與氣流之進氣口氣旋產

生調變(modulation)所造成。就了解，該電漿火炬的電流供應器

之 PWM 頻率約為 6000Hz。而氣流之進氣口產生氣旋之頻率不

高。由文獻獲知，一般類似氣旋之旋轉失速現象往往出現在 10Hz

左右，而麥克風的最低可量測頻率約 10Hz ~20Hz。此旋流的量

測之數據可能需要再深入實驗量測與分析。未來可能需要藉由

電漿火炬之物理特性與硬體架構的方向深入討論，目前僅有電

壓、電流、光和聲音等四種實驗訊號，尚無法完整分析這二個

頻率的發生。在未來之實驗規劃，我們仍將與核研所人員合作，
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架設並量測其它的實驗數據，例如：氣流、火焰影像(high-speed 

photodetector)、環形 photo diode 溫度量測及外在背景雜訊等以

確認上述之推論。另一由頻譜觀察到的主要現象為極小振幅之

多頻率訊號，該等訊號有可能為環境背景雜訊所造成，非系統

之氣流顫動現象。此一部份之推論仍有待未來進一步實驗之檢

驗。 

 

 
圖 47. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 
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圖 48. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 

 
圖 49. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 
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圖 50. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 

 

 
圖 51. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 
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圖 52. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 

 
圖 53. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 
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圖 54. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 

 

 

 
圖 55. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 
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圖 56. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 

 

 
圖 57. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 
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圖 58. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 

 
圖 59. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 
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圖 60. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 

 

 
圖 61. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 
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圖 62. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 

 

 
圖 63. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 
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圖 64. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 

 

 
圖 65. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 
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圖 66. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 

 

 
圖 67. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 
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圖 68. (a)電壓之量測數據；(b)電流之量測數據； 

(c)光之量測數據；(d)聲音之量測數據 

 

 

 
圖 69. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 
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圖 70. (a)電壓之頻譜；(b)電流之頻譜；(c)光之頻譜；(d)聲音之頻譜 

 

2. 探討實驗數據與理論分析之關聯性 

    為了結合理論分析結果與實驗數據量測，本計畫探討初步

實驗數據與理論分析之動態關係，利用定性分析電漿火炬的動

態特性。此部分的探討是以(65)為基礎，分析參數 0c 、 1c 和 2c 變

化範圍為主要探討依據，藉由實際實驗之數據對應理論分析之

分叉圖，找出實際實驗之電漿火炬系統參數可能的參數變化範

圍。 

由參考文獻獲知，從(65)之非線性振幅方程式參數可以知道

關係式 

       ),,,,(ˆ
ˆ

1
1

0 ψ=
δ
δ

= STBEfc                           (72) 

),,,,(ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

22
32

1 ψ=
δ
δ

−
δ
δ

= STBEfc                       (73) 



91 

          ),,,,(ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
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33
6

2
54

2 ψ=
δ
δ

+
δ
δ

−
δ
δ

= STBEfc                  (74) 

即表示 0c 、 1c 和 2c 為 E、B、T、S 和 stream functionψ的函數，

其中 stream function 與 u 和 w(速度)有關。因此，從(72)-(74)可

以判斷當 E、B、T、S、u 和 w 有變動時， 0c 、 1c 和 2c 都可能會

發生數值變化。依據上述初步實驗量測之數據分析 (如圖 46~圖

69)，系統應是處於穩定狀態。此一結果與理論分析成果對照，

初步推測系統參數可能是操作於圖 1 的 5025 <μ<− 之範圍內。

其原因為系統分叉圖(圖 1)之穩定區域僅存在 5025 <μ<− 之區

間內，此次電漿火炬實驗之參數變化可能落於此區間內，即可

能為圖 1 的 HB1 延伸至 SB 的軌跡、SB 延伸至 HB2 軌跡或 SB

延伸至 HB3 軌跡之平衡點。另外，由於直流電漿火炬是採用定

電流的方式提供電源，初步實驗量測分析圖僅提供一操作點之

資料。因此，僅能確定該火炬運轉之參數可能發生在分叉圖的

穩定區域內。在未來，我們將規劃較完整的實驗程序而逐步改

變電漿火炬之系統參數，將每次的實驗結果對應於理論分析之

分叉圖以完成分析與探討電漿火炬可能發生的動態行為，再進

一步探討分叉圖上每個區域的參數變化與火炬使用效能及壽命

的關聯性。如此一來，我們可以結合實際實驗量測數據所建構

之系統特性分叉圖，設計火炬之控制對策以提高電漿火炬的使

用效率。     

 

五、電漿火炬混沌現象成因之分析與探討 

依據上述之模擬結果，我們找到學者 A. K. Das 沒有探討之

區域，也驗證其他參數可能使電漿火炬發生混沌現象的成因。
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經由非線性理論和分叉理論之模擬分析，直流電漿火炬可能因

分叉參數 0Ω 或 1Ω 之改變而造成系統進入混沌區域。因此，我們

可以透過圖 1 和圖 18 分叉圖之模擬結果知道系統由穩定狀態改

變成一倍週期之振盪行為，隨著分叉參數的改變使振盪行為由

一倍週期變成二倍週期，在由二倍週期轉換成四倍到八倍，最

後變成混沌振盪行為。由模擬結果可知，只要稍微改變分叉參

數會使系統之振盪週期快速由穩定狀態進入混沌行為，甚至使

系統狀態發散。電漿火炬之參數變化可能會導致系統發生不可

預期的危險；因此，架構適當的監控系統是有其必要的，避免

系統因狀態發散而導致損壞或人員受傷。本計畫之分析結果將

可以提供相關監控數據之理論基礎，使系統維持在穩定狀態或

讓系統直接進入週期振盪。如此一來，我們可以改善電漿火炬

的使用週期與運轉效能。 

 

六、混沌信號判斷方法及控制對策 

在過去的研究中，電漿火炬之顫動行為被認定為隨機的動

態特性，隨機行為是無法透過控制理論加以改善。然而，學者

A. K. Das 提出顫動現象可能為一混沌行為，那電漿火炬可能可

以加入控制改善其性能。從上述之分叉圖可以估測系統參數的

變化範圍，分叉參數值逐漸改變會導致系統狀態由穩定行為轉

變為一倍週期之振盪行為，在由一倍週期依序轉換成二倍週

期、四倍週期和八倍週期，最後進入沒有固定週期的混沌現象。

因此，建立系統之監測機制是有其必要的，監控系統參數之變

化量可以隨時掌握系統的動態行為以及預估可能發生的動態特

性。另外，控制對策之規劃方面，混沌現象是一種奇特的動態
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行為，系統進入混沌行為時，狀態會呈現有界且不規格之週期

變化；這種動態特性會造成無法預估系統之行為，即無法控制。

因此，必須在電漿火炬尚未進入混沌行為加入控制對策，先補

償系統狀態以避免產生不規則之週期變化。 

雖然電漿火炬可以透過控制理論使系統避免進入混沌行

為，但直流電漿火炬系統因受限於物理與化學特性而導致部分

量測數據不易擷取，且無法精確量測到部分的系統狀態值。如

何架設適當的參數量測系統是另外一項重要的課題。深入分析

直流電漿火炬之硬體架構發現，以目前之量測技術評估只有電

壓和電流之訊號擷取的技術最為成熟。另外，從本計畫實驗數

據之分析可知，擷取之電壓和電流量測訊號之特性與聲音訊號

雷同，可以觀察到系統的顫動現象，我們可以依據電壓和電流

判斷火炬是否發生顫動行為。透過電壓和電流為控制參數可以

避免量測誤差值過大或資料擷取困難，達到控制器設計的要求。 

 

七、結論 

近年來，電漿裝置已廣泛的應用於工業用途上，但電漿系

統仍有許多問題尚待解決，其中弧根的顫動現象是影響電漿裝

置使用效能的關鍵問題。直流電漿火炬的顫動現象會造成弧根

的抖動而降低電漿火炬的使用性能。過去的研究認為顫動現象

為一隨機行為，無法預估與分析系統的動態行為，再加上電漿

火炬本身的物理與化學特性相當複雜及實驗數據不易量測，造

成不易透過實驗分析顫動現象之動態特性。為了改善電漿火炬

內部的顫動行為，本計畫透過非線性理論與分叉理論探討顫動

現象發生的成因。然而，文獻已提出電漿火炬之顫動行為可能
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是混沌行為，我們以文獻提出之分析理論為基礎，模擬分析系

統可能發生的動態行為。本計畫透過非線性理論與分叉理論探

討文獻尚未討論的參數區域，模擬驗證混沌現象的發生不僅是

文獻提出的單參數變化造成的，系統的其他分叉參數發生變化

仍會使系統發生混沌現象。本計畫從模擬結果找出系統可能發

生混沌現象的其他因素以及可能產生振盪週期變化的參數範

圍。另外，我們也探討更廣的參數範圍，找出使系統穩定的參

數區域和系統狀態發散的不穩定區域。此研究成果可提供研究

人員開發監控裝置之參考依據，透過監測機制可以避免系統發

生不可預期的危險。 

在實驗方面，本計畫協助核研所物理組人員建立實驗量測

儀器，整理量測儀器的使用規格及提出實驗規劃之建議。我們

也透過核研所電漿火炬的實驗平台，量測電壓、電流、光和聲

音之實驗數據。經由繪製時間響應圖和頻譜之分析結果可知，

電漿火炬在穩態時會產生不規則週期的振盪行為，即是電漿火

炬的顫動現象。另外，本計畫依據數據分析圖上的動態特性，

發現系統的頻譜會有二個較大振幅的頻率，隨著運轉時間增加

造成頻譜會略有改變。依據量測資料之分析結果，本計畫初步

推測系統發生頻譜變化可能是因為 PWM 造成的，我們也推斷壓

縮機造成漩流也可能發生此種現象，但仍需在擷取其他實驗數

據做深入的分析探討。在未來，我們將持續與核研所人員合作

操作實驗室之實驗平台，量測火炬使用週期的完整實驗資料，

考慮所有可能影響火炬性能的可能原因，將分析結果提供於相

關研究人員以改善電漿火炬之使用效率。 
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本計畫之研究成果已發表一篇研討會論文和投稿一篇期刊

論文，詳見參考文獻 41 和 42。在未來，預計將另投稿一篇國際

期刊論文。 
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