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黑臉：數學教育的兩難

拉克哈特的小冊子《一個數學家的嘆息》是近來很熱門的數學教育科普書。數學家多半欣

然同意書中的基本描述：現在的數學教育一團糟，學生沒有學到數學的精華，也無法領會數

學的美好。

不過在閱讀的過程，我心裡的警鐘也時時敲起。幾年前的「建構數學」也希望學生像個小

數學家，探索、討論、發表，直探數學的美好。不過「建構數學」無法推動的主因之一是教

師素質，我看不出拉克哈特有什麼魔棒可以點石成金，不然加州大學的伍鴻熙就不用投入大

量心血在美國的師資培育上。

書中最迷人的勾子是「數學是一種藝術」，為這點心動的讀者很多，書中舉的例子也頗有

吸引力，尤其當你從未聽過想過的話。

先提醒一件事：除非你對藝術的標準很低，或者打一開始你就不準備下場打球，不然所有

藝術都有程序訓練的成分。單是愛唱歌，許多人就要在KTV磨歌，愛畫畫的人，一定會隨

手塗鴉，練線條顏色。

「數學是藝術」比喻的第一個問題是，大多數小孩都愛唱歌、畫畫、跳舞，但是數學到底

有多少成分屬於天性本能？

你也許注意到，書中的清新示例都和視覺有關。人類基本的幾何直覺，和人類在演化過程

中視覺能力強大發展有關（這也是為何小學老師將幾何課當作喘息課的原因）。我很同意利

用認知長處進行教學，如書中運用對稱性的教學。在幾何教學一味使用「代數式」證明，抑

制學生的幾何感，其實是反幾何的教學。

但是算術或代數問題就很不一樣，即使在小學就需要某種引導與約定。例如假設我們單純

的問 2
3 + 3

4 是多少？我賭從未想過的學生幾乎百分之百都會猜是
2
3 + 3

4 = 2+3
3+4 = 5

7。美國

大學生犯這種錯的比率不小。這種計算不但簡易而對稱（美），而且有一定的合理性（真）。

不信你看：

甲班男生比率是16
31，乙班男生比率是17

32，兩班合起來男生比率是多少？

做為應用題，這個問題是個不完整的壞題。但如果是實作，例如學生製作圓形圖的過程，

寫出 16
31 + 17

32 = 33
63的「正確答案」，小學老師會不會被唬到。畢竟如果缺乏數學理解的支撐，

任何「合理」而且答案又正確的算式看起來都是對的。

問題是一旦學生一開始就這麼發揮，你要怎麼「引導」呢？

數學教育
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又例如學生從小學習的算式就是由左到右，這個後天的「本能」干擾了很多後續學習，例

如乘法交換律的解釋、四則運算法則，甚至等量公理的學習。（用等號表示結果的「本能」，

也保留在程式語言中。）

小學橫式計算的約定是代數的基礎，但約定就是約定，沒有什麼天生直覺（倒是有後天的

熟練）。如果放任學生發展，只能說結果會很有趣。這些質疑，一樣可以用到不確定性的學

習，人類關於機率的知識姍姍來遲，其來有自。

「數學是藝術」的第二個問題是，如果數學「只是」一種藝術，我相信這數百年來，世界

各國把菁英教育下放到國民甚至義務教育的結果，學校的「數學課」恐怕節數不會比音樂或

美術課多，或許根本變成像圍棋、橋牌的益智社團。畢竟數學不比唱歌、畫畫更直接普遍的

感動人心。

國民教育中的數學課程大到不能倒，只有一個簡單的政治經濟學理由：對國家的發展，數

學實在太重要，重要到當局認為養許多天才瘋子難辨的數學家，仍然非常值得。這就是拉克

哈特為什麼能在大學研究教書、拿不錯的薪水，還可以大放厥詞藐視數學實用面的原因。

「數學是藝術」的這兩個疑問，導引出「數學教育的兩難」：我們需要比音樂美術多得多

的數學教師，但是偏偏教得好的數學老師比率似乎比音樂或美術老師少。這還不計因為數學

太重要而另謀他就無法回饋教育職場的人數。大家不擔心美術音樂老師素質，但總是呼籲要
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提高數學教師素質，這是根本原因。

古代沒有這個兩難，因為菁英教育是少數人的事，拉克哈特的理想或許近於古希臘（其他

文明就算人數少，數學教法也不是這樣）。這個兩難是現代教育多數人教多數人產生的問題。

拉克哈特一書的確有許多精闢的見解，但令人匪夷所思的是他蔑視數學實用性，並視之為

副產品。或許一旦他接納了數學用處的說法，就不得不牽就數學綱要的內容和時程，箝制了

他和學生上課發展的自由。

我們找一個博雅通儒又對教育下過功夫的數學家來平衡一下。懷德海（Alfred N. 

Whitehead）曾經與羅素合寫名作《數理原理》（Principia Mathematica）。他出身劍橋數
學系，日後深思數學、科學、人文與教育問題，晚年任教於哈佛哲學系。他的學養看知名的

《懷德海對話錄》（Dialogues of Alfred North Whitehead）便知一二。
懷德海在《教育的目的》（The Aims of Education and Other Essays）結集中，開宗明義
和拉克哈特一樣，反對學習「奄奄一息的概念」，但結論相反。懷德海認為「再沒有什麼比

蔑視現在，對年輕人的傷害更大。」因此一切教育的核心問題，是如何在課程中就讓理論性

的概念得到重要的應用。

……介紹給兒童的主要概念要少而重要……兒童應該使它成為自己之物，理解它在當下實際生

活中如何應用。從受教育開始，兒童就該體驗發現的快樂。他們必須發現，這些一般性的概念可

以對連續湧入他生活的事件之流提供一種理解。這些事件就是他的生活。……

懷德海承認數學是深奧的，但深奧的不是難度，而是牽涉的概念太專門，和思想遠離，他

說：

這種深奧的傾向是災難，很容易摧毀數學在博雅教育中的作用。……我對擴大數學教育範圍的

憂心不亞於他人。想達到目的，不能單靠盲目要求學習更多的數學，而是要面對阻礙其用途的真

正困難。

他認為數學在普通教育中，

……必須經歷選擇和適應的嚴格過程。……這門學科任何階段都自然具備的某些特徵必須嚴格

排除。當這門科學向青年學生展示時，必須丟掉其深奧的一面。表面上，它必須直接而簡單的探

討具有深遠意旨的一般概念。

懷德海和拉克哈特的差別在於，他正視了國民教育中數學教育的難題，想要對症下藥的處

理。

臺灣讀者請留意，從這本書可以認識美國數學教育問題的嚴峻，以及為何一個產生一流人

才的大國，始終必須引入更多的科技人才。國民教育已經是社會文化自我反饋的螺旋機制，

美國正為過去不重視教師數學素養而大吃苦頭。至於臺灣的數學教師素養問題，如果有也顯

然不與美國在同一檔次。如果熟悉臺灣的課程綱要，再仔細檢視書中許多攻擊，就知道我們

的課程綱要其實都已考慮過這些問題。根據我的偏見，看得懂這本書眉角的臺灣教師的比

率，一定比美國高很多。

不過臺灣仍須面對「數學教育的兩難」，在龐大的國民教育規模，要如何謹慎處理這個難
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題呢？臺灣這些年的數學課綱，在亂世中採取謹慎微調又周全的態度是理智的第一步。我們

當然樂見任何提升教師數學素養的正面舉措，這本是教改的重點。另外，網路新科技也值得

注意，畢竟這是處理勝任教師不足的可能性。

但在緩不濟急的當下，一些教學態度上的改變，也許就可以緩和許多問題。首先，數學老

師即使滿懷熱情，也應誠實面對自己，採用適合自己的教學法。拉克哈特教學法需要有充分

做數學的體驗，足以應付學生千奇百怪的想法，還要引導學生走向有意義的數學方向。這絕

非許多老師該採取的教學法。

其次，教師不要把數學和公式題型畫上等號，更不要練難題（一旦你這樣想，恐怕得快提

升自己的數學素養）。讓學生產生這種印象，是數學壓迫學生的主因。這本書在這方面頗能

啟迪教師。

當學生用非典型方法提出正確答案，請務必正面謹慎對待。最能扼殺學生興趣與創意的，

無疑是教師的負面懷疑態度。誠懇面對數學問題本身，是數學教育中最理想的師生互動。

最後，「從錯誤中學習」在數學教育格外重要。教師應多注意、累積並分享學生犯錯的常

見模式，有時這反映了自己的教學偏失，有時反映了年齡階段的認知困難。熟悉常見錯誤絕

對有助於改善教學以及學生的溝通。

這本書震撼許多讀者，贏得許多讚美，因為拉克哈特是帶來希望的革命家，做為革命小書，

這本書也絕對反映了一些現象與問題。但是我猜家長還是不敢請他來當教育部長，這是本書

值得嘆息之處。

後記

拉克哈特又有新書將要在臺灣上市，《這才是數學：數學家的狂喜》（經濟新潮社，2015

年 3月）的原名是Measurement（測量），這個不相干的中文書名選得聰明（雖然取巧），
測量容易想到「有用」的物理量，也連不上他帶來的教育旋風。

拉克哈特在新書談的是量東西的意義，接近幾何學的根源─測量的學問，但本書第二部

份還跨入物理，以基礎的方式談時間和空間的測量，尤其談到速度、變化與微積分。（可參

考洪萬生的介紹《推陳出新看數學：推薦 Paul Lockhart的新書Measurement》）

值得玩味的是，他明明排斥數學的用處，但談的卻是人們最有感覺的幾何量，還透過有用

的三角函數，最後直接談起影響人類歷史演進的微積分。我猜在拉克哈特心裡，其實數學不

只是真與美，而且還有「善」（人世之大用）。柏拉圖寶愛數學，也認為真善美是一體。拉

克哈特如果能就這樣談數學，豈不更符合我們對數學的理解。只是眾聲喧嘩，俗人把用處講

濫、講乏，甚至大錯特錯，他或許怕「同流合污」，掩蓋了他想彰顯的寶物，只好這樣「基

進」了。

我已提過，拉克哈特的想法和教學頗有特色，在一堆假創新、假愛心、假應用的教學法中，

他往往能一劍直探關鍵，讓你看到數學的本質。可惜，他絕口不談或鄙夷數學的用處，劍走

偏鋒，也可能誤導不少人。
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