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摘  要 

本研究建立一個兩軸平面的機械手臂，利用這個實驗平台去估測模型參數、設計控

制器以及測試控制器的強健性。推導出包含致動器的機械手臂動力學模型，並以線性最

小平方參數估測法求得機械手臂動力學模型中的參數。接著設計出三種控制器：計算力

矩的控制器、具有背隙和低速補償的適應性控制器及不需要速度估測的控制器。第一種

設計是一個已經被廣泛運用的控制器，可以作為和其他控制器比較的基準。第二種設計

能夠補償在本研究中特別明顯的背隙(backlash)現象，並且也能夠降低死區(dead-zone)在

低速時所造成的影響。第三種設計是一個新的方法，它只需要角度的量測，就能夠完成

控制器的設計。避免使用差分的方式去求得角速度。差分得到的角速度有大幅度震盪，

會造成控制器增益調太高時使得機械手臂劇烈震動。實驗的結果顯示第二種設計消除了

背隙現象並且縮小追蹤誤差。第三種設計也能得到不錯的追蹤誤差。這三種控制器的強

健性也在實驗中被證實。 
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ABSTRACT 

This thesis sets up a two-joint planar robotic platform and experimentally evaluates the 

performance and robustness of various kinds of controllers on this platform. The dynamic 

model of the robotic platform consists of the rigid body motion of the mechanical links as 

well as the dynamics of the actuators. The linear least square method is applied to find out the 

unknown parameters of the model. Then we design three kinds of the controllers: the 

computed-torque controller, the adaptive controller with backlash and low speed 

compensation, and the controller without velocity estimation. The first controller has been 

used extensively. It serves as the baseline controller in this thesis. The second controller can 

compensate the backlash phenomenon which diminishes the performance of the control 

system. It also can reduce the influence caused by the dead-zone of the actuators at the low 

speed region. The aforementioned two controllers use backward difference method to 

estimate angular velocities, resulting in large variations in the estimated values. As a 

consequence, the robotic arms start vibrating in the case of high controller gains. To 

overcome this problem, the third controller which needs no velocity estimation is proposed. 

Experiments are conducted for these three controllers on the robotic platform and the results 

show that the second controller eliminates the backlash phenomenon and decreases the 

tracking errors. The third controller also can get good tracking errors. These three kinds of 

controllers are all robust and have been verified in the experiments.
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一、 緒論 

1.1 研究背景 

自 1970 年代始，機器人即大量運用於工業製造生產上，例如汽車、機械與半

導體等產業。儘管受限於當時的技術，機器人只能執行反覆單調的生產裝配等任

務，但是人類對於創造更靈巧、更人性化的機器人的夢想從未中斷過。歷經數十年

的科技躍進，攸關智慧型機器人的感測、認知、控制與通訊技術愈趨成熟。在科技

日益精進的同時，人類社會亦發生結構上的改變。在已開發或開發中國家中，人口

老化的程度日趨嚴重，但是出生率卻不斷地降低。由高齡化社會衍生出種種的問

題，如：照顧行動不便的老人、獨居老人等等，加速驅動服務用智慧型機器人的發

展。 

1.2 研究動機 

對機器人運動控制的設計和分析已經到了一個成熟的階段，理論上令人滿意的

結果也被提出了。例如機器人的適應性控制(adaptive control)，它可以達到整體的穩

定和誤差收斂。在大部分的適應性演算裡，都假設速度是可量測到的。但是量測速

度的轉速計(tachometer)通常帶有比較大的雜訊，而且使用轉速計也會增加機器人的

成本。如何在沒有速度的資訊下維持控制的效能將是一個值得研究的問題。 

精確的機器人控制需要一個精確的機器人動力學模型。如計算力矩的控制

(computed-torque control)就是建立在機器人的模型上，它的效能也直接和模型的精

確有關。利用實驗的方式是有效產生精確機器人模型的方法。它在機器人實驗中，

可以從輸入響應和輸出響應去估測模型的參數。 

 另外在發展演算法時，常使用電腦模擬的方式來證明。但模擬時常會忽略實際

的觀點，如：感測器的雜訊、關節的柔韌性(flexibility)及參數的不確定等。因此建
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立一個實驗平台是必要的。它將提供更實際且有力的證明，幫助確認演算法可行性。 

1.3 研究目的 

建構一個兩軸的平面機器手臂為實驗平台，以此實驗平台為基礎完成以下目

的： 

 1. 建立機械手臂的動力學模型。 

 2. 模型的參數估測及控制器的設計。 

 3. 各種實驗結果的分析比較。 

1.4 研究貢獻 

本研究首先建立了一個兩軸平面的機械手臂，選擇適當的致動器負責傳送力

矩，高解析的編碼器讓角度的量測更為準確，以高效能的數位訊號處理晶片為實現

控制器的基礎，在未來能夠負荷更多的演算法運算。 

實際的將參數估測、計算力矩的控制和適應性控制法則應用到實驗平台上，並

在適應性控制器的設計中加入了低速和背隙(backlash)的補償。另外還提出了一個不

需要速度估測的控制器，比較各個控制器設計的優缺點，為未來的研究建立良好的

基礎。 

1.5 研究架構 

論文各章節的編排如下： 

一、緒論：描述本研究的背景、動機與目的。 

二、文獻探討：針對與本論文相關的研究，如：機械手臂的參數估測法、控制

方法，進行探討與分析。 

三、機械手臂硬體之建構：描述硬體建構的相關細節。 
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四、機械手臂模型建立與參數估測：建立包含致動器的機械手臂動力學模型並

估測出模型參數。 

五、控制器的設計：控制器設計的相關推導 

六、實驗結果與討論：在建立起的實驗平台上做測試的結果及其討論。 

七、結論：總結本研究，提出本研究的貢獻以及未來可更深入發展的方向。 
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二、 相關研究 

本章節描述與本研究相關的參考文獻，其中所提到的一些方法也會實際的在實驗平

台上做測試與討論。 

2.1 機械手臂的參數估測法 

一個 n個自由度的機械手臂的動力學方程式可以使用Lagrangian Equation[11]

去描述如下 

)qB( &G(q)q)qC(q,qM(q)τ &&&& +++=  (1)

其中q是 n維的向量，表示各軸的角度。 是 n維的向量，表示各軸的致動器的力

矩。M(q) 是 的轉動慣量矩陣。C(q, 、G(q)和 都是n維的向量，分別

代表向心力與科氏力的作用、重力的影響和摩擦力。這些矩陣和向量中包含了機械

手臂的參數，如：質量、質量的中心位置和轉動慣量。這些參數並不是都是已知的。

參數的估測方法能夠估測出未知的參數，得到一個完整的動力學方程式。 

τ

q)q &&nn× )qB( &

本節將講述機械手臂的參數估測方法，精確參數將使得在控制上得到更佳的效

能。 

2.1.1 線性最小平方參數估測法(Linear Least Square Parameter 

Estimation) 

在做參數估測時，通常會把(1)式改寫成線性參數化形式[6][7][8] 

q,qY(q, τ)Θ =&&&  (2)

)q,qY(q, &&& 是 pn× 回歸矩陣，此矩陣和各軸的角度、速度和加速度相關。 p是機械

手臂獨立參數的個數。Θ是 p維的向量，包含了未知的參數。 

從(2)式，一個簡單的最小平方估測[1][2][3][4]可得到 

ΧFT1−FFΘ T )(ˆ =  (3)
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其中 ，下標m表示其為量測值，

大寫 表示其為第 筆的實驗資料， 是估測到的參數。 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

)(

)1(
    ,    

))(),(),((

))1(),1(),1((

NNNN m

m

mmm

mmm

τ

τ
Χ

qqqY

qqqY
F M

&&&

M

&&&

N N Θ̂

2.1.2 適應性參數估測法 

1 直接的梯度估測器(Direct gradient estimator)[5][6][7] 

這是一個產生Θ最簡單的方法，它是追蹤誤差驅動的梯度適應方法

(tracking-error-driven gradient adaptation method) 

ˆ

[ ] YΓΘ ()(ˆ
0

Tt
dt
d

= sq,q,q )ddd &&&

qαqs

 (4)

其中 是一個常數的適應增益。下標 表示其為要求的(desired)

值。這個適應法則是由誤差訊號 s來驅動， s是在各軸運動的速度追蹤誤差

和角度追蹤誤差的加權的和，如

0ΓΓ >= T
00 d

(5)式所示 

~ ~+= &  (5)

qqq −= d
~ 表示角度的誤差，α是一個常數正定矩陣。 

2 混合的梯度估測器(Composite gradient estimator) [6][7] 

混合參數適應法則是由在各軸運動的追蹤誤差和在各軸力矩的預測誤

差所驅動。給定估測的參數Θ，則一個預測的力矩ˆ τ̂ 為 

Θq,qq,Y ˆ)( &&&

Θ)q,qY(q, ~
&&&

誤

ΘqqW

τ̂ =  (6)

然後從(2)(6)，輸入力矩的預測誤差ε可以給定 

ττε ˆ =−=  (7)

ε的產生需要加速度的量測，然而使用濾波器可以消除加速度的訊號

(如：[7][8][9])，得到一個濾波過後的預測 差 fε  

~ττε ),( &=ˆ−= fff  (8)

其中 
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ttt

tthtt

f

f

ττ

ΘqqWτ

qYqqW

∗=

=

∗=

&

& ))(),(), tt qq &&&

 (9)

這裡的∗表示兩個時間訊號的迴旋積分(convolution)，而 是 的脈衝

響應。 

)(th )(sH

ω
ω+

=
s

s)(  H (10)

0>ω 是一個常數。 

這個濾波後的預測誤差可以利用來和(4)式結合產生混合的梯度估測器 

[ ] W)sq,q,(q[YΓ)(Θ ddd
Tt

dt
d

&&& += 0
ˆ ])Rεq(q, f

T & (11)

其中 是一個0RR >= T nn× 權重矩陣，這個矩陣使用來影響預測誤差和追蹤

誤差的貢獻。 

2.2 機械手臂控制方法 

本節將對本研究會使用到的控制方法作分析討論。 

2.2.1 計算力矩之控制法 

數個著作(如：[10][11])對機械手臂採用計算力矩的控制器。這個方法牽涉非

線性項的計算和消除，化簡系統成為一個線性的系統，以下簡述之。 

考慮如(1)式所示的動力學方程式，計算力矩的控制法則給定如下 

)qB( &+G(q)q)qC(q,]qKqKqM(q)[τ &&&&& ++++= ~~
pvd (12)

其中 和 為對稱正定的矩陣，vK pK qqq −= d
~ 表示角度的誤差。 

計算力矩的機械手臂控制方塊圖如圖 1所示。 
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圖 1 計算力矩的控制方塊圖 

將(1)式帶入(12)式可得 

KqKq ++ 0q =~~~
pvd

&&&  (13)

適當的選擇 和 這兩個增益值，調整控制的效能。 vK pK

2.2.2 適應性控制法 

適應性控制器在參數的不確定之下，能夠達到整體誤差收斂。它能夠依據給

定的適應性參數估測法則，得到參數，對無法準確知道動力學模型的參數是一個

可行的辦法。適應性控制器設計的問題在於：給定要求的路徑，量測各軸的角度

和速度，並且有一些或全部未知的參數，推導出對致動器力矩的一個控制法則和

對未知參數的一個估測法則，使得各軸的角度能接近地追蹤到要求的路徑。 

在[5]中使用各軸追蹤運動的追縱誤差去驅動參數的適應，而且證明了適應的

前饋控制加比例微分控制器的整體追蹤收斂性，它不需要加速度的量测，並且利

用電腦模擬與實際實驗驗證其可行性。 

在[12]裡提出一個以計算力矩為基礎的適應性控制器，但是它需要加速度的

量测，而且要計算估測慣量矩陣的反矩陣，如此可能會限制實際的應用性。像[13]

中使用在各軸濾波後力矩的預測誤差去產生參數的估測以及一個修正的計算力

矩的控制器並且避免掉矩陣的逆轉換。 

 7



[6][7]同時使用各軸追蹤運動的追縱誤差和各軸濾波後力矩的預測誤差去驅動參

數的適應，之後建立以模型為基礎的控制器並證明其比傳統的比例微分控制器有

較好的效能。 
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三、 機械手臂硬體之建構 

本章將介紹實驗平台的架構與設計的考量，將每一部分作分析介紹。 

3.1 機械手臂設計概要 

本研究建構的實驗平台為一平面機械手臂，經由旋轉關節來連結兩節，這兩節

被兩個裝在“肩膀＂和“手肘＂的直流馬達驅動，兩個旋轉關節上裝有編碼器量測

轉動角度，其示意圖如圖 2所示。 和 是兩節的長度， 和 是質量， 和 是1l 2l 1m 2m

，角

1cl

是從平行的

2cl

質量的中心位置， 和 是質量的中心對旋轉軸的轉動慣量 度1I 2I 1q x

軸來量測，角度 是從第一節朝向第二節的延伸來量測 且都是以逆時針方向為

正。

2q ，而

 

 

圖 兩軸機器人實驗平台 

這個機械手臂是由密度為 公噸 ，第一節和第二節的長度

和 都是 公尺，第一節手臂的質量包括了手臂本體、驅動第二軸的馬達和量

測第二軸角度的編碼器，全部加起來，一共是 公斤，第二節手臂的重量則為

2 

2.7 /立方米的鋁合金所構成

0.26

3.885

1l 2l
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0.867 公斤。其參考規格如表 1所示。 

表 1 機械手臂的規格 

種類 表示符號 數量 單位 

第一節的長度 1l  0.26 m 

第二節的長度 2l  0.26 m 

第一節的質量 1m  3.885 kg 

第二節的質量 2m  0.867 kg 

第一節質量的中心位置 1cl  未知 m 

第二節質量的中心位置 2cl  未知 m 

第一節質量的中心對旋轉軸的轉動慣量 1I  未知 kg-m2 

第二節質量的中心對旋轉軸的轉動慣量 2I 未知 kg-m2 

重力加速度 g 9.81  m/s2

本實驗平台的控制系統則是使用數位晶片實現。該晶片除了做為控制器，計算

兩軸馬達所需的力矩之外，未來還必須執行所有的錯誤診斷法則，計算量相當龐

大，因此將採用高效能的數位訊號處理晶片做為系統核心，並配合適當的周邊模

組，例如解碼器和馬達驅動器等等。整體系統方塊圖表示於圖 3。 

 

圖 3 實驗平台整體系統方塊圖 
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3.2 馬達 

機械手臂轉軸上的致動器都是永磁式直流馬達，並有搭配一個減速機構以提昇

扭力，考量到手臂的重量和所需要的馬達輸出扭力，選擇如(14)式要求的軌跡帶入

機械手臂的動力學模型去計算其需要的扭力分別是 4.77 和 0.44 牛頓-米，考慮到暫

態時可能需要較大的扭力，所以取其五倍左右，選擇這兩軸的馬達規格如表 2所示。

至於選擇這個軌跡來做測試是因為它包含一個正弦項，可隨著週期性運轉去評估控

制器的效能，並且還有一個緩慢增加的項去帶著機械手臂到運作點而不會使得馬達

飽和。 

⎥
⎥
⎦

⎤

)
)1tω

⎢
⎢
⎣

⎡

−+−
−+−+−

=⎥
⎦
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⎢
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⎡
−−

−−

sin()1()1(
sin()1()1(

2
0.2

2
0.2

2

0.2
1

0.2
12

2

1
33

33

teceb
eceb

q
q

tt

tt

d

d

ω

π

(14)

其中 4/1 π=b [rad]、 9/1 π=c [rad]和 41 =ω [rad]是第一軸要求的軌跡的參數，

3/2 π=b [rad]、 6/2 π=c [rad]和 32 =ω [rad]是第二軸要求的軌跡的參數。 

表 2 機械手臂致動器的規格 

 電壓(Volts) 齒輪比 轉速(rpm) 扭力(N-m)

第一軸 24 1:50 50 25 

第二軸 24 1:104 60 1.96 

3.3 馬達驅動器 

本研究的馬達驅動器分別是跟美商TECEL和台商飆機器人專賣店所購買，第一

軸驅動器型號為D200，第二軸型號為U6206，這兩款驅動器是都由一對高和低電位

的訊號來控制馬達的轉向，並由一脈波寬度調變的訊號來控制轉速。因為馬達在啟

動時需要一個大電流的原因，所以選擇這兩款驅動器主要是依據電流的規格來決定

的，因此選擇第一軸的驅動器最大電流為 45 安培，第二軸為 30 安培，。這兩個驅

動器的外觀如圖 4所示。表 3是決定機械手臂正反轉的真值表。 
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圖 4 馬達驅動器外觀，左側為第一軸的驅動器 

表 3 馬達正反轉真值表 

IN1 IN2 
Robot 

INA INB 

0 0 Stop 

0 1 反轉 

1 0 正轉 

1 1 Stop 

3.3.1 馬達驅動器動作原理 

脈波寬度調變驅動直流馬達的方法乃是藉由變化脈波責任週期達到直流馬

達之速度控制。 

本研究所使用的驅動器都是H電橋，主要提供了馬達雙極性電源輸入，使馬

達可以順時針與逆時針旋轉。其主要是以四個電晶體組合而成，如圖 5所示，當

Q1 與Q3 導通而Q2 與Q4 截止時，電流由一方向流動；反之Q2 與Q4 導通而Q1

與Q3 截止時，電流則有相反方向流動，如此促成了馬達正反轉所需的兩種極性。 
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圖 5 H 電橋結構 

3.4 編碼器 

本研究使用旋轉式的增量型編碼器來量测角度，它能產生A、B兩個相位差 1/4

週期的脈波，通過比較A相在前還是B相在前，以判別編碼器的正轉與反轉，並因

其產生的脈波數來判斷轉動的角度。編碼器的外觀如圖 6所示，規格如表 4所示。 

表 4 編碼器的規格 

輸出波形 方波 

解析度1 2000 

輸出相 AB 相 

電路特性 電壓型 
 

圖 6 旋轉編碼器  

使用這個款式的編碼器是為了要和下一節介紹的數位訊號處理器相互配合，這

款數位訊號處理器內建一個QEP(Quadrature-Encoder Pulse)電路，它能偵測出編碼器

的旋轉方向，並且計時器會因兩個輸入訊號的上升或下降的邊緣增加或減少計數。 

                                                 
1此處指的解析度是指編碼器每轉一圈產生的脈波數目。 

 13



3.5 數位訊號處理器與開發工具 

數位訊號處理器是當作控制器使用，負責計算輸入到馬達驅動器的脈波責任週

期來控制速度及送出一組高或低電位的訊號到驅動器以控制馬達正反轉，並且其內

建的 QEP(Quadrature-Encoder Pulse)電路偵測編碼器的訊號得到角度的量测，這個

角度做為控制器的回授訊號進而完成角度的追蹤控制。 

本研究使用的數位訊號處理器是由美商Spectrum Digital所生產的eZdspTM 

F2812 [14]，其上裝有德州儀器生產的TMS320F2812[15]數位訊號處理晶片，此晶片

每秒能夠運行 150 百萬條指令。為簡化程式發展和縮短除錯的時間，提供了C20

的工具軟體Code Composer driver

002

                                                

[16]，可以在其上做組合語言和C語言3的編輯和除

錯，並將寫好的程式載入數位訊號處理晶片中作測試。 

 
2 德州儀器對其生產的數位訊號處理器做分類，C2000 是其中一個系列，TMS320F2812 就屬於這個系列。 
3 The international Organization for Standardization(ISO) C 
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四、 機械手臂模型建立與參數估測 

本章節把馬達的模型也加入考慮，推出機械手臂的動力學模型。利用線性最小平方

參數估測法得到模型的參數。 

4.1 機械手臂的動力學模型 

考慮如圖 2所示的兩軸平面機械手臂，應用Lagrangian Equation[11]，得到同(1)

式的機械手臂的動力學方程式 
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(15)

其中 1τ 和 2τ 是在兩軸上的致動器傳送的力矩。 

此處假設摩擦力 為庫倫摩擦力與黏滯摩擦力，黏滯摩擦力為黏滯摩擦力係

數b乘上角速度，庫倫摩擦力為庫倫摩擦力係數 乘上角速度的方向性，在此摩擦

力係數皆假設為常數。 

)(qB &

cf

4.2 包含致動器的機械手臂動力學模型 

機械手臂受到的扭力是經由致動器來傳送，在本研究中實驗平台的致動裝置則

是由直流馬達來傳送扭力。通常直流馬達可以由一個二階的線性微分方程式來表示

其動力學模型，因此一個加到馬達電樞的輸入電壓 v到經由馬達傳送的輸出力矩τ
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的關係可以如(16)式所示[11]，馬達的示意圖則顯示於圖 7。 
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圖 7 直流馬達示意圖，摘錄自[11] 

Kv

若考慮n軸，且每一軸都是由直流馬達驅動，則從(16)可以得 

RτqFqJ =++ &&&  (17)
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下標 i表示其為第 軸的參數。 i
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因此，將(15)式帶入(17)式可得到在兩個軸裝上直流馬達的完整機械手臂動力

學模型，如(19)式所示。 

KvqF)qRB(RG(q)q)qRC(q,qJ)(RM(q) =+++++ &&&&&&  (19)

4.3 機械手臂參數估測 

準確的機械手臂控制需要一個準確的動力學模型，如計算力矩的控制器就是以

模型為基礎來做設計的，它的效能直接和模型的準確有關。所以在控制器設計之

前，找到準確的模型是必要的。 

首先使用第二章提到的線性最小平方參數估測法來做模型的參數估測，這個估

測法使用簡易的矩陣運算，得到最佳近似解。把(19)式改寫成如(2)式的型式，即 

v=)Θq,qΦ(q, &&&  (20)

Θ是未知的參數，如下所示。 

2
2
2

22
2

22

2

2

12
1

1
2

1

1
2

1

1

1

2
1

11
211

11
2210

1
9

1
28

12
2227

11
16

11
115

11
12114

1
23

12
2222

12
12

2
1111

=

)+(=

=

=

)+(=

=

)+(=

)+(=

=

)+(=

+)++[(=

Krc

Kr

Km

Kc

Kc

Krc

Kr

Krc

Kc

Kc

mrc

f

bf

J

l

lmI

f

bf

glmlm

l

lmI

JlmlmI

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ
11

1] K

 

 (21)

在使用這個方法時，需要求出 ，而為了得到這一項就必須有角度、角速度

和角加速度的資訊。角度可以使用編碼器量測到，角速度利用差分的方式得到，

即

),,( qqqΦ &&&

(22)式
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t
tqtqq

Δ
tΔ−−

≈
()(

&
)
 (22)

，但加速度在這裡是量測不到的，所以使用如[7][8][9]中所提到的，利用濾波器消

除加速度的訊號。 

重寫(19)式，得到(23)式 

v=

其中

qBqGqqqCqqM +++ )()(),()( &&&&&  (23)

 

)

)
)

qF

J

&

+

將 式兩側同時跟 作迴旋積分 得到 式， 為 式的脈衝響

應。

)(()(
)()(

,(),(
)(()(

qRBKqB
qRGKqG

qqRCKqqC
qRMKqM

1

1

1

1

&&

&&

+=

=

=

=

−

−

−

−

 (24)

(23) )(th (convolution) (25) )(th (10)

 

)](

])(

t

t )

從(25)式中發現第一項有角加速度，令

))(()()()()()([)())())((()(

)()()()([)()]())(())())((([)(

])()()()()()()([)()()(

ttttttthtt
dt
dth

ttttthtttt
dt
dth

tttttttthtthf

qqM)q(B)(qGq)q,(qCqqM

q(B)(qGq)q,(qCqqMqqM

)q(B)(qGq)q,(qCq)(qMvv

&&&&&&

&&&&&&

&&&&&

−++∗+∗=

++∗+−∗=

+++∗=∗=

(25)

為 ，其拉式轉換為 ，則 

)0(u

)(tu )( sUqqM &)(

)()()0()()]0()([))0()()(()()( UUuUu sHshshssHsssHtth −+−=−=∗ &  (26)

將(26)式反拉式轉換，得到(27)式 

)0(q&

h
(27)

將(27)式代回(25)式，得到(28)式，式中已消除了加速度項。 

))0(()()())(()0())())((()(

))())((()(

qMqqMqqM

qqM

&&&

&

⋅−⋅+∗=

∗

thtthttth

tt
dt
dt

vv )()( tthf ∗=

Θq,qΦ
qqM)q(B)(qGq)q,(qC

qMqqMqqM q

))()((
)]())(()()()()()([)(

)0())0(()()())(()0())())((()(

tt
tttttttth

thtthttth

f &

&&&&&

&&&&

≡
−++∗+

⋅−⋅+∗=
 (28)
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將(28)式代入線性最小平方參數估測法中就可得到最佳近似解 。 

依據上述方式，給定方波輸入，量測機械手臂的轉動角度，求出 。輸入的方

波如圖 8所示，其週期呈現亂數的分佈，使得這個輸入訊號包含多種的頻率，能夠

為滿秩(full 

rank)，故反矩陣 − 存在。 ，也可避

免馬達輸入電壓落在死區(dead- zone)，發生無法轉動的現象。有關死區的說明將在

下一個章節討論。 

5;

(29)

的輸入電壓代入(20)式，使用MATLAB[18]中的函式「ODE45」

解出機械手臂的轉動角度。從圖 9中可以觀察到模擬和量測值並沒有完全吻合，但

差異性不會很大，可以使用控制的方法作補償。 

Θ̂

Θ̂

提供充分的資訊。使得在使用這個參數估測法時，矩陣 ))((( ttf qqΦ ),

另外使用方波的輸入1)))(),(())(),((( tttt f
T
f qqΦqqΦ

9623]        

將

69445;3.43075146;0.100.8494;0.63.79541;3
39;4.82895748;2.23527257;2.9492.0439;0.60.4487741;[ˆ =Θ

(29)式和已知
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圖 8 上圖為第一軸的輸入電壓，下圖為第二軸的輸入電壓 

 19



0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
angle of q1

sec

ra
d

 

 
Simulation
Measurement

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-2

-1

0

1

2
angle of q2

sec

ra
d

 

 
Simulation
Measurement

 
圖 9 上圖為第一軸的轉動角度，下圖為第二軸的轉動角度 
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五、 控制器的設計 

本節將設計三種控制器，計算力矩的控制器、具有背隙(Backlash)和低速補償

的適應性控制器以及不需要速度估測的控制器。第一種是一個已經被廣泛運用的控

制器[10][11]，可以作為相互比較的基準。第二種設計能夠補償在本研究中特別明顯

的背隙(backlash)現象，並且也能夠降低死區(dead-zone)在低速時所造成的影響，參

數的適應改善了參數估測不準確對控制器性能的影響。第三種設計是一個新的方

法，它只需要角度的量測，就能夠完成控制器的設計。避免使用差分的方式去求得

角速度。差分得到的角速度有大幅度震盪，會造成控制器增益調太高時使得機械手

臂劇烈震動。在下一個章節，將使用實驗平台測試這些控制器。 

5.1 計算力矩的控制器 

考慮(23)式的動力學方程式，計算力矩的控制法則給定如下 

)q(B &(q)Gq)q(q,C]qKqKqKq(q)[Mv &&&&& ++++++= ∫ dtIpvd
~~~ (30)

其方塊圖如圖 10所示，圖中的「
s
1
」表示一個積分器。 

 

圖 10 有考慮馬達的計算力矩控制方塊圖 

將(23)式代入(30)式可得到(31)式 

∫+++ qKqKqKq dtIpv = 0~~~~ &&&  (31)
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其中 、 和 為對稱正定的矩陣，在實現這個控制器時，會調整 、 和

的值，將這些參數調大會加速誤差的收斂，改善控制器的效能，但如果調的太大則

會有超越(overshoot)現象，使得機械手臂發生震動，所以必須在兩者之間取一個平

衡點。 

vK pK IK vK pK IK

5.2 具有背隙(Backlash)和低速補償的適應性控制器 

這裡使用的適應性控制器是建立在計算力矩的控制器之上，控制器中模型的參

數會依據一個適應性的法則做調整，其方塊圖如圖 11所示。 

 

圖 11 適應性控制器方塊圖 

參考(11)式，給定適應性法則如下 

[ ] )REq(q,Z)sq,q,(q[ΦΓ)(Θ T
ddd

Tt
dt
d

&&&& += 0
ˆ ]f

t))(&

(32)

其中 

的權重矩陣是一個

是一個常數的適應增益

nn

tth

ttt

ttthtt

T

T

f

f

fff

×>=

>=

∗=

=

∗=

−=

0RR

0ΓΓ

τv

ΘqqZv

qqqΦqqZ

vvE

00

)()(

)(ˆ))(),((ˆ

),(),(()())(),((

ˆ

&

&&&

 (33)
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5.2.1 背隙(Backlash)補償 

在本研究中所出現的背隙(backlash)現象如圖 12所示，圖中顯示在機械手

臂改變方向時，會先停住一小段時間。這是由於裝在機械手臂馬達是經過一組

減速的齒輪來達到較大扭力的輸出，但是因為齒輪間隙的關係，在機械手臂正

反轉切換時，每一個齒輪需要先轉動一定的角度才能再次接觸到相鄰的齒輪，

馬達才能夠驅動到機械手臂。這個現象在動力學模型中是沒有表現出來的，所

以需要一個外加的力量來克服。 

補償的方法即是在每次正反轉切換時加入一定的電壓，這個電壓值由實驗

得到，如此將會強迫馬達快速的轉動一個角度，克服馬達間隙的問題。 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.5

1

1.5

2

sec

ra
d

 

 
Desired trajectory
Measurement

2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4
1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

sec

ra
d

 

 
Desired trajectory
Measurement

圖 12 背隙(backlash)現象的示意圖，下圖為局部放大圖。 

5.2.2 低速補償 

馬達在某個電壓之下是不會動的，此即為馬達的死區(dead-zone)，其示意

圖如圖 13所示，在 bv± 這個電壓之間速度為零，這個區域同樣的沒有表現在

動力學模型中，使得機械手臂在低速時不能準確控制。這個補償的方法是在低
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速且控制器輸入電壓落在死區時，由死區的邊界電壓和角度追蹤誤差的加權的

和去取代控制器算出的電壓，即 

cqKv += sign( bd vq ⋅)~ &  (34)

其中 為對稱正定的常數矩陣，cK bv± 為死區的邊界。 

圖 馬達死區

利用差分的方式產生的角速度會有大幅度的震盪，如圖 14 示。這與實際的角

速度相差甚遠，限制控制增益的調整，降低了控制器的效能，當增益調整過大時甚

至會使得機械手臂出現震動的現象。下面提出一種在機械手臂的研究中未使用過的

方法。這個方法將機械手臂的動力學方程式中的線性項分離出來，利用[17] 出

的設計位置回授控制器的方式，設計出關於線性項部份的控制器。其餘的非線性項

部份則代入要求的角速度和角加速度以及量測所得的角度資訊，所算出的值加上線

性控制器得到的結果，如此完成整個控制器的設計，設計的過程中僅需要角度的量

測值。整個控制器的方塊圖如圖 15 。 

13 (dead-zone)的示意圖 

5.3 不需要速度估測的控制器 

所

中提

所示
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圖 14 要求和差分的角速度，下圖為局部放大圖。 

 

圖 15 不需要速度估測的控制器方塊圖 

以下是將機械手臂的動力學方程式中的線性項，寫成狀態空間表示，並設計出

線性控制器。從(23)式展開得到(35)與(36)式 
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(37)

觀察(36)和(37)式，可以發現方程式的第一行都是線性組合，其狀態空間的表示

如

度資訊，和接下來設計出的線性控制器的結果加起來，得到控制的電壓。 

(38)式。另外非線性項部份則會代入要求的角速度和角加速度以及量測所得的角

vBAxx +=&

Cx
 (38)

其中 ， ，

y =⎥
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y
y

11 qy = 212 qqy += v是線性組合部份得到的電壓。 
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因為控制器設計的目的是角度的追蹤，所以將(38)式中所選定的狀態 改成角

度的追蹤誤差
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[ ]T&&= yyyy 2121x ，其中 111 qqy d −= ， )()( 21q212 qqqy dd +−+= ，

線性組合部份的電壓 v改成 v~ ，即 [ ] [ ]T~
dd vvvvvv 221121

T~ ~ −−==−= vvv d 。新的

狀態空間表示如(41)式所示，其中線性組合部份的要求電壓 dv 如(40)式所示 
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5.3.1 線性控制器的設計程序 

採用[17]中所提出的位置回授控制器設計，這個控制器是應用在車輛橫向

運動

步驟一

假設G(s)是機械手臂動力學方程式有關於線性項(41)的轉移矩陣。加入一

個濾

的控制。文中說明在設計狀態回授控制器時，觀察器沒有被考慮進去，外

加的觀察器改變了原來的狀態回授控制系統，因而不能保證控制器的強健。這

個控制器設計提出兩個步驟的設計程序，將狀態回授控制器轉換到一個輸出回

授的控制器而不會改變閉迴路的特性。在此控制器的設計中，首先在(41)式所

表示的受控廠前加上一個濾波器使其成為一個增大的受控廠，這個濾波器的作

用主要是將增大的受控廠利用LQ方法(Linear quadratic methods)得到一個真分

(proper)的輸出回授控制器。 

 

波器 )(sΛ 到電壓輸入端以增大受控廠G(s)。如圖 16所示。 

 
圖 16 增大的受控廠，摘錄自[17] 

其中 
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係數 iλ 是設計的參數。將 寫成如Λ (43)式的可控制典型式(controllable canonical 

form) 。 

ηv

ηη

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−

−−−−=

−

−

001000
000001~

0100
0010

0

0
0100
0010

1210

1210

LL

LL

L

MOMMM

L

L
L

MOMMM

L

L

&

r

r

λλλλ

λλλλ u

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

1

0
0

0

0
0

0

0
0

1

0
0

MM

MM

 
(43)

[ ]Trr vvvvvv )1(
222

)1(
111

~~~~~~ −−= L&L&η ， )(
1

~ iv 和 )(
2

~ iv 分別表示 1
~v 和 2

~v 的第 i

次微分。 

如果 1>r ，則必須計算 dv 的微分，如此會大大增加計算的負荷。因此選
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這個增大的受控廠的輸入是u，輸出是 1y 和 2y 。從(38)式和(44)式，可以得到

它的狀態空間的表示為 
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觀察(45)式，可以很容易的看到這個增大的系統從u是可控制的。因此選

擇適當的狀態回授增益，可以任意分配閉迴路的特徵值。 
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然後為這個增大的受控廠設計一個狀態回授控制器。在這裡應用 LQ 方法

(Linear quadratic methods)決定。因此狀態回授控制器的增益為 
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增益矩陣 會因為控制器效能、致動器的限制等條件去選擇。

在下一節將會討論如何應用 LQ 方法去決定增益矩陣。 

],,[ 21 ηKKK xx

步驟二 

因為並不是所有的狀態都可以量測的到，狀態回授法則必須轉換成輸出回

授的形式。讓u、ˆ v̂~ 和 分別表示u、η̂ v~ 和η的拉氏轉換。從圖 16中，可以發

現 uv ˆ~̂ Λ= ，而且 v̂η ~ˆ = ，所以(46)式的拉式轉換可以表示為 
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應用(42)到(47)式，可以得到輸出狀態回授控制法則(48)式 
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將(48)式展開可得到(49)式 
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(49)

從(46)式到(48)式的轉換只有使用到運動學上的關係，同時也不需要使用

到觀察器或速度估測器。完成了這個線性控制器，再配合將量測的角度、要求

的角速度和要求的角加速度代入機械手臂的動力學方程式中包含非線性項算
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出的電壓值，即可得到整個控制器的控制電壓，完成控制器的設計。 

5.3.2 狀態回授增益的選擇 

考慮如圖 16增大的受控廠，機械手臂的狀態為 x，濾波器 的狀態為Λ η。

LQR(Linear quadratic regulator)控制器的成本函數(cost function)為 
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其中 是半正定矩陣，D是正定矩陣，狀態回授的增益可以經由最小化

而產生。這個最佳化的增益 ，P是正定矩陣，滿足 Riccati 

equation 
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觀察(52)式，選擇 和 可以調整電壓變化率在成本函數的貢獻，從實驗結果

中可以發現較大的 和 會使得輸入的電壓波形較為平滑。調整 和

則會影響電壓的大小。 
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六、 實驗結果與討論 

本章節描述完成的實驗平台，使用這個實驗平台測試前面介紹的三種控制器：計算

力矩的控制器、具有背隙(Backlash)和低速補償的適應性控制器以及不需要速度估測的

控制器，討論各個控制器的實驗結果。 

6.1 測試環境 

建立的實驗平台如圖 17和圖 18所示。圖 17中顯示機械手臂的本體，在兩個旋

轉軸右側裝有搭配減速機構的永磁式直流馬達，左側裝上編碼器量測機械手臂的旋

轉角度。 

圖 17 兩軸平面旋轉機械手臂 

 31



 

圖 18 數位訊處理器(左側)與馬達驅動器(右側) 

6.2 實驗結果討論 

以下實驗使用的軌跡都是採用(14)式所提出的軌跡。實驗時間為 20 秒，每 0.01

秒取一筆資料。 

6.2.1 計算力矩的控制器結果分析 

計算力矩的控制器實驗結果如圖 19、圖 20和圖 21所示。其控制增益分別

為 、}44,91.31diag{=vK }709,6.479diag{=pK 和 }3879.0,411.1diag{=IK 。在圖

19中可以看到第二軸在變換方向時，有明顯的背隙現象。這是因為在機械手臂

變換方向時，輸入電壓沒有快速的切換到一個較大的電壓值去補償因齒輪間隙

造成的背隙現象，而使得追蹤誤差變得比較大。 
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圖 19 計算力矩的控制器實驗結果，上圖為第一軸的轉動角度，下圖為第二軸

的轉動角度。 
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圖 20 計算力矩的控制器實驗結果，上圖為第一軸的追蹤誤差，下圖為第二軸

的追蹤誤差。 
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圖 21 計算力矩的控制器實驗結果，上圖為第一軸的輸入電壓，下圖為第二軸

的輸入電壓。 

6.2.2 具有背隙(Backlash)和低速補償的適應性控制器結果分析 

因第二軸的誤差甚大，所以將背隙和低速補償及參數適應的方法應用在第

二軸，第一軸仍然採用計算力矩的控制器。實驗的結果如圖 22、圖 23和圖 24所

示。其控制增益分別為 }44,91.31diag{=vK 、 }709,6.479diag{=p

20

K

。誤差訊號 中的增益

和

}3879.0,411.1diag{=IK s =α ，權重 1=R ，適應增益

。經由實驗得到背隙補償為在轉換方向

時，加上 2.88 伏特的電壓。低速補償的增益

},0.1,0.1000,0.0005120000,120diag{0 =Γ

400=c bvK ，死區電壓 伏特。 6.1=

從圖 22中可以發現在計算力矩的控制器中出現的背隙現象已經明顯的消

失了，並且整體的追蹤誤差也比較小。追蹤誤差的比較如圖 28所示。 
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圖 22 具有背隙和低速補償的適應性控制器實驗結果，上圖為第一軸的轉動角

度，下圖為第二軸的轉動角度。 
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圖 23 具有背隙和低速補償的適應性控制器實驗結果，上圖為第一軸的追蹤誤

差，下圖為第二軸的追蹤誤差。 
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圖 24 具有背隙和低速補償的適應性控制器實驗結果，上圖為第一軸的輸入電

壓，下圖為第二軸的輸入電壓。 

6.2.3 不需要速度估測的控制器結果分析 

不需要速度估測的控制器實驗結果如圖 25、圖 26和圖 27所示。其設計的參數

為 ， ， 10)( += ssD }01.0,01.0diag{=D
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利用 LQ 方法決定的增益矩陣為 
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ηKK x
 

因為在機械手臂轉換方向時，此控制器能快速的給定一個較大的電壓，如

圖 27和圖 30所示，所以從圖 25可以看到沒有背隙現象。此外由於非線性項沒

有代入實際的角速度和角加速度，非線性項得到的結果和實際沒有完全相同，

造成整體的追蹤誤差較大，降低控制器的效能。追蹤誤差的比較如圖 28所示。 
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圖 25 不需要速度估測的控制器實驗結果，上圖為第一軸的轉動角度，下圖為

第二軸的轉動角度。 
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圖 26 不需要速度估測的控制器實驗結果，上圖為第一軸的追蹤誤差，下圖為

第二軸的追蹤誤差。 
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圖 27 不需要速度估測的控制器實驗結果，上圖為第一軸的輸入電壓，下圖為

第二軸的輸入電壓。 
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圖 28 計算力矩的控制器、具有背隙和低速補償的適應性控制器和不需要速度

估測的控制器，這三種控制器的追蹤誤差比較，上圖為第一軸的追蹤誤差，下

圖為第二軸的追蹤誤差。 
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圖 29 計算力矩的控制器、具有背隙和低速補償的適應性控制器和不需要速度

估測的控制器，這三種控制器的第一軸輸入電壓比較，下圖為局部放大圖。 
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Computed torque controller
Adaptive controller with backlash and low speed compensation
The controller without velocity estimation
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圖 30 計算力矩的控制器、具有背隙和低速補償的適應性控制器和不需要速度

估測的控制器，這三種控制器的第二軸輸入電壓比較，下圖為局部放大圖。 

 39



6.2.4 強健性測試 

在機械手臂的第二節末端距離第二軸軸心 0.26 公尺處加上 147 公克和 294

公克兩個不同重量的負載，測試三種控制器的強健性，其追蹤誤差比較如圖 31、

圖 32和圖 33所示。從圖中可以看到這三種控制器都有不錯的強健度，看起來

具有背隙和低速補償的適應性控制器最好，計算力矩的控制器次之，不需要速

度估測的控制器最差，但如果從追蹤誤差的變化比例來看，實際上三種控制器

的變化比例差別不大。 
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圖 31 使用計算力矩的控制器，在機械手臂的第二節末端距離第二軸軸心 0.26

公尺處加上不同的重量的追蹤誤差比較，上圖為第一軸的追蹤誤差，下圖為第

二軸的追蹤誤差。 
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圖 32 使用具有背隙和低速補償的適應性控制器，在機械手臂的第二節末端距

離第二軸軸心 0.26 公尺處加上不同的重量的追蹤誤差比較，上圖為第一軸的追

蹤誤差，下圖為第二軸的追蹤誤差。 
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圖 33 使用不需要速度估測的控制器，在機械手臂的第二節末端距離第二軸軸

心 0.26 公尺處加上不同的重量的追蹤誤差比較，上圖為第一軸的追蹤誤差，下

圖為第二軸的追蹤誤差。 
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討論： 

計算力矩的控制器對於第一軸可以得到不錯的追蹤誤差，但在第二軸會有背隙

的現象，其追蹤誤差也稍嫌偏大。這個控制器相對於其它兩種，計算量比較少一些。 

為了克服計算力矩的控制器中第二軸明顯的背隙現象，因此針對第二軸採用具

有背隙和低速補償的適應性控制器，第一軸仍維持計算力矩的控制器設計。補償的

結果相當不錯，可以看到第二軸的背隙現象被消除了，並且降低追蹤誤差，同時第

一軸還是保持原來的效能。 

在前兩種控制器設計時，都使用差分的方式去得到角速度。這和實際的角速度

相差甚遠，連帶著影響了控制器效能。從圖 29和圖 30中，可以看到由於前兩種控

制器都使用差分的方式去得到角速度，造成輸入電壓較劇烈的波動，第三種的輸入

電壓波形就較為平滑，機械手臂的運動軌跡也會比較平滑。其在第二軸沒有背隙現

象，但整體的追蹤誤差較大。 

本研究使用如(14)式的測試軌跡，其第一軸軌跡的頻率為 0.63Hz，第二軸軌跡

的頻率為 0.48Hz。從圖 34和圖 35中，可以發現在第三種控制器第一軸追蹤誤差的

頻譜中，第二軸運動軌跡的一倍頻明顯地出現在頻譜中。此外因第一軸運動軌跡的

三倍頻和第二軸運動軌跡的四倍頻是同一個頻率，受到第二軸運動軌跡的影響，使

得第一軸追蹤誤差的頻譜中，第一軸運動軌跡的三倍頻明顯變大。這表示第二軸的

運動經由機器人動力學方程式非線性項影響到第一軸的運動。在第二軸追蹤誤差的

頻譜中，第一軸運動軌跡的頻率並不明顯，主要是第二軸運動軌跡的一倍頻和三倍

頻較大，第二軸的運動較不會受到第一軸的影響。由以上資料觀察，對第三種控制

器而言，第二軸控制較不精準，連帶影響到第一軸的準確度。 

從強健性測試中，可以發現這三種控制器都有不錯的強健度，追蹤誤差不會隨

著質量改變而有大幅度的變動。 
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圖 34 計算力矩的控制器、具有背隙和低速補償的適應性控制器和不需要速度估測

的控制器，這三種控制器第一軸的追蹤誤差頻譜比較，下圖為局部放大圖。 
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圖 35 計算力矩的控制器、具有背隙和低速補償的適應性控制器和不需要速度估測

的控制器，這三種控制器第二軸的追蹤誤差頻譜比較，下圖為局部放大圖。 
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七、 結論 

7.1 研究總結 

本研究建立一個兩軸平面的機械手臂，以此實驗平台實現參數估測、位置的控

制以及測試控制器的強健性。首先建構包含致動器的機械手臂動力學模型，並以線

性最小平方參數估測法求得模型中的參數。接著設計出計算力矩的控制器、具有背

隙和低速補償的適應性控制器及不需要速度估測的控制器，並測試控制器的強健

性。 

計算力矩的控制器對於第一軸可以得到不錯的追蹤誤差，但在第二軸會有背隙

的現象，其追蹤誤差也稍嫌偏大。這個控制器相對於其它兩種，計算量比較少一些。 

為了克服計算力矩的控制器中第二軸明顯的背隙現象，因此針對第二軸採用具

有背隙和低速補償的適應性控制器，第一軸仍維持計算力矩的控制器設計。補償的

結果相當不錯，可以看到第二軸的背隙現象被消除了，並且降低追蹤誤差，同時第

一軸還是保持原來的效能。 

在前兩種控制器設計時，都使用差分的方式去得到角速度。這和實際的角速度

相差甚遠，連帶著影響了控制器效能。不需要速度估測的控制器僅需要角度的量測

就能夠完成整個控制器的設計。這個控制器以機械手臂動力學方程式中的線性項設

計出一個線性的控制器，搭配非線性項的補償，完成整個控制器的設計。其在第二

軸沒有背隙現象，但整體的追蹤誤差較大。這是由於兩軸的運動因機械手臂動力學

方程式非線性項彼此相互影響造成的結果。 

在控制器的強健性測試中，明確的看到這三種控制器都有不錯的強健度，其追

蹤誤差不會因模型參數的變動而有劇烈的變化。 
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7.2 未來展望 

本研究使用的控制器在實驗平台上實驗都可以得到不錯的結果，但仍有一些需

要加強的地方。 

在背隙和低速補償只專門為本實驗平台去設計，如果馬達的間隙和死區電壓的

不同，則這個方法必須要作調整，需要有一個更全面的方法來克服這個問題。 

不需要速度估測的控制器雖然僅使用角度的資訊去設計控制器，但其追蹤誤差

不能得到明顯的改善，這和非線性項沒有代入實際的角速度和角加速度有不小的關

係，未來需提出一個更有效的近似方法取代。 

在本研究中對於摩擦力沒有深入的研究，只簡單的假設其為庫倫與黏滯摩擦

力。建立一個完整的摩擦力模型將有助於提升控制器的效能。 
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