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摘要 

    本篇論文中，提出了使用在振動陀螺儀上，估測角速度的一個新方法。以往大部分

的作法，都是假設系統量測雜訊可忽略，並且在其他參數都是已知的前提之下進行估

測。不同於以往，我們考慮量測訊號存在雜訊，及所有參數未知的情況下，利用「擴增

型卡曼濾波器(extended Kalman filter)」作為觀察器的演算法正確地估測出角速度，並鑑

別系統參數。 

由 MATLAB 軟體的模擬結果顯示本方法在七個參數未知的情況下，及量測雜訊

32.857 10 mμ−× 下(訊噪比約為 )，可鑑別出所有參數，同時角速度的估測精確度仍可

達 0.0021 。此外，透過觀察器的狀態回授控制，可將系統結構存在的阻尼及「耦

合力(coupling force)」消除，經由求解控制過後的系統動態方程式，我們可以直接計算出

角度，避免因積分角速度而產生的誤差累積。 
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Student: Yen-Pin Peng Advisor: Dr.Tsung-Lin Chen 

Department of Mechanical Engineering 

National Chiao-Tung University 

Abstract 

In this thesis, we present a novel approach to estimate angular rates of MEMS vibratory 

gyroscope systems. Different from most of the existing methods, wherein all system 

parameters were assumed to be known and system measurements were noise-free, this method 

uses extend Kalman filter (EKF) techniques to estimate all the system parameters, including 

the angular rate. And, it nulls out the noise from system measurements and thus increases the 

sensing accuracy for gyroscope systems.  

 Simulation results indicate that the proposed method can estimate all the system 

parameter correctly. The estimation accuracy of angular rate is  when the 

standard deviation of the measurement noise is 

0.0021 / secrad

32.857 10 mμ−× (signal-to-noise ratio is about 

twenty). In addition, the proposed method can be used to compensate the damping terms and 

“coupling forces” in gyroscope systems. Subsequently, the rotation angles can be calculated 

directly. As compared to the conventional methods wherein the angles were obtained by 

integrating angular rates over time, the proposed method does not suffer from the error 

accumulations and thus more accurate.  

 

 

 ii



誌謝 

本篇碩士論文得以順利完成，首先必須要感謝我的指導教授陳宗麟老師，整整兩年

的時間，不斷地指導與鼓勵我，每當在研究遇上瓶頸時，他總能不吝給予建議，使我度

過重重難關。不僅僅是在課業與論文研究上，老師也會在我們學生生活上遇到困難時，

給予幫助和關懷，總之，對老師的感謝不是幾句話能夠說完的，真的很謝謝老師。 

    再來，就是感謝實驗室的學長們，以過來人的身分分享經驗給我，教導我研究上的

問題，感謝同學、學弟在課業上彼此互相打氣，感謝實驗室所有同仁在兩年裡讓我留下

了美好的回憶。 

    最後，感謝我的家人當我的精神支柱，沒有他們的支持就沒有這篇論文的產生，在

這邊致上由衷的謝意。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 iii



目錄 

中文摘要...................................................................................................................... i 

英文摘要......................................................................................................................ii 

誌謝 ............................................................................................................................ iii 

目錄 .............................................................................................................................iv 

表目錄...................................................................................................................... viii 

圖目錄.........................................................................................................................xi 

第一章  緒論 .............................................................................................................1 

 1.1  陀螺儀簡介 ................................................................................................1 

 1.2  文獻回顧 ....................................................................................................2 

 1.3  研究動機 ....................................................................................................3 

 1.4  本論文架構 ................................................................................................4 

第二章  振動陀螺儀原理與量測方法...................................................................5 

 2.1  傳統振動陀螺儀動態方程式(單軸－兩個自由度)..............................5 

  2.1.1  理想振動陀螺儀動態方程式..........................................................5

  2.1.2  非理想振動陀螺儀動態方程式......................................................7 

 2.2  傳統操作方式............................................................................................9 

  2.2.1  開路控制法........................................................................................9 

  2.2.2  閉路控制法........................................................................................9 

 iv



 2.3  完整振動陀螺儀動態方程式(單軸－三個自由度)............................12 

  2.3.1  振動陀螺儀之完整動態模型........................................................12 

  2.3.2  振動陀螺儀旋轉動態之感測分析................................................13 

  2.3.3  振動陀螺儀旋轉動態之機械結構分析.......................................16 

  2.3.4  完整振動陀螺儀模型之觀察器設計 ...........................................18 

第三章  振動陀螺儀之擴增型卡曼濾波器估測法............................................21 

 3.1  擴增型卡曼濾波器 .................................................................................21 

  3.1.1  卡曼濾波器簡介 .............................................................................21 

  3.1.2  卡曼濾波器理論和原理 ................................................................21 

  3.1.3  擴增型卡曼濾波器.........................................................................23 

 3.2  理想振動陀螺儀之角速度估測 ............................................................25 

  3.2.1  估測狀態方程式 .............................................................................25 

  3.2.2  系統觀察性......................................................................................25 

 3.3  理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別.......................................26 

  3.3.1  估測狀態方程式 .............................................................................26 

  3.3.2  系統觀察性......................................................................................27 

 3.4  非理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別...................................28 

  3.4.1  估測狀態方程式 .............................................................................28 

  3.4.2  系統觀察性......................................................................................29 

 v



 3.5  振動陀螺儀之角位移估測.....................................................................31 

第四章  模擬結果與討論 ......................................................................................33 

 4.1  系統動態方程式之無因次化 ................................................................33 

Ω未知)..........................................................34  4.2  理想振動陀螺儀模擬一(

  4.2.1  理想振動陀螺儀之角速度估測模擬 ...........................................34 

  4.2.2  理想振動陀螺儀之角位移估測模擬一.......................................37 

 4.3  理想振動陀螺儀模擬二(Ω、 xk 、 yk 未知) .........................................38 

  4.3.1  理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別模擬 ......................38 

  4.3.2  理想振動陀螺儀之角位移估測模擬二.......................................42 

 4.4  非理想振動陀螺儀模擬一(Ω、 xk 、 yk 、 xyk 未知)............................43 

  4.4.1  非理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別模擬一..............43 

  4.4.2  非理想振動陀螺儀之角位移估測模擬一...................................46 

 4.5  非理想振動陀螺儀模擬二(Ω、 xk 、 yk 、 xyk 、 xd 、 yd 、 xyd 未知) .47 

  4.5.1  非理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別模擬二..............47 

  4.5.2  非理想振動陀螺儀之角位移估測模擬二...................................52 

 4.6  討論...........................................................................................................53 

第五章  結論與未來計畫 ......................................................................................56 

 5.1  結論...........................................................................................................56 

 5.2  未來計畫 ..................................................................................................56 

 vi



參考文獻....................................................................................................................57 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 vii



圖目錄 

圖 1.1  振動陀螺儀..................................................................................................2 

圖 2.1  陀螺儀結構..................................................................................................6 

圖 2.2  彈簧主軸偏離..............................................................................................8 

圖 2.3  阻尼主軸偏離..............................................................................................8 

圖 2.4  開路控制法流程圖 .....................................................................................9 

圖 2.5  閉路控制法流程圖 ...................................................................................10 

圖 2.6  質量塊沿 方向旋轉之動態....................................................................12 z

圖 2.7  電容式梳狀結構 .......................................................................................13 

圖 2.8  感測電容 ....................................................................................................15 

圖 2.9  蛇狀彈簧 ....................................................................................................17 

圖 2.10  彈簧結構 ..................................................................................................17 

圖 3.1  卡曼濾波器流程圖 ...................................................................................23 

圖 3.2  擴增型卡曼濾波器流程圖 ......................................................................24 

圖 3.3  質量塊運動軌跡 .......................................................................................31 

x y− 平面上之運動軌跡 ........................35 圖 4.1  陀螺儀的質量塊於旋轉座標

圖 4.2  感測器輸出與觀察器輸出 ......................................................................36 

圖 4.3  觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形.............................................36 

圖 4.4  角速度之即時估測 ...................................................................................37 

 viii



圖 4.5  角位移之估測............................................................................................38 

x y− 平面上之運動軌跡 ........................39 圖 4.6  陀螺儀的質量塊於旋轉座標

圖 4.7  感測器輸出與觀察器輸出 ......................................................................40 

圖 4.8  觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形.............................................40 

圖 4.9  角速度之即時估測 ...................................................................................41 

圖 4.10  即時參數鑑別..........................................................................................41 

圖 4.11  角位移之估測..........................................................................................42 

x y− 平面上之運動軌跡 ......................44 圖 4.12  陀螺儀的質量塊於旋轉座標

圖 4.13  感測器輸出與觀察器輸出 ....................................................................44 

圖 4.14  觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形...........................................45 

圖 4.15  角速度之即時估測 .................................................................................45 

圖 4.16  即時參數鑑別..........................................................................................46 

圖 4.17  角位移之估測..........................................................................................47 

x y− 平面上之運動軌跡 ......................49 圖 4.18  陀螺儀的質量塊於旋轉座標

圖 4.19  感測器輸出與觀察器輸出 ....................................................................49 

圖 4.20  觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形...........................................50 

圖 4.21  角速度之即時估測 .................................................................................50 

圖 4.22  即時參數鑑別..........................................................................................51 

圖 4.23  角位移之估測..........................................................................................52 

 ix



圖 4.24  角位移之估測(開路控制法)..................................................................53 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 x



表目錄 

表 4.1  模擬參數 ....................................................................................................35 

表 4.2  估測誤差 ....................................................................................................37 

表 4.3  模擬參數 ....................................................................................................39 

表 4.4  估測誤差 ....................................................................................................41 

表 4.5  模擬參數 ....................................................................................................43 

表 4.6  估測誤差 ....................................................................................................46 

表 4.7  模擬參數 ....................................................................................................48 

表 4.8  估測誤差 ....................................................................................................51 

表 4.9  估測誤差(開路控制法) ..........................................................................53 

表 4.10  估側誤差比較..........................................................................................55 

 

 xi



第一章 

緒論 

1.1 陀螺儀簡介 

    陀螺儀是量測角速度的一種感測元件，與加速度規一起被廣泛的應用在慣性導航、

姿態估測和穩定控制等領域上[1][2]。要描述一個物體的運動，我們必須得到它的直線運

動以及旋轉運動，直線運動主要藉由加速度規來獲得，而旋轉運動則必須依靠陀螺儀來

獲得。 

 原始的陀螺儀是根據角動量守恆的原理被設計出來的，被發明於 1850 年，當時法

國物理學家 J.Foucault 為了要研究地球的自轉，發現了在高速旋轉中的轉子，因為慣性

原理，其旋轉軸恆指向一個方向，因而以希臘字 gyro(旋轉)和 skopein(看)兩字的組合來

命名陀螺儀。這項發明最早被拿來使用在航海及航空上，因其旋轉軸恆指向同一個方向

的特性，而能夠在交通工具航行時指引出正確的方向。其後，經過幾年的發展，漸漸有

不同型式的陀螺儀問世。 

 目前的陀螺儀大致可分為轉子式陀螺儀、光學陀螺儀和振動式陀螺儀。雖然轉子式

陀螺儀、光學式陀螺儀被使用在許多領域上，但體積大、價格昂貴是它們的缺點。相較

之下，振動式陀螺儀是以結構體之共振模態驅動，故耗能較低，可以瞬時起動，無軸承

磨耗及運轉壽命的問題，且有體積小、成本低廉等優點，因此越來越多人投入這方面的

相關研究。目前振動式陀螺儀已應用於各種消費性設備，如數位相機的影像防震、筆記

型電腦的硬碟保護和數位羅盤，以及汽車的電子穩定控制系統等等。另外，隨著自動化

工業和消費性機器人的發展，振動式陀螺儀在自動化工業上有助於滿足在組裝線上提高

自動化程度的要求；而在機器人中，陀螺儀有助於自動控制系統機器人手腳的行動和平

衡。 
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1.2 文獻回顧 

 振動陀螺儀量測角速度的方式，是利用物體旋轉時所產生的科氏力，使得能量由驅

動軸傳至感測軸，由兩者間能量傳遞的關係獲得角速度的資訊(在第二章將介紹詳盡的

量測原理)。依照結構上的不同，大致上可以分為 (a)懸臂樑式振動 (b)薄殼振動 (c)環型

振動 (d)音叉式振動 (e) H 型式振動。 

 

               (a)                   (b)                    (c) 

    

               (d)                                    (e) 

圖 1.1 振動陀螺儀：(a)懸臂樑式振動 (b)薄殼振動 (c)環型振動 

                 (d)音叉式振動 (e) H 型式振動 

 

 由於微機電結構微小，在製程上無法達到良好的精準度，因此，對系統做控制是不

可缺少的，而控制的方法又必須要配合系統的操作方式來進行。本論文主要是討論在陀
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螺儀製作完成之後，如何藉由不一樣的操作方式來使估測能有更好的準確度，目前的振

動陀螺儀研究文獻，根據量測角速度的操作方式大致可以分成兩類： 

    (1)開路控制法(Open-loop Mode of Operation)[3]：將質量塊在驅動軸振動的振幅大小    

      固定住，量測感測軸的振幅，利用兩軸振幅間的關係式，計算出角速度。 

    (2)閉路控制法(Closed-loop Mode of Operation)[4][5]：適應性控制法(adaptive control)為   

      許多人使用的一種方法，以系統輸出狀態進行回授控制，將角速度視為未知參數   

      進行參數估測，根據 Lyapunov 穩定定理(Lyapunov stability theorem)，導出參數收 

      斂式，使角速度估測值收斂至正確值。 

1.3 研究動機 

    大部分的振動式陀螺在製程上都會產生誤差，例如彈簧的不對稱、質量塊(proof mass)

重量分佈不平均、驅動力的作用線偏離主軸等等，這將使得系統產生耦合力(coupling 

force)[6]。若耦合力存在，能量不再只由科氏力進行傳遞，如此一來，角速度的資訊不

管是由數學關係式中計算求得，或是從觀察器中估測，都會因為耦合力的影響而產生誤

差。除此之外，外在環境的影響包括溫度、壓力的變化，以及其他雜訊，都會使陀螺儀

的輸出產生錯誤的訊號，導致角速度的估測有所偏差。 

 以往相關文獻提出的操作方式，並無法完全解決以上的問題同時達到高精度的輸

出。本論文對於此問題首先提出以往文獻所忽略之系統動態，希望藉由此動態以獲得更

多的動態資訊，雖然最後無法根據此動態來得到更好的結果，但也對振動陀螺儀的動態

做了更深入的分析。最後，本文採用了擴增型卡曼濾波器的方法做為系統觀察器，以估

測角速度，除了能夠大幅降低雜訊，還可將系統未知參數鑑別出來，同時，藉由觀察器

的資訊，可進行回授控制將耦合力消除，直接計算出角位移的變化。 
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1.4 本論文架構 

    本文共分為五個章節，第一章為緒論，介紹陀螺儀的發展，以及相關文獻回顧，並

說明對此方向的研究動機。第二章介紹振動陀螺儀運作原理以及傳統陀螺儀的各種操作

方法，同時提出了更完整的振動陀螺儀模型。在第三章中，本篇論文提出擴增型卡曼濾

波器作為估測陀螺儀系統之方法，以往陀螺儀被視為線性系統作為估測和控制，在本文

中，我們將陀螺儀參數視為狀態變數，新的系統為非線性系統，以非線性系統的方式探

討其觀察性，進行估測和控制。第四章則對本論文的方法進行電腦模擬，驗證此方法之

可行性。第五章對本論文做出相關討論及總結，並探討未來在此方向必須改良或更進一

步發展分析的方向。 
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第二章 

振動陀螺儀原理與量測方法 

    本章節前半部份介紹陀螺儀的運作原理，並探討在結構製造不理想下的動態方程

式。在後半部份則對傳統所使用方法做詳細的介紹，同時提出更完整的陀螺儀模型。 

2.1 傳統振動陀螺儀動態方程式(單軸－兩個自由度) 

2.1.1 理想振動陀螺儀動態方程式 

    在第一章我們提到了振動陀螺儀分成幾種不一樣的機械結構，然而，在推導其數學

模型時，我們都將振動陀螺儀視為一質量－彈簧－阻尼系統[8]。考慮固定參考座標

X Y− ，附於陀螺儀上之旋轉參考座標 x y− ，振動陀螺儀可視為一懸吊質量以及數個彈

簧所組成的(圖 2.1)，質量塊一般視為一質點，可在 x 方向( i
v

)以及 y 方向( j
v

)自由移動，

故有兩個自由度。質量塊在任一時間之下位置 pv 可表示成 

 )p x i y j= +
v vv

( ( )     (2.1) 

    速度 v 可表示成 v

 dpv p
dt

= +Ω×
v vv v  (2.2) 

  (2.3) ( ) (v x y i y x= −Ω + +Ω
v vv

& & ) j

    加速度可表示成 

 dva v
dt

= +Ω×
v vv v  (2.4) 

  2 2( 2 ) ( 2a x x y y i y y x x= −Ω − Ω −Ω + −Ω + Ω +Ω ) j
v vv & &&& & && &  (2.5) 

    由牛頓第二運動定律 

  F ma=
v v

 方向：i
v 2( 2x xk x d x m x x y y)− − = −Ω − Ω −Ω&& && &  (2.6) 

 j
v

方向： 2( 2y yk y d y m y y x x)− − = −Ω + Ω +Ω&& && &  (2.7) 
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    因在振動式陀螺儀中， ， ， ， ，

故 、 、 、 四項通常忽略不考慮，系統動態方程式可簡化成 

2
xk x m x>> Ω 2

yk y m y>> Ω xk x m y>> Ω& yk y m x>> Ω&

2m xΩ 2m yΩ m xΩ& m yΩ&

   (2.8) 
2

2
x x

y y

mx d x k x m y
my d y k y m x

+ + = Ω
+ + = − Ω

&& & &

&& & &

    對於理想的振動式陀螺儀系統而言，常將阻尼忽略不計，方程式可改寫成 

  (2.9) 
2

2
x

y

mx k x m y
my k y m x

+ = Ω
+ = − Ω

&& &

&& &

 

 

          (a)                                     (b) 

圖 2.1 陀螺儀結構：(a)轉動前 (b)轉動後 

 

 在(2.9)式中，是以旋轉座標 x y− 來描述系統動態，等號右端為科氏力，科氏力為

一慣性力(假想力)，會使質量塊之振動線以Ω的角速度往座標旋轉方向的反方向進動；

若以固定座標 X Y− 來看，此時質量塊不受任何外力，根據線動量守恆的原理，將維持

原固定方向線振動(圖 2.1)。 
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2.1.2 非理想振動陀螺儀動態方程式 

    對於一個振動陀螺儀，製作出來多少都會產生誤差，在未經控制的情況下，動態並

非如理想動態方程式所描述，考慮非理想彈簧所造成的影響[6][7]：假設 x 、 分別為驅

動軸和感測軸， '

y

x 、 為彈簧主軸，因製造上的誤差導致兩座標軸偏離角度'y α (圖 2.2)，

若主軸上之彈簧常數為 、 ，則彈簧力和彈簧常數的關係式可表示成 1k 2k

 
'

1
'

2

0 '
0 '

x

y

F k x
F k y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.10) 

    由座標轉換可得 

 
' cos sin
' sin cos

x x
y y

α α
α α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.11) 

 
'

'

cos sin
sin cos

x x

y y

F F
F F

α α
α α

⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎥⎦

 (2.12) 

    由(2.10)式、(2.11)式、(2.12)式可得 

 
2 2

1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

cos sin ( )sin cos
( )sin cos sin cos

x

y

F xk k k k
F yk k k k

α α α α
α α α α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.13) 

    令 

 
2 2

1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

cos sin ( )sin cos
( )sin cos sin cos

xx xy

yx yy

k kk k k k
k kk k k k

α α α α
α α α α

⎡ ⎤⎡ ⎤+ −
= ⎢ ⎥⎢ − +⎣ ⎦

⎥
⎣ ⎦

 (2.14) 

    則 

 

2 2 1 2 1 2
1 2

2 2 1 2 1 2
1 2

1 2
1 2

cos sin cos(2 )
2 2

sin cos cos(2 )
2 2

( )sin cos sin(2 )
2

x

y

xy yx

k k k kk k k

k k k kk k k

k kk k k k

α α α

α α α

α α α

+ −
= + = +

+ −
= + = −

−
= = − =

 (2.15) 
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圖 2.2 彈簧主軸偏離 

 

    同理，考慮非理想阻尼所造成的影響：假設 x、 分別為驅動軸和感測軸，y "x 、

為阻尼主軸，因結構製程問題導致兩座標軸偏離角度

"y

β (圖 2.3)，此時 

 

2 2 1 2 1 2
1 2

2 2 1 2 1 2
1 2

1 2
1 2

cos sin cos(2 )
2 2

sin cos cos(2 )
2 2

( )sin cos sin(2 )
2

x

y

xy yx

d d d dd d d

d d d dd d d

d dd d d d

β β β

β β β

β β β

+ −
= + = +

+ −
= + = −

−
= = − =

 (2.16) 

 

 

圖 2.3 阻尼主軸偏離 

 

 故振動陀螺儀非理想動態方程式寫成 

  (2.17) 
2

2
x xy x xy

xy y xy y

mx d x d y k x k y m y

my d x d y k x k y m x

+ + + + = Ω

+ + + + = − Ω

&& & & &

&& & & &

 其中 xk 、 yk 、 xyk 、 yxk 如(2.15)式所表示； xd 、 yd 、 xyd 、 yxd 如(2.16)式所表示。(2.17)

式中 xyk y 、 yxk x 、 xyd x& 、 yxd y& 為干擾能量傳遞的耦合力。  
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2.2 傳統操作方式 

2.2.1 開路控制法  

 開路控制法的作法為將質量塊於驅動軸( x 軸)之能量維持固定，即振幅不變。起初，

質量塊於感測軸振動的振幅為零，當系統開始有角速度Ω產生時，感測軸( 軸)將會因

科氏力(

y

2 x− Ω& )產生能量傳遞，而使感測軸開始振動，直到穩態之後，振幅與角速度Ω成

正比，運動方程式推導如下[3]： 

  2

sin( )

2
x

y y

x X t

y d y y x

ω

ω

=

+ + = − Ω&& & &
 (2.18) 

 假設 x y nω ω ω= = ，求解常微分方程(2.18)式，可得 

  
2

y

XY
d
Ω

=  (2.19) 

 

 

圖 2.4 開路控制法流程圖 

 

 在(2.19)式之關係式中， X 、Y 分別為驅動軸和感測軸之振幅，其中 X 為已知， yd

若為已知參數，藉由量測感測軸之振幅Y ，即可利用此關係氏求得角速度，此方法之缺

點為安定時間慢，延遲時間長，同時，也無法在耦合力存在的時候使用。 

2.2.2 閉路控制法  

    適應性控制法為閉路控制法中常被使用的一種方法，此方法為控制和估測同時進

行，在將系統的運動軌跡控制成參考軌跡的同時完成估測[4][5]。控制流程如下，首先定

義參考系統動態方程式為 

 9



    (2.20) 
0
0

m x m

m y m

mx k x
my k y

+ =
+ =

&&

&&

 考慮加入控制後之系統動態方程式為 

  
2

2
x x x

x y y

mx d x k x m y F
my d y k y m x F

+ + = Ω +
+ + = − Ω +

&& & &

&& & &
 (2.21) 

    假設 xd 、 yd 、 xk 、 yk 均為已知常數，由適應性控制法則選定 xF 、 yF  

   (2.22) 
1 2

1 2

ˆ2 ( ) (
ˆ2 ( )

x x x x m m m

y y y y m m m

F d x k x m y k x m x x m x x

F d y k y m x k y m y y m y y

λ λ

λ λ

= + − Ω − − − − −

= + + Ω − − − − −

& & & &

& & & &

)

( )

)

 將(2.22)式代入(2.21)式 

  
1 2

1 2

ˆ( ) ( ) ( ) 2( )
ˆ( ) ( ) ( ) 2(

m m m

m m m

x x x x x x

y y y y y y x

λ λ

λ λ

− + − + − = Ω−Ω

− + − + − = − Ω−Ω

&& && & & &

&& && & & &

y
 (2.23) 

 

 

圖 2.5 閉路控制法流程圖 

 

my y→ 時， ˆΩ→Ω，其中收斂速度由mx x→ 、 1λ 、 由(2.23)式知，當 2λ 所決定。

另一方面，我們同樣也可以利用 Lyapunov 穩定定理(Lyapunov stability theorem)來驗證其

收斂性。 

 選取 Lyapunov function 為正定函數 0V >

  2 2 2 2 1
2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2x x y yV e e e eλ λ −= + + + + %& & 2γ Ω  (2.24) 
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 將V 對時間作微分 

   (2.25) 1
2 2

ˆ
x x x x y y y yV e e e e e e e eλ λ γ −= + + + − Ω && %& & && & & && Ω

)y&

0

 整理後可得 

   (2.26) 2 2 1
1 1

ˆ( ) ( 2 2x y y xV e e e x eλ λ γ −= − + +Ω − Ω− +&& %& & & & &

 選取  1 ˆ 2 2y xe x e yγ −− Ω− + =&
& & & &

   (2.27) ˆ 2 ( )y xe x e yγΩ = − −&
& & & &

 因 0V ≤ 為負半定函數，若刺激訊號足夠，則V 將收斂，& Ω̂→Ω。此方法優點為收

斂快速，同時也可做系統參數鑑別，但是對於雜訊抑制的能力相當低，假設量測訊號存

在雜訊，則 

  pxx x n→ + ， vxx x n→ +& & ， ，  (2.28) pyy y n→ + vyy y n→ +& &

 將(2.28)式帶入(2.22)式 

  
1 2

1 2

ˆ( ) ( ) 2 ( )

[( ) ] [( ) ]
ˆ( ) ( ) 2 ( )

[( ) ] [( ) ]

       

       

x x vx x px vy x

vx m px m

y y vy y py vx y

vy m py m

m

m

F d x n k x n m y n k x

m x n x m x n x

F d y n k y n m x n k y

m y n y m y n y

λ λ

λ λ

= + + + − Ω + −

− + − − + −

= + + + + Ω + −

− + − − + −

& &

& &

& &

& &

 (2.29) 

 再將(2.29)式帶回(2.21)式 

  
1 2

1 2

ˆ( ) ( ) ( ) 2( )
ˆ( ) ( ) ( ) 2( )

m m m

m m m

x x x x x x y Nx

yy y y y y y x

λ λ

λ λ

− + − + − = Ω−Ω +

− + − + − = − Ω−Ω +

&& && & & &

&& && & & & N
 (2.30) 

 其中  

  1 2
1 ˆ[ 2 ]x x vx x px vy vx pxN d n k n m n m n m n
m

λ λ= + − Ω − −  

  1 2
1 ˆ[ 2y y vy y py vx vyN d n k n m n m n m n
m

λ λ= + + Ω − − ]py  

 由(2.30)式知，控制力 xF 、 yF 若取得帶有雜訊的狀態值，在最後的收歛式中將會存

在誤差 xN 、 yN 。  
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2.3 完整振動陀螺儀動態方程式(單軸－三個自由度) 

 在(2.1)節中我們推導了振動陀螺儀的動態模型，並在(2.2)節中介紹了傳統陀螺儀的

操作方式，而傳統陀螺儀所使用的數學動態模型都是以(2.8)式為基礎，即質量塊只有兩

個自由度。實際上，以往陀螺儀相關研究之文獻，往往忽略振動陀螺儀所存在之一個動

態－陀螺儀本體(即包含感測器之部分)與質量塊是以彈簧作為連結，除了 x 方向、 方

向存在彈簧常數

y

xk 、 yk ，在旋轉方向也應存在彈簧常數 kθ ，只有在 kθ 趨近於無窮大的

時候，我們才可以將此動態忽略，本節即對此動態做深入推導分析，並討論在何種設計

下此動態不可忽略，又何種情況下可忽略。 

2.3.1 振動陀螺儀之完整動態模型 

  
圖 2.6 質量塊沿 方向旋轉之動態 z

 考慮一理想振動陀螺儀，當陀螺儀旋轉時，在此暫態時刻，陀螺儀本體與質量塊存

在一角度差(圖 2.6)，因此，質量塊除了以Ω的角速度沿 軸旋轉之外，也將額外產生與

陀螺儀本體之相對旋轉。由(2.8)式所得之沿

z

x 方向平移、沿 方向平移之動態方程式，

並考慮沿 方向旋轉之動態，新的系統動態方程式可寫成 

y

z
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   (2.31) 

2
2

( ) ( )

x x

x y

r r s r s

s

mx d x k x m y
my d y k y m x

I d kθ θθ θ θ θ θ

θ

+ + = Ω
+ + = − Ω

+ − + − =

= Ω

&& & &

&& & &

&& & &

&

0

 其中， I 為質量塊沿 方向旋轉之轉動慣量，z dθ 為質量塊沿 方向旋轉之阻尼常

數，

z

kθ 為質量塊沿 方向旋轉之彈簧常數，z rθ 為質量塊之絕對角位移， sθ 為陀螺儀本體

之絕對角位移。透過(2.31)式中額外的一條運動方程式，我們將首先探討此旋轉動態是否

可藉由感測器量測出，之後再試圖建立觀察器以估測出角速度和角位移。 

2.3.2 振動陀螺儀旋轉動態之感測分析 

 振動陀螺儀依感測結構分類可分為電容式、壓電式、電磁式，最廣泛被使用的結構

為電容式，因此我們以電容式之感測結構來做分析，而電容式之感測結構又以梳狀結構

最常使用(圖 2.7)。 

 

             
圖 2.7 電容式梳狀結構 

 

 13



 考慮其中一組感測電容，可量測到四個位置的電容(圖 2.8)，利用平行電容板公式 

  AC
d
ε

=  (2.32) 

 (2.32)式中ε 為介電係數， A 為兩電容板之重疊面積，d 為兩電容板之距離，故質量

塊在無任何位移之前，四個位置的電容為 

  1 2 3 4
( )WlC C C C
n

ε
= = = =  (2.33) 

 其中W 為電容板之寬度。 

 

            

(a) 

            

            
(b) 
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(c) 

 

   

(d) 

圖 2.8 感測電容：(a)無位移 (b)位移 x  (c)位移 x 、角位移θ  

      (d)位移 x 、位移 、角位移y θ  

 

 由(2.3.1)節知質量塊與陀螺儀本體存在一相對角位移 r sθ θ− ，令 0r sθ θ θ− = ≈ ，質

量塊經過位移 x 、位移 、角位移y θ 後， x 方向四個位置的電容可近似為 

  

1

2

3

4

( )

( )
2

( )

( )
2

( )

( )
2

( )

( )
2

ε

θ

ε

θ

ε

θ

ε

θ

+′ =
−

− − +

+′ =
−

+ + +

−′ =
+

− − +

−′ =
+

+ + +

W l xC l xn y m

W l xC l xn y m

W l xC l xn y m

W l xC l xn y m

 (2.34) 
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 經整理後可得 

  3 41 2

1 2 3 4

( )
ε

′ ′′ ′
= −

′ ′ ′ ′+ +

C CC Cnx
W C C C C

 (2.35) 

 藉由(2.35)式，可利用量測到四個位置的電容來計算出位移 x；同理，若 方向經過

位移

y

x 、位移 y 、角位移θ 之感測電容分別為 5C ′、 6C ′、 7C ′、 ，則 8C ′

  5 6 7 8

5 6 7 8

( )
ε

′ ′ ′ ′
= −

′ ′ ′ ′+ +

C C C Cny
W C C C C

 (2.36) 

 最後將(2.35)、(2.36)帶入(2.34)式中即可求得θ 。 

2.3.3 振動陀螺儀新動態之機械結構分析 

 在(2.3.1)節中我們推導出振動陀螺儀的完整模型，提出以往研究文獻所忽略的一個

旋轉動態，並在(2.3.2)節證實此動態可藉由感測器量測出。但更進一步，我們必須考慮，

在微機電中，何種結構的設計，會使得此一動態更加明顯；相反地，何種結構的設計，

會使此一動態小至可忽略。由數學動態模型(2.31)式，令 

  x
x

k
m

ω = ， y
y

k
m

ω = ，
k
I
θ

θω =  (2.37) 

 假設 x yk k= ，則 x yω ω= ，若
x

θω
ω

越小，代表感測器在量測時所能量測到的資訊有關

θ 的成分越高，則此動態越明顯，可藉由感測器量出。一般而言，蛇狀彈簧是最常被用

來作為振動陀螺儀的彈簧結構(圖 2.9)，透過有限元素模擬的分析，可求得 xk 、kθ ，當
a
b

越大，
x

k
k
θ 將越小，

x

θω
ω

也越小，此時旋轉動態越明顯。 
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圖 2.9 蛇狀彈簧 

  

 此外，彈簧的配置數量對
x

k
k
θ 也有很大的影響，彈簧配置的數量越多，則

x

k
k
θ 越小，

旋轉動態越不明顯(圖 2.10)。 

 

      

                (a)                                     (b) 

圖 2.10 彈簧結構：(a)四個彈簧 (b)八個彈簧。(b)彈簧數多於(a)， 

                 陀螺儀本體與質量塊之相對位移在(a)較為明顯。 

 

 質量塊的形狀大小也是重要的考量，若質量塊為一薄板，則 

  2 2
x x x x

k m k m k
k I k mr k r

θ θ θω
ω

= = = θ  (2.38) 
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 其中 r 為質量塊沿 軸旋轉之迴轉半徑。根據(2.38)式可知，z
x

θω
ω

與迴轉半徑成反比，

若質量塊的面積越大，則迴轉半徑大，
x

θω
ω

小，旋轉動態越明顯；反之，面積越小，則

迴轉半徑小，
x

θω
ω

大，則旋轉動態越不明顯。 

2.3.4 完整振動陀螺儀模型之觀察器設計 

 將振動陀螺儀模型推導至更完整之後，我們試圖從旋轉動態獲得更完整的系統資

訊，以估測出角速度和角度。考慮(2.31)式旋轉動態的方程式，假設阻尼為零，令 

  1 rx θ= ， 2 rx θ= & ， 3 sx θ=  

 改寫成狀態方程式 

  

[ ]

1 1
2 2

2 2

3 3

1

2

3

0 1 0 0
0 0

0 0 0 1

1 0 1

x x
d x x
dt

x x

x
y x

x

θ θω ω
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + Ω⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.39) 

 若可利用 x 、 兩軸的動態估測出y Ω，則Ω可視為已知輸入，驗證(2.39)式之系統

觀察性  

  
2 2 2

≠
1 0 1

( ) 0 1 0 3
0

C
rank Q rank CA rank

CA θ θω ω

⎧ ⎫ ⎧ − ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 由於觀察性矩陣並無滿秩，故無法直接建立出觀察器估測出角度。另一方面，若無

法直接估測出角度，我們試圖假設Ω為未知，建立另一觀察器，估測角速度，與兩軸所

估測出之角速度作比較，以作修正。將(2.39)式視為存在未知輸入的狀態方程式，Ω為

未知輸入，由未知輸入觀察器相關文獻之設計方法[9][10]，標準式為 

  
x Ax Bu Dv
y Cx
= + +
=

&
 (2.40) 
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 其中u 為已知輸入， 為未知輸入，比較(2.39)式、 (2.40)式 v

  2 2

0 1 0
0

0 0 0
A θ θω ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， [ ]1 0 1C = − ，

0
0
1

D
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， v = Ω   

 選取一非奇異矩陣 

  ，[ ]
1 0 0
0 1 0
1 0 1

T N D
⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0
0 1
1 0

N
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，

0
0
1

D
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 透過相似轉換 

  [ ] [ ]

1 211 12

21 22

1

0 1 0
0 0
0 1 0

0 0 1

0
0

0
1

A A
A T AT

A A

C CT CN CD

D T D
I

θω
−

−

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥−⎣ ⎦

= = = −

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

  

 未知輸入觀察器存在條件為： 

  (1)    rank CD rank D=

  (2) 11 12 , ,Re( )    
sI A A

rank n s C s
CN CD

⎡ ⎤− −
0= ∀ ∈ ≥⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 其中 為系統狀態個數，在本系統中n 3n = 。為了確定系統是否符合觀察器設計原

則，將系統矩陣帶入驗證： 

  (1)  
0 0
0 0
1 1

  rank CD rank rank D rank
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (2) 211 12

1 0
0
0 0 1

 

s
sI A A

rank s
CN CD θω

−⎡ ⎤
⎡ ⎤− − ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥−⎣ ⎦

， , Re( ) 0s C s∀ ∈ ≥  
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 若 ，則0s = 11 12 3 
sI A A

rank
CN CD

⎡ ⎤− −
≠⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 由於系統無法符合未知輸入觀察器的設計條件，則無法利用此種觀察器找出未知輸

入Ω。目前觀察器之文獻研究雖然非常多，但並未找到適用於本系統動態上之觀察器，

雖然我們深入研究加入旋轉動態之完整陀螺儀模型，但是最終目的所要達成角速度以及

角度的估測並未成功，因此，重新探討對振動陀螺儀角速度量測的更佳方法。在下一個

章節，我們提出另一個新方法－擴增型卡曼濾波器，做為振動陀螺儀的估測方法。 
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第三章 

振動陀螺儀之擴增型卡曼濾波器估測法 

 本章首先簡單介紹卡曼濾波器的原理，接下來討論幾種不同情況下，使用擴增型卡

曼濾波器前所需建立的狀態矩陣，包括單純之角速度估測、結合角速度估測與參數鑑

別、不理想系統之角速度量測與參數鑑別(忽略阻尼)、不理想系統之角速度量測與參數

鑑別(考慮阻尼)，並針對不同情況進行觀察性之檢驗，驗證此方法用於振動陀螺儀估測

之可行性。 

3.1 擴增型卡曼濾波器(extended Kalman filter)  

 在上一章我們介紹了傳統陀螺儀最常見的估測方法，本節介紹本論文所使用的方法

－擴增型卡曼濾波器，此方法的特色為收斂快、抗雜訊能力高，亦可做系統參數鑑別。 

3.1.1 卡曼濾波器簡介 

    卡曼濾波器最初由 Rudolf Emil Kalman 所開發設計，在 1960 年，他發表一篇論文－

利用遞迴方法解決離散線性濾波問題，因這篇論文比其他人的研究成果更通用也更完

整，因此被命名為卡曼濾波器。 

    卡曼濾波算法的起源可以追朔到 1795 年由年僅 18 歲的高斯(Carl Friedrich Gauss)提

出的最小二乘理論，卡曼濾波算法與許多新技術一樣，也是致力於解決特定問題。之後，

因為數位計算技術的進步，卡曼濾波器被廣泛的應用在許多領域上，如導航系統、控制

系統、核電站設備、人口統計建模、製造業、地層放射性探測等等[11][12]。 

3.1.2 卡曼濾波器理論和原理 

    卡曼濾波器是一種利用最佳化回歸數據演算法(optimal recursive data processing 

algorithm)的估測器，它可以間接從不準確及不確定的量測值來獲得系統的狀態變數，尤
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其對於雜訊來源為高斯白雜訊(White Gaussian Noise)時，即這些偏差跟前後時間沒有關係

且符合高斯分佈(Gaussian Distribution)，卡曼濾波器可以得到最小化的均方誤差。 

    考慮一線性系統 

  
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x k A k x k B k u k w
y k c k x k v k

+ = + +
= +

k
 (3.1) 

 其中 為系統雜訊(plant noise)， 為量測雜訊(measurement noise)，卡曼濾波器

之估測主要根據兩項準則： 

( )w k ( )v k

(1)狀態估測的平均值等於實際狀態的平均值，即估測的期望值等於狀態的期望值。 

(2)狀態估測與實際狀態的偏差最小化，即誤差方差最小化。 

 卡曼濾波器的設計方法主要分為兩個步驟： 

 (1)狀態的預測 

  

ˆ ˆ( 1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

ˆ ˆ( 1 ) ( 1) ( 1 )

( 1 ) ( ) ( ) ( ) ( )T

)x k k A k x k k B k u k w k

y k k C k x k k

P k k A k P k k A k Q k

+ = + +

+ = + +

+ = +

 (3.2) 

(2)狀態的修正 

  

1

( 1) ( 1) ( 1 ) ( 1) ( )

( 1) ( 1 ) ( 1) ( 1)

( 1 1) ( 1 ) ( 1) ( 1) ( 1)
ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( 1 1) ( 1 ) ( 1)

T

T

T

S k C k P k k C k R k

K k P k k C k S k

P k k P k k K k S k K k
residual y k y k
x k k x k k K k residual

−

+ = + + + +

+ = + + +

+ + = + − + + +

= −

+ + = + + + ⋅

     (3.3) 

 

 (3.2)式稱為預測方程式(prediction equation)，(3.3)式稱為修正方程式(correction 

equation)，其中 x̂ 為狀態估測值； 稱為狀態估測協方差矩陣(state covariance matrix)，定

義 ；Q 為系統雜訊協方差矩陣，定義 ；

P

ˆ ˆ[( )( ) ]TP E x x x x= − − [ ]TQ E ww= R 為量測雜訊協

方差矩陣，定義 [ ]TR E vv= ； K 稱為卡曼增益(Kalman gain)。 

    卡曼濾波器中最重要的部份就是卡曼增益運算的部份，它可藉由狀態值的變化來調

整估測協方差矩陣 ，選擇是否要相信先前所估測到的狀態值去預測新的狀態值，或是

選擇相信目前感測器的輸出值來修正新的狀態值。舉例來說，當量測雜訊較大時，

P

R 也
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大，此時卡曼增益 K 較小，因此在計算下一時間之狀態估測值時，將不會太過信賴感測

器所量到的值；反之，當雜訊較小時， R 也小，此時卡曼增益 K 較大，在計算下一個狀

態估測值時，便會較相信感測器所得到的值來修正新的狀態值。 

 

 

圖 3.1 卡曼濾波器流程圖 

3.1.3 擴增型卡曼濾波器 

    卡曼濾波器是用於線性系統的狀態估測，但事實上，工程上大部分的系統都是非線

性系統，對於這個問題，之後的相關研究對卡曼濾波器有了新的修改，出現了擴增型卡

曼濾波器。這個方法即是將卡曼濾波器的應用從線性系統推廣到非線性系統。 

 考慮一非線性系統 

  
( 1) [ , ( ), ( )] (
( ) [ , ( )] ( )

)x k f k x k u k w
y k h k x k v k

+ = +
= +

k
 (3.4) 

擴增型卡曼濾波器的設計方法與卡曼濾波器相同，同樣分為兩個步驟： 

(1)狀態的設計 
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ˆ ˆ( 1 ) [ , ( ), ( )]

ˆ ˆ( 1 ) [ , ( )]

( 1 ) ( ) ( ) ( ) (T

x k k f k x k k u k

y k k h k x k k

P k k A k P k k A k Q k

+ =

+ =

+ = + )

 (3.5) 

(2)狀態的修正 

 

1

( 1) ( 1) ( 1 ) ( 1) ( )

( 1) ( 1 ) ( 1) ( 1)

( 1 1) ( 1 ) ( 1) ( 1) ( 1)
ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( 1 1) ( 1 ) ( 1)

T

T

T

S k C k P k k C k R k

K k P k k C k S k

P k k P k k K k S k K k
residual y k y k
x k k x k k K k residual

−

+ = + + + +

+ = + + +

+ + = + − + + +

= −

+ + = + + + ⋅

     (3.6) 

 不同於卡曼濾波器， ( )A k 、 由以下方法求得 ( )C k

  
ˆ ( )

ˆ ( 1 )

( )( )

( 1)( 1)

x x k k

x x k k

f kA k
x

h kC k
x

=

= +

∂
=

∂

∂ +
+ =

∂

 (3.7) 

 

 

圖 3.2 擴增型卡曼濾波器流程圖 
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3.2 理想振動式陀螺儀之角速度估測 

3.2.1 估測狀態方程式 

 為了使用擴增型卡曼濾波器作為觀察器，首先必須先將系統動態方程式寫成狀態空

間表示法。考慮理想系統動態方程式，將(2.9)式寫成狀態方程式表示法： 

  

0 1 0 0

0 0 2

0 0 1 0

0 2 0

x

y

x xk
x xd m
y ydt

ky y
m

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥− Ω⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦− Ω −⎢ ⎥⎣ ⎦

& &

& &

 (3.8) 

 為了估測Ω，我們將 視為新的狀態變數，稱之為擴增狀態，故(3.8)式可改寫成： Ω

  

2

2

0

x

y

x
x k x yx m

d yy
dt

k yy
x

m

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥− + Ω⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ − − Ω⎢ ⎥⎢ ⎥Ω⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

&

&
&

&

&
&

 (3.9) 

 輸出方程式為： 

  

1

2

3

4

z x
z x

z
z y
z y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

&

&

 (3.10) 

3.2.2 系統觀察性(observability) 

 建立狀態方程式之後，接下來進行的工作則是驗證系統是否為可觀察，由非線性系

統理論，我們可知系統觀察性矩陣： 

  

( 1)
i

n

z
z

O
x

z −

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂
⎢ ⎥
⎣ ⎦

&

M
 (3.11) 
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 其中 ix 為狀態變數， ( 1)

( 1)
( 1)

n

n
n d zz

dt
−

−
− = ， 為狀態變數個數，若觀察性矩陣為滿秩(full 

rank)，則系統為可觀察(估測)之系統。 

n

 由(3.11)式之定理，我們可求得系統之觀察性矩陣： 

  

(4)

( )

z
z z

rank O rank rank
zx x

z

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪⎢ ⎥= ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦⎩ ⎭⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

&

&M
 (3.12) 

 又 

  

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

0 0 2 2

0 2 0 2

x

y

z
rank rank

zx k y
m

k
x

m

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ⎪ ⎪⎢=⎨ ⎬ ⎨⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎪ ⎪− Ω⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪− Ω − −⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

&
&

&

⎥⎬  (3.13) 

 由(3.13)式可明顯看出觀察性矩陣為滿秩，故系統為可觀察之系統。 

3.3 理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別 

3.3.1 估測狀態方程式 

 考慮(3.8)式之系統狀態方程式，此時我們假設參數未知，為了估測Ω並鑑別參數 xk

和 ，我們將Ω、yk xk 、 視為新的狀態變數，可改寫狀態方程式為： yk

  

2

2

0
0
0

x

y

x

y

x
x k x yx m
y y

d y k y
xdt

m
k
k

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥− + Ω⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

= ⎢ ⎥⎢ ⎥ − − Ω⎢ ⎥⎢ ⎥Ω ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

&

&
&

&

&
&

 (3.14) 
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輸出方程式為： 

  

1

2

3

4

z x
z x

z
z y
z y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

&

&

 (3.15) 

3.3.2 系統觀察性(observability) 

 由(3.11)式之定理，我們可求得系統之觀察性矩陣： 

  

(6)

( )

z
z

z
rank O rank rank z

x x
z

z

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥= ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎩ ⎭⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

&
&

M
&&

 (3.16) 

 又 

  

2

2

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

0 0 2 2 0

0 2 0 2 0
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⎢ ⎥

Ω⎢ ⎥Ω
− − Ω − − − −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥Ω Ω

− − Ω −⎢ ⎥⎣ ⎦

&

&&

&

&

&

&

⎫

m
x

m m

−

⎪
⎪

⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪

⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭  

   

   (3.17) 

 由(3.17)式經高斯消去法運算後可知觀察性矩陣為滿秩，故系統為可觀察之系統。 
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3.4 非理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別 

3.4.1 估測狀態方程式 

 再來，考慮陀螺儀在製程上造成誤差，使系統產生耦合力，即 ，

，故系統的狀態方程式為 

0xy yxk k= ≠

0xy yxd d= ≠

  

0 1 0 0

2

0 0 1 0

2

xy xyx x

xy xy y y

x xk dk d
x xd m m m m
y ydt
y k d k d

m m m m

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥− − − − + Ω⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦− − − Ω − −⎢ ⎥⎣ ⎦

& &

& &y

 (3.18) 

 在所有彈簧常數、阻尼常數都未知的情況下，為了估測Ω並鑑別參數 xd 、 、yd xyd

和 xk 、 、yk xyk ，我們將 、Ω xd 、 、yd xyd 、 xk 、 、yk xyk 視為新的狀態變數，可改寫(3.18)

式為 

  

2

2

0
0
0
0
0
0
0

xy xyx x

xy y xy y

x

y

xy

x

y

xy

x
x d y k yd x k x yx m m m m
y y
y d x d y k x k y

x
m m m m

d k
dt

k
k
d
d
d

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − − + Ω⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
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⎢ ⎥=⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
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⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

&

&&
&&

&

& & &
&

 (3.19) 

 輸出方程式為： 

  

1

2

3

4

z x
z x

z
z y
z y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

&

&

 (3.20) 
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3.4.2 系統觀察性(observability) 

 由(3.11)式，我們可求得系統之觀察性矩陣： 

  

(10)

( )

z
z

z
z

rank O rank rank z
x x

z
z

z

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥= ≥⎨ ⎬ ⎨⎢ ⎥∂ ∂ ⎬

⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

&
&

&&
M

&&&

&&&&

 (3.21) 

 同理，計算 
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z
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 (3.22) 

 又 
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&

&&

&&&

&&&&
 (3.23) 

 

 (3.23)式中，若[ ]22 7 7
A

×
為滿秩，則系統觀察性矩陣亦為滿秩，由於此觀察性矩陣過

於繁雜，我們利用 mathematica 軟體進行高斯消去法運算，最後可整理為 

 29



  22

(4) (4) (4)
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−

−

&
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 (3.24) 

 

 陀螺儀系統為兩軸耦合之運動系統，理論上若系統存在兩個頻率，則兩軸最多可鑑

別出八個參數。因此，若系統兩軸共振頻率不同，即 x yω ω≠ ，系統必為可觀察；若系

統兩軸頻率相同，即 x y nω ω ω= = ，為了驗證系統是否依然可觀察，求解動態方程式 

  
2

2
n xy

xy n

x x y m y

y x y m x

ω ω

ω ω

+ + = Ω

+ + = − Ω

&& &

&& &
 (3.25) 

 由於系統過於複雜，因此僅以忽略阻尼的情況下做討論，利用 mathematica 軟體可

解得 

  

2 2

1 2
3 3

2 2

1 2
1 3 1 3

2 2

1 2
3 3

2 2

1 2
1 3 1 3

( ) cos( ) ( )cos(
2 2

( )sin( ) ( )sin( )
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( )sin( ) ( )sin( )

      

      

xy xy
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n n

A A A A )x t t
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t t
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A At t

ω ω
ω ω

ω ω
ω ω

ωω ωω

ω ω
ω ω

ω ω

ω ωω ω
ωω ωω

Ω Ω
= − + −

Ω Ω
+ −

= −

Ω Ω
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 (3.26) 

 其中 

  

2 2
1 3

2 2
2 3

4 2 2
3

2

2

4 ( )

n

n

xy n

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

= + Ω +

= + Ω −

= + Ω +Ω2

0

 

 將(3.26)式帶入(3.24)，若 2 2
1 2 1 2 1 2( ) ( )ωω ω ω ω ω+ − ≠ ，即 3 0ω ≠ ，則 為滿秩，系

統觀察性矩陣亦為滿秩，故系統為可觀察之系統。 
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3.5 振動陀螺儀之角位移估測 

 傳統振動陀螺儀對於角位移的量測，一般都是利用角速度對時間進行積分來獲得，

然而，在微機電系統中，積分所得到之訊號，容易因電壓漂移(drift)而產生很大的誤差，

因此，一般我們在感測器中，都盡可能地不使用積分的方法來獲得所要量測的物理量。

在相關文獻中，Friendland 和 Hutton 最早利用動態方程式以能量的概念推導數學式，並

以數學的方式計算出角位移[13]，考慮理想振動陀螺儀之動態方程式 

  
2

2
x

y

x x y
y y

ω
ω

+ = Ω
+ = − Ω

&& &

&& &x
 (3.27) 

 假設 x yω ω= =ω，求解(3.30)式可得 

  0 0

0 0

cos cos( ) sin sin( )
sin cos( ) cos sin( )

x a t b t
y a t b t

θ ω θ θ ω θ
θ ω θ θ ω θ

= + −
= + +

+
+

 

 其中 a 、 、b 0θ 為由系統初始值決定之常數，θ 為陀螺儀之進動角(圖 3.3)。 

               

圖 3.3 質量塊運動軌跡 

  

 令 

  

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) (
2 2

)x y x y a bE

H xy yx ab

ω ω

ω

+ + + +
= =

= − =

& &

& &

 (3.28) 
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 角度θ 可經由以下表示 

  

2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

sin 2

( ) ( )cos 2
2

xy xy
E H

x y x y
E H

ωθ
ω

ωθ
ω

+
=

−
− + −

=
−

&&
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 (3.29) 

 整理後可得  

  
2

1
2 2 2 2 2

1 2( )tan
2 ( ) (

xy xy
)x y x y

ωθ
ω

− ⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠

&&

& &
 (3.30) 

 此數學式的結果是以理想振動陀螺儀之數學模型推導出來的，然而在(2.1.2)節中我

們提到了一般的微機電陀螺儀，結構製程上的問題而造成系統動態不理想是無可避免

的。為了在非理想的陀螺系統中也能夠避開積分的方法求得角位移，我們在系統中加入

回授控制，若成功將系統控制成理想動態方程式(2.9)式，即可使用(3.30)式求得角位移。

要將非理想系統的動態控制成理想系統的動態，必須在所有狀態以及參數都已知的情況

下才能進行，而在本章前幾節已經討論了各種情況的系統觀察性，證實可利用擴增型卡

曼濾波器的方法作為觀察器，即時取得所有狀態和參數，我們考慮將觀察器狀態回授控

制使用在(2.17)式的非理想系統 

  
2

2
x xy x xy x

xy y x y

mx d x d y k x k y m y u

my d x d y k x k y m x u

+ + + + = Ω +

+ + + + = − Ω +

&& & & &

&& & & &
y y

ˆ

ˆ

 (3.31) 

 其中 

  
ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ

x x xy xy

y xy y yx

u d x d y k y

u d x d y k

= + +

= + +

& &

& & x
 

 當觀察器成功收斂至正確的狀態之後， ˆ
x xd d→ 、 、ˆ

y yd d→ ˆ
xy xyd d 、→ ˆ

xy xyk k→ ，

此時原非理想系統動態即控制成理想動態，再利用(3.30)式即可求得角位移。 
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第四章 

模擬結果與討論 

 在第三章裡，我們對幾種不同情況下的估測進行系統觀察性分析，在本章中，將分

別對這幾種不同的情況做軟體模擬分析，並計算估測值收斂後之標準差，以及誤差百分

比。  

4.1 系統動態方程式之無因次化 

    在使用 MATLAB 模擬系統動態時，因振動陀螺儀系統阻尼常數低、共振頻率極高，

故在模擬上常會有數值運算的誤差，無因次化即是解決數值問題的方法之一[4]。本篇論

文即是採用無因次化的方法進行軟體模擬以解決數值運算誤差的問題。 

     考慮加入控制力之陀螺儀系統動態 

  
2

2
x xy x xy x

xy y xy y

mx d x d y k x k y m y F

my d x d y k x k y m x F

+ + + + = Ω +

+ + + + = − Ω +

&& & & &

&& & & & y

 (4.1) 

    將(4.1)式改寫成向量表示法 

  2D K Fq q q q
m m

+ + = − Ω +&& & &
m

 (4.2) 

    其中 
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d d
D

d d
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x xy

xy y

k k
K

k k
⎡ ⎤
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⎣ ⎦

，
0

0
−Ω⎡ ⎤

Ω = ⎢ ⎥Ω⎣ ⎦
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x

y

F
F

F
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

，
x

q
y
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (4.3) 

    令 為參考長度，將(4.2)式做長度無因次化 0q

  
0 0 0 0

2q D q K q q F
q m q m q q mq

+ + = − Ω +
&& & &

0

 (4.4) 

    令 0ω 為參考頻率，則無因次化時間 0t tω=% ，且 0
d d
dt dt

ω=
%

，將(4.4)式做時間無因次
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化 

  2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

" ' '2q D q K q q F
q m q m q q m qω ω ω ω 0

Ω
+ + = − +  (4.5) 

    其中 ' dqq
dt

=
%

，比較(4.2)式、(4.5)式，為了方便模擬，我們重新定義 、D K 、Ω、F 、

 q
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⎢ ⎥
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0
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q

⎡ ⎤
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 (4.6) 

 由以上推導結果，模擬的時候將可利用(4.6)式取代(4.3)式，先將方程式轉換為無因

次化，採用無因次化後的數據經電腦模擬運算，在轉換回原系統之方程式，即可避開數

值運算問題所造成之模擬誤差。 

4.2 理想振動陀螺儀模擬一(Ω未知)  

4.2.1 理想振動陀螺儀之角速度估測模擬 

 此模擬中，我們假設系統參數 xk 、 為已知，同時忽略阻尼不計，估測系統為 yk

  
ˆˆ ˆ ˆ2

ˆˆ ˆ 2
x

y ˆ

x k x y

y k y x

+ = Ω

+ = − Ω

&& &

&& &
 (4.7) 

 為了估測角速度，我們將擴增型卡曼濾波器使用在(3.2.1)節中所推導出之狀態方程

式，並使用 Matlab 進行演算法模擬。表 4.1 為模擬參數。圖 4.1 為質量塊於旋轉座標

x y− 平面上之運動軌跡，顯示質量塊之振動方向線以Ω的速度產生進動。圖 4.2 顯示出

系統穩態時，觀察器的輸出將原本感測器輸出所存在之雜訊濾除。圖 4.3 為觀察器狀態
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收斂於實際系統狀態之情形。圖 4.4 為角速度之即時估測。透過模擬我們可以知道，擴

增型卡曼濾波觀察器可以很快將雜訊濾除，取得系統在 x 方向的位移、速度以及 方向

的位移、速度，精確的估測出角速度的值。表 4.2 為觀察器系統的估測誤差。 

y

 

表 4.1 模擬參數 

                       

 

 

   

圖 4.1 陀螺儀的質量塊於旋轉座標 x y− 平面上之運動軌跡 
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圖 4.2 感測器輸出與觀察器輸出：感測器位移輸出帶有標準差 32.857 10 mμ−×  

          之隨機雜訊；速度輸出帶有標準差 之隨機雜訊 353.85 10 /m sμ−×

    

圖 4.3 觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形 
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圖 4.4 角速度之即時估測 

 

 

表 4.2 估測誤差 

 

 

 

4.2.2 理想振動陀螺儀之角位移估測模擬一 

 由(3.30)式，
2

1
2 2 2 2 2

1 2( )tan
2 ( ) (

xy xy
)x y x y

ωθ
ω

− ⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠

&&

& &
，此模擬中 2

x yk kω = = 為已知，故

只要觀察器中， x 方向的位移、速度以及 方向的位移、速度能夠取得正確的值即可求

得角位移。透過擴增型卡曼濾波觀察器的方法，我們很快即可將量測雜訊濾除，使系統

狀態收斂至正確值。圖 4.5 的模擬圖中，顯示觀察器系統約在 10ms 內收歛至實際系統，

收斂後即可使用(3.30)式算出正確的角位移。 

y
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圖 4.5 角位移之估測 

4.3 理想振動陀螺儀模擬二(Ω、 xk 、 yk 未知) 

4.3.1 理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別模擬 

 此模擬中，我們同樣忽略阻尼不計，不同於上個模擬，假設系統參數 xk 、 為未

知，此時估測系統為 

yk

  
ˆ ˆˆ ˆ ˆ2
ˆ ˆˆ ˆ 2
x

y ˆ

x k x y

y k y x

+ = Ω

+ = − Ω

&& &

&& &
 (4.8) 

 為了估測角速度並鑑別參數 xk 、 ，我們將擴增型卡曼濾波器使用在(3.3.1)節中所

推導出之狀態方程式，並使用 Matlab 進行演算法模擬。表 4.3 為模擬參數。圖 4.6 為質

量塊於旋轉參考體

yk

x y− 平面上之運動軌跡，顯示質量塊之振動方向線以Ω的速度產生

進動。圖 4.7 顯示出系統穩態時，觀察器的輸出將原本感測器輸出所存在之雜訊濾除。
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圖 4.8 為觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形。圖 4.9 為角速度之即時估測。圖 4.10

為參數之即時鑑別。透過模擬我們可以知道，擴增型卡曼濾波觀察器可以很快將雜訊濾

除，取得系統在 x 方向的位移、速度以及 方向的位移、速度，精確的估測出角速度的

值，並且鑑別出參數

y

xk 、 。表 4.4 為觀察器系統的估測誤差。 yk

 

表 4.3 模擬參數 

                        

 

   

圖 4.6 陀螺儀的質量塊於旋轉座標 x y− 平面上之運動軌跡 
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圖 4.7 感測器輸出與觀察器輸出：感測器位移輸出帶有標準差 32.857 10 mμ−×  

          之隨機雜訊；速度輸出帶有標準差 之隨機雜訊 353.85 10 /m sμ−×

  

圖 4.8 觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形 
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圖 4.9 角速度之即時估測 

 

 

圖 4.10 即時參數鑑別 

 

表 4.4 估測誤差 
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4.3.2 理想振動陀螺儀之角位移估測模擬二 

 由(3.30)式，
2

1
2 2 2 2 2

1 2( )tan
2 ( ) (

xy xy
)x y x y

ωθ
ω

− ⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠

&&

& &
，此模擬中 2

x yk kω = = 為未知，若

要使用此關係式計算出角位移，除了必須正確知道 x 方向的位移、速度和 方向的位移、

速度之外，還必須藉由參數鑑別找出

y

xk 或 yk 之值，才能夠求得角位移。在此模擬中，透

過擴增型卡曼濾波觀察器的方法，我們可以很快將系統狀態以及參數估測出。圖 4.11 的

模擬圖中，顯示觀察器系統約在 10ms 內收歛至實際系統，收斂後即可使用(3.30)式算出

正確的角位移。 

 

 

 

圖 4.11 角位移之估測 
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4.4 非理想振動陀螺儀模擬一(Ω、 xk 、 yk 、 xyk 未知) 

4.4.1 非理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別模擬一 

 此模擬中，我們除了假設系統參數 xk 、 為未知，並考慮系統結構因製程的不理

想，存在耦合力，將

yk

xyk 考慮進系統動態方程式中。同時，在此模擬中，我們也加入觀

察器回授控制將陀螺儀存在的耦合力消除，此時估測系統為： 

  
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2
x xy x

xy y y

x k x k y y u

y k x k y x u

+ + = Ω +

+ + = − Ω +

&& &

&& &
   ，   

ˆ ˆ
ˆ ˆ

x xy

y xy

u k

u k

=

=

y

x
 (4.9) 

 為了估測角速度Ω並鑑別參數 xk 、 、yk xyk ，我們將擴增型卡曼濾波器使用在此系

統上，並使用 MATLAB 進行演算法模擬。表 4.5 為模擬參數。圖 4.12 為質量塊於旋轉

座標 x y− 平面上之運動軌跡，質量塊除了以Ω的速度產生進動之外，在 x y− 平面上的

運動軌跡也將不再持續維持直線運動，而出現橢圓的運動軌跡，而橢圓率也隨耦合項 xyk

的出現不斷地改變，直到耦合力被完全消除為止。圖 4.13 顯示出系統穩態時，觀察器的

輸出將原本感測器輸出所存在之雜訊濾除。圖 4.14 為觀察器狀態收斂於實際系統狀態之

情形。圖 4.15 為角速度之即時估測。圖 4.16 為參數之即時鑑別。從模擬結果我們可以看

出，擴增型卡曼濾波觀察器可以很快將雜訊濾除，取得系統在 x 方向的位移、速度以及

y 方向的位移、速度，精確的估測出角速度的值，並且鑑別出參數 xk 、 、yk xyk 。表 4.6

為觀察器系統的估測誤差。 

表 4.5 模擬參數 
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圖 4.12 陀螺儀的質量塊於旋轉座標 x y− 平面上之運動軌跡 

   

圖 4.13 感測器輸出與觀察器輸出：感測器位移輸出帶有標準差 32.857 10 mμ−×  

          之隨機雜訊；速度輸出帶有標準差 之隨機雜訊 353.85 10 /m sμ−×
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圖 4.14 觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形 

 

 

 

 

圖 4.15 角速度之即時估測 
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圖 4.16 即時參數鑑別 

 

表 4.6 估測誤差 

 

 

4.4.2 非理想振動陀螺儀之角位移估測模擬一 

 由(3.30)式，
2

1
2 2 2 2 2

1 2( )tan
2 ( ) (

xy xy
)x y x y

ωθ
ω

− ⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠

&&

& &
，此模擬中 2

x yk kω = = 為未知，為

了要使用此關係式計算出角位移，我們利用擴增型卡曼濾波觀察器將 x 、 x&、 、 的

雜訊濾除，鑑別出

y y&

xk 或 yk 之值，並且藉由鑑別出 xyk 之值作回授控制，消除耦合力，將
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系統控制為理想系統動態。圖 4.17 的模擬圖中，顯示觀察器系統約在 50ms 內收歛至實

際系統，同時將耦合力完全消除，控制完成後即可使用(3.30)式算出正確的角位移。 

 

  

圖 4.17 角位移之估測 

 

4.5 非理想振動陀螺儀模擬二(Ω、 xk 、 yk 、 xyk 、 xd 、 yd 、 xyd 未知) 

4.5.1 非理想振動陀螺儀之角速度估測與參數鑑別模擬二 

 此模擬中，我們將阻尼考慮在內，並假設所有可能發生的不理想動態。透過擴增型

卡曼濾波觀察器，估測出所有參數值，利用能量控制消除阻尼所消耗的能量，並消去耦

合力造成的不理想動態，定義估測系統為： 

  
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2
x xy x xy x

xy y xy y y

x d x d y k x k y y u

y d x d y k x k y x u

+ + + + = Ω +

+ + + + = − Ω +

&& &

&& &
   ，   

ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ

ˆ
x x xy xy

y xy y xy

u d x d y k

u d x d y k

= + +

= + +

y

x
 (4.10) 
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 為了估測角速度Ω並鑑別參數 xd 、 、yd xyd 、 xk 、 、yk xyk ，我們將擴增型卡曼濾

波器使用在(3.5.1)節中所推導出之狀態方程式，並使用 Matlab 進行演算法模擬。表 4.7

為模擬參數。圖 4.18 為質量塊於旋轉座標 x y− 平面上之運動軌跡，質量塊在 x y− 平面

上以Ω的速度產生進動，且運動軌跡為一橢圓，而橢圓率隨著耦合項 xyd 、 xyk 的存在而

改變，圖中顯示橢圓率除了一開始變動，之後即維持一固定橢圓率，顯示耦合力經由控

制很快的即被消除。圖 4.19 顯示出系統穩態時，觀察器的輸出將原本感測器輸出所存在

之雜訊濾除。圖 4.20 為觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形。圖 4.21 為角速度之即時

估測。圖 4.22 為參數之即時鑑別。透過模擬我們可以知道，擴增型卡曼濾波觀察器可以

很快將雜訊濾除，取得系統在 x 方向的位移、速度以及 方向的位移、速度，精確的估

測出角速度的值，並且鑑別出參數

y

xd 、 、yd xyd 、 xk 、 、yk xyk 。表 4.8 為觀察器系統的

估測誤差。 

 

 

表 4.7 模擬參數 
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圖 4.18 陀螺儀的質量塊於旋轉座標 x y− 平面上之運動軌跡 

 

圖 4.19 感測器輸出與觀察器輸出：感測器位移輸出帶有標準差 32.857 10 mμ−×  

          之隨機雜訊；速度輸出帶有標準差 之隨機雜訊 353.85 10 /m sμ−×
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圖 4.20 觀察器狀態收斂於實際系統狀態之情形 

 

 

 

 

圖 4.21 角速度之即時估測 
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圖 4.22 即時參數鑑別 

 

 

表 4.8 估測誤差 
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4.5.2 非理想振動陀螺儀之角位移估測模擬二 

 由(3.30)式， 
2

1
2 2 2 2 2

1 2( )tan
2 ( ) (

xy xy
)x y x y

ωθ
ω

− ⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠

&&

& &
，此模擬中 2

x yk kω = = 為未知，為

了要使用此關係式計算出角位移，我們利用擴增型卡曼濾波觀察器將 x 、 x&、 、 的

雜訊濾除，鑑別出

y y&

xk 或 yk 之值。同時，此關係式為理想系統所推導出之結果，為了使用

此關係式計算出角位移，我們利用觀察器所參數鑑別出之參數 xd 、 、yd xyd 、 xyk 作回授

控制，將阻尼以及耦合力消除，藉此求得角位移。圖 4.23 的模擬圖中，顯示觀察器系統

約在 50ms 內收歛至實際系統，並且藉由控制將阻尼耦合力完全消除，控制完成後即可

使用(3.30)式算出正確的角位移。 

 

 

圖 4.23 角位移之估測 
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4.6 討論 

 本節根據前幾節的模擬結果與傳統方法做比較，在此，我們將先前模擬的參數套用

於傳統方法進行模擬，由於閉路控制法無法抑制雜訊的干擾，容易因控制誤差造成估測

值發散，必須額外使用消除雜訊的方法才能進行回授控制，因此，本部份僅以開路控制

法來做模擬比較。圖 4.24 為使用開路控制法操作之下，角速度的估測情形。 

 

圖 4.24 角位移之估測(開路控制法) 

 比較圖 4.4，擴增型卡曼濾波觀察器的估測方法約在 10ms 即收斂至誤差 1%以內，

而開路控制法收斂約在 200ms 才收斂，且仍有雜訊存在。表 4.9 為開路控制法之估測誤

差。 

表 4.9 估測誤差(開路控制法) 

 
 

 兩種方式比較之下，本方法在收斂速度上，比開路控制法快上許多，並且具有系統

參數鑑別與過濾雜訊的優點，而開路控制法只能在系統參數皆已知且為理想系統的情況

下才能進行估測。比較表 4.8 和表 4.9，使用本方法進行估測，即使是非理想的系統同時

做參數鑑別的模擬案例，相較於理想系統的開路控制法所得到的估測結果，在精準度上

也不會比較差。 
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從另一個觀點與閉路控制法做比較，本方法與閉路控制法最大的不同在於本方法在

控制時僅以消除阻尼和耦合力為主，而閉路控制法必須控制系統跟隨參考軌跡。本方法

相較於閉路控制法除了有濾除雜訊的優點之外，在估測狀態的個數上並不會受到兩軸頻

率是否相同的限制。一般振動陀螺儀為了使能量傳遞的效率高，常設計兩軸頻率相同，

然而，閉路控制法控制系統跟隨參考軌跡，最後控制後的系統動態如(2.20)式所表示，顯

然地若將頻率設計相同，則系統只存在一個頻率，理論上而言無法估測七個狀態；而本

方法控制後的系統如(3.25)式所表示，在(3.4)節中，我們已經驗證此種控制方式就算兩軸

共振頻率設計相同，因控制沒有將系統進動的動態( 2 yΩ&、 2 x− Ω& )消除，仍存在與角速度

有關的頻率在系統內，加上原系統的共振頻率，則有兩個頻率於系統當中，理論上估測

七個狀態是可行的，也於本章中的模擬驗證了結果。雖然如此，此種控制方法也存在缺

點，由於系統沒有跟隨參考軌跡，而阻尼是以即時估測到的狀態變數進行回授控制消除

的，因此必須在狀態收斂後方可完全將阻尼消除，控制過程中阻尼所消耗的能量將無法

補償，即在控制前後整個系統的總能量無法固定。 

 本論文利用擴增型卡曼濾波器做角速度之估測與系統參數鑑別，並且藉由觀察器所

估測到之參數做狀態回授控制，將系統控制成理想系統，使其同時還能夠做角位移之估

測。由以上四種不同範例的模擬，估測狀態數目分別為一個、三個、四個、七個。直觀

看來，估測數目越少精準度就越高；相反地，估測數目多，則精準度便下降，四個範例

在 100ms 的估測誤差如表 4.10 所示。而在本次模擬中的第四個範例，估測數目七個，收

斂也較慢，但收斂的情況仍是可以接受。另外，本模擬在輸出訊號中考慮雜訊的存在，

從圖 4.2、圖 4.7、圖 4.13、圖 4.19 可看出在感測軸( 軸)之位移與速度訊號受到了雜訊

的干擾，相較於傳統的方法，本方法在有雜訊干擾的情況下，濾掉了大部份的雜訊，估

測出較高精確值的狀態值。 

y
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表 4.10 估側誤差比較 
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第五章 

結論與未來計畫 

5.1 結論 

 本文以擴增型卡曼濾波器為基礎，將其作為振動陀螺儀系統的觀察器，估測角速度

並且做即時參數鑑別，同時藉由濾除雜訊將正確的狀態值回授控制，消除陀螺儀的耦合

力，利用以往只能使用在理想振動陀螺儀系統的數學關係式計算出角位移。相較於傳統

的方法，大部分都是在系統參數已知的情況下做控制，又或者是忽略感測器可能產生的

雜訊，將其假設為正確無誤的訊號進行控制。未來若能透過此方面改善，振動陀螺儀可

使用的範圍將更廣泛，可解決環境因素的干擾所造成系統的不穩定。 

5.2 未來計畫 

 雖然本文對振動陀螺儀的操作方法提出了一個新的方法，但是尚屬於模擬的一個階

段，未來若要更完整的對此方法的可行性進行更進一步的討論，建立實驗架構是必然

的，然而對於振動陀螺儀的實體製作，現在還是相當困難的，或許我們可以考慮先從一

簡易的振動結構做起，將我們的演算法套入系統內，其後有了完整的基礎之後再推廣到

振動陀螺儀系統中。若此方法能夠透過實驗來證實其結果，將會是一套更完善的理論。

另外，在(2.3)節中，本論文所提出的完整振動陀螺儀模型，用於估測上仍有很大的限制，

但也並無可用處，若將系統動態描述的更嚴謹，並配合結構設計，相信在估測與控制上

的將會是另一個值得研究的方向。 

 

 

 

 

 56



參考文獻 

[1] A. Lawrence, Modern Inertial Technology, Springer-Verlag, New York, 1998. 

[2] D.S. Eddy and D.R. Sparks, “Application of MEMS technology in automotive sensors and 

actuators,” Proceedings of the IEEE, Vol. 86, No. 8, pp.1747-1755,August 1998. 

[3] Andrei M. Shkel, Cenk Acar, Chris Painter, “Two Types of Micromachined Vibratory 

Gyroscopes,” sensors IEEE,2005. 

[4] Sungsu Park, “Adaptive control strategies for MEMS Gyroscopes,” Doctoral Thesis,U.C.       

Berkeley,2002. 

[5] S. Jagannathan and Mohammed Hameed, “Adaptive Force-Balancing Control of MEMS 

Gyroscope with Actuator Limits,” In The 2004 American Control Conference Boston. 

[6] A. Shkel, R.T. Howe, “Modeling and Simulation of Micromachined Gyroscopes in The 

Presence of Imperfections,” Technical Proceedings of the 1999 International Conference 

on Modeling and Simulation of Microsystems,University of California-Berkeley,1999. 

[7] Sitaraman V. Iyer, “Modeling and Simulation of Non-idealities in a Z-axis CMOS-MEMS 

Gyroscope,” Doctoral Thesis, Carnegie Mellon University, 2003. 

[8] Chris Painter, “Micromachined Vibratory Rate Integrating Gyroscope:Design, Modeling, 

and Experimental Demonstration,” qualifying examination report,University of California, 

Irvine, 2002. 

[9] M.Hou and P.C. Muller, “Design of Observers for Linear Systems with Unknown Inputs,” 

IEEE Transaction on Automatic control, vol.37, No.6, June 1992. 

[10] Boutheina Sfaihi and Olfa Boubaker, “Full Order Observer Design for Linear Systems 

with Unknown Inputs,” IEEE International Conference on Industrial Technology,2004 

 57



[11] Bar-Shalom, Yaakov. and Li, Xiao-Rong, Estimation with applications to tracking and 

navigation ,John Wiley & Sons, Inc.2003. 

[12] Grewal, Mohinder S./Andrews, Angus P. ,Kalman filtering : theory and practice using 

MATLAB, Wiley-Interscience,2001. 

[13] B. Friedland  and  M. Hutton, “ Theory and Error Analysis of  Vibrating-Member 

Gyroscope,” IEEE Transactions on Automatic Control, AC-23,No.4, 1978. 

     

 58


	封面
	論文

