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摘 要       

 
選擇權評價模型(option pricing model)係由 Black 及 Scholes 於 1973 年聯合

提出，而過去在處理選擇權之定價問題時都是假設變數是明確的(crisp)，所以

大多數之研究集中在如何放鬆 B-S 模型之假設，因為無風險利率和股價波動性

被認為是隨機過程而非常數，在放鬆這些假設後，就能建立一個新的模型。本

文即應用模糊理論(Fuzzy Theory)的觀念，針對 Black-Scholes (1973)選擇權評價

模式，採用模糊決策理論的主張，在實際選擇權評價分析中，輔以模糊狀態、

模糊樣本訊息、模糊行動及評價函數之四項維度所構成的決策空間，來描述投

資者於模糊環境下之決策，推論出若不考慮模糊因素則: (1)將高估風險利率之

期望值，造成買權價格偏離的現象; (2)將高估股價變動性之期望值，高估投資

人之獲利空間，易造成市場之不穩定性; (3)除非投資者已掌握完全訊息或客觀

環境已確定情況下，否則投資者估計 B-S 選擇權評價模式中相關變數時，在價

內 及價平 ( 時，將高估買權價格期望值，而在價外 時，將低

估買權價格期望值，此舉將導致訂價決策之錯誤，造成投資人之損失。  

(S K> ) ) )S K= (S K<

為了驗證以上模型之推導，本研究更進一步地應用模糊集合理論於二項式

選擇權評價模型中，亦即 CRR (Cox, Ross and Rubinstein, 1979)模型，據以建立

模糊二項式選擇權評價模型。此模型能提供合理之選擇權歸屬函數和價格區

間，使許多投資者可藉此套利或避險，故我們若能預測合理之選擇權價格區
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間，不同風險偏好之投資者就能從中獲利。然 CRR 模型或 Black-Scholes 模型

亦僅能提供一個理論之參考值，在以上模型假設中，不論是無風險利率或股價

報酬波動性皆為估計值，亦即隱含不確定性，故我們可以將模糊集合理論應用

於 CRR 模型中，求算出三角模糊數，則投資者就可根據三角模糊數中極左值或

極右值之選擇權價格區間來修正其投資組合策略，就不同風險偏好之投資者而

言，亦能據此作出正確之投資判斷。 
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)

針對 B-S 模型、CRR 模型及模糊二項式模型之比較，茲以 S&P500 股價指

數選擇權為例，於價外 (S K< 時，其市價皆比 B-S 模型與 CRR 模型所求算之理

論價還高，權證之價值有被低估之現象。大致而言，B-S 模型所求出之理論價

格比 CRR 模型及模糊二項式模型所求算之理論價格還低，且誤差較大。而模糊

二項式模型所求算之理論價格在敏感度較高之情況下，比一般 CRR 模型更接近

實際值，且也較其收斂，同時又可創造出一個買權價格區間，提供不同風險偏

好者做投資選擇。 

 

 

關鍵詞：模糊決策空間、模糊集合理論、CRR 模型、Black-Scholes 模型、模

糊二項式模型、三角模糊數。 
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ABSTRACT 
 

 
 
The Black-Scholes Option Pricing Model (OPM) developed in 1973 has always 

been taken as the cornerstone of option pricing model. The generic applications of 

such a model are always restricted by its nature of not being suitable for fuzzy 

environment since the decision-making problems occurring in the area of option 

pricing are always with a feature of uncertainty. When an investor faces an option-

pricing problem, the outcomes of the primary variables depend on the investor’s 

estimation. It means that a person's deduction and thinking process uses a non-binary 

logic with fuzziness. Unfortunately, the traditional probabilistic B-S model does not 

consider fuzziness to deal with the aforementioned problems. The purpose of this 

study is to adopt the fuzzy decision theory and Bayes' rule as a base for measuring 

fuzziness in the practice of option analysis. This study also employs “Fuzzy Decision 

Space” consisting of four dimensions, i.e. fuzzy state, fuzzy sample information, 

fuzzy action, and evaluation function, to describe the decision of investors, which is 

used to derive a fuzzy B-S OPM and to determine an optimal pricing for option under 

fuzzy environment. Finally, this study finds that the over-estimation exists in the 

expected value of risk interest rate, the expected value of variation stock price, and 

the expected value of the call price of in the money and at the money, but under-

estimation exists in the expected value of the call price of out of the money without a 

consideration of the fuzziness. 
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To prove above conclusions, we apply fuzzy set theory to the Cox, Ross and 

Rubinstein (CRR) model to set up the fuzzy binomial OPM. The model can provide 

reasonable ranges of option prices, which many investors can use it for arbitrage or 

hedge. Because of the CRR model can provide only theoretical reference values, it is 

expected that the fuzzy volatility and riskless interest rate replace the crisp values, 

which were used in generalized CRR model. In the fuzzy binomial OPM, investors 

can correct their portfolio strategy according to the right and left value of triangular 

fuzzy number and they can interpret the optimal difference, according to their 

individual risk preferences.  

Finally, this study compares with B-S model, CRR model and fuzzy binomial 

OPM. We use an empirical analysis of S&P 500 index options to find that the call 

prices of three models are lower than the market price, the call price of B-S model is 

lower than that of CRR model and fuzzy binomial model, and that of the fuzzy 

binomial OPM is much closer to the reality and more convergent than that of the 

generalized CRR model when the sensentivity is large. 

 

 
Keywords: fuzzy set theory, fuzzy decision space, Black–Scholes model, 

generalized CRR model, fuzzy binomial OPM, triangular fuzzy 

number. 



 V

 
誌    謝 

 
畢業是要來感謝一些曾經幫你度過難關的人，比如是你的父母、老師、或

是你的朋友們。而本論文得以完成，至為感謝指導教授李正福。為了能當他的

學生，於是寫下:「為此我在佛前求了五百年，佛把我變成一棵樹種在他必經的

道旁，陽光下灑滿了火紅的花朵，朵朵是我前世的期盼，當他無視地走過，那

掉落一地的花瓣是我破碎的心…」。我想我是幸運的，因為他總是在最後的關

頭拉我一把，猶如茫茫人海中的一顆浮木，讓我重獲生機…。恩師李正福教

授，以淵博的學識與循循善誘的指導，總能拯救學生陷於紛亂的迷思中，省卻

了為許多自以為是的謬思所付出的代價，面對他我既是感激又是敬畏。在博士

班期間，泰半授課於另外一位指導教授曾國雄，曾教授治學嚴謹，學識紮實，

授課認真，其滔滔不絕的口才，迷人的自信風采以及謙沖自牧的處事態度令每

位學生印象深刻，從他身上我學到做學問的樂趣，這也是莘莘學子學習的典

範。恩師們總是給予無限的耐心與寬容，舉凡題目之訂正，觀念之釐清，架構

之建立，迄用字遣詞之潤飾及斧正，均親承恩師們不厭其煩的指正。擁有此兩

位講座教授的指導，可謂前世修來的福，對於他們的細心教誨，我非常感激。 

論文口試期間，承蒙游伯龍、楊千、許元春、王小璠、葉仕國、張焯然等

幾位教授撥冗於繁忙的公務中，詳盡悉心地審閱拙作並給予建議，使得本論文

更臻完善充實。尤其游伯龍教授在口試前給學生的鼓勵及信心，更是永銘肺

腑。 

沒有巨石的阻礙，水流就激不起燦爛的浪花;沒有歷經困阻磨練，生命也激

發不出耀眼的光輝。感謝同窗在我人生旅途上扮演如此重要角色，使我體驗出

生命的冷暖，更加激勵我發揮無限潛能的機會。  

我更要感激我的好友們-岳牧、海晏、捷盛、郁婷、文婷-默默幫助，鼓勵

和支持，因為有你們在我心中，陪我擋風遮雨，還來不及傷心，天已晴。 

最後，我要感激我的父母這幾十年來愛我、照顧我、教育我。沒有您們的

愛，我也不能有今天的成就! 我的堅持是為完成您們對我的期望，我非常愛您

們就如同您們對我的愛。 

王詩韻   謹識於交大管科所 

民國九十四年五月 



 VI

目    錄 
頁次 

中文提要................................................................................................................ I 
英文提要............................................................................................................. III 
誌    謝.................................................................................................................. V 
目    錄................................................................................................................. VI 
表目錄.............................................................................................................. VIII 
圖目錄................................................................................................................. IX 
符號說明.............................................................................................................. X 

第一章  緒論 ................................................................................................................ 1 
1.1 選擇權評價模型............................................................................................. 2 

1.1.1 Black-Scholes 選擇權評價模式 ......................................................... 2 
1.1.2 Black-Scholes選擇權評價模式之基本假設 ...................................... 4 
1.1.3 實務上運用B-S選擇權評價模式之限制 ........................................... 6 
1.1.4 B-S選擇權評價模式變數所引起之誤差 ........................................... 6 

1.2 二項式選擇權評價模式................................................................................. 8 
1.3 實務上運用選擇權評價模式之限制........................................................... 11 

1.3.1 無風險利率假設之評論.................................................................... 11 
1.3.2 股價報酬波動性之評論.................................................................... 13 

1.4 研究動機及目的........................................................................................... 16 
1.5 文獻探討....................................................................................................... 17 

1.5.1 文獻研究特色.................................................................................... 17 
1.5.2 過去文獻之評論................................................................................ 18 

1.6 論文結構及研究流程................................................................................... 20 
第二章  模糊環境下之Black-Scholes 選擇權評價模型.......................................... 22 

2.1 選擇權評價模式之模糊環境....................................................................... 22 
2.1.1 模糊事件機率.................................................................................... 23 
2.1.2 模糊樣本訊息空間............................................................................ 24 
2.1.3 模糊狀態空間.................................................................................... 24 
2.1.4 模糊行動............................................................................................ 25 
2.1.5 模糊決策空間.................................................................................... 25 
2.1.6 模糊行動之期望值............................................................................ 26 

2.2 模糊Black-Scholes 選擇權評價模式之導出 .............................................. 27 
2.2.1 變數之估計........................................................................................ 27 
2.2.2 模糊Black-Scholes 選擇權評價模式 ............................................... 29 

2.3 模糊Black-Scholes 選擇權評價模式與傳統機率Black-Scholes 選擇權評

價模式之比較 .................................................................................................... 30 
2.3.1 模糊選擇權評價模式與B-S選擇權評價模式所決定第t期風險利率

期望值之比較 ............................................................................................ 31 
2.3.2 模糊選擇權評價模式與B-S選擇權評價模式所決定第t期股價報酬

率波動度期望值之比較 ............................................................................ 31 
2.3.3 模糊選擇權評價模式與B-S選擇權評價模式買權價格期望值之比

較 ................................................................................................................ 31 
2.4 釋例............................................................................................................... 32 



 VII

2.4.1 模糊決策空間.................................................................................... 32 
2.4.2 模糊B-S選擇權評價模式健全性之分析與討論 ............................. 36 

2.5 結論............................................................................................................... 37 
第三章  模糊二項式選擇權評價模型 ...................................................................... 39 

3.1 背景與問題................................................................................................... 39 
3.2 模糊集合理論............................................................................................... 39 

3.2.1 模糊數................................................................................................ 39 
3.2.2 模糊數之運算.................................................................................... 41 
3.2.3 模糊關係............................................................................................ 44 

3.3 模糊二項式選擇權評價模型....................................................................... 44 
3.3.1 t=1 至 t=2 期之模糊二項式選擇權評價模型 .................................. 45 
3.3.2 t=2 至t=3 期之模糊二項式選擇權評價模型 ................................... 47 
3.3.3 多期模糊二項式選擇權評價模型.................................................... 48 

3.4 變數和資料描述........................................................................................... 50 
3.5 股票價格之模糊樹....................................................................................... 50 
3.6 買權價格之模糊樹....................................................................................... 53 
3.7 一般與模糊二項式選擇權評價模型之比較............................................... 55 
3.8 討論............................................................................................................... 56 

第四章  總結 .............................................................................................................. 58 
4.1 結論............................................................................................................... 58 
4.2 未來研究方向............................................................................................... 59 

參考文獻 .................................................................................................................... 60 
附 錄 一......................................................................................................... 69 
附 錄 二......................................................................................................... 70 
附 錄 三......................................................................................................... 71 
附 錄 四......................................................................................................... 73 
附 錄    五......................................................................................................... 75 
附 錄    六......................................................................................................... 77 
附 錄    七......................................................................................................... 78 
自      傳............................................................................................................... 83 



 
 表目錄  
表 1-1 ：股價分配所引起之評價誤差 
表 1-2 ： Black-Scholes 評價模型之實證文獻彙整表 
表 1-3 ：選擇權中風險利率之修正模型 
表 1-4 ：計算報酬率( )於連續和不連續情況下之二種作法 tr

表 1-5 ：選擇權中股價報酬波動度之修正模型 
表 1-6 ：模型驅動型選擇權評價理論之優缺點 
表 1-7 ：資料驅動型選擇權評價理論之優缺點 
表 1-8 ：模型驅動型選擇權評價理論之文獻回顧與評論 
表 1-9 ：資料驅動型選擇權評價理論之文獻回顧與評論 
表 2-1 ： ( )k iF Sµ � 及  ( )iP S

表 2-2 ： ( )r iP x S  
表 2-3 ： ( )

j rM xµ � 及  ( )rP x

表 2-4 ： ( )
n tAµ σ�  

表 2-5 ：  ( )t kR F�

表 3-1 ：模糊二項式模型之買權價格區間和敏感度分析 
表 3-2 ：CRR 模型之買權價格變化與敏感度分析 
表 4-1 ：B-S 模型、CRR 模型，及模糊二項式模型之買權價格分析 

 

 VIII



 

圖目錄 
圖 1-1 ：三項式評價模型之圖解 
圖 1-2 ：研究流程圖 
圖 3-1 ：梯形模糊數 ( , , , )A c a b d=� 之隸屬函數 
圖 3-2 ：三角模糊數 ( , , )A c a d=�  之隸屬函數 
圖 3-3 ： 三角模 糊數之歸屬函數 

圖 3-4 ：在∆t 時間下股價波動之模糊二項式選擇權評價模型 
圖 3-5 ：股票價格之模糊樹 
圖 3-6 ：買權價格之模糊樹 

 
 

 

 

 

 

 

 

 IX



 
符號說明 

C ：買權目前理論價值 

S ：目前股價 

K ：履約價格(exercise price) 

R ：無風險利率 

T ：到期日之長短 (expiration date) 

σ ：股價報酬波動度 

ln ：自然對數 

N( .) ：標準常態分配之累積機率密度函數 

∧  ：取小運算 

∨  ：取大運算 

min ：取小運算 

max ：取大運算 

HV  ：資產組合 

h  ：避險比率 
µ  ：股票瞬間預期報酬率 

dz ：韋那過程 

Aµ �  ：模糊集合 A�之歸屬函數 

AC  ：明確集合 A 之特性函數 

B�  ：模糊決策空間 

S ：狀態集合 

F�  ：模糊狀態集合 

kF�  ：模糊狀態 

D ：行動、方案集合 

A�  ：模糊行動集合 

nA�  ：模糊行動 

( , )C A F� �  ：評價函數 

X ：樣本訊息空間 

M�  ：模糊樣本訊息空間 

jM�  ：模糊樣本訊息 
τ  ：距到期日期間 

 X



u ：1加上股價上漲之百分比 

d ：1加上股價下跌之百分比 

n ：二項式模型之到期期間 

q ：股利 

tr  ：第 t 期之股價報酬率 

lR  ：為無風險利率中三角模糊數之最小值 

mR  ：為無風險利率中三角模糊數之中間值 

hR  ：為無風險利率中三角模糊數之最大值 

( )P A�  ：模糊事件 A�之事前機率 

u∆  ：股價最大波動下可購買之股票張數 

Bu ：在股價最大波動下，投資債券的數量 

Sur ：股價向上波動之最大值 

Sum  ：股價向上波動之平均值 

Sul ：股價向上波動之最小值 

Sdr ：股價向下波動之最大值 

Sdm ：股價向下波動之平均值 

Sdl ：股價向下波動之最小值 

hR te ∆  ：無風險利率折現因子 
hR t

ue B∆ ⋅  ：在股價最大波動下，債券折現值之和 

ρ ：敏感度分析 

 XI



 
第一章  緒論 

 
選擇權商品目前已普遍存在於國際及國內之金融市場，而當前國內選擇權市

場也正蓄勢待發，我們實有必要把選擇權的基本內涵，尤其是其訂價方式儘可能

從其在目前尚未完全理想的狀態提昇到一個足以標準化的階段，以便完全消除其

內涵架構中可能的人為疏忽因素。以往，許多學者已在選擇權之評價方式上作了

相當多的努力，也有豐碩之成果(Barone-Adesi & Whaley, 1987; Cox et al., 1979; 

Hull, 1993; Rabinovitch, 1989; Kenneth & Kroner, 1996)。而過去處理選擇權之定價

問題時都假設變數是明確的(crisp)，所以大多數之研究集中在如何改善 B-S 模型

(Black-Scholes Model)和 CRR 模型之基本假設，因為無風險利率和股價報酬波動

性被認為是隨機過程而非常數，在改良這些假設後，就能建立一個新模型。例

如，Cox & Ross (1975)引進股價報酬波動度為固定彈性之觀念; Hull & White (1987) 

改善標的資產價格分佈和股價報酬波動度為常數之假設; 另外 Amin (1993) 與

Scott (1997) 則認為股價及其波動度符合跳躍性擴散之隨機過程。 

在現實環境中，由於缺乏足夠之資訊，未來發生的情況亦不可知，故投資時

常面臨不確定或不明確之狀況。當我們考慮投資環境為不確定性時，即不適用模

型中無風險利率及股價報酬波動度為固定不變之假設，而模型之適用性也會受影

響。本文即應用模糊理論於 B-S 模型和 CRR 模型，來處理選擇權架構中假設明

確性之問題，俾便改善先前研究之複雜模型。針對 B-S 選擇權評價模式，採用模

糊決策理論之主張, 認為實際選擇權評價之分析須輔以模糊狀態、模糊樣本訊

息、模糊行動及評價函數四項維度所構成之決策空間 (Watson, 1979)，方能充分

描述投資者於模糊環境 (Bellman & Zadeh, 1970)下之決策，並期能建立一個更理

想的選擇權評價模式。而於 CRR (Cox, Ross and Rubinstein, 1979) 選擇權模型中，

擬分析實務上合理之選擇權價格區間，並建立模糊二項式選擇權評價模型，以消

除投資者於選擇權評價模式中主觀判斷之模糊性，此模型同時也較 CRR 模型或

B-S 模型更符合選擇權定價之實際狀況，使不同風險偏好之投資者能從中套利和

避險。 
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1.1 選擇權評價模型 

截至目前為止，最著名之選擇權評價模型是由 Black-Scholes (1973) 和 Cox、

Ross & Rubinstein (1979)分別所提出之模型。B-S 模型推導出一個連續時間下封閉

之數學式，而 CRR 模型則使用二項式模型來推導不連續時間下之選擇權評價問

題。當時間被分割成無數段之小區間時，CRR 模型就很接近 B-S 模型。但此兩種

模型有其實務應用上之限制，因為其模型必須對無風險利率及股價報酬之波動性 

(R, σ) 作估計，故投資者在使用模型時即隱含不確定性。惟考量投資環境之不確

定性，故本文擬應用模糊集合理論於 B-S 及 CRR 模型上，以推算合理之買權價

格區間。 

 

1.1.1 Black-Scholes 選擇權評價模式 

選擇權(option)是一種契約，買方有權利在未來某一段期間內，以事先約定好

的價格向賣方買入或賣出某一數量之標的資產。依買入或賣出之權利可分為買權

(call option)及賣權(put option)兩種。買權賦予持有人買入某標的資產之權利，而

賣權反之。另外選擇權又可依履約時間之不同，分為美式選擇權及歐式選擇權。

美式選擇權(American option) 可在到期日前（含）的任何一天履約，向賣方買入

或賣出股票或約定的標的資產；而歐式選擇權 (European option) 僅能在到期日當

天履約，以下為針對 Black-Scholes 歐式買權所推導之公式。 

令 h 為股票購買的數量，S 為每股的價格，C 為買權價格。假設在第零期賣

出一張買權並買進 h 股之股票，則可形成一個對沖的資產組合 HV ，即 

HV hS= −C                                                                                                            (1.1) 

而此對沖資產組合之變動可表示為下式， 

HdV hdS dC= −                                                                                                     (1.2) 

(1.2)式也意謂，當股票價格變動 S∆ 時，將使買權價格 C 變動 ,C S
S

∂
∆

∂
為使買與賣

之變動效果相互抵消，每買入一張股票就必須賣出
1
C
S

−
∂
∂

個選擇權合約，因為 

1C S CS
S

∂ −
∆ = −∆

∂∂
∂

S                                                                                                  (1.3) 
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將 h 定義為避險比例，則 

Ch
S

∂
=
∂

                                                                                                                  (1.4) 

同時，若股票之行為是服從幾何布朗運動(Geometric Brownian motion)，則股票報

酬可表示為(1.5)式， 

dS dt dz
S

µ σ= +                                                                                                      (1.5) 

其中µ 是股票瞬間預期報酬率，σ 為股票報酬瞬間標準差，dt 表極小的時間增

量，dz 為韋納過程 (Wiener process)，又因選擇權之價格為股票價格的函數，其變

化又與股票價格之變化量息息相關，所以可用 ( , )C S τ 表示這層關係，即隱含買權

(C)為股價(S)及距到期日τ 的函數，又因股價行為是幾何布朗過程，便可運用伊滕

引理(Ito’s Lemma)，即利用泰勒展開式(Taylor Series Expansion)將其展開可得 
2 2 2

2 2
2

1 1( ) ( ) ...
2 2

( , ) ( , )

C C C C CC S t S S t t
S t S S t t

S S t S t S t S zµ σ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∆ = ∆ + ∆

2

因為

                    (1.6) 

設 z tε∆ = ∆ ，且 (0,1)Nε ∼ ，則 

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( )
( ) 2 ( )

S S t S z
S t S t z S z
S t

µ σ

µ µ σ σ

σ

∆ = ∆ + ∆

= ∆ + ∆ ∆ + ∆

= ∆

SS

SS

                                                      (1.7) 

當 時， 變成非隨機項(nonstochastic)，其值等於其預期值 。 0t∆ → 2 tε ∆ t∆

又 ( ( , ) ( , ) ) 0S t S t S t S t S z tµ σ∆ ∆ = ∆ + ∆ ∆ =  

所以當 時， 0, 0S t∆ → ∆ →

可將 ( , )C S τ 表示成以下之隨機微分方程，即 

2
2

2

2
2 2

2

1 ( )
2
1
2

C C CdC dS dt dS
S t S
C C CdS dt S dt
S t S

σ

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

S
                                                                     (1.8) 

將上述方程式代入(1.2) 式，可得(1.9) 式 

2
2 2

2

1[
2H

C C CdV hdS dS dt S dt
S t S

σ∂ ∂ ∂
= − + +

∂ ∂ ∂
]                                                       (1.9) 

倘若資本市場是有效率的，即 

 3



H
f

H

dV R dt
V

=                                                                                                          (1.10) 

則此對沖之資產組合應可獲得無風險報酬率。 

將(1.10)式代入可得 

2
2 2

2

1[ ]
2H f H

C C C CdV R V dt dS dS dt S dt
S S t S

σ∂ ∂ ∂ ∂
= = − + +

∂ ∂ ∂ ∂
                                (1.11) 

方程式可再整理成(1.12)式 

2
2 2

2

1
2f H

C CR V
t S

σ∂ ∂
= − −

∂ ∂
S

C

                                                                                 (1.12) 

將 代入(1.12)式，可得 HV hS= −

2
2 2

2

2
2 2

2

1( )
2
1
2

f

f f

C CR hS C S
t

C C
S

R C R S S
S S

σ

σ

∂ ∂
= − − −

∂ ∂
∂ ∂

= − −
∂ ∂

S
                                                                      (1.13) 

此即著名的 Black-Scholes 偏微分方程式，此偏微分方程式配合以下之邊界條

件，即可充分描述買權價格，此偏微分解即為 Black-Scholes 選擇權評價公式。 

( ,0) max( ,0)
(0, ) 0

C S S K
C τ
= −

=S和
                                                                                  (1.14) 

方程式意涵，在到期日時 ( , 0)t T τ= = ，買權價格必等於零或是內涵價值的最

大值，若非如此，則有套利現象產生，而(1.14)式表示當標的資產股價為零，即使

距到期日很長，買權價格仍為零。而 Black-Scholes 則將此偏微分方程式轉換為物

理學上的熱傳導方程式來解買權價格。 

1( ) ( )2
RTC S N d Ke N d−= ⋅ −                                                                 (1.15)       

其中     2
1 ln( / ) ( / 2) /d S K R T Tσ σ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ; 2 1d d Tσ= −                          

 

1.1.2 Black-Scholes 選擇權評價模式之基本假設 

Black-Scholes 選擇權評價模式 (B-S OPM)係由兩位美國財務經濟學家 Fischer 

Black 及 Myron Scholes 於 1973 年聯合提出。此一公式之推出，奠定了衍生性金

融商品定價的理論基礎，亦影響後來財務工程的迅速發展，此理論並於 1997 年

榮獲諾貝爾經濟學獎。他們指出，影響買權價格的主要因素有標的資產股票價
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格、履約價格、到期期間、股票報酬之波動性以及無風險利率，而它們彼此間的

關係可用下列方程式來表示: 

1 2( ) ( )RTC S N d Ke N d−= ⋅ −  

2
1 ln( / ) ( / 2) /d S K R T Tσ σ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ; 2 1d d Tσ= −   

其中: C: 買權目前理論價值; 

          S: 目前股價; 

          K: 履約價格(exercise price); 

          R: 無風險利率; 

          T: 到期日之長短 (expiration date); 

         σ : 股價報酬波動度; 

         ln: 自然對數; 

         N( .): 標準常態分配之累積機率密度函數。  

此模式雖廣泛地用來評價買權之合理價格，協助投資人決定選擇權或其他衍

生性金融商品的價值，惟此分析模式之正確性及可靠性係建立於以下基本假設 

(Black & Scholes, 1973) 之上: 

(1) 無風險利率存在，且在存續期間固定不變; 

(2) 無現金股利; 

(3) 對賣空不限制; 

(4) 股票報酬率標準差為固定值; 

(5) 無風險套利機會不存在; 

(6) 股價是連續的，且為隨機漫步 (random walk)，股價為對數常態分配; 

(7) 無交易成本，亦無稅; 

(8) 證券可無限制分割。 

依 B-S 選擇權評價模式之基本假設而言，此模式對無風險利率、股票報酬率

標準差等要素均作了強而有力之假設，若有違反該等假設，則 B-S 選擇權評價模

式之正確性及可靠性，將受重大影響。惟選擇權之價格在不確定情況下為一區

間，若欲以此確定模式描述選擇權價格時，將無法精確算出選擇權價格，因此使

用 B-S 選擇權評價模式之投資者，必須經常對無風險利率、股價報酬之波動性等

因素予以估計與預測以為分析之依據。惟投資者之估計與預測，不可避免地將受
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制於不同程度之不確定性所影響，因此本文試圖建立不確定環境下之選擇權評價

模型，期能解決投資決策中不確定性因素之問題，提升選擇權評價模式於實務運

用之可行性。 

 

1.1.3 實務上運用 B-S 選擇權評價模式之限制 

   Black-Scholes 運用物理學上的熱傳導原理推導出選擇權評價模型，其方法為

同時買入選擇權及放空股票，在無套利機會下，創造出一個無風險之股資組合，

而此即隱含著無風險投資組合應與無風險資產具有相同的報酬，利用此種無套利

觀念，再加一些假設條件，於是推導出 B-S 模型，但此模型受限因素包括: (1)對

數常態分配之合理性，(2)借貸與避險活動，(3)流動性之影響，(4)初級市場之限

制，(5)利率變動，(6)交易成本，(7)融資成本，(8)漲跌幅限制，(9)股利的存在

等，因此在證券市場環境下，B-S 模型所計算出之買權價格只是參考價格，應針

對以上諸多因素進行調整。 

雖然 B-S 選擇權評價模式，無論在學理或實務上均獲致許多便利及好評，可

惜的是，該模型在實證資料的佐證卻面臨價格偏誤的窘境。因為 B-S 選擇權評價

模式係屬確定性評價模型，此定價模型係建立於二個基本假設已知:(1)無風險利

率，(2)股價報酬波動性在選擇權存續期間為常數計算出來。投資者實際運用時須

確保模式中之參數即 R、σ 之屬性均符該模式之假設，否則評價之正確性令人置

疑。惟考量投資環境之不確定性，投資者所面臨之 R、σ 屬性，不但與 B-S 選擇

權評價模式之基本假設不符，甚至存在違反其適用範圍者，本文擬自投資實務面

分析，以檢驗實務上使用 B-S 選擇權評價模式之可行性。 

 

1.1.4 B-S 選擇權評價模式變數所引起之誤差 

選擇權之買權(call option)為買方有權利在未來某一段期間內，以事先約定好

的價格向賣方買入某一數量之標的資產。故由以上陳述可知: 履約價格與到期日

在訂契約時就已經決定，股價則反映在每個時點，但風險利率則決定於貨幣市場

的利率，而股票報酬之波動度非直接觀察所得，而是來自歷史資料和情境分析的

估計得來，所以 R、σ 的估計隱含著不確定性，故在使用 B-S 選擇權評價模式計

算選擇權價格時可能會產生誤差。大部分的文獻在討論選擇權價格時，不論是對

數常態分配的假設或是 Poisson 分配，都已經事先對股價分配做了有母數分配的
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假設，但事實上股價變動是不是屬於一個已知的分配模式，或者縱使它屬於某一

種分配，可是穩定與否亦未可知， 而股價分配所引起之評價誤差如表 1-1 所示。 

表 1-1  股價分配所引起之評價誤差 

評價誤差 股價分配特徵 

價內買權價外買權價內賣權價外賣權 

兩尾端較對數常態瘦 ∆ ∆ ∆ ∆ 

左端較對數常態胖 

右端較對數常態瘦 

∇ ∆ ∆ ∇ 

右端較對數常態胖 

左端較對數常態瘦 

∆ ∇ ∇ ∆ 

兩尾端較對數常態胖 ∇ ∇ ∇ ∇ 

註: ∆代表高估，∇代表低估，資料來源:Hull (1993), p.438 

因為股價報酬的分配型態尚未有定論，若可以證實股價報酬波動度服從某一

種分配，則可利用統計學和一些數學上的技巧，求出精確之選擇權價格。但以 B-

S 模型而言，對於其中的二階偏微分方程求解，是在其股價報酬服從對數常態分

配之假設下，才能求得一封閉解，如果股價分配違反對數常態分配，就無法求得

封閉解。但是，股價分配究竟為何，並不易求出，甚至可能不是已知的某一種統

計分配。 

另外，對於居於價內與價外之選擇權而言，其理論價與市價之差異並不因時

間之經過而減少，同時也不因標的股票報酬波動之大小而有所不同，其模式與實

際價格之差異如表 1-2 所示。 

表 1-2  Black-Scholes 評價模型之實證文獻彙整表 

選擇權狀態 發表 

年度 

作者 

波動性低 波動性高 價內 價平 價外 

1972 Black-Scholes ∇ ∆    

1975 Black   ∆ - ∇ 

1976 Merton   ∇ ∆ ∇ 

1978 Finnerty ∇ ∆    

1979 MacBeth and Merville   ∇ - ∆ 

1982 Gultekin, et al. ∇ ∆ ∆ - ∇ 
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1982 Whaley ∇ ∆    

1985 Rubinstein   ∇ - - 

1985 Ball and Torous   ∇ ∆ ∇ 

1987 Jordan et al. ∇ -    

1988 Jorion   ∆ ∆ ∆ 

1990 Lauterbach and Schultz - ∆    

1992 Kremer and Roenfeldt   ∇ ∇ ∇ 

1994 Choi and Wohar ∇ ∆    

1996 Bates   - - ∇ 

1996 Corrado and Su   ∇ ∇ ∆ 

1997 Bakshi, Cao, and Chen   ∇ ∇ ∇ 

1998 Sabbatini and Linton   ∇ - - 

註: ∆代表高估，∇代表低估，-代表無一致結論。 

 

1.2 二項式選擇權評價模式  

本節將簡短地介紹如何應用二項式評價法來求解選擇權價格。以考慮一個不

支付股利之歐式買權為例。 

1. 單期模型 

假設在第零期時股票價格為 S，則在第一期時，股價不是上漲至 ，就是下跌

至 ; 同理，在第零期時，若該歐式買權之價格為 C，則在第一期結束時，買權

價格不是上漲至 就是下跌至 ，  一個理性之履約政策應使買權成為

或 。另一方面，投資者之避險策略是相當

重要的，例如，一個理性的投資者在第一期應如何避險呢? 假設投資者在第零期

之對沖資產組合為 ，即賣一張買權及買進 h 股之股票，就可形成一個對沖

的資產組合，在風險中立的原則下，第一期之對沖資產組合應滿足

，也就是避險比例

uS

dS

uC dC

max(0, )u uC S K= − max(0, )d dC S K= −

d d

hS C−

u u dhS C hS C− = − ( ) /u d uh C C S S= − − 。在無風險條件下投資

報酬率應等於無風險報酬率，即 

1 u
f

hS CGross payoff R
investment hS C

u−
= + =

−
S                                                                  (1.16) 

故買權價值為 
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(1 )
1

u

f

mC m CC
R

d+ −
=

+
                                                                                           (1.17) 

其中
1 fR d

m
u d
+ −

=
−

; d 為 1 加上股價下跌之百分比; u 為 1 加上股價上漲之百分

比。此式亦隱含在一個風險中立的世界中，買權價值對未來預期值之折現。 

2. 二期模型 

二期模型之解法如同單期一般，所以我們可沿用單期模型之公式，因為在第

一期結束時，買權之存續期間只剩一期，所以 

(1 ) (1 ),
1 1

uu ud ud dd
u d

f f

mC m C mC m CC C
R R

+ − + −
= =

+ +
                                                (1.18) 

故二期歐式買權價格為，
(1 )

1
u

f

mC m CC
R

d+ −
=

+
，同理，面對一期歐式買權，我們

亦可得到單期模型解為 u d

u d

P Ph
S S

−
=

−
，及二期模型解為

(1 )
1

u d

f

mP m PP
R

+ −
=

+
。 

其中， 分別代表資產價格在每一時點可能上升或下跌之機率。 ;u dP P ,

,; ;uu ud ddC C C 分別代表買權價格連續上漲二次;上漲及下跌各一次;下跌二次。 

3. 多期模型 

考慮一個距到期日(τ )有 n 期之二項式選擇權評價模型，而 u 及 d 分別為，

/ nu eσ τ=  ， /1/ nd u e σ τ−= =  ，應用回溯法，由到期日向前推，可得 Cox, Ross 

and Rubinstein (CRR)模型(1979)在固定變數下之二項式選擇權評價模型，其 n 期

之二項式選擇權評價模型解為 

( )0

1 ! (1 ) [0, ]
(1 ) ! !

n
k n k k n k

n
k

nC p p Max u
R k n k

− −

=

= −
+ −∑ d S K−                                       (1.19)                     

其中 

    C  : 第 n 期之買權價格; 

    K  : 選擇權之履約價格; 

    S  : 目前股價; 

    n  : 期數; 

    d  : 下跌幅度; 

    u  : 上漲幅度; 

    R  : 無風險利率; 
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    p  : 上漲機率。 

考慮 u > r > d，因此， 0 < p < 1。令 m 為期間 則  1 ( 1) .m n m m n mu d S K u d S− − − −≤ <

當時間增量很小時，即 0,t∆ →  Cox, Ross and Rubinstein (CRR)多期之二項式

選擇權評價模型會收斂至 B-S 之選擇權評價模型。 

故由以上可知，二項式評價模型因其概念簡明易懂，容易為實務界人士所接

受。不管何時履約，應用二項式選擇權評價模型，仍能輕易地解出選擇權價值。

可惜的是，其模型面臨計算上複雜性之難題。 

3. 三項式評價模型 

三項式評價模型可視為二項式模型之延伸，其一般型式如圖 1-1  所示，若

, ,u m d ,p p p 分別代表資產價格在每一點可能上升、持平、或下跌之機率， t∆ 代表

每一期間長短，則對一個未支付股利之股票而言， 3 tu eσ ∆=  ，而機率值為: 

2

2

2

2

1( )
12 2 6

2
3

1( )
12 2 6

u

m

d

tp R

p

tp R

σ
σ

σ
σ

⎧ ∆
= −⎪

⎪
⎪

=⎨
⎪
⎪ ∆

= − − +⎪
⎩

+

                                                                                       (1.20) 

                                                            uuS

                                                                  

                                                       uS uS

 

S                            S                           S 

 

                                                       dS dS

 

                                                                        ddS

圖 1-1 三項式評價模型之圖解 

對於連續支付股利(q)的股票而言，上述方程式中 R 用 R-q 代替。三項式評價

模型已被證明和顯示差分法是相同的，但三項式評價模型比二項式模型更符合實

際價格變動情況 (Hull,1993)。 
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1.3 實務上運用選擇權評價模式之限制 

選擇權評價模型之修正，原則上均架構在 B-S 模型理論基礎下。整體而言，

以無套利為主軸之選擇權評價理論，即是透過無風險避險投資組合之創造，據以

決定選擇權之均衡價格。但由於 Black and Scholes (1973)定義之完美市場假設過

於嚴格，因此，此後學者修正之方向大致可歸納為: (1) 修正資產報酬變異數固定

之假設，同時探討波動性有效估計方法，(2) 修正利率常數項，水平期間結構之假

設，以下即展開對於無風險利率及股價報酬波動性之評論。 

 

1.3.1 無風險利率假設之評論 

風險中立性假設為架構 B-S 選擇權評價模式之基礎，但是這個假設只具有一

個「瞬間有效性」之效力而已。在超過一個「瞬間」的時間長度時，則此假設不

存在，或者延續此假設有效性之做法根本不合實際。更重要的是，在財務經濟領

域中，「風險中立性」之觀點應只針對股市的「需求面」來談而已，並非一如 B-

S 模式中把它和股市的「均衡股價」結果聯結在一起。 

B-S 模型在推導初始是將股票和其相對應的選擇權，依適當比例在目前組成

一個無風險之投資組合。問題是這個投資組合的無風險狀態只存在於一瞬間而

已。Hull (1993)認為對於一個具有相當時間長度之選擇權而言，先驗式之說法並

不能拿來推論整個選擇權之實質內涵。當我們把選擇權期滿時股價依無風險利率

折現時，就無異於明白宣示所有不同種類的股票都將會以一個無風險利率之速度

成長，而這必然是個有偏差的觀點。 

當然，在 B-S 模式中其可宣告以「風險中立性」觀點作為分析之最主要架構

基礎，便是在於能夠把和「風險偏好」有關的因素，也就是股票的預期回收率完

全排除於其整個推導過程之外; 誠然，我們在一般「風險偏好」理論上的主要認

知為股票之預期回收水平和風險偏好程度呈負相關。問題是，可以把股票預期回

收率從 B-S 模式推導過程中完全排除，並不表示我們便可把整個訂價模式所屬的

研究分析環境當成是一個「風險中立」的世界，表 1-3 為學者針對風險利率所做

之修正模型。 
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表 1-3  選擇權中風險利率之修正模型 
修正模型 發表年度 作者 主要內容 
隨機利率模

型

(Stochastic-
interest-rate 
model) 

1973 
1992 

Merton  
Amin and Jarrow 

以債券報酬率隨機過程結合 B-S 標

的資產理論模式，進而提出隨機利

率模型。然而多數實證結果顯示，

利率隨機性僅對存續期間較長之選

擇權有解釋力，對於一年到期之選

擇權則無顯著影響。 
單因子平衡

模型(One-
factor 
equilibrium 
model) 

1997 
1978 
1980 
 
1982 
1985 

Gifford and Vasicek 
Dothan 
Rendleman and 
Bartter 
Courtadon 
Cox, et al 

假設股價服從幾何布朗運動，運用

伊滕引理，我們可藉由利率模型導

出債券價格之隨機模型。 

多因子平衡

模型(Mutli-
factor 
equilibrium 
model) 

1978 
1979 
1980 
1984 
1992 

Richard and Robert
Brennan et al. 
Langetieg  
Schaefer et al. 
Longstaff and 
Schwartz 

模型包括短期利率因子及短期波動

度因子，債券折現公式隱含波動度

與期間結構性質有關。  

單因子非套

利模型

(One-factor 
no-arbitrage 
model) 

1986 
1990 
1993 
 

Ho and Lee  
Black et al. 
Hull and White 
 

探討離散型態之選擇權定價模型，

表示數值解法被用來架構馬可夫與

最初利率期間結構一致之短期單因

子利率模型。 

多因子非套

利模型

(Mutli-
factor no-
arbitrage 
model) 

1992 
 
 

Heath, Jarrow and 
Morton 
 

債券價格隨機利率評價過程，可藉

由平衡型蒙地卡羅技巧，使用最初

利率和潛在隨機過程為後續動差。

在無套利條件下，限制利率敏感性

債券定價過程，並無明確依賴市場

風險價格。  

GARCH 模
型(Discrete 
time model 
/GARCH 
model) 

1979 
1992 
1993 
1995 
1999 

Brennan 
Engle and Mastafa 
Amin and Ng 
Duan 
Ritchken and Trevor

離散隨機波動修正之基礎，於無套

利定價之探討，提出結構較完整之

GARCH 選擇權評價模型。 

 

 12



如要修正 B-S (1973) 模式中把所有投資者都當成「風險中立性」的人假設—

—亦即把所屬之研究環境當作係一「風險中立性」之世界，而在進行選擇權訂價

時，最佳方式便是把此假設直接定義成一種「客觀性」之觀點，如此便可以爰用

到每一位投資者，然每位投資者在作決策時，都具有主觀性，並以主觀解讀後之

行為來描述客觀性之問題，簡而言之，「風險偏好」觀點為一因人而異的內涵，

它不具備一種完全的「客觀性」或「標準性」特質。故無法衡量個別投資者對個

股在任一方面之偏好行為註 1。所以以往討論「風險偏好」的理論，依據於某種完

全「客觀性」的觀點下應該不能成立，而「風險中立性」解釋並不等於客觀上之

「無風險」。基於投資環境中經濟景氣、經濟持平與經濟不景氣下之風險利率，

因此本文引進三角模糊數來描述無風險利率，並以其最小，平均及最大值為三角

模糊數 ( , , )l m hR R R 之區間。 

 

1.3.2 股價報酬波動性之評論 

股價波動性基本上表示股價之「短期浮動」情形，甚至被用來當作「風險」

之直接解釋。事實上，對於選擇權評價之方式有許多看法，有人認為在 B-S 選擇

權評價模式中，假設其為外生變數是不合理的。另有些學者認為此標準差是隨著

選擇權的價值不同而成動態性之變動，稱為「隱含波動(implied volatility) 」，而

國外學者也發現同樣的股票，由價內及價外選擇權所求算出來之隱含波動度

(impliedly standard deviation, ISD)常常不一樣，通常價內的 ISD 會高於價外的

ISD，一般稱為微笑波幅 (volatility smile)，然股票選擇權之訂價根本依據之一為

其標的股 (underlying stock)於選擇權未來之股價變動結果，而股價波動性在任何

選擇權評價中，理論上應該是未來之波動性。假如未來之波動性已知，我們就能

知道選擇權價格分配和其真實價格。因此，不少學者使用許多方法來估計股價未

來之波動性，一些常用的方法描述於下。 

(1) 歷史波動性 

假設過去股價波動性等同未來股價之波動性，我們就能使用過去股價報酬之

波動性去估計未來股價報酬之波動性，一般作法為加權移動平均法。 

                                                 
註 1

如前所言，除非這種需求影響因素為全面存在的可適用在每一位投資者身上，我們便須將之作股票訂價的標準化處

理。 
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2

1

1 ( )
n

t
t

r r
N

σ
=

= −∑                                                                                             (1.21) 

tr : 第 t 期之股價報酬率  

r : 1 至 t 期之平均股價報酬率 

表 1-4  計算報酬率( )於連續和不連續情況下之二種作法  tr

連續情況 不連續情況 

1

ln t
t

t

Sr
S −

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

考慮股利發放 不考慮股利發放 

因為報酬率是靜態所以 σ 比較小 因為報酬率不是靜態所以 σ 比較大 

1

1

t t
t

t

S Sr
S

−

−

−
=

tS  : 第 t 期之收盤價; : 第 t-1 期之收盤價。 1tS −

(2) 隱含波動性(Implied Standard Deviation) 

在 B-S 選擇權評價模型是正確的情況下，我們就能藉此反推隱含之波動性，

但價外和價內之波動性皆比價平時之波動性還大，這稱作微笑波幅。 

(3) 帕金森方法(Parkinson method) 

Parkinson (1980) 認為只使用收盤價無法反映目前實際情況，所以使用最高和

最低價來代替收盤價。 

(4) Garman 和 Klass 方法 

Garman 和 Klass (1980) 修飾 Parkinson 之方法，增加開盤價及收盤價於其

中，並同時使用四個變數來估計股價報酬率之波動性。 

(5) 時間序列分析法(GARCH method) 

Blooerslev (1986) 提出時間序列分析來處理股價之波動性。其認為股價波動

性會隨著時間之變動而改變，所以並不是常數。且股價具有聚集之特性，在選擇

權評價模型中，目前股價報酬之波動性( 2
tσ )反映過去之股價報酬( )之波動性。 2

1tr −

所以估計股價未來之波動性有許多方法，而表 1-5 將介紹學者針對股價報酬

波動性所做之修正模型。 
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表 1-5  選擇權中股價報酬波動度之修正模型 
修正模型 發表年度 作者 主要內容 

固定彈性變異模型

(Constant-
Elasticity-of –
Variance model) 

1975 Cox and Ross 認為股價之波動性與股價變動呈反向

關係，說明市場中普遍存在低價位的

股價有較大波動、而高價位的股價有

波動僵固現象。 
純粹跳躍/跳躍擴

散模型(Pure-
Jump/Jump-
diffusion model) 

1976 
1976 
 
 

Cox and Ross  
Merton 
 
 

假設股價服從連續純粹跳躍之隨機過

程，離散時點資產價格異常之變動與

風險，提出其具有 Poisson 跳動混合

之跳躍擴散過程。 
複合選擇權

(Compound-option 
model) 

1979 
1979 

Geske 
Breeden 

假設股價為企業資產價值之特定函

數，歐式買權價格則為標的股價之特

定函數。由於股價之變動取決於企業

資產市值代表資產價值之瞬間波動，

相對上標的股價之波動性並非常數。

Displaced 擴散模

型(Displaced-
diffusion model) 

1983 Rubinstein 假設企業僅持有 w 單位風險性與(1-w)
單位非風險性兩種資產，其非風險性

資產每年間斷報酬率為 r，且服從瞬

間波動性之對數常態擴散過程。 
隨機波動模型

(Stochastic-
Volatility model) 

1987 
1987 
1987 
1987 
1991 
1993 
1997 

Johnson at al. 
Wiggins 
Hull and White
Scott 
Stein 
Heston 
Romano and 
Touzi 

透過標的資產波動過程之假設，結合

並修正 B-S 理論隨機過程。 

連續隨機波動模型

(Stochastic-
Volatility jump-
diffusion model) 

1996 
1997 

Bates 
Scott 

連續時點隨機波動之定價模型歷經多

位學者修正。除維持股價隨機過程服

從幾何布朗運動假設外，另定義股價

變異數具有平均數復歸平方根過程。

隨機波動和利率模

型(Stochastic-
Volatility and 
Stochastic-interest-
rate model) 

1993 
1997 
 
1997 

Amin and Ng 
Bakshi and 
Chen 
Scott 

結合跳躍擴散與隨機波動之選擇權模

型，亦將相同觀念應用於隨機利率之

探討，進而求得包含隨機波動、隨機

利率與跳躍擴散之選擇權一般化封閉

解。 
隨機波動和利率跳

躍擴散模型

(Stochastic-
Volatility and 
Stochastic-interest-
rate jump-diffusion 
model) 

1997 Bakshi, Cao, 
and Chen 

假設即期利率服從獨立於股價與股價

波動性之平均數復歸平方根過程，且

利率變動之風險貼水與即期利率呈固

定比率。模型中所有參數均建立於風

險中立而非實際機率測度之下。 
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既然各股票的變動情形鮮少會呈現完全相同的型態，我們也就不可能採用劃

一的看法將所有不同股價變動情形在某種回收觀點上一視同仁。且由於股價波動

性係受許多因素所影響，雖然也有不少研究在探討股價之影響因素及其變動趨

勢，然而在目前而言仍屬不確定的，所以它的評價因素也應該是個不確定值，而

非一如在 B-S 選擇權評價模式中股價報酬率標準差為固定值，然此動態性波動，

難以長期大數法則之機率統計來估算標準差，似乎可視為在模糊環境下之問題， 

而本文主要利用歷史波動度再加上模糊集合理論之方法來衡量股價報酬率之波動

性，並以此來設定模糊區間。 

 

1.4 研究動機及目的 

在財務研究上目前一個極困難之問題，即是如何評價複雜之金融商品，如衍

生性金融商品，其因在於我們必須先知道標的物資產行為的一些統計量，在這些

參數已知，如無風險利率及股價報酬波動性固定之情況下，才能評價衍生性金融

商品的價格。當這些參數非固定常數且選擇權非歐式時，則 B-S 評價公式便立於

無用之地。也因此後續之相關研究，提出許多數值分析法來解決。過去以 B-S 選

擇權評價模型為主的演算法，不論是其修正模型或近似模型，雖然都有其適用性

及不錯之評價績效，但泰半的模型均是假設在模式之結構訊息已知下求解，也就

是說，這些模式的建構，使得問題成為在一種既定模型下結構化參數之估計問

題。在這樣的前提下，許多困難於焉產生，如當真實體系之結構訊息未知、不明

確、或是模式錯誤，亦或政治結構與金融環境變得複雜時，甚至出現有所謂之結

構改變時，而貿然地以某特定模式來對事實描述，不論其模式結構有多完美，均

難以表徵真實體系之行為。因此，考慮應用某一些無特定結構訊息之假設而以資

料驅動型之無母數方法來描述非線性之選擇權價格實有絕對之必要，這即是本文

研究的主要動機。而本研究主要目的在於修正股價報酬波動性及無風險利率固定

之假設，同時利用模糊集合理論於選擇權評價模型中，以建立模糊選擇權評價模

型，希冀此模型所求算之買權價格區間更接近實際值。 

國外實務界對於選擇權之評價，依其性質可分成二類(Freedman and Giorgio, 

1996)，一類是傾向於模型驅動型理論，另一類為傾向於資料驅動型理論，當然模

型中有資料運算，而資料中有模型推導，本文僅就其牽涉部分之多寡，將其區分

為以上二類。其中最常用之評價模型為模型驅動型理論中之 B-S 選擇權評價模
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型。此類模型主要建構在許多重要假設之下，當這些假設成立時，則選擇權的價

格可用如 Black-Scholes 偏微分方程來表示，而後再利用數值解法求算出。另一方

面，資料驅動型理論也已在財務工程領域上萌芽，並有日趨蓬勃的態勢。近年來

國外學者逐漸將資料驅動理論中之類神經網路應用在選擇權評價問題上，且研究

結果顯示，資料驅動型顯著優於模型驅動型選擇權評價理論之績效。又因模糊二

項式選擇權評價模型為結合模糊集合理論與二項式模型，應用簡單直覺式數學來

求解選擇權之價格，亦算是一種以資料驅動型之選擇權評價模型，故本研究不僅

比較一般 CRR 模型與模糊二項式選擇權評價模型之差異，同時也利用此模型求

算選擇權價格區間，以符合實務所需。 

 

1.5 文獻探討 

模型驅動型理論早於資料驅動型理論在財務工程領域上萌芽，而近年來資料

驅動型理論並有日趨蓬勃的態勢，將機器學習技術應用在衍生性金融商品之訂

價，應是目前財務應用上最困難及複雜，亦是最富挑戰性之問題。茲將模型驅動

型理論與資料驅動型理論介紹與說明於下。 

 

1.5.1 文獻研究特色 

選擇權評價之方法大致可分為模型驅動型理論及資料驅動型理論二大類，以

下即針對此二大類模型之 優缺點做比較。 

1. 模型驅動型選擇權評價理論 

表 1-6 模型驅動型選擇權評價理論之優缺點 

種類 B-S 選擇權評價模型; 蒙地卡羅模擬法; 有限差分法; 二項式評價

模型; 擴散模型; 隨機利率模型; GARCH 模型; 蓋拉金法; 偏態及

峰態法; 分析趨近法。 

主要性質 有明確標的物資產模型結構可供估計， 其模型建構在許多重要

假設下， 大部分模型視市場價格為真實價格。 

優點 具有適用性及不錯的評價績效， 計算上較不複雜。 

缺點 當假設發生錯誤，財務資料集擴大或結構改變時，其估計必然

產生偏誤及困難; 當金融環境變為複雜時，其模型便無法使用。
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2. 資料驅動型選擇權評價理論  

因為模型驅動型選擇權在評價上面臨價格偏誤之窘境，故許多數值演算法

(numerical algorithms)便因應而生，這些方法一則源自對其基本模型之修正，一則

是屬於逼近之數值解，其主要性質及優缺點如表 1-7 所示。 

表 1-7  資料驅動型選擇權評價理論之優缺點 

種類 人工神經網路; 遺傳規畫法; 遺傳演算法。 

主要性質 藉由機器學習，不需要依賴任何嚴格的假設， 建構在天擇及進

化的原則下， 由極大的搜尋空間找出最適解。 

優點 無需依賴任何假設，適用於各式資料的處理，使用上相當具有

彈性，且績效良好，能反應政治結構或資料結構的改變， 具有

適應性學習能力。 

缺點 績效依賴於大樣本的資料， 執行上較耗費時間， 參數設定涵義

不明， 模型也不穩定。 

 

1.5.2 過去文獻之評論   

關於選擇權評價理論，許多學者著墨甚多，以下僅將選擇權評價理論依模型

驅動型理論及資料驅動型理論分成二部分，並將其文獻內容及評論整理成下表。 

1. 模型驅動型選擇權評價理論 

表 1-8  模型驅動型選擇權評價理論之文獻回顧與評論 

模型名稱 提出年度 作者 文獻內容摘要與評論 

Black-Scholes
選擇權評價

模型(B-S 
OPM) 

1973 Black-Scholes 假設股票價格呈對數常態分配，運用物理學

上的熱傳導方程式，在非套利之條件下導出

歐式買權封閉解，提供了標的資產之訂價基

礎。但許多假設與現實世界不合，如無風險

利率及股價報酬波動性為固定，以致在實證

研究上會出現價格偏誤等現象。 
蒙地卡羅模

擬法(Monte 
Carlo 
Simulation 
Method) 

1996 
 
1997 

Molle and  
Fernando 
Raymar and 
Zwecher 

藉由模擬標的物資產行為之過程，並在風險

中立性假設下求算選擇權價格。當風險利率

與股價報酬波動性隨機變動時，可用此法求

算選擇權價格，亦提供另一種數值解，但在

計算上，卻是相當耗時。 
有限差分法

(Finite 
Difference 

1977 
1978 
 

Schwartz 
Brennan and 
Schwartz 

將 B-S 偏微分方程轉換為一組差分方程式，

並重複求解差分方程，進而求出選擇權之價

格。但當 B-S 模型無法適用時，便可用有限
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Method) 1982 
1984 

Curtadon 
Geske 

差分做近似解，同樣在計算上非常耗時。 

CEV 模型

(Constant 
Elasticity 
Variance 
Model) 

1976 Cox and Ross 放寬 B-S 模型中股價報酬變異數為固定之假

設。 

二項式評價

模型

(Binomial 
Method) 

1979 
 
1996 
1998 

Cox, Ross and  
Rubinstein 
Hilliard et al. 
Hull 

此模型假設時間是不連續的，且在無套利機

會，以合成選擇權法得證，當期數趨近無窮

大時，多期之二項式模型與 B-S 模型是相通

的，且適用於歐式及美式選擇權之評價。當

變數增加時，此法是相當耗時的。 
擴散模型

(Diffusion 
Model) 

1975 
1976 
1987 
1997 

Cox 
Merton 
Hull and  White 
Lagnado 

將波動性設定為隨機過程，修正 B-S 模型之

定價，雖然能解釋波動性的效果，但卻面臨

波動性難以估計的窘境。 

隨機利率模

型(Interest 
Rate Dyn- 
amic Model) 

1990 
1997 
1999 

Hull and  White 
Chen, L. 
Bjork and 
Christensen

假設利率為隨機過程，雖可充分解釋市場利

率，但卻面臨利率模型參數難以估計之情

況。 

GARCH 模型 1997 
1999 
 
2002 
 
2003 

Duan 
Ritchken and  
Trevor 
Bauwens and 
Lubrano
Yung and  Zhang

設定標的資產報酬服從 GARCH(1,1)模式，

且 B-S 選擇權評價模型及二項式評價模型皆

為其特例。可解釋 B-S 模型為何釀成系統上

偏誤的原因，稱得上是風險中立性之一般評

價模型，但無避險參數之估計。 

蓋拉金法

(Galerkin 
Method) 

1996 
 
 
1997 

Barucci, 
Cherubini and 
Landi 
Lee 

以 B-S 偏微分方程為基礎，令近似解之殘差

與加權值積分為零，求算出選擇權之價格。

提供一個數值分析法，但在函數上並無嚴謹

理論可供參考。 
偏態及峰態

法(Skewness 
and Kurtosis)

1997 
1997 
2002 

Charles and  Su 
Paulson et al. 
Brown and 
Robinson

加入偏態及峰態之調整項於 B-S 模型中，並

導出修正之模型。其能解釋波動性微笑效果

及非常態機率結構之現象。 

分析趨近法

(Analytic 
Approxim-
ation) 

1984 
 
1986 
 
1986 
1997 

Geske and 
Johnson 
Barone-Adesi, 
Whaley 
Macmillan 
Zhang 

提供另一種數值分析法，可估計出避險參

數，然而這些避險參數之估計卻是相當粗糙

的。 
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2. 資料驅動型選擇權評價理論  

表 1-9  資料驅動型選擇權評價理論之文獻回顧與評論 

模型名稱 提出年度 作者 文獻內容摘要及評論 
人工神經網

路(Neural 
Network) 

1994 
1996 
 
1997 
2002 
 
2003 
 
2003 

Hutchinson, 
Lo,and 
Poggio 
White 
Lajbeygier 
and Connor 
Zapart and 
Christopher
Amilon and 
Henrik  

不須依賴任何嚴格之參數假設，可適應任何資

料結構改變之問題，相當有彈性，且具有大量

平行運算，亦是一種全域之近似方法，唯黑箱

作業，參數設定涵義不明且不具穩定性。 

遺傳規畫

(Genetic 
Programmin
g) 

1997 
 
1997 
1998 

Noe and 
Wang 
Trigueros 
Chen, Lee 
and Yeh 

用樹狀程式表示，在定價上提供一個極大的空

間，可搜尋真正的市場定價模式，亦不須依賴

任何假設。但函數型式可能過於複雜，參數設

定涵義不明，執行較耗時，模型也不穩定。 

遺傳演算法

(Genetic 
Algorithm) 

1997 Chen and  
Lee 

在物競天擇，適者生存之原則下，選擇特性較

好之母代，並隨機性的相互交換彼此的位元資

訊，以產生更優秀之子代。其主要運算子為複

製、交配與突變。搜尋出最佳之定價模型，亦

不須任何嚴格假設，但參數設定涵義不明，執

行上也較耗時。 
 

1.6 論文結構及研究流程 

本文章結結構如下: 第一章為緒論，簡要地介紹選擇權評價模型，包括 B-S

模型與 CRR 模型，及其對假設修正的一些文獻回顧與評論，並將選擇權評價理

論分成模型驅動型及資料驅動型二種理論。第二章將探討模糊環境下之模型驅動

型 B-S 選擇權評價理論，針對 B-S 模型，採用模糊決策理論主張，在實際選擇權

評價分析中輔以模糊狀態、模糊樣本訊息、模糊行動及評價函數四項維度所構成

之決策空間，來描述投資者於模糊環境下的投資決策，並建立一個在模糊環境下

之選擇權評價模式，據以比較兩種選擇權評價模式及推導。接下來第三章將建立

資料驅動型模糊二項式選擇權評價模型，應用模糊集合理論於 CRR 模型中，來

推論及建立模糊二項式選擇權評價模型，再舉例予以驗證並比較一般 CRR 與模

糊二項式模型之差異。最後，第四章為結論部分。 
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實務調查文獻及檢討
選擇權基本假設

過去研究特色及限制選擇權評價模型

形成研究主題及目的

投資者實務上面臨之模糊因素:
1.投資環境之模糊性
2.選擇權評價模式相關變數之模糊性

模糊理論 貝式理論

B-S相關變數之歸屬函數

B-S模型相關變數之估計

模糊決策空間理論
1.模糊狀態
2.模糊行動
3.模糊樣本訊息
4.評價函數

建立模糊B-S選擇權評價模型

一般化推論

研究結論與建議

模型驅動型OPM 資料驅動型OPM

實務上面臨相關變數之模糊性:
1.無風險利率
2.股價報酬之波動性

模糊集合理論 CRR OPM

求算選擇權價格之區間值

實證分析

資料推算從1-n期之選擇權價格

建立模糊CRR選擇權評價模型

 

圖 1-2 研究流程圖 
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第二章  模糊環境下之 Black-Scholes 選擇權評價模型 
 

Black-Scholes 選擇權評價模型雖然具有適用上不錯之績效，然而在實務應用

上卻面臨價格偏誤的窘境，本章以模糊數學證明的方式，來推論 Black-Scholes  

選擇權評價模型於價內 、價平(S K> ) )(S K= 及價外 (S K )< 時變數及買權價格所產

生之偏誤。 

 

2.1 選擇權評價模式之模糊環境 

早在 1972 年以前，股票選擇權由美國櫃檯買賣自營商創建及交易，但由於

缺乏完善之交易制度，選擇權價格不僅相當程度地高估，買方甚至時常面臨賣方

違約之風險，自營商在投資者身上亦賺取大量的利潤。截至 1973 年，個股型歐

式買權於芝加哥選擇權交易所 (CBOE)正式掛牌交易，同年，Black and Scholes 

(1973) 在股價服從幾何布朗運動之假設下推導出合理之評價模型。標準化契約規

格及合理化選擇權價格後，挾帶其高財務槓桿、有效避險及低持有成本等優點，

選擇權交易自此絡繹不絕，賣權合約與其他不同標的物之選擇權亦相繼開始交

易。 

基本上，我們進行一般財務投資時之主要動機並不能看成只是單純地局限

於投資回收上的考量而已。因為，到目前為止，追求「高投資報酬」與「避免投

資風險」都仍然可以當成是我們進行投資時的兩個最主要目標。如此一來，我們

所須採用之研究分析環境便得選擇在一個二度空間的「報酬－風險」世界中，才

能充分有效地建立一個能合併解釋此兩種主要投資動機的「股票選擇權」訂價模

式。可是，若打算在一個一度空間的「報酬」環境中架構一個「股票選擇權」訂

價模式，則整個模式之組成內涵便將不只包括如回收報酬、投資成本、機會成本

等不同的一次元計量單位而已註 2。當避免不確定性之「風險」早已成了我們在股

票投資上與追求最大回收報酬幾乎同等重要之訴求時，我們便得在原來的一度空

間「報酬」世界中另外增添一個空間度量，以反映與解釋在不確定性之「風險」

方面的考量。而「風險」及「報酬」在投資上既是互相抵換也充滿著曖昧性，故

                                                 
註 2

時間單位可以直接附加入整個訂價模式之中，而無需另外增添一度空間來容納與描述它。因為在個別計算所有回收報

酬或機會成本等單位時，便已把相同的時間單位包括在其度量之內 
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在此種模糊環境下，我們輔以以下各小節來說明選擇權評價模式所面臨之不確定

性，期使研究分析的結論，更實際地符合一般所謂「既賺」、「且穩」的投資訴

求。 

早在 1970 年 Bellman and Zadeh 即提出有關模糊環境下決策問題之研究，用

模糊目標與模糊限制式之交集表示模糊決策，求解確定及隨機系統之模糊動態規

劃問題及環境中之不確定性應如何處理等問題，故本研究採用模糊理論來處理選

擇權評價模式於不確定情況下之問題。面對投資環境之模糊性，以下針對 B-S 選

擇權評價模型在模糊狀態、模糊樣本訊息、模糊行動及評價函數四項維度所構成

之決策空間做一個說明。 

 

2.1.1 模糊事件機率 

投資者於處理不確定情況下之選擇權評價模式時，限於主觀感認估計主要變

數之參數分配，將隱含模糊性存在，若以機率論之觀點來度量此等不精確性因素

係有其困難 (Zadeh,1965)， 其主要原因乃機率論處理者為隨機現象，而隨機者係

關乎一事件之發生或不發生，而模糊者則關乎歸屬於某主題(或事件)之程度

(Bellman and Zadeh, 1970)， 因此提出模糊決策理論 (Fuzzy Decision Theory)，以

探討投資者於模糊環境中之決策特性。投資者主觀估計其所面臨之不確定性現

象，係由隨機及模糊二因素組合而成，此現象指出投資者處於不確定性情況下，

仍須參考歷史資料，惟投資者須依其主觀判斷而將異常樣本予以剔除，此時投資

者之主觀判斷即含模糊性存在。因此模糊事件機率可定義為: 模糊集合係用以規

範不具精確範圍事物之集合，且以歸屬函數 [ ]: 0A Xµ →� ,1 ，此表示為 X 集合中之

元素 x，歸屬於模糊集合 之程度，對要素ｘ∈Ｘ，則A� ( ) [ ]0,1A xµ ∈� 。 ( )A xµ � 表示

x 屬於模糊集合 之程度或歸屬等級，且A� Aµ � 值愈大表歸屬程度愈高。依模糊集合

之概念，可定義在無額外樣本訊息之下，模糊事件 之事前機率 ： A� ( )P A�

( )P A� ＝ ( ) ( )
1

m

rA
r

rx P xµ
=
∑ �                                                                                       (2.1) 

設 1 2{ , ,..., }mX x x x= 為樣本訊息空間(Sample Information Space)，若當狀態 發生

下: 

iS

rx 樣本訊息(不具模糊性) 被獲得之事前機率 ( )r iP x S 為已知，則定義在獲得樣

本訊息 rx 之事後機率依貝氏定理［Bayes’ Rule］為: 
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( ) ( ) ( )
( )

r i i
i r

r

P x S P S
P S x

P x
⋅

=                                                                                  (2.2) 

上式表示在樣本訊息 rx 存在下，狀態 發生之機率。 iS

 

2.1.2 模糊樣本訊息空間 

實務上，投資者於估計選擇權評價模式中相關變數時，依Mowen (1972) 之實

務調查研究顯示，投資者會先觀察其相關之歷史樣本資料，此時投資者對某個變

數之參數分配將有了某種程度之瞭解、認識，此時參數之分配係屬事前機率分

配。惟投資者進一步進行選擇權評價時，將面臨相關樣本訊息，此樣本訊息將使

投資者增進其對母體之認知，進而形成事後機率分配。樣本訊息會影響投資者對

變數之估計，故仍將涉及主觀判斷問題，在此等樣本訊息具模糊性情況下，其事

後機率定義為: 設樣本訊息空間 1 2{ , ,..., }mX x x x= 且{xr}, 1,2,...,r m= 為獨立事件，

1 2{ , ,..., }JM M M M=� � � � 為X上之模糊樣本訊息空間，模糊集合 jM� , j=1,2,…,J稱為模

糊樣本訊息，在獲得 jM� 後可依貝氏定理，定義其事後機率為:  

( ) ( ) ( )
( )

j i i
i j

j

P M S P S
P S M

P M

⋅
=

�
�

�                                                                              (2.3) 

其中: ( ) ( ) ( )
1

j

m

j i r i rM
r

P M S P x S xµ
=

= ⋅∑ �
�  

     , 故 ( ) ( ) ( )
1

j

m

j r M
r

P M P x xµ
=

= ⋅∑ �
�

r

    ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1

j

j

m

r i r iM
r

i j m

r rM
r

P x S x P S
P S M

P x x

µ

µ

=

=

⋅ ⋅
=

⋅

∑

∑

�

�

�                                                               (2.4) 

(2.4)式說明在模糊樣本訊息空間存在下，狀態 發生之機率，可用來描述投

資者面臨不同資料時，所產生之不確定性。 

iS

 

2.1.3 模糊狀態空間 

投資者於處理實際選擇權評價時，不僅面臨具模糊性之樣本訊息空間，其所

處之狀態空間亦具模糊性。實務上投資者進行選擇權評價時，除了考量股價、風
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險利率、股價報酬變動性、履約價格、到期期間等變數外，其次應考量一般經濟

景氣與產業榮枯情況，例如投資者預測風險時可按「經濟景氣」、「經濟持平」

與「經濟不景氣」三種狀況分別評估其可能之風險，惟何狀態下可視為「經濟景

氣」、「經濟持平」與「經濟不景氣」，此種「景氣」、「持平」與「不景氣」

三者曖昧性模糊語意仍有賴投資者之主觀判斷，因此投資者面臨之狀態空間亦隱

含模糊性存在。 

 

2.1.4 模糊行動 

投資者所擬定行動方案不同，將導致選擇權之價格有差異，惟考量投資者所

處之環境變動不居、投資時效之急迫性及此等投資無法試行等因素，故實務上對

不同行動下變數之估計仍須投資者判斷為之。因此，投資者於處理不確定情況下

選擇權評價間題時，擬採行之方案亦具模糊性存在。例如，投資者如大量買進或

賣出股票選擇權時，會造成其在市場上助漲助跌之現象; 然此「大量」為多少量

才算「大量」? 此門檻估為多少? 此為存在模糊性之決策行動。 

 

2.1.5 模糊決策空間 

由以上分析可知，投資者實際處理選擇權評價問題時，係由一個模糊狀態、

模糊樣本訊息、模糊行動及評價函數四項維度所構成之決策問題。按此四項維

度 ， 則 選 擇 權 評 價 問 題 可 以 模 糊 決 策 空 間 (Fuzzy Decision Space) 

{ }, , ( ), ( , )B F A P F C A F= � �� � � � 以描述之，其中: 

{ }1 2, ,..., KF F F F=� � � �  表模糊狀態特徵的集合，  k=1,2,…,K表S上之某一模糊集

合，S ={S

,kF�

1,S2,…,SI}表狀態集合，Si, i=1,2,…,I表狀態集合中某一狀態。 

{ }1 2, ,..., NA A A A=� � � � 表模糊行動集合， , n=1,2,…,N表D上之某一模糊集合，

表行動集合。  l=1,2,…,L表投資者可採行之某一行動或方案。 

nA�

1 2{ , ,..., }LD d d d= ,lD

( )kP F F=�
k
� 之事前機率 

( , )C A F A F= ×
�� � �之評價函數  則: 

1.模糊狀態 之事前機率定義為: kF�
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    =                                                                                         (2.5) ( )kP F� ( ) ( )
1

k

I

iF
i

S P Sµ
=

⋅∑ � i

2.模糊狀態 之事後機率: kF�

設 1 2{ , ,..., }JM M M M=� � � � 表X上之模糊樣本訊息空間，模糊集合 jM� , j=1,2,…,J為

模糊樣本訊息， 1 2{ , ,..., }mX x x x= 表樣本訊息空間，且xr, r=1,2,…,m為獨立事件。 

當獲得模糊樣本訊息 jM� 時，模糊狀態 之事後機率代入(2.4)式，按貝氏定理推

論模糊事件事後機率為: 

kF�

1

1

1

( | ) ( ) ( | )

( ) ( ) (
( )

( )

k

j

k

I

k j i i jF
i
m

r i r iI M
r

iF
i j

P F M S P S M

P x S x P S
S

P M

µ

µ
µ

=

=

=

= ⋅

⋅ ⋅
= ⋅

∑

∑
∑

�

�

�

� � �

�

)
                                                             

 

1 1

1

( ) ( ) ( | ) ( )

( ) ( )

k j

j

I m

i r r iF M
i r

m

r rM
r

S x P x S P

x P x

µ µ

µ

= =

=

⋅ ⋅ ⋅
=

⋅

∑∑

∑

� �

�

iS

                                                   
(2.6)

       

若獲得多個模糊樣本訊息，例 1M� , 2M� , 則模糊狀態 之事後機率 按

貝氏定理可得: 

kF� 1 2( | ,kP F M M� � � )

2 1

1 2

1 1 1
1 2

1 1

( ) ( | ) ( ) ( ) ( )
( | , )

( ) ( ) ( ) ( )

k

QI m

i r i r qF M M
i r q

k Qm

r r q qM M
r q

S P x S x x P S
P F M M

x P x x P x

µ µ µ

µ µ

= = =

= =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅

∑∑∑

∑∑

� � �

� �

� � �
i

                (2.7)               

 

2.1.6 模糊行動之期望值 

投資者處於某模糊狀態 且獲得模糊樣本訊息kF� jM� 情況下，須進一步考量報

酬而擬定可行方案之行動 nA� ，由本文分析可知，投資策略不同將導致選擇權評價

模式之買權價格差異。投資者亦須估計模糊行動 nA� 、模糊狀態 之下所發生之風

險及股價變動性，以求算買權價格，即為評價函數 之函數值 C( , ), 故

之買權價格可定義為: 

kF�

( , )C A F� � nA� kF�

nA�
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1

( | ) ( , ) ( | )
K

n j n k k j
k

C A M C A F P F M
=

= ⋅∑� �� � � �                                                                   (2.8) 

並藉 釐定應採取之最適行動( | )n jC A M� �
nA∗� 。最適模糊行動 nA∗� 之買權價格為

                                                                                    (2.9)   *

1
( | ) ( |

N

n j n j
n

C A M C A M
=

= ∧� �� )�

上式意涵為投資者在樣本訊息存在情況下，所選擇的買權價格愈低，損失愈小。 

 

2.2 模糊 Black-Scholes 選擇權評價模式之導出 

針對 B-S 選擇權評價模式未臻完善之部分修正其不足使之更趨近完美，以下

採用模糊理論之方法，並導出模糊選擇權評價模式。 

 

2.2.1 變數之估計 

選擇權評價模式中主要變數為現行股價、風險利率、股價報酬波動度、履約

價格、到期期間等變數，其中於不確定性情況下，風險利率、股價報酬波動度之

期望值均有賴投資者估計之，惟投資者之主觀估計將隱含模糊性因素存在，故投

資者於估計各變數時，應將主觀判斷之模糊因素納入考量，在此情況下各變數之

估計方法說明如下: 

1. 風險利率(R)期望值之估計 

(1) 令 1 2{ , ,..., }IS S S S= 表狀態集合，Si, i=1,2,…,I表過去風險利率，P(Si)表Si之

事前機率。 

(2) 投資者在預測風險利率時，須判斷未來景氣之變化，此判斷將存在模糊

性。令 { }1 2, ,..., KF F F F=� � � � 表投資者對經濟景氣狀態之判斷，為模糊狀態集

合，  k=1,2,…,K 表 S 上之某一模糊狀態集合。 ,kF�

(3) 風險利率除受經濟景氣變化影響外，投資者須估計風險利率的未來走勢，

令 { }1 2, ,..., JM M M M=� � � � 表投資者對風險利率成長幅度之估計，係 X 上之

模糊樣本訊息空間， jM� , j=1,2,…,J 為模糊樣本訊息。而 1 2{ , ,..., }mX x x x=

為一樣本訊息空間， ,rx  r=1,2,…,m，表利率成長率，惟成長幅度大小亦

有賴投資者估計之。 

(4) Si, i=1,2,…,I之狀態下第t期風險利率之期望值Rt(Si): 
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( )
1

[1 ( | )]
m

t i i r r i
r

R S S x P x S
=

= ⋅ + ⋅∑                                                                  (2.10) 

(5) 依(2.1)及(2.10)式可得 之下第 t 期各風險利率之期望值kF� ( )t kR F� : 

                                                                                  (2.11)                  1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k

I

k iF
i

t k k t i

P F S P S

R F P F R S

µ
=

= ⋅

= ⋅

∑ �
�

� �

i

(2.11)式說明在不同的經濟景氣狀態下，具有不同的風險利率。 

2. 股價報酬波動性 (σ) 期望值之估計 

股價變動之未來趨勢為投資人擬定購買決策之主要依據，預期股價上漲或股

價波動愈大則買進選擇權愈有利，惟應用上股價之波動度有賴投資者評估，因投

資人無法待股價穩定或確定後，方擬定其購買決策，所以投資者對股價變化之評

估，係具模糊因素存在。因此第 t 期股價變動係屬隨機漫步，不同期間之股價變

動 均 有 所 不 同 ， 均 須 仰 賴 投 資 者 估 計 之 ， 其 估 計 則 具 模 糊 性 。 若

{ }1 2, ,..., NA A A A=� � � � 表模糊行動集合， nA� , n=1,2,…,N 表 D 上之某一模糊行動集合， 

 代表在1,2,...,u = v tuσ 上不同的波動度。即 nA� 表投資者對股價波動的估計，例如

投資者預期股價波動度很高，則會買進選擇權，反之則否。因為波動度愈大，投

資者愈可從中獲利，故波動度之大小，則會影響購買決策， nA� 行動下 σ 期望值之

估計為: 

1

( ) ( ) ( )
v

t tu tuA A
u

E tuPσ σ µ σ σ
=

= ⋅ ⋅∑� ��                                                                        (2.12) 

(2.12)式說明股價波動度之期望值如果愈大，投資人愈可從中獲利。 

3. 模糊選擇權評價模式 

投資者處理選擇權評價模式之實際情境，係一個由模糊狀態、模糊樣本訊

息、模糊行動及評價函數四項維度所構成的決策空間，可以模糊決策空間

{ }, , ( ), ( , )B F A P F C A F= � �� � � � 描述之。其中 表( , )C A F� � A F×
� � 之評價函數，就選擇權評

價模式而言，結合上式及(1.15)式，可計得 行動下之評價函數值 C( , ): nA� nA� kF�

( ) ( )2
1, ln( / ) ( / 2) / RT

n kC A F S N S K R T T Ke N d Tσ σ σ−⎡ ⎤= ⋅ + + − ⋅ −⎣ ⎦
�� � � � � �  
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( ) ( )

( ) ( )
1

2

( ) ( ) ( )1 1

1

ln( / ) { ( ) ( ) ( ) [ ] / 2} I
k i i t iFki

I v

i i t i tu tu tuF A S P S R S Ti u
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tu tu tuA
u

S K S P S R S P T
S N Ke

P T

µ
µ σ µ σ σ

σ µ σ σ

=
− ⋅ ⋅∑= =

=

⎧ ⎫⎡ ⎤
+ ⋅ ⋅ + ⋅⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦= ⋅ −⎨ ⎬

⎡ ⎤⎪ ⎪⋅⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑

∑
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�

( ) ( )

( ) ( )
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1 1

1

1

ln( / ) { ( ) ( ) ( ) [ ] / 2}
- ( ) ( ) T
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k

I v

i i t i tu tu tuF A v
i u

tu tu tuv A
u

tu tu tuA
u

S K S P S R S P T
N P

P T

µ σ µ σ σ
σ µ σ σ

σ µ σ σ

= =

=

=

⎧ ⎫⎧ ⎫⎡ ⎤
+ ⋅ ⋅ + ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎡⎪⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⋅ ⋅⎨⎨ ⎬ ⎬⎢ ⎥
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⎪⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

∑ ∑
∑

∑

� �

�

�

 ⎤
 (2.13)            

nA� 行動係基於獲得模糊樣本訊息 jM� 而定，故 行動之買權價格nA� ( )n jC A M� � 可

定義為: 

( )n jC A M� � = ( ) (
1

,
K

n k k j
k

C A F P F M
=

⋅∑ � � � � )                                                               (2.14) 

故 ( n jC A M� � )可定義為: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1

1

,

,

k

k j

j

K I

n j n k i i jF
k i

I m

i r r iK F M
i r

n k m
k

r rM
r

C A M C A F S P S M

S x P x S P
C A F

x P x

µ

µ µ

µ

= =

= =

=

=

= ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅
= ⋅

⋅

∑ ∑

∑∑
∑

∑

�

� �

�

� �� � �

� �SSS
iS                     (2.15)                

投資者最後得藉 ( n jC A M� � )以釐定應採取之最適行動 nA∗� ，最適行動 之買權價

格

nA∗�

( n jC A M∗� � )可定義為: 

( )n jC A M∗� � = (
1

N

n jn
C A M

=
∧ � � )                                                                                 (2.16)                  

                                  

2.2.2 模糊 Black-Scholes 選擇權評價模式 

本節擬比較 B-S 與加入模糊概念之選擇權評價模式之差異性，說明模糊性因

素對選擇權分析決策之影響，以描述在模糊環境下之選擇權評價模式。 

一、模糊選擇權評價模式與 B-S 選擇權評價模式之比較 

按Zadeh (1965)對模糊集合之定義，若為X集合上的一個模糊集合，則

[ ]: 0A Xµ →� ,1 ， Aµ � 為 A� 之歸屬函數，亦即當 x X∈ ，則 ( ) [ ]0,1A xµ ∈� 。當歸屬函

數之值域予以改變為{0,1}時， A�即轉化明確之集合A， Aµ � 轉化成明確之特性函數

CA。此種轉化就投資者於選擇權評價中之意涵，係代表投資者於判斷選擇權評價

模式中相關變數 ( , , , , )S K R Tσ 之變化時，不具任何模糊性存在，亦即 ( ) 1A xµ =� 或
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0。在此情況下，因 ( ) ( ) 1AA x C xµ = =� ，假如 x A∈ ， ( ) 0AC x = ，假如 x A∉ 。則模

糊事件 發生之機率可定義為: A�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

m m

r r A r rA
r r

P A x P x C x P x P Aµ
= =

= ⋅ = ⋅ =∑ ∑�
�                                       (2.17) 

依 B-S 選 擇 權 評 價 模 式 而 言 ， 投 資 者 面 臨 之 決 策 空 間 為

{ }, , ( ), ( , )i l iB S D P S C d S= ，就B-S模式而言 即C值，故於S( , )l iC d S i狀態且獲得xr樣

本訊息之下，其最適方案之買權價格 ( l r
C d x∗ )可定義為: 

  
( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

( ) ,

,

I

l l ir l i

IL

l i i r
l i

C d x Min C d S P S x

C d S P S x

∗

=

= =

⎧ ⎫
= ⋅⎨ ⎬

⎩

= ⋅

∑

∑∧

i r
⎭                                                        (2.18)                    

依 模 糊 選 擇 權 評 價 模 式 而 言 ， 投 資 者 面 臨 之 決 策 空 間 為

{ }, , ( ), ( , )B F A P F C A F= � �� � � � ， 若 於 模 糊 狀 態 且 獲 得 模 糊 樣 本 訊 息 空 間kF�

{ }1 2, ,..., JM M M M=� � � � 下最適方案之買權價格 可定義為:   ( |nC A M∗� � )j

   
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

,

,

K

n j n k k jj k

KN

n k k j
n k

C A M Min C A F P F M

C A F P F M

∗

=

= =

⎧ ⎫
= ⋅⎨ ⎬

⎩

= ⋅

∑

∑∧

� �� �

� � � �

⎭
� �

                                                (2.19)                  

 就選擇權評價模式而言，模糊選擇權評價模式係投資者於估計該模式之相關

變數之變化時，隱含著模糊性存在，除非投資者掌握相關變數之完全資訊，方可

將其模糊性因素排除，否則不但投資者對相關變數之估計具模糊性，亦造成樣本

訊息對相關變數之影響。如果投資者受客觀因素所限，使相關變數予以確定為一

固定值，將可完全排除其模糊性。不可諱言地，投資者如果可以掌握相關變數之

完全資訊或客觀環境，於估計相關變數時，便可排除主觀判斷上之模糊性。 

 

2.3 模糊 Black-Scholes 選擇權評價模式與傳統機率 Black-Scholes 選擇

權評價模式之比較 

以下將比較模糊 B-S 選擇權評價模式與傳統機率 B-S 選擇權評價模式之差

異。 
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2.3.1 模糊選擇權評價模式與 B-S 選擇權評價模式所決定第 t 期風險利率期望值之

比較 

本節擬比較 與 之差異性，以說明模糊性因素對選擇權評

價模式之影響，其對選擇權相關變數之影響作以下推論: 

( |l rC d x∗ ) )j( |nC A M∗� �

命題 2.1: 當模糊樣本訊息 jM� ，模糊狀態 存在下，令kF� (t k )R F� 與Rt各代表模糊選

擇權評價模式與B-S選擇權評價模式所決定第t期風險利率之期望值。若將模糊因

素予以排除則 ( )t k tR F ≤� R 。 

證明: 為使文章順暢，詳細數學証明請見附錄一。 

推論: 由命題 2.1 顯示，當模糊樣本訊息 jM� 及模糊狀態 存在下，投資者於估計

風險利率時，若忽略其主觀估計所隱含之模糊性因素對R

kF�

t之影響，而仍以B-

S選擇權評價模式估計之，將高估Rt之期望值，造成B-S選擇權評價模式中買

權價格偏離的現象。 

 

2.3.2 模糊選擇權評價模式與 B-S 選擇權評價模式所決定第 t 期股價報酬率波動度

期望值之比較 

命題 2.2: 當模糊樣本訊息 jM� ，模糊狀態 存在下，kF� ( )tAE σ� � 與E(σt)各代表模糊選

擇權評價模式與B-S選擇權評價模式所決定第t期股價變動度之期望值。若將模糊

因素予以排除，則 ( ) ( )t tAE Eσ σ≥ � � 。 

證明: 為使文章順暢，詳細數學証明請見附錄二。 

推論: 由命題 2.2 顯示，當模糊樣本訊息 jM� 及模糊狀態 存在下，投資者在估計

股價報酬波動度時，若忽略其主觀估計所隱含之模糊性因素對σ

kF�

t之影響，而

仍以B-S模式估計之，則將高估σt之期望值，加強投資人買進賣出的動機，

造成市場上標的資產助漲助跌現象，易造成市場之不穩定性。 

 

2.3.3 模糊選擇權評價模式與 B-S 選擇權評價模式買權價格期望值之比較 

命題 2.3: 當模糊樣本訊息 jM� ，模糊狀態 存在下，若將模糊因素予以排除，則 kF�

(1) 在價內時(S >K)，則將高估買權價格之期望值，即 ( )( )l nr
C d x C A M∗ ∗≥ � �

j 。 

證明: 為使文章順暢，詳細數學証明請見附錄三。  

 31



(2) 在價平時(S =K)，則將高估買權價格之期望值，即 ( )( )l nr
C d x C A M∗ ∗≥ � �

j 。 

證明: 為使文章順暢，詳細數學証明請見附錄四。 

(3) 在價外時(S <K)，則將低估買權價格之期望值，即 ( )( )l nr
C d x C A M∗ ∗≤ � �

j 。 

證明: 為使文章順暢，詳細數學証明請見附錄五。 

推論: 由命題 2.3 顯示，從以上證明可知，B-S選擇權評價模式，係假定投資者於

估計選擇權相關變數時不具有模糊性存在，亦即投資者於主觀判斷相關變

數之變化時，均可作完全正確之預估，使 ( ) ( ) 1
n nt tA ARµ µ σ= =� � 。此等假設，

除非投資者已掌握完全資訊或客觀環境已確定情況下才成立，否則投資者

估計B-S選擇權評價模式中相關變數認定為不具模糊性或忽略不計，不但不

符實際狀況，且將造成訂價錯誤。再者，B-S選擇權評價模式係假定投資者

判斷於Si狀態下取得xr樣本訊息時，對Si及xr可作正確預估，不具模糊性存

在，亦即 ( ) ( ) 1
k ji rF MS xµ µ=� � = ，故B-S選擇權評價模式之買權價格在價內及

價平時將大於模糊選擇權之買權價格，而在價外時則小於模糊選擇權之買

權價格，若投資者按此B-S買權價格以為投資依據，將會蒙受不白損失。 

 

2.4 釋例 

本節擬以 Y 公司，標的股票為 Z 股票之買權為例，來說明投資者由模糊選擇

權評價模式所計算之買權價格於不確定情況下之運用，茲說明 Y 公司之模糊決策

空間如下: 

 

2.4.1 模糊決策空間 

(一)  狀態集合 

已知投資者所購買之Y 公司單一標的股票為Z 股票，風險利率( Rt )之預估工

作，長期以來均由該公司銷售部門專家所執行。該公司銷售部門專家預估次期風

險利率係按「經濟景氣」、 「經濟持平」與「經濟不景氣」分別評估其次期可能

風險利率。設狀態集合 { }1 2 3 4 5, , , ,S S S S S S= ，其中 表買權之風險利率。模糊狀

態集合

iS

{ }1 2 3, ,F F F F=� � � � ， 表經濟景氣， 表經濟持平， 表經濟不景氣。設模

糊狀態 , k=1,2,3 之歸屬函數及 , i=1,2,3,4,5 之事前機率如表 2-1 所示。 

1F� 2F� 3F�

kF� iS
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表 2-1 ( )
k iF Sµ � 及  ( )iP S

 Si( tR ) 
( )k iF Sµ � or  ( )iP S 1% 2% 3% 4% 5% 

1 ( )iF Sµ �  0 0 0.8 0.9 1.0 

2 ( )iF Sµ �  0 0.9 1.0 0.8 0 

3 ( )iF Sµ �  1.0 0.9 0.8 0.5 0 

( )iP S  0.1 0.2 0.4 0.2 0.1 

 

(二)  樣本

投資

(σ )，由

有標的股

60%降為

{ 1,X x=

投資者係

為預估之

率將相當

生 rx 之事

及 rx 之事

表 2-2 P

              

iS  
S1

S2

S3

S4

S5

 

 

訊息空間 

者近期為因應市場股票報酬率之波動，故重新擬定股票報酬波動度

於 S、K、T、R 可直接觀察而得，但σ 必須藉由估計求得，換句話說要

票過去一段時間的日報酬資料，故根據歷史資料，決定將現行之σ 由

40%，預估此改變將使風險利率降低。設樣本訊息空間

}2 3 4, ,x x x ，其中 rx , r = 1,2,3,4 代表風險利率成長率且 ( )rx 為獨立事件。

按「風險利率成長率相當高」、「風險利率成長率變化不大」之狀況以

基礎，亦即模糊樣本訊息空間 { }1 2,M M M=� � � ，其中 1M� 表風險利率成長

高， 2M� 表風險利率成長率變化不大。已知 Y 公司過去在 狀態下，發iS

前機率 ( r iP x S )，詳表 2-2。模糊樣本訊息 jM� , j=1,2 之歸屬函數 ( )
j rM xµ �

前機率 ，詳表 2-3。 ( )rP x

( )r ix S  

                 rx  

tR  10% 15% 20% 25% 

1% 0.3 0.3 0.2 0.2 
2% 0.5 0.4 0.1 0 
3% 0.6 0.3 0.1 0 
4% 0.8 0.2 0 0 
5% 1.0 0 0 0 
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表 2-3 ( )
j rM xµ � 及  ( )rP x

 
rx  

( )
j rM xµ � or ( )rP x  10% 15% 20% 25% 

( )1 rM xµ �  0 0.2 0.8 0.8 

( )2 rM xµ �  0.2 0.8 0.6 0 

( )rP x  0.2 0.3 0.3 0.2 

 

(三)  模糊行動集合 

投資者為因應下期風險利率之成長，經考量市場現況，決定其行動集合

{ }1 2,D d d= ，其中第一方案( ): 預期股價波動性很高，大量買進股票選擇權。第

二方案( ): 預期股價波動性不大，故少量買進股票選擇權，經評估各方案之買權

價格說明如下: 

1d

2d

方案一: 投資者如大量買進股票選擇權時，會造成其在市場上助漲助跌之現象，

造成σ 上升，導致更大的獲利空間，所以買權價格上漲。 

方案二: 投資者如少量買進股票選擇權時，較不易造成其在市場上之波動，σ 上

升幅度不大，獲利空間不大，故買權價格下跌。 

設模糊行動集合 { }1 2,A A A=� � � ，其中 1A� 為d1上之模糊集合，表示σ 約 60% ，

2A� 為d2上之模糊集合，表示σ 約 40%， ( )
n tAµ σ� 詳表 2-4。 

表 2-4 ( )
n tAµ σ�  

 
tuσ  

( )n tAµ σ�  20% 40% 60% 80% 

( )1 tAµ σ�  0 0.6 1.0 0.8 

( )2 tAµ σ�  0.8 1.0 0.5 0 

( )tuP σ  0.2 0.3 0.3 0.2 

1
( ) ( ) ( )

v

t tu tuA A
u

E P tuσ σ µ σ σ
=

= ⋅ ⋅∑� �� , 其中 1( ) 0.38AE σ =� � , 2( ) 0.242AE σ =� �  。 

(四)  評價函數 
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投資者按 nA� ， 發生下，將其各別 S、K、T 納入 B-S 評價模式，以求算買

權價格，而此買權價格即為評價函數

kF�

)( ,C A F� � 之函數值 )( ,n kC A F� � 。 

1.  狀態下風險利率期望值 kF�

Y 公司考量風險利率成長率 rx , r = 1,2,3,4 後，在 , i=1,2,3,4,5 之狀態下新

風險利率之期望值

iS

( )t iR S 為: ( ) ( )
4

1

1t i i r r i
r

R S S x P x S
=

⎛ ⎞= ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑   

按表 2-2 資料計得 ( )1 0.012,tR S = ( )2 0.023,tR S = ( )3 0.034,tR S = ( )4 0.044,tR S =  

; , k=1,2,3 之下風險利率之期望值( )5 0.055tR S = kF� ( )t kR F� : 

( ) ( ) ( )t k k t iR F P F R S= ⋅� �  

其中，  
1

( ) ( ) ( ).
k

I

k iF
i

P F S P Sµ
=

= ⋅∑ �
�

i

按表 2-1 資料計得 ( )kt FR ~
詳表 2-5: 

表 2-5 ( )t kR F�  

kF�  1F�  2F�  3F�  

( )t kR F�  0.020 0.025 0.023 

 

2.評價函數值 

Y 公司新股價變動率已定為 40%，得將前文所計得 ( )t kR F� 代入 B-S 選擇權評

價模型 Eq. (1.15)。設 Y 公司現行市場狀況下 S =100(元)，K =100(元)，T =1(年)求

算買權價格，且 Y 公司僅有一支標的股 Z，故此買權價格即為 Y 公司評價函數

之數值。其 之結果如下: )( ,C A F� � )( ,n kC A F� � )( 1 1, 15.925;C A F =� �   

  

)( 2 1, 10.552;C A F =� �

)( 1 2, 16.128;C A F =� � )( 2 2, 10.773;C A F =� � )( 1 3, 16.07;C A F =� �  )( 2 3, 10.71C A F =� � 。 

(五)  最適行動之買權價格期望值 

投資者計得 ，並考量其獲得模糊樣本訊息)( ,n kC A F� �
jM� ，j=1, 2 之下，則 nA� 期

望買權價格 )( n jC A M� � 可依定義: 
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)( ( ) ( )1 2 1 2
1

, ,
K

n n k k
k

C A M M C A F P F M M
=

= ⋅∑� �� � � � � �,  

)( 1 1 2,C A M M =� � � 8.385; )( 2 1 2,C A M M =� � � 5.587 

投資者最適行動之期望買權價格 )( ( )1 21
,

N

n j nn
C A M C A M M∗

=
= ∧� �� � �  

)( (2

1 21
,n j nn

C A M C A M M∗

=
= ∧ =� �� � )� 5.587。 

故投資者應採A2為宜。 

 

2.4.2 模糊 B-S 選擇權評價模式健全性之分析與討論 

就選擇權評價而言，模糊選擇權評價模式係主張投資者於估計該模式相

關變 R、σ 之變化時，其均隱含模糊性因素存在，除非投資者掌握相關變數

之完全訊息並受客觀環境所限，使相關變數予以確定，方可將模糊性因素予

以排除。 

本文以下擬以前文所舉 Y 公司釋例之數據為例，藉比較 及

之差異，以分析模糊性因素對 B-S 選擇權評價模式之影響，並以此

說明模糊選擇權評價模式之健全性: 

( |l rC d x∗ )

)j( |nC A M∗� �

(一) 風險利率期望值之比較 

令 ( )t iR S 表 B-S 評價模式下所計得之風險利率期望值，按本文(2.10)式及貝式

定理 ( )t iR S 可定義為: ( ) ( )
1 1

[1 ( | )]
I m

t i i r r i i
i r

R S S x P x S P
= =

= ⋅ + ⋅ ⋅∑ ∑ S  

依前文所舉 Y 公司釋例之數據為例，按表 2-1、表 2-2 計得風險利率期望值 

( )t iR S 為: 

( )t iR S =0.034 

此數據均大於本釋例按模糊選擇權評價模式所計得之風險利率期望值

( )1tR F� =0.020  ( 2t )R F� =0.025  ( )3tR F� =0.023。 

此結論與本文命題 1.1 之推論結果相符，亦即投資者於估計風險利率期望值

時，若將其估計中所隱含之模糊性因素予以忽略不計，則將高估其風險利率

期望值，造成投資決策之錯誤。 

(二) 股價報酬波動度期望值之比較 
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令 ( )tE σ 表 B-S 選擇權評價模式下所計得之股價報酬波動度期望值，按本文

(2.12)式及貝式定理 ( )tAE σ� � 可定義為: 
1

( ) ( ) ( )
v

t tu tuA A
u

E P tuσ σ µ σ σ
=

= ⋅ ⋅∑� ��  

依前文所舉Y 公司釋例之數據為例，按表 2-4 計得股價報酬波動度期望值 

E(σt)為: 

E(σt)=0.5 

此數據均大於本釋例按模糊選擇權評價模式所計得之股價報酬波動度期望值 

1( ) 0.38AE σ =� � ;   2( ) 0.242AE σ =� � 。 故此結論與本文命題 2.2 之推論結果相符，

亦即投資者於估計股價報酬波動度期望值時，若將其主觀估計中所隱含之模

糊性因素予以忽略不計，則將高估其股價報酬波動度期望值，加強投資人買

進賣出的動機，導致市場上標的股票助漲助跌現象，易造成市場之不穩定

性。 

(三) 買權價格期望值之比較   

令 與 各代表 B-S 選擇權評價模式與模糊選擇權評價模式

所計得二方案買權價格之期望值。按前節所舉 Y 公司釋例， 股票報酬波動度

為 40%之下，按上節所計得 、

( |l rC d x∗ ) )j( |nC A M∗� �

( )t kR F� ( )tAE σ� � ，可計得二模式下各方案之

與 為:  ( |l rC d x∗ ) )j

) )j

( |nC A M∗� �

( |l rC d x∗ =21.09 ; =5.587。 ( |nC A M∗� �

由上可知，B-S 選擇權評價模式在價平時(S = K)將大於模糊選擇權評價模式所

計得之買權價格期望值。此等結論與命題 2.3 之推論結果相符，亦即投資者

於進行選擇權評價時，若將其估計中所隱含之模糊性因素予以忽略不計，則

將高估其買權價格期望值，造成相關投資決策之錯誤。 

 

2.5 結論 

本節係探討投資者於模糊環境下之選擇權評價問題，因受限於投資者對選擇

權評價分析時之相關變數作主觀評估常隱含「模糊性」存在，並常常受模糊樣本

訊息所影響，故本文按模糊理論及貝氏定理以度量該模糊性及模糊樣本訊息之效

果，據以作為估計選擇權評價模式中相關變數期望值之依據，並藉以建立模糊選

擇權評價模式，以釐定不確定性情況下選擇權評價問題，由於人類思維及行為，
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均具模糊及非定量化之特性，故針對選擇權評價問題而言，模糊選擇權評價模式

較符合人性決策方式。 

本篇進一步推論發現，投資者若不考慮相關變數之模糊因素於選擇權評價模

式中則: (1)將高估風險利率的期望值，造成買權價格偏離的現象; (2)將高估股價報

酬波動度的期望值，高估投資人獲利空間，易造成市場之不穩定性; (3) 除非投資

者已掌握完全訊息或客觀環境已確定情況下，否則投資者估計 B-S 選擇權評價模

式中相關變數時，在價內(S>K)及價平(S=K)時，將高估買權價格期望值，而在價

外(S<K)時，將低估買權價格期望值，此舉將導致訂價決策之錯誤，造成投資人之

損失。 
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第三章  模糊二項式選擇權評價模型 
 

不論是 B-S 或 CRR 模型所求算之買權價格皆是一個固定值，但是考量不確

定情況下之買權價格，應該為一區間值，故本研究將一般 CRR 模型加進模糊集

合理論，建立模糊二項式選擇權評價模型，以求得買權價格區間，並提供不同風

險偏好者更多投資組合之選擇。 

 

3.1 背景與問題 

當我們預測和估計選擇權價格時，我們無法精確地計算出它的真實價格，因

為選擇權的價格在不確定之環境下為一個區間值。投資者使用一般 CRR 模型 必

須能夠估計和預測無風險利率和股價報酬之波動性二個變數來當做分析之基礎。

而投資者之估計和預測不可避免地受不同程度之不確定性因素所影響，因此本文

試圖建立一個模糊二項式選擇權評價模型來預測選擇權價格，同時提昇選擇權評

價模型之實務性也為投資問題之不確定性提供一個解決方法。而模糊集合理論之

發展相當迅速，目前應用幾乎遍及所有領域，舉凡自動化控制、資訊管理、氣象

預報、地震研究、人工智慧、圖形識別、醫療診斷、體育訓練、農作物選種、商

品評價以及經濟、心理、管理、社會、語言、歷史、法學、哲學研究等社會科學

領域，多在其應用範圍內，故本研究採用模糊理論來處理選擇權評價模型於不確

定情況下之問題。 

 

3.2 模糊集合理論 

模糊集合理論是由 L.A. Zadeh (1965)首先提出。自此，模糊集合理論就被廣

泛應用於許多領域中，其理論主要強調二元邏輯之不合理性，因為在現實生活

中，許多事情無法被明確區別，所以必須使用模糊觀念去描述。 

 

3.2.1 模糊數  

實數 R 的任意模糊子集稱為模糊數，令 A 為模糊數，且乃正的模糊數，其隸

屬函數
A

µ �為: 
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1. ( ) : [0,1]
A

x Rµ →�  

2. ( ) 0, ( , ]
A

x x cµ = ∀ ∈ −∞�  

3. 在[c,a]嚴格遞增 

4. ( ) 1, [ , ]
A

x x a bµ = ∀ ∈�  

5. 在[b,d]嚴格遞減 

6. ( ) 0, [ , )
A

x x dµ = ∀ ∈ ∞�  

其中，c a b d≤ ≤ ≤ 均屬於 R，且允許有c = −∞或 c=a，或 a=b，或 b=d，或

 的情形存在。 d = +∞

當上述 3、5 兩項性質分別改為嚴格直線遞增及遞減時，則 可用四元數

(c,a.b,d) 表示，由於

A�

A
µ �之圖形狀似梯形，故稱之為梯形模糊數(trapezoidal fuzzy 

number);當 a=b 時，它可用三元數(c,a,d)表示，此時
A

µ �的圖形狀似三角形，故稱

之為三角模糊數(triangular fuzzy number)，亦即後者為前者的一個特例。 

梯形模糊數之隸屬函數為: 

1 

0 c a 

( )A xµ �

d xb  

圖 3-1 梯形模糊數 之隸屬函數 ( , , , )A c a b d=�

,

1,
( )

0,

A

x c c x a
a c

a x b
x

x d b x d
b d

µ

−⎧ ⎫≤ ≤⎪ ⎪−⎪ ⎪
≤ ≤⎪ ⎪= ⎨ ⎬−⎪ ⎪≤ ≤

⎪ ⎪−
⎪ ⎪
⎩ ⎭

�

S

SS

S

SS其他

                                                                                 

而三角模糊數之隸屬函數則為: 
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( )A xµ �

1 

0 c a  d x

圖 3-2 三角模糊數 之隸屬函數 ( , , )A c a d=�

,

( ) ,

0,

A

x c c x a
a c
x dx a x d
a d

µ

−⎧ ⎫≤ ≤⎪ ⎪−⎪ ⎪
−⎪ ⎪= ≤ ≤⎨ ⎬−⎪ ⎪

⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

�

S

S

SS其他

                                                                                

 

3.2.2 模糊數之運算 

模糊集合之運算基本上是根據擴張原理(extension principle)將一般的數學概念

推廣應用到模糊集合中，此原理最早係由 Zadeh (1965)提出，並經多次修正，

Zimmermann (1991)定義該原理如下: 

對1 ，i r≤ ≤ iA� 為定義於宇集合 iX 的模糊子集，隸屬函數 ( )A xµ � ，若

1: , ( ,..., ),r 1 rf X X Y y f x x×⋅⋅⋅× → = 則可依映射 f 擴張定義宇集合 y 的一個模糊子

集B�為: 1{( , ( )) | ( ,..., ), , 1,..., }r iBB y y y f x x x iµ= = =�
� r  

其中， 

{ }1 1
1 1( ,..., ) ( ) ( ) , ( )

( )
0

ir i r iA
B

Sup x x f y Min x f y
y

µ φ
µ

− −
≤ ≤

⎧ ∈ ≠⎪= ⎨
⎪⎩

�
�

其他SSSSSSSS  SSSS
                              

Dubois and Prade (1978)所提出之模糊數本身也是一個模糊集，當然也可運用

上述原理進行擴張運算。如在三角模糊數方面，Laarhoven and Pedrycz (1983)依據

擴張原理導得加法、乘法、倒數、指數、對數之擴張運算式，Liang and Wang 

(1994) 也列出了梯形模糊數之變號、加法、減法、乘法、除法時的擴張運算式，

而 Kaufmann and Gupta (1991) 整理出有關模糊數的一些算術運算，其主要運算如

下: 
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變號- :  1 2 3 4 4 3 2 1( , , , ) ( , , , )a a a a a a a a− = − − − −

加法 :  ⊕ 1 2 3 4 1 2 3 4 1 1 2 2 3 3 4 4( , , , ) ( , , , ) ( , , , )a a a a b b b b a b a b a b a b⊕ = + + + +

)

)

1−

減法 :  Θ 1 2 3 4 1 2 3 4 1 4 2 3 3 2 4 1( , , , ) ( , , , ) ( , , ,a a a a b b b b a b a b a b a bΘ = − − − −

乘法 : ⊗

              1 2 3 4 1 2 3 4

1 1 1 2 3 4 1 2 3 4 1 1 2 2 3 3 4 4

, ( , , , ) ( , , , )
, 0, ( , , , ) ( , , , ) ( , , ,

c R c a a a a ca ca ca ca
a b a a a a b b b b a b a b a b a b
∈ ⊗ =

≥ ⊗ ≅

除法∅ :  

1 1 1 2 3 4 1 2 3 4

1 4 2 3 3 2 4 1

1 2 3 4 1 2 3 4

0, 0, ( , , , ) ( , , , )
( / , / , / , / )

0, ( , , , ) ( / , / , / , / )

a b a a a a b b b b
a b a b a b a b

c a a a a c a c a c a c a c

≥ > ∅
≅
> ∅ =

 

倒數   :  1 1 1 1
1 1 2 3 4 4 3 2 10, ( , , , ) ( , , , )a a a a a a a a a− − − −> ≅

平方根:
1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 2 3 4 1 2 3 40, ( , , , ) ( , , , )a a a a a a a a a> ≅
1
2  

關於模糊集合之排序或大小比較方面的研究很多 Dubois and Prade (1980), 

Bortolan and  Degani (1985),  Chen (1985)等。Lee and Li (1997)依模糊事件之機率

衡量，在機率分配為均勻分配，與隸屬函數成比例分配的兩種情形下，比較兩個

模糊數之大小，其方法是求兩模糊數之平均值、變異數、以平均值大的數為大，

當平均值相等時則比較變異數，並以變異數小者為大，而當兩者俱相等時則視為

兩數相等。由於模糊事件之機率分配未知，在不失一般性之情況下，可假設其為

均勻分配，此時模糊數 的平均值 及變異數 之計算式如下: A� ( )m A� 2 ( )s A�

2
2 2

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )

A A

A A

A A

A A

x x dx
m A

x dx

x x dx
s A m A

x dx

µ

µ

µ

µ

=

= −

∫
∫
∫
∫

�

�

�

�

�

� �
 

其中 表對 R 中使A∫ ( ) 0A xµ >� 之所有 x 值的積分。 

由前式可求得三角模糊數或梯形模糊數之平均值及變異數並據以比較大小。當

且 不全等時，其平均值及變異數分別如下: 1 1 2 3 2 1 2 3 4( , , ), ( , , , )A a a a A a a a a= =� �
ia
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1 2 3
1

2 2 2
2 21 2 3 1 2 1 3 2 3

1

2 2 2 2
1 2 1 2 3 4 3 4

2
1 2 3 4

3 2 2 3 3 2 2 3
2 21 1 2 1 2 2 3 3 4 3 4 4

2 2
1 2 3 4

( )
3

( ) ( )
18

( )
3( )

( ) ( )
6( )

a a am A

a a a a a a a a as A

a a a a a a a am A
a a a a

a a a a a a a a a a a as A m A
a a a a

+ +
=

+ + − − −
=

+ + − − −
=

+ − −

+ + + − − − −
= −

+ − −

�

�

�

� �

 

三角模糊數為梯形模糊數之特例，而本研究為了方便運算，主要是採三角模

糊數來處理選擇權評價之問題，其歸屬函數及運算規則如下: 

( ) /( )
( ) ( ) /( )

0
A

r x r m m x r
x x l m l l x m

otherwise
µ

→
→

→→→

− − ≤ ≤⎡
= − −

→→
≤

→→
≤⎢

⎢⎣
�  

( )A xµ �

1 

0 l m  r x

          圖 3-3 三角模糊數之歸屬函數 

根據三角模糊數性質和 Zadeh (1965)所提出之操作原則，茲將二組三角模糊

數之運算規則 1 1 1( , , )A l m r=� 和 2 2 2( , , )B l m r=� 說明如下: 

(1) 相加型模糊數  ⊕

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )l m r l m r l l m m r r⊕ = + + +  

(2) 相減型模糊數  Θ

        1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )l m r l m r l r m m r lΘ = − − −  

(3) 相乘型模糊數  ⊗

        1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )l m r l m r l l m m r r⊗ ≅  

(4) 於模糊數前乘上正的係數 k ⊗  

1 1 1 1 1 1( , , ) ( , , )k l m r kl km kr⊗ =  

(5) 相除型模糊數∅  

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( / , / , / )l m r l m r l r m m r l∅ ≅  
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3.2.3 模糊關係 

實際上事物間之關係常無明確(crisp)，亦即「x∈A 與否」的答案是模糊的

(fuzzy)，可用 ( )
A

xµ � 函數符號加以表示。我們使用 0 到 1 之間的數來代表事件之模

糊關係，也就是我們用 1/0 來代表傳統事件之間有或沒有關係。當數字愈接近 1

時，此種關係非常強烈。相反的，當數字愈接近 0 時，關係就非常微弱。在模糊

集合理論中，使用歸屬函數來描述關係時，其基本的運算包括聯集、交集和合成

集合，令 和A X Y⊆ × B X Y⊆ × ，A 和 B 之運算關係如下。 

(1)聯集 

( , )A BA B x yµ ∪∪ =  

        
max[ ( , ), ( , )]

[ ( , ), ( , )]
A B

A B

x y x y
x y x y
µ µ

µ µ
=
= ∨

 

(2)交集 

( , )A BA B x yµ ∩∩ =  

                      
min[ ( , ), ( , )]

[ ( , ), ( , )]
A B

A B

x y x y
x y x y
µ µ

µ µ
=
= ∧

 

(3)合成集合 

合成集合有數種型式，其中最為人所熟知的是「最大-最小」型之運算。假設

和A X Y⊆ × B X Y⊆ × ，A 和 B 之最大-最小型運算集合如下:  

       ( , )A BA B x zµ= DD  

               
max[min( ( , ), ( , ))]

[ ( , ) ( , )]
A B

A B

x y y z
x y y z

µ µ
µ µ

=
= ∨ ∧

 

其中「。」為運算子。 

 

3.3 模糊二項式選擇權評價模型 

選擇權之買權(call option)為買方有權利在未來某一段期間內，以事先約定好

的價格向賣方買入某一數量的標的資產。故由以上陳述可知: 履約價格與到期日

已經決定，股價則在每個時點反映出來，但利率則決定於貨幣市場的利率，而股

票報酬的標準差非直接觀察所得，是來自歷史資料和情境分析之估計得來，所以

無風險利率及股價波動性 (R,σ) 的估計常隱含著不確定性，故我們將無風險利率
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及股價波動性加入模糊概念，推導出模糊二項式選擇權評價模型，其模型說明如

下，包括 t=1,2,…,n 期之模糊二項式選擇權之評價。 

 

3.3.1 t=1 至 t=2 期之模糊二項式選擇權評價模型 

股票價格 選擇權價格 

t=1  t=2 t=1  t=2 

                                                        ( , , )d ul m um u urP S P S P S⋅ ⋅ ⋅ ( , , )h m lR t R t R t
ul um ure C e C e C− ∆ − ∆ − ∆⋅ ⋅ ⋅

uC CS                                                                   ( ,   ),d m C

{(1 ) ,(1 ) ,(1 ) }u dl m dm d drP S P S P S− ⋅ − ⋅ − ⋅                   ( , , )l m hR t R t R t
dl dm dre C e C e C− ∆ − ∆ − ∆⋅ ⋅ ⋅

圖 3-4  在∆t 時間下股價波動之模糊二項式選擇權評價模型 

假定買權在一期後即將到期，股價剛開始為S (t=1)，下一期(t=2)股價可能向

上或向下，而向上及向下之波動可能性各有三種，分別為向上Sur (=ur⋅S)，Sum 

(=um⋅S)，Sul (=ul⋅S) 和向下Sdr (=dr⋅S)，Sdm (=dm⋅S)， Sdl (=dl⋅S) 三種股價。因此在

每一個時點，股價會由一個值 (S) 增加到 6 個值 (Sur, Sum, Sul, Sdr, Sdm, Sdl)。 

其中: 

Sur: 股價向上波動之最大值， (1 )
0 [ ]t

urS S e ρ σ+ ∆= ⋅ ， 

Sum: 股價向上波動之平均值， 0 [ ]t
umS S eσ ∆= ⋅ ， 

Sul: 股價向上波動之最小值， (1 )
0 [ ]t

ulS S e ρ σ− ∆= ⋅ ， 

Sdr: 股價向下波動之最大值， (1 )
0 [ ]t

drS S e ρ σ− − ∆= ⋅ ， 

Sdm: 股價向下波動之平均值， 0 [ ]t
dmS S e σ− ∆= ⋅ ， 

Sdl: 股價向下波動之最小值， (1 )
0 [ ]t

dlS S e ρ σ− + ∆= ⋅ 。 

而買權在到期值分別為C Smax( ,0)ur ur K= − K，C Smax( ,0)um um= −

K

，

， C Smax( ,0)ul ulC S K= − max( ,0)dr dr= − K，C Smax( ,0)dm dm= −

uB

，

。  max( ,0)dl dlC S K= −

結合債券和股票投資組合之後，可得到買權價格，茲以股價最大波動為例，

說明如下: 

u uC S= ∆ ⋅ +  
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其中: 

u∆ : 假設股票可以無限分割，此為股價最大波動下可購買之股票張數;  

S : 目前股票價格; 

Bu: 在股價最大波動下，投資債券的數量。  

假設我們在股價最大波動下購買 u∆ 數目之股票並投資Bu 數量於債券上，其

無風險利率之區間為 ( , , )l m hR R R ，一期過後，對於股價向上波動之投資組合值為

，和股價向下波動之值為hR t
u ur S e B∆∆ ⋅ ⋅ + ⋅ u

hR t
u udl S e B∆∆ ⋅ ⋅ + ⋅ 。 

其中: 

ur: 向上波動之最大範圍，股價波動從S 到 Sur (=ur⋅S) 此為股價向上波動之最大值; 

dl: 向下波動之最大範圍，股價波動從S 到 Sdl (=dl⋅S) 此為股價向下波動之最小值; 

hR te ∆ : 無風險利率折現因子; 

hR t
ue B∆ ⋅ : 在股價最大波動下，債券折現值之和。 

假設投資組合不是向上就是向下波動，其值等於買權價格，令 則可

得到以下二式:  

, ,ur ur dl dl
∧ ∧

∈ ∈

hR t
u ur S e B C

∧
∆∆ ⋅ ⋅ + ⋅ =u ur

u dl

                                                                                      (3.1) 

hR t
u dl S e B C

∧
∆∆ ⋅ ⋅ + ⋅ =                                                                                        (3.2) 

將(3.1)與(3.2)式解聯立後可得(3.3)及(3.4)式 

( ) h

dl ur
u

R t

ur C dl CB
ur dl e

∧ ∧

∧ ∧
∆

⋅ − ⋅
=

−
                                                                                             (3.3) 

,
( )

ur dl
u

C C

ur dl S
∧ ∧

−
∆ =

−
為最大波動性下之避險比率。                                                (3.4) 

將(3.3)及(3.4)式代入 中，可導出下面的式子。 u uC S= ∆ ⋅ + uB

( ) h h

h h

h h h h

ur dl dl ur
u

R t R t

R t R t
ur dl dl ur

R t R t R t R t

C C ur C dl CC S
ur dl S ur e dl e

C e C e ur C dl C

ur e dl e ur e dl e

∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧ ∧ ∧
∆ ∆ ∆ ∆

− ⋅ − ⋅
= ⋅ +

− ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
= +

⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
S
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( ) ( )

( ) ( )

( )

h h

h h

h h

h

R t R t
ur dl

R t R t

R t R t
ur dl

R t

e dl C ur e C

ur e dl e

e dl C ur e C

ur dl e

∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧
∆

− + −
=

⋅ − ⋅

− + −
=

−

    …………………………………………  (3.5) 

令         ,1
h hR t R t R t

u u
e dl ur dl e dl ur eP P
ur dl ur dl ur dl

∧ ∧ ∧ ∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− − − +
= − = =

− −

h∆−

−
……………      ……… (3.6) 

同樣可得， ,1
m mR t R t

m m
e dm um eP P
um dm um dm

∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧ ∧ ∧

−
= − =

− −

−  ………………… ………………….(3.7) 

,1
l lR t R t

d d
e dr ul eP P
ul dr ul dr

∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧ ∧ ∧→
− −

= − =
− −

→→ …………………………………...……(3.8) 

故股價向上波動的機率分別為 Pu，Pm 和Pd，而向下波動的機率則為 1-Pu，1-

Pm 和 1-Pd。所以在股價波動性下所求出之Cu，Cm 和Cd 為買權價格之最大值、平

均值和最小值，其三角模糊數為(Cd, Cm, Cu)，其中: 

[ (1 )lR t
u u ur uC e P C P C− ∆= ⋅ + − ⋅ ]dl

]dm

]dr

………………………   ………………………(3.9) 

同樣也可推導出股價在平均和最小波動性下之買權價格如下: 

[ (1 )mR t
m m um mC e P C P C− ∆= ⋅ + − ⋅ ………………………………………… …(3.10) 

[ (1 )hR t
d d ul dC e P C P C− ∆= ⋅ + − ⋅ …………..………………………………  …(3.11) 

 

3.3.2 t=2 至 t=3 期之模糊二項式選擇權評價模型 

[步驟 1] 

t=3 至t=2 期為t=2 至t=1 期之延伸，故在t=3 期可產生 62個股價，其中不同的

路徑可能會產生相同值，在結合相同值後，約有 15 個不同的股價。接下來，我

們使用t=3 期的股價和履約價可計算出t=3 期之買權價格。將最大及最小之買權價

格代入(3.9)式後，就可得到買權價格模糊區間之極右值，同樣的方法代入(3.10)及

(3.11)式中，可得到買權價格模糊區間之平均值與極左值。  

[步驟 2] 

接下來運用去模糊化的方法 (Opricovic and Tzeng, 2003)，將買權價格之模糊

區間代入 (3.12)式，在大於 t=1 期時，每個節點可得到一個買權價格區間，其中

包合三個買權價格。使用 (3.12) 式後可簡化成一個 BNP (Best Nonfuzzy 
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Performance )值，也就是一個買權價格，所以每個節點最後可得到一個 BNP 值，

即一個平均買權價格。而在 t=2 期有 6 個節點，將此 6 個買權價格中最大及最小

值代入(3.9)式，又可推算 t=1 期買權價格模糊區間之極右值，同樣的方法可得到

買權價格之平均值與極左值，最後可求算出 t=1 期買權價格模糊數之區間值。針

對模糊數 iR� 之 BNP 值可表示於下:  

[( ) ( )] / 3i i i i i iBNP UR DR MR DR DR= − + − +� � � � i�  ∀                                             (3.12)

其中: ;iUR� iMR� ; 分別為模糊區間之極右、平均、極左值。 iDR�

 

3.3.3 多期模糊二項式選擇權評價模型 

如何由 t=n 期之股價推算出 t=1 期之買權價格，茲將詳細之推導過程解釋於

下。  

[步驟 1]: 首先根據歷史資料估計σ 值，並將ρ 設定在一個上下振動可接受之區間，

換句話說， σ(1+ρ) 為向上波動之最大值，σ是向上波動之平均值，而σ(1-ρ) 是向上

波動之最小值，-σ(1-ρ)是向下波動之最大值，-σ是向下波動之平均值，      -σ(1+ρ) 

是向下波動之最小值，並分別可算出 Sur，Sum，Sul，Sdr， Sdm 和 Sdl  6 個股價值。 

[步驟 2]: 接下來從t=n 期之股價和履約價來計算t=n 期之買權價格。過程類似CRR

模型，其中， ，而Cmax( ,0)n nC S K= − n、Sn、K分別為第t期之買權價格、股票價

格及履約價格。 

[步驟 3]: 從t=n 期推算t=n-1 期之買權價格。即將模糊集合理論應用於CRR 模型

中，亦即給予股價報酬波動度和無風險利率一個區間值，代入(3.6)、(3.7)、(3.8)

式中，可得到不同機率值，在股價最大波動度下，將Cur 和 Cdl 代入(3.9)式，同樣

的作法，在股價平均波動度下將Cum 和 Cdm代入(3.10)式，而在股價最小波動度下

將 Cul 與 Cdr 代入(3.11)式，可求出 Cu，Cm 和 Cd 分別為最大、平均和最小值之買

權價格，所以每個節點有三個買權價格，再將其代入(3.12)式中，可簡化成一個

BNP值即買權價格。 

[步驟 4]: 接著從 t=n-1 期推算 t=n-2 期之買權價格。由步驟 3 可知，每個節點有一

個BNP值，依循t=n期至 t=n-1 期相同之方法，在股價最大波動度下將Cur 和 Cdl 代
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入(3.9)式，在股價平均波動度下將Cum 和 Cdm代入(3.10)式，在股價最小波動度下

將 Cul 與 Cdr 代入(3.11)式，可求出在t=n-2 期之買權價格區間。 

[步驟 5]: 最後依序推算出 t=n-2 期 到 t=n-3,…,t=1 期之買權價格。即重複以上相同

步驟，就可從 t=n, n-1 一直推算到 t=1 期之買權價格區間。 

根據之前的討論，我們知道在模糊二項式選擇權評價模型中，股價之波動性

不是向上就是向下，類似於CRR 模型。不同的是在模糊二項式選擇權評價模型

中，向上和向下之波動性各有三種狀態，所以在每一個節點，如果剛開始股價為

S，下一期可能變成Sur，Sum，Sul，Sdr， Sdm 和 Sdl  6 個股價值，而每個節點可能發

生ur，um，ul，dr，dm，或 dl波動度之次數為a、b、c、d、e、f ，故波動度可表

示為 (1+ ) t a[e ]ρ σ ∆ ，[ ]t beσ ∆ ， (1 )[ ]t ce ρ σ− ∆ ， (1 )[ ]t de ρ σ− − ∆ ，[ ]t ee σ− ∆ ， (1 )[ ]t fe ρ σ− + ∆ 。 

 針對不同期間之每個節點可能股價值做以下結論: 

1. (1 )
0 [ ] [t a t bS e eρ σ σ+ ∆ ∆⋅ ] ; 

2. (1 ) (1 )
0 [ ] [ ]t a t cS e eρ σ ρ σ+ ∆ − ∆⋅ ; 

3.  (1 ) (1 )
0 [ ] [t a t dS e eρ σ ρ σ+ ∆ − − ∆⋅ ] ; 

4. (1 )
0 [ ] [t a t eS e eρ σ σ+ ∆ − ∆⋅ ] ; 

5.  (1 ) (1 )
0 [ ] [t a t fS e eρ σ ρ σ+ ∆ − + ∆⋅ ] ; 

6.  (1 )
0 [ ] [t b t cS e eσ ρ σ∆ − ∆⋅ ] ; 

7.  (1 )
0 [ ] [t b t dS e eσ ρ σ∆ − − ∆⋅ ] ; 

8.  0 [ ] [t b t eS e eσ σ∆ − ∆⋅ ] ; 

9.  (1 )
0 [ ] [t b t fS e eσ ρ σ∆ − + ∆⋅ ] ; 

10. (1 ) (1 )
0 [ ] [t c t dS e eρ σ ρ σ− ∆ − − ∆⋅ ] ; 

11. (1 )
0 [ ] [t c t eS e eρ σ σ− ∆ − ∆⋅ ] ; 

12.  (1 ) (1 )
0 [ ] [t c t fS e eρ σ ρ σ− ∆ − + ∆⋅ ] ; 

13. (1 )
0 [ ] [t d t eS e eρ σ σ− − ∆ − ∆⋅ ] ; 

14.  (1 ) (1 )
0 [ ] [t d t fS e eρ σ ρ σ− − ∆ − + ∆⋅ ] ; 

15.  (1 )
0 [ ] [t e t fS e eσ ρ σ− ∆ − + ∆⋅ ] 。 

詳細說明和股價報酬波動度之可能情況請參見附錄七。 
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3.4 變數和資料描述 

以實際之例子來解釋模糊二項式選擇權評價模型，其變數和資料之特性描述

於下。資料來源來自於 DataStream S&P500 股價指數選擇權，標的股票為

S&P500 股價指數選擇權，樣本資料包括從 2003 年 7 月 28 日至 2004 年 3 月 15 日

每天之收盤價。在發行日當天(2003/7/28) ，S&P500 股價指數為 996.52，履約價

為 1100，買權價格為 16.4。茲以分析期間三個月為一單位，並以美國三個月期之

國庫券利率來表示無風險利率，其中最低、平均及最高之無風險利率分別為

0.85%、0.915%、0.98%。另外，根據 Canina and Figlewski (1993) 檢驗美國

S&P100 指數選擇權市場，其認為隱含波動度與真正波動度無關，實證結果亦發

現歷史波動度比隱含波動度具有較好之波動度預測能力。而關於歷史波動度預測

水平期間選取方面，建議以半年或較短之估計期間、Galai (1983) 建議選取 30 天

之預測水平期間。另根據 Kroner (1996)當預測水平期間較小，在高波動性之樣本

中較能捕捉到波動性群聚之現象，故本研究使用最近 30 至 60 天之歷史資料來估

計每天股價收盤價報酬率之波動度為 11.4181%。  

 

3.5 股票價格之模糊樹 

以CBOT (Chicago Board of Trade)歷史資料來估計股價報酬率之波動度並使用

無風險利率 ( , , )l m hR R R 表示最低、平均和最高之折現率。其中σ(1+ρ)、σ和σ(1-ρ) 

分別為向上波動之最大值、平均值及最小值，所以 (1 )[ ]tur e ρ σ+ ∆= ， [ ]tum eσ ∆=  

和 (1 )[ tul e ρ σ− ∆= ]  是向上波動之程度，而Sur (=ur⋅S)， Sum (=um⋅S) 和Sul (=ul⋅S) 分別

為股價向上波動之極右值、平均值與極左值。換句話說，-σ(1-ρ)、-σ和 -σ(1+ρ) 是

向下波動之最大值、平均值及最小值，所以 (1 )[ ]tdr e ρ σ− − ∆= ， [ ]tdm e σ− ∆=  和 

(1 )[ tdl e ρ σ− + ∆= ]  是向下波動之程度，而Sdr (=dr⋅S)，Sdm (=dm⋅S) 和Sdl (=dl⋅S) 分別為

股價向下波動之極右值、平均值與極左值。  
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例如，當ρ=5%，從 t=1 至 t=2 期，σ 剛開始的波動度為 1.05σ 和 0.95σ 為向上

波動之最大值和最小值，而 -0.95σ 和 -1.05σ 為向下波動之最大值和最小值。然

後，我們令「u」和「d」 分別代表向上和向下之波動。 

從歷史資料(2004/1/1-2004/3/15)估計股價報酬率之波動度為 11.4181%，將其

予以模糊化後，可得向上波動之股價Sur，Sum，Sul 和向下波動之股價 Sdr，Sdm，

Sdl。 

Sur : 股價向上波動之極右值，其中 (1 ) tur e ρ σ+ ∆= ，所以 

1.05 0.3996.52 1064.1542.urS e σ×= × =  

Sul : 股價向上波動之極左值，其中 (1 ) tul e ρ σ− ∆= ，所以 

0.95 0.3996.52 1057.5198.ulS e σ×= × =  

故向上波動之股價區間介於 1064.1542 和 1057.5198 之間。 

Sdr : 股價向下波動之極右值，其中 (1 ) tdr e ρ σ− − ∆= ，所以

0.95 0.3996.52 939.0388.drS e σ− ×= × =  

Sdl : 股價向下波動之極左值，其中 (1 ) tdl e ρ σ− + ∆= ，所以

1.05 0.3996.52 933.1844.dlS e σ− ×= × =  

故向下波動之股價區間介於 939.0388 和 933.1844 之間。 

因為向上和向下波動度各有三種情況，所以在 t=2 期時有 6 個節點，亦即可

產生 6 個股價指數，而 t=3 期，則有 36 個節點，合併相同值後可產生 15 個不同

的股價指數，茲將 t=1 至 t=3 期股價指數之變動情形描述於圖 3-5。 

 51



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖 3-5 股票價格之模糊樹 

 

 52



3.6 買權價格之模糊樹 

將t=0.6 ( 約 7 個月)之股價減去履約價可算出t=0.6 之買權價格。其中，

，max( ,0)ur urC S K= − max( ,0)um umC S K= − ， max( ,0)ul ulC S K= − ，

，max( ,0)dr drC S K= − max( ,0)dm dmC S K= − ， max( ,0)dl dlC S K= − 。接下來，將

無風險利率之模糊數及(3.6)、(3.7)、(3.8)式代入(3.9)、(3.10)、(3.11)式中，可得

每個節點之最適買權價格區間。例如，t=0.6 時Cum 為                       max(1132.8306-

1100,0)=32.8306，Cdm為max(999.6410-1100,0)=0，而

，故 t=0.6 之C[ (1 )mR t
m m um mC e P C P C− ∆= ⋅ + − ⋅ ]dm m =16.5779。另外，Cur 在t=0.6 為

18.3606，Cdl為 0，故t=0.3 之Cu=8.3672。 詳細情形請參照圖 3-6 。 

同樣的方法，我們可得到每一期買權價格之模糊區間值，為了處理買權價格

之敏感度分析，我們將其分為四期，每一期為 3 至 4 個月 (t=0.3)。模糊區間之敏

感度分別為 5%，10%， 15% 和 20%，其買權價格之變化情形如表 3-1 所示。 

表 3-1 模糊二項式模型之買權價格區間和敏感度分析 

 不同期間之買權價格 

敏感度分

析 (ρ) 

1 (t=0.3) 2 (t=0.6) 到 期 值  

(t=0.664)  

3 (t=0.9) 4 (t=1.2) 

5% 8.3672 

7.4695 

6.5731 

13.6326 

13.1544 

 

12.6761 

14.9518 

14.4258 

13.8999 

19.8162 

19.1139 

18.4125 

25.4562 

24.9621 

24.4680 

10% 9.2375 

7.4684 

5.6975 
 

14.0695 

13.1553 

 

12.2425 

15.4336 

14.4260 

13.4191 

20.4637 

19.1115 

17.7580 

25.8915 

24.9640 

24.0378 

15% 10.1050 

7.4658 

4.8169 
 

14.5087 

13.1573 

 

11.8104 

15.9258 

14.4305 

12.9668 

21.1513 

19.1253 

17.2311 

26.3689 

24.9732 

23.6359 

20% 10.9702 

7.4615 

3.9302 
 

14.9881 

13.1605 

 

11.3984 

16.4625 

14.4523 

12.5701 

21.8991 

19.2159 

16.8905 

27.0043 

25.0511 

23.3409 
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圖 3-6 買權價格之模糊樹 
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3.7 一般與模糊二項式選擇權評價模型之比較 

為了比較一般二項式選擇權評價模型與模糊二項式選擇權評價模型之差異。

茲將不同期間之一般二項式選擇權評價模型之買權價格描述如表 3-2 所示。 

表 3-2  CRR 模型之買權價格變化與敏感度分析  

 不同期間之買權價格 

敏 感 度 分

析 (ρ) 

1 (t=0.3) 2 (t=0.6) 到 期 值  

(t=0.664)  

3 (t=0.9) 4 (t=1.2) 

5% 9.0946 14.1880 15.7130 21.3362 26.6044 

10% 10.8769 15.6178 17.4354 24.1379 29.0729 

15% 12.6704 17.0609 19.1735 26.9636 31.5690 

20% 14.4751 18.5176 20.9274 29.8135 34.0930 

從表 3-1 與 3-2 可知，買權價格之三角模糊數隨著不同期間之敏感度變化，

中間值皆趨於穩定，變化不大。但是當敏感度變大時，此時模糊區間也跟著變

大。從表 3-1 可得買權價格之敏感度愈小，買權價格也愈小。換句話說，買權價

格敏感度愈大則其區間範圍也愈大。在這個例子中，當敏感度變大時，模糊二項

式選擇權評價模型比一般二項式選擇權評價模型還要準確，也比較接近實際值

16.4。而模糊二項式選擇權評價模型所求算買權價格之極右值皆低於 CRR 模型所

求算之買權價格，且其節點較多，故隨著期間之拉長，模糊二項式模型會較 CRR 

模型收斂更快。 

應用模糊集合理論於一般 CRR 模型後，我們可得到選擇權到期時，在 ρ =5%

之下，其三角模糊數介於 13.9 和 14.95 之間，而一般 CRR 模型所求算之買權價格

為 15.713。此二個模型所求算之買權價格皆低於真實市價 16.4。這是因為系統偏

誤介於理論值和市價之間。所以實務上，在敏感度不大的情況下，選擇權之市值

通常高於理論值 (Black, 1975 and Merton, 1976)。當敏感度變大，我們發現選擇權

到期時，在 ρ =20% 之下．其三角模糊數介於 12.57 和 16.46 之間，但是一般之

CRR 模型為 20.9274。由此可知，模糊二項式模型之區間值包含真實之市場價值

16.4，但是一般 CRR 模型所求算之買權價格卻高於市場價值，所以模糊二項式模
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型之買權價格區間比一般 CRR 模型更接近市價，和一般 CRR 模型比較起來，一

般 CRR 模型之買權價格值皆高於模糊二項式模型三角模糊數之極右值。  

在一般 CRR 模型中，因為投資者之主觀判斷所隱含模糊性之影響是不可避

免的。如何形容高或低的語意值，用模糊理論中之三角模糊數描述機率性是較貼

切也較簡單的方法，因為使用統計方法的機率值必須具有很大的樣本數，也必須

知道母體之分配情況。用三角模糊數之觀念試圖處理機率性之實際問題，同時較

簡單也比較容易理解，因為不確定之觀念常常出現在做決策的資料中，在實際情

況下明確值是缺乏的，所以我們無法正確地預測買權價格。且未來充滿著不確定

性，所以買權價格無法準確預測，實際上存在著買權價格區間。而模糊二項式模

型所求算出之買權價格亦為一區間值，故較符合實際狀況也較貼近實際值，並可

提供不同的風險偏好者依本身之風險容忍度作投資選擇。 

投資者結合 CRR 模型及模糊集合理論，並根據三角模糊數之極左值及極右

值來收集他們的投資組合策略。當市值介於極左和極右值之三角模糊數區間內，

風險愛好者會買更多，然而風險趨避者比風險中立者買較少。當市值低於三角模

糊數之極左值，一個風險趨避者會買更多。因此，這個研究結果能提供不同風險

偏好之投資者更多的選擇機會。 

 

3.8 討論 

截至目前為止，關於選擇權訂價，有許多學者已經做了實質的努力並有了更

進一步的成果。實證分析顯示，B-S 模型，似乎很難處理在投資過程中所存在的

不確定性問題。現實生活中，做決策的問題是複雜的，有很多因素會影響選擇權

的價格，不單單只是幾個變數就可說明，也要考慮人為因素與情境分析。使用模

糊機率能夠提供更有彈性，而不是僵化的價格。近年來，也有不少學者將模糊理

論開始用在選擇權的定價上。例如， Simonelli (1991) 結合模糊數及 Von Neumann 

and Morgenstern (1994)效用理論來建立模糊隨機模型。Zmeskal (2001, 2005) 提出

模糊隨機選擇權訂價模型來評估一個公司的股價，其過程如同買權一般，透過線

性梯形模糊數、模糊隨機方法解決風險和模糊性之問題。Carlsson and Fuller (2003)

介紹一個實質選擇權之規則，用梯形模糊數估計預期現金流量和期望成本之現

值，如此可決定最適之履約時間。Yoshida (2003) 介紹模糊邏輯特到隨機財務模

型中，說明系統中隨機性和模糊性及一個人之主觀判斷。然而，他們並沒有討論
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B-S 模型和市場價格之偏差。許多財務學者已經使用實證的資料去驗證 B-S 模型

之正確性。我們的結果證明模糊選擇權與傳統 B-S 模型存在主觀上偏差之情況。  

本研究採用模糊理論來衡量實務上選擇權分析之模糊性，所以我們使用模糊

的觀念在不確定的參數，包括無風險利率和股價報酬波動性來導出模糊選擇權評

價模型，我們的結果證明了 B-S 模型之偏差性，這個偏差提供一個機會給投資者

買進或賣出的機會，同時提供更多的資訊給投資者做投資決策。另外我們同時也

提供一個買權價格的區間值，提供給不同的風險偏好者更多樣化的投資選擇。基

於風險與報酬相互抵換，高風險高報酬，當買權價格愈趨近極右值時，此時風險

愛好者會買更多，因為他認為較高的買權價格，所隱含之波動度也愈大，具有更

多的套利空間。當買權價格趨近極左值時，風險趨避者會買更多，因為即使損

失，也不致損失太多。而風險中立者會傾向購買中間值，承受適當的風險並賺取

適當的報酬。所以，如果買權價格低於我們所求算的三角模糊數極左值，我們會

買更多，因為此時它比較便宜。如果買權價格高於三角模糊數之極右值，我們就

不會去買，但如果有人要買，我們就賣給他，從中賺取較多的報酬。如果買權價

格落在極左值與極右值間，則應看我們之風險偏好及歸屬函數而定。 
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第四章  總結 
 
4.1 結論 

選擇權理論價格與市價差異頗大，其原因可能是券商之避險成本、稀薄交易

量與 B-S 選擇權評價模型對於標準差之假設不合理等。採用歷史波動度下，對於

選擇權市場價格平均而言呈現低估之現象，且定價誤差顯著，高估到期日較遠的

權證，低估到期日較近的權證; 高估偏向價內程度的權證而低估波動性較小的權

證。針對 B-S 模型、CRR 模型及模糊二項式三種模型之比較，茲以 S&P500 股價

指數選擇權為例，於價外(S<K)時，其市價皆比 B-S 模型與 CRR 模型所求算之理

論價還高，權證之價值有被低估之現象。大致而言，B-S 模型所求出之理論價格

比 CRR 模型及模糊二項式模型所求算之理論價格還低，且誤差較大。而模糊二

項式模型所求算之理論價格在敏感度較高之情況下，比一般 CRR 模型更接近實

際值，且也較其收斂，同時又可創造出一個買權價格區間，提供不同風險偏好者

做投資選擇，其三種模型之買權價格比較如表 4-1 所示: 

表 4-1 B-S 模型、CRR 模型，及模糊二項式模型之買權價格分析 

 買權價格到期值 

敏感度分析 (ρ) B-S 模型 CRR 模型 模糊二項式模型 

5% 9.3494 15.7130 

14.9518 

14.4258 

13.8999 

10% 10.6086 17.4354 

15.4336 

14.4260 

13.4191 

15% 11.9155 19.1735 

15.9258 

14.4305 

12.9668 

20% 13.2657 20.9274 

16.4625 

14.4523 

12.5701 
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評價各種模型之目的不在於比較其優劣，而在評估何種情況下該使用何種技

術最好?且各種模型應如何相互合作，以創造出相輔相成之績效，仍需要投資者

做明智之抉擇。 

 

4.2 未來研究方向 

財務問題之需求環境主要可分為確定需求及不確定需求兩大類型，大部分之

研究皆針對前種環境，有關不確定需求環境之研究較少。在不確定需求環境下進

行投資，希望藉由本研究之努力，能對實務環境中之模糊投資問題有較完整之探

討，除提供實務參考應用外，並可作為未來相關研究之基礎。另外讀者也可針對

以下之主題從事後續之研究: 

1、因為目前使用資料驅動型模型於選擇權訂價之研究還很稀少，故可考慮如類

神經網路、遺傳規畫法、遺傳演算法等資料驅動型理論做研究，來處理不同

樣本，如期貨選擇權、貨幣選擇權、可轉換公司債等衍生性金融商品之訂價

等，而價格波動度及無風險利率亦是未來之研究重點。 

2、模糊環境下所採取之四項維度，不僅可用於分析不確定環境下之選擇權評價

分析，同時也可用於其他研究主題，如成本分析、存貨分析等。 

3、模糊集合理論於各種領域之應用已相當普遍，其在財務上之應用研究也漸增

多，但在選擇權方面之研究卻很匱乏。考慮投資環境之不確定性，應用模糊

集合理論於投資問題上，實具有相當研究之價值。 

4、實務投資環境中之模糊本質如何用隸屬函數表示，以作為模糊模式之輸入，

以及求解後之模糊輸出結果應如何解釋以轉化為投資決策，是應用模糊集合

理論於投資實務中之兩項課題，這方面的研究有待加強。 

5、本研究加入模糊集合理論來處理 CRR 模型，其中採用的是三角模糊數，未來

也可針對此採用不同之模糊數，如梯形模糊數，其他模糊數等來處理模糊區

間問題。 

6、為了簡化分析，我們使用靜態的觀點。眾所皆知，人類的想法和看法是動態

的，如何結合動態系統和模糊選擇權評價模型有待更進一步的研究和探索。

未來我們會發表這方面的研究成果，相關的書籍和進一步的探討可以參考 Yu 

(1990)。 
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在做投資決策時，要考慮的因素非常多，不單是客觀的變數，同時要考慮主

觀的因素，例如人的看法及情境分析等。本研究同時將客觀及主觀的因素考慮進

來做分析，期望能提供投資者更有彈性的買權價格，並依自己的風險偏好及喜好

去做投資決策。當然，有些重要因素本研究尚未考量進來，如交易成本、動態的

觀點等，未來我們還是繼續會朝這方面研究，希望藉著我們的努力，漸漸將投資

時不明確、不確定的情況，逐步明朗化，這也是我們日後努力的方向。 
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附 錄 一 

 

命題 2.1 證明 
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附 錄 二 
 

命題 2.2 證明 

當 jM� ， 存在下，模糊選擇權評價模式之kF� ( )tE σ� 依(2.12)及(2.14)式可得: 
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附 錄 三 
  

命題 2.3 證明 

假設買權價格處於價內時，即 S >K，令 T=1  則 ( )n jC A M∗� � 依(2.15)(2.14)(2.13)
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r
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P x
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µ µ
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=

⋅

⎡ ⎤⋅ ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ + ⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⋅
= ⋅ ⋅ −

∑

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑

∑∑

∑

� �� �
�

� �

� �

( ) ( )

( )

⋅

∑

( ) ( )1 1
1 2

1

[ ]
k j

j

I m

i rF M
Ri r

m

rM
r

S x
S N d Ke N d

x

µ µ

µ

−= =

=

⎧ ⎫
⋅⎪ ⎪⎪ ⎪− ⋅ ⋅ −⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∑

∑

� �
�

�

� �

 

其中   ( ) ( )

( )
1 1

1

0,

I m

r i i
i r

m

r
r

P x S P S

P x

= =

=

⋅
≥

∑ ∑

∑
     又因為 ,且 S >K, 1d d> 2

故 1 2( ) ( ) 0,RS N d Ke N d−⋅ − ≥ ( ) ( )1 2 0,RS N d Ke N d−⋅ − ≥�� � 但
( ) ( )

( )
1 1

1

1
k j

j

I m

i rF M
i r

m

rM
r

S x

x

µ µ

µ

= =

=

⋅
≤

∑ ∑

∑

� �

�

   

所以, ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )1 1

1 2 1 2

1

[ ]
k j

j

I m

i rF M
R Ri r

m

rM
r

S x
S N d Ke N d S N d Ke N d

x

µ µ

µ

− −= =

=

⋅
⋅ − − ⋅ ⋅ −

∑∑

∑

� �
�

�

� � 0≥  

最後可得 ( )( )l nr
C d x C A M∗ ∗≥ � �

j  
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附 錄 四 
 

假設買權價格處於價平時，即 S =K，令 T=1  則 ( )n jC A M∗� � 依(2.15)(2.14)(2.13)

式可得: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

2
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1

ln( / ) ( ) ( ) ( ) [ ] / 2

ln( / ) ( ) (

I
k k j i i t i

i Fk

j

Fk

I v I m

i i t i tu tu tu i r r i iF F M S P S R SA
i u i r

v m

tu tu tu r rMA
u r

I

i
i

S K S P S R S P S x P x S P S
S N Ke

P x P x

S K S P
N

µµ σ µ σ σ µ µ

σ µ σ σ µ

µ

=
− ⋅ ⋅∑

= = = =
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=

⎧ ⎫+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅ ⋅ −⎨ ⎬
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+ ⋅
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∑ ∑
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2
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1
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=
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⎧ ⎫⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅ ⋅
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑∑
∑

∑ ∑

� � �

�

� �

i

令 ( ) ( ) ( ) 1
k jn tu i rF MA S xµ σ µ µ= =� � � = 代入上式,則 ( )n jC A M∗� � 轉變成 ( )l r

C d x∗ : 

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1

2

( ) ( )
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2
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1

1
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I
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i
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σ
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=
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⎧ ⎫
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⎪ ⎪⎩ ⎭
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∑ ∑

∑ ∑
∑

∑
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1 1

1

)

I m

r i i
i r

tu m

r
r

P x S P S

P x
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=

⎧ ⎫ ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪ ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

∑
令
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2
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1
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I v

i t i tu tu
i u

v

tu tu
u

P S R S P
N d N

P

σ σ

σ σ
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=

⎧ ⎫
⋅ + ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬

⎪ ⎪⋅
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

∑
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1 1
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P S R S P
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=

=

⎧ ⎫⋅ +⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
∑

∑
  

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1
1

1

( ) ( ) ( ) ] / 2
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k

I v

i i t i tu tu tuF A
i u

v

tu tu tuA
u

S P S R S P
N d N

P

µ σ µ σ

σ µ σ σ
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=

⎧ ⎫⋅ ⋅ + ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

∑

� �

�

�
σ

 

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1
2

1

1

( ) ( ) ( ) [ ] / 2
( ) - ( ) ( )

k

I v

i i t i tu tu tu vF A
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tu tu tuv A
u

tu tu tuA
u

S P S R S P
N d N P

P
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σ µ σ σ

σ µ σ σ
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=

=

⎧ ⎫⋅ ⋅ + ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
∑

∑

� �

�

�

� ⋅     

因為 S =K，則 
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( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1
1 2

1 1

1 1 1 1
1 2

1
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k j k j
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m

r r rM M
r
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⋅
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∑
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r
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m
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µ

=
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=

⋅
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⎢ ⎥= ⋅ ⋅ − − ⋅ + ⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⋅
= ⋅ ⋅ − −

∑

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑

∑∑

∑

�

�

� �
�

� �

� �

( ) ( )

( )
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�
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1
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j

j
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i rM
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m
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N d e N d

x

µ

µ
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=
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⋅⎪ ⎪⎪ ⎪⋅ −⎨ ⎬
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∑
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 其中   ( ) ( )
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1 1

1

0,

I m

r i i
i r

m

r
r

P x S P S

P x

= =

=

⋅
≥

∑ ∑

∑
     又因為 , 1 2d d>

故 1 2( ) ( ) 0,RN d e N d−− ≥ ( ) ( )1 2 0,RN d e N d−− ≥�� � 但
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=
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≤
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∑
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( )
( ) ( )1 1
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1
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F jk
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m
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x
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=
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∑
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�

�

� � ≥  

最後可得 ( )( )l nr
C d x C A M∗ ∗≥ � �

j  
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附 錄    五  
 

假設買權價格處於價外時，即 S <K，令 T=1  則 ( )n jC A M∗� � 依(2.15)(2.14)(2.13)

式可得: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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C d x∗ : 

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1

2

( ) ( )
1 1 1 1

1 1

2

1 1

1

1

ln( / ) ( ) ( ) [ ] / 2
( )

ln( / ) ( ) ( ) [ ] / 2
- (

I
i t i

i

I v I m

i t i tu tu r i i P S R S
i u i r

l v mr

tu tu r
u r

I v

i t i tu tu v
i u

tuv
u

tu tu
u

S K P S R S P P x S P S
C d x S N K e

P P x

S K P S R S P
N P

P

σ σ

σ σ

σ σ
σ

σ σ

=
− ⋅∑∗ = = = =

= =

= =

=

=

⎧ ⎫
+ ⋅ + ⋅ ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅ ⋅ −⎨ ⎬

⎪ ⎪⋅
⎪ ⎪⎩ ⎭

+ ⋅ +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
∑

∑

( ) ( )

( )
1 1

1

)

I m

r i i
i r

tu m

r
r

P x S P S

P x
σ = =

=

⎧ ⎫
⋅⎪ ⎪⎪ ⎪ ⋅⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

∑
令

( )
( )

( )

2

1 1
1

1

ln ( / ) ( ) ( ) [ ] / 2
I v

i t i tu tu
i u

v

tu tu
u

S K P S R S P
N d N

P

σ σ

σ σ

= =

=

⎧ ⎫
+ ⋅ + ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬

⎪ ⎪⋅
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

∑

( )
( )

( )

2

1 1
2

1

1

ln( / ) ( ) ( ) [ ] / 2
- ( )

I v

i t i tu tu v
i u

tu tuv
u

tu tu
u

S K P S R S P
N d N P

P

σ σ
σ σ

σ σ

= =

=

=

⎧ ⎫+ ⋅ +⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
∑

∑
  

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1
1

1

ln( / ) ( ) ( ) ( ) ] / 2
( )

k

I v

i i t i tu tu tuF A
i u

v

tu tu tuA
u

S K S P S R S P
N d N

P

µ σ µ σ

σ µ σ σ

= =

=

⎧ ⎫+ ⋅ ⋅ + ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

∑

� �

�

�
σ

 

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1
2

1

1

ln( / ) ( ) ( ) ( ) [ ] / 2
( ) - ( ) ( )

k

I v

i i t i tu tu tu vF A
i u

tu tu tuv A
u

tu tu tuA
u

S K S P S R S P
N d N P

P

µ σ µ σ σ
σ µ σ σ

σ µ σ σ

= =

=

=

⎧ ⎫+ ⋅ ⋅ + ⋅⎪ ⎪⎪ ⎪= ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑
∑

∑

� �

�

�

� ⋅

    則 

 75



( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1
1 2

1 1

1 1 1 1
1 2

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )
k j k j

j j

I m I m

r i i r i i
Ri r i r

l n j m mr

r r
r r

I m I m

i r r i i i r r i iF M F M
Ri r i r

m

r r rM M
r

P x S P S P x S P S
C d x C A M S N d Ke N d

P x P x

S x P x S P S S x P x S P S
S N d Ke N d

x P x x

µ µ µ µ

µ µ

∗ ∗ −= = = =

= =

−= = = =

=

⋅ ⋅
− = ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− ⋅ ⋅ +

⋅

∑∑ ∑∑

∑ ∑

∑∑ ∑∑

∑

� � � �
�

� �

� �

� �

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

1

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2

1 1 1

1 1
1 2

1

( ) ( ) ( ) ( )
k j k j

j j

m

r
r

I m I m I m

r i i i r iF M F M
R Ri r i r i r

m m m

r r rM M
r r r

I m

r i i
Ri r

m

r
r

P x

rP x S P S S x S x
S N d Ke N d S N d Ke N d

P x x x

P x S P S
S N d Ke N d

P x

µ µ µ µ

µ µ

=

− −= = = = = =

= = =

−= =

=

⋅

⎡ ⎤⋅ ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ + ⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⋅
= ⋅ ⋅ −

∑

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑

∑∑

∑

� � � �
�

� �

� �

( ) ( )

( )

⋅

∑

( ) ( )1 1
1 2

1

[ ]
F jk

j

I m

i rM
Ri r

m

rM
r

S x
S N d Ke N d

x

µ µ

µ

−= =

=

⎧ ⎫⋅⎪ ⎪⎪ ⎪− ⋅ ⋅ −⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∑

∑

� �
�

�

� �

 

其中   ( ) ( )

( )
1 1

1

0,

I m

r i i
i r

m

r
r

P x S P S

P x

= =

=

⋅
≥

∑ ∑

∑
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附 錄    六  
 

茲使用第三章的例子來解釋模糊選擇權評價模型並證明第二章之推導結果，

其變數與資料之特性描述於下: 

資料來源來自於 CBOT (Chicago Board of Trade)和 DataStream 資料庫，其標

的資產為 S&P500 股價指數選擇權，樣本資料包括從 2003 年 7 月 28 日至 2004 年

3 月 15 日每天之收盤價。在發行日當天 (2003/7/28) S&P500 股價指數為 996.52，

在到期日履約價為 1100， 買權價格為 16.4。接下來，我們使用三個月期之短期

國庫券來表示無風險利率，其中無風險利率約為 0.915%。根據 Hull (1998)，我們

應該使用交易日而不是年，但單位應該年化，且通常權證之存績期間是少於一

年，所以我們使用過去 30 至 60 天之歷史資料去估計每天收盤價之波動性為

11.4181%。 

1. 假設過去股價波動性等同未來股價之波動性，我們就能使用過去之歷史資料

來估計未來股價報酬之波動性，一般作法為加權移動平均法。因為在 B-S 模

型中，股價波動性是用歷史資料求算，其公式為: 2

1

1 ( )
n

t
t

r r
N

σ
=

= −∑ ，其中

1

1

t t
t

t

S S
r

S
−

−

−
= ， : 第 t 期之股價報酬率，tr r : 平均股價報酬率，因為不考慮股

利發放，且報酬率不是靜態，所以計算出的股價報酬波動性 (σ )比較大(請參

見表 1-4)。 

2. 在 B-S 模型中，對於無風險利率之推導初始是將股票和其相對應之選擇權，

依適當比例在目前組成一個無風險之投資組合。事實上，無風險利率是非常

低的，在 B-S 模型中一般是用三個月期之短期國庫券來代表無風險利率，故

實際上無風險利率之估計亦有高估之嫌。 

3. 針對以上之資料描述，將各個變數代入 B-S 模型中，可得買權價格處於價外

時，當敏感度為 5%，買權價格為 9.3494，而在敏感度為 20%，買權價格為

13.2657，與實際買權價格 16.4 相比，其值略低。故若不考慮模糊因素，除非

投資者已掌握完全訊息或客觀環境已確定情況下，否則投資者於估計 B-S 選

擇權評價模式中相關變數，當其處於價外 (S <K)時，將低估買權價格，呼應

第二章命題 3 之結論與結果。 
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附 錄    七  
 

茲以下述例子說明和計算股價之波動性可能情況: 

其中 t 為期間，a+b+c+d+e+f=t-1，而 a, b, c, d, e, f =1, 2, 3,…, t-1。 

例一 

假如 t=1, a+b+c+d+e+f=0, 因為a=b=c=d=e=f=0 所以波動性為 

(1 ) 0[ ]te ρ σ+ ∆ = 0[ ]teσ ∆ = (1 ) 0[ ]te ρ σ− ∆ = (1 ) 0[ ]te ρ σ− − ∆ = 0[ ]te σ− ∆ = (1 ) 0[ ]te ρ σ− + ∆ =1。因此

在t=1 期，我們可得到唯一值S0。 

例二  

假如 t=2, a+b+c+d+e+f=1，共有 6 種股票價格如下: 

1. a=1, b+c+d+e+f=0, (1 ) 1
0 [ ]tS e ρ σ+ ∆⋅ ; 

2. b=1, a+c+d+e+f=0, 1
0 [ ]tS eσ ∆⋅ ; 

3. c=1, a+b+d+e+f=0, (1 ) 1
0 [ ]tS e ρ σ− ∆⋅ ; 

4. d=1, a+b+c+e+f=0, (1 ) 1
0 [ ]tS e ρ σ− − ∆⋅ ; 

5. e=1, a+b+c+d+f=0, 1
0 [ ]tS e σ− ∆⋅ ; 

6. f=1, a+b+c+d+e=0, (1 ) 1
0 [ ]tS e ρ σ− + ∆⋅ . 

例三 

假如 t=3, a+b+c+d+e+f=2, 共有 21 種股票價格如下: 

1. a=2, b+c+d+e+f=0, (1 ) 2 2(1 )
0 0[ ]t tS e S eρ σ ρ σ+ ∆ +⋅ = ⋅ ∆ ; 

2. b=2, a+c+d+e+f=0, 2 2
0 0[ ]t tS e S eσ σ∆ ∆⋅ = ⋅ ; 

3. c=2, a+b+d+e+f=0, (1 ) 2 2(1 )
0 0[ ]t tS e S eρ σ ρ σ− ∆ −⋅ = ⋅ ∆ ; 

4. d=2, a+b+c+e+f=0, (1 ) 2 2(1 )
0 0[ ]t tS e S eρ σ ρ σ− − ∆ − − ∆⋅ = ⋅ ; 

5. e=2, a+b+c+d+f=0, 2 2
0 0[ ]t tS e S eσ σ− ∆ −⋅ = ⋅ ∆ ; 

6. f=2, a+b+c+d+e=0, (1 ) 2 2(1 )
0 0[ ]t tS e S eρ σ ρ σ− + ∆ − + ∆⋅ = ⋅ ; 

7. a=b=1, c+d+e+f=0, (1 ) 1 1 (2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ σ ρ σ t+ ∆ ∆ +⋅ = ⋅ ∆ ; 

8. a=c=1, b+d+e+f=0, (1 ) 1 (1 ) 1 2
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ σ t+ ∆ − ∆⋅ = ∆⋅ ; 

9. a=d=1, b+c+e+f=0, (1 ) 1 (1 ) 1 2
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρσ t+ ∆ − − ∆⋅ = ∆⋅  ; 
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10.a=e=1, b+c+d+f=0, (1 ) 1 1
0 0[ ] [ ]t tS e e Sρ σ σ ρσ t+ ∆ − ∆⋅ = ∆  ; 

11.a=f=1, b+c+d+e=0, (1 ) 1 (1 ) 1
0 0[ ] [ ]t tS e e Sρ σ ρ σ+ ∆ − + ∆⋅ =  ; 

12.b=c=1, a+d+e+f=0, 1 (1 ) 1 (2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ∆ − ∆ −⋅ = ⋅ ∆ ; 

13.b=d=1, a+c+e+f=0, 1 (1 ) 1
0 0[ ] [ ]t tS e e Sσ ρ σ ρ tσ∆ − − ∆ ∆⋅ = ; 

14.b=e=1, a+c+d+f=0, 1 1
0 0[ ] [ ]t tS e e Sσ σ∆ − ∆⋅ = ; 

15.b=f=1, a+c+d+e=0, 1 (1 ) 1
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ∆ − + ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

16.c=d=1, a+b+e+f=0, (1 ) 1 (1 ) 1
0 0[ ] [ ]t tS e e Sρ σ ρ σ− ∆ − − ∆⋅ = ; 

17.c=e=1, a+b+d+f=0, (1 ) 1 1
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ σ ρσ t− ∆ − ∆ −⋅ = ∆⋅ ; 

18.c=f=1, a+b+d+e=0, (1 ) 1 (1 ) 1 2
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρσ t− ∆ − + ∆ −⋅ = ∆⋅ ; 

19.d=e=1, a+b+c+f=0, (1 ) 1 1 (2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ σ ρ σ t− − ∆ − ∆ − − ∆⋅ = ⋅ ; 

20.d=f=1, a+b+c+e=0, (1 ) 1 (1 ) 1 2
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ σ t− − ∆ − + ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

21.e=f=1, a+b+c+d=0, 1 (1 ) 1 (2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ− ∆ − + ∆ − +⋅ = ⋅ ∆ . 

重組以上相同的股票價格後，我們得到 15 種不同之結果: 

情況 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

題號 1 7 2,8 12 3 9 10,13 11,14,16 15,17 18 

情況 11 12 13 14 15      

題號 4 19 20,5 21 6      

例四 

假如 t=4, a+b+c+d+e+f=3, 共有 56 種股票價格如下: 

1. a=3, b+c+d+e+f=0, (1 ) 3 3(1 )
0 0[ ]t tS e S eρ σ ρ σ+ ∆ +⋅ = ⋅ ∆ ; 

2. b=3, a+c+d+e+f=0, 3 3
0 0[ ]t tS e S eσ σ∆ ∆⋅ = ⋅ ; 

3. c=3, a+b+d+e+f=0, (1 ) 3 3(1 )
0 0[ ]t tS e S eρ σ ρ σ− ∆ −⋅ = ⋅ ∆ ; 

4. d=3, a+b+c+e+f=0, (1 ) 3 3(1 )
0 0[ ]t tS e S eρ σ ρ σ− − ∆ − − ∆⋅ = ⋅ ; 

5. e=3, a+b+c+d+f=0, 3 3
0 0[ ]t tS e S eσ σ− ∆ −⋅ = ⋅ ∆ ; 

6. f=3, a+b+c+d+e=0, (1 ) 3 3(1 )
0 0[ ]t tS e S eρ σ ρ σ− + ∆ − + ∆⋅ = ⋅ ; 

7. a=2, b=1, c+d+e+f=0, (1 ) 2 1 (3 2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ σ ρ σ t+ ∆ ∆ +⋅ = ⋅ ∆ ; 
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8. a=2, c=1, b+d+e+f=0, (1 ) 2 (1 ) 1 (3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ − ∆ +⋅ = ∆⋅ ; 

9. a=2, d=1, b+c+e+f=0, (1 ) 2 (1 ) 1 (1 3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ − − ∆ +⋅ = ∆⋅  ; 

10.a=2, e=1, b+c+d+f=0, (1 ) 2 1 (1 2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e Sρ σ σ ρ σ t+ ∆ − ∆ +⋅ = ∆  ; 

11.a=2, f=1, b+c+d+e=0, (1 ) 2 (1 ) 1 (1 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ − + ∆ + ∆⋅ = ⋅  ; 

12.b=2, c=1, a+d+e+f=0, 2 (1 ) 1 (3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ∆ − ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

13.b=2, d=1, a+c+e+f=0, 2 (1 ) 1 (1 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ∆ − − ∆ + ∆⋅ = ⋅ ; 

14.b=2, e=1, a+c+d+f=0, 2 1
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ σ σ t∆ − ∆ ∆⋅ = ⋅ ; 

15.b=2, f=1, a+c+d+e=0, 2 (1 ) 1 (1 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ∆ − + ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

16.c=2, d=1, a+b+e+f=0, (1 ) 2 (1 ) 1 (1 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t− ∆ − − ∆ −⋅ = ∆⋅ ; 

17.c=2, e=1, a+b+d+f=0, (1 ) 2 1 (1 2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ σ ρ σ t− ∆ − ∆ −⋅ = ⋅ ∆ ; 

18.c=2, f=1, a+b+d+e=0, (1 ) 2 (1 ) 1 (1 3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t− ∆ − + ∆ −⋅ = ∆⋅ ; 

19.d=2, e=1, a+b+c+f=0, (1 ) 2 1 (2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ σ ρ σ t− − ∆ − ∆ − − ∆⋅ = ⋅ ; 

20.d=2, f=1, a+b+c+e=0, (1 ) 2 (1 ) 1 (3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t− − ∆ − + ∆ − − ∆⋅ = ⋅ ; 

21.e=2, f=1, a+b+c+d=0, 2 (1 ) 1 (3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ− ∆ − + ∆ − +⋅ = ⋅ ∆ ; 

22.a=1, b=2, c+d+e+f=0, (1 ) 1 2 (2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ σ ρ σ t+ ∆ ∆ +⋅ = ⋅ ∆ ; 

23.a=1, c=2, b+d+e+f=0, (1 ) 1 (1 ) 2 (3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ − ∆ −⋅ = ∆⋅ ; 

24.a=1, d=2, b+c+e+f=0, (1 ) 1 (1 ) 2 (1 3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ − − ∆ − −⋅ = ∆⋅  ; 

25.a=1, e=2, b+c+d+f=0, (1 ) 1 2 (1 )
0 0[ ] [ ]t tS e e Sρ σ σ ρ σ t+ ∆ − ∆ − −⋅ = ∆  ; 

26.a=1, f=2, b+c+d+e=0, (1 ) 1 (1 ) 2 (1 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ − + ∆ − +⋅ = ∆⋅ ; 

27.b=1, c=2, a+d+e+f=0, 1 (1 ) 2 (3 2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ∆ − ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

28.b=1, d=2, a+c+e+f=0, 1 (1 ) 2 (1 2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e Sσ ρ σ ρ tσ∆ − − ∆ − − ∆⋅ = ; 

29.b=1, e=2, a+c+d+f=0, 1 2
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ σ σ t∆ − ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

30.b=1, f=2, a+c+d+e=0, 1 (1 ) 2 (1 2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ∆ − + ∆ − + ∆⋅ = ⋅ ; 

31.c=1, d=2, a+b+e+f=0, (1 ) 1 (1 ) 2 (1 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t− ∆ − − ∆ − −⋅ = ∆⋅ ; 

32.c=1, e=2, a+b+d+f=0, (1 ) 1 2 (1 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ σ ρ σ t− ∆ − ∆ − +⋅ = ⋅ ∆ ; 
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33.c=1, f=2, a+b+d+e=0, (1 ) 1 (1 ) 2 (1 3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t− ∆ − + ∆ − +⋅ = ∆⋅ ; 

34.d=1, e=2, a+b+c+f=0, (1 ) 1 2 (3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ σ ρ σ t− − ∆ − ∆ − − ∆⋅ = ⋅ ; 

35.d=1, f=2, a+b+c+e=0, (1 ) 1 (1 ) 2 (3 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eρ σ ρ σ ρ σ t− − ∆ − + ∆ − + ∆⋅ = ⋅ ; 

36.e=1, f=2, a+b+c+d=0, 1 (1 ) 2 (3 2 )
0 0[ ] [ ]t tS e e S eσ ρ σ ρ tσ− ∆ − + ∆ − + ∆⋅ = ⋅ ; 

37.a=1, b=1, c=1, d+e+f=0, (1 ) 1 1 (1 ) 1 3
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ σ ρ σ σ t+ ∆ ∆ − ∆⋅ = ∆⋅ ; 

38.a=1, b=1, d=1, c+e+f=0, (1 ) 1 1 (1 ) 1 (1 2 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e Sρ σ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ ∆ − − ∆ +⋅ = ∆ ; 

39.a=1, b=1, e=1, c+d+f=0, (1 ) 1 1 1 (1 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ σ σ ρ σ t+ ∆ ∆ − ∆ +⋅ = ∆⋅  ; 

40.a=1, b=1, f=1, c+d+e=0, (1 ) 1 1 (1 ) 1
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ σ ρ σ σ t+ ∆ ∆ − + ∆⋅ = ∆⋅  ; 

41.a=1, c=1, d=1, b+e+f=0, (1 ) 1 (1 ) 1 (1 ) 1 (1 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ ρ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ − ∆ − − ∆ +⋅ = ∆⋅ ; 

42.a=1, c=1, e=1, b+d+f=0, (1 ) 1 (1 ) 1 1
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ ρ σ σ σ t+ ∆ − ∆ − ∆⋅ = ∆⋅ ; 

43.a=1, c=1, f=1, b+d+e=0, (1 ) 1 (1 ) 1 (1 ) 1 (1 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ ρ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ − ∆ − + ∆ −⋅ = ∆⋅ ; 

44.a=1, d=1, e=1, b+c+f=0, (1 ) 1 (1 ) 1 1 (1 2 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e Sρ σ ρ σ σ ρ σ t+ ∆ − − ∆ − ∆ − −⋅ = ∆ ; 

45.a=1, d=1, f=1, b+c+e=0, (1 ) 1 (1 ) 1 (1 ) 1 (1 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e Sρ σ ρ σ ρ σ ρ σ t+ ∆ − − ∆ − + ∆ − −⋅ = ∆ ; 

46.a=1, e=1, f=1, d+e+f=0, (1 ) 1 1 (1 ) 1
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ σ ρ σ σ t+ ∆ − ∆ − + ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

47.b=1, c=1, d=1, a+e+f=0, 1 (1 ) 1 (1 ) 1
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eσ ρ σ ρ σ tσ∆ − ∆ − − ∆ ∆⋅ = ⋅ ; 

48.b=1, c=1, e=1, a+d+f=0, 1 (1 ) 1 1 (1 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eσ ρ σ σ ρ tσ∆ − ∆ − ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

49.b=1, c=1, f=1, a+d+e=0, 1 (1 ) 1 (1 ) 1 (1 2 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eσ ρ σ ρ σ ρ tσ∆ − ∆ − + ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

50.b=1, d=1, e=1, a+c+f=0, 1 (1 ) 1 1 (1 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e Sσ ρ σ σ ρ tσ∆ − − ∆ − ∆ − − ∆⋅ =  ; 

51.b=1, d=1, f=1, a+c+e=0, 1 (1 ) 1 (1 ) 1
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eσ ρ σ ρ σ tσ∆ − − ∆ − + ∆ − ∆⋅ = ⋅ ; 

52.b=1, e=1, f=1, a+c+d=0, 1 1 (1 ) 1 (1 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eσ σ ρ σ ρ σ t∆ − ∆ − + ∆ − + ∆⋅ = ⋅ ; 

53.c=1, d=1, e=1, a+b+f=0, (1 ) 1 (1 ) 1 1
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ ρ σ σ σ t− ∆ − − ∆ − ∆ −⋅ = ∆⋅  ; 

54.c=1, d=1, f=1, a+b+e=0, (1 ) 1 (1 ) 1 (1 ) 1 (1 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ ρ σ ρ σ ρ σ t− ∆ − − ∆ − + ∆ − +⋅ = ∆⋅ ; 

55.c=1, e=1, f=1, a+b+d=0, (1 ) 1 1 (1 ) 1 (1 2 )
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ σ ρ σ ρ σ t− ∆ − ∆ − + ∆ − +⋅ = ∆⋅ ; 

56.d=1, e=1, f=1, a+b+c=0, (1 ) 1 1 (1 ) 1 3
0 0[ ] [ ] [ ]t t tS e e e S eρ σ σ ρ σ σ t− − ∆ − ∆ − + ∆ − ∆⋅ = ⋅ . 

重組以上相同的股票價格後，可得到 28 種不同的結果。 
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情況 1 2 3 4 5 6 7 8 

題號 1 7 8,22 37,2 23,12 27 3 9 

情況 9 10 11 12 13 14 15 16 

題號 10,38 11,39,41,13 40,42,14,47 43,15,48,16 49,17 18 24 44,28

情況 17 18 19 20 21 22 23 24 

題號 45,25,50,27 46,51,29,53 26,52,54,32 30,55 33 4 19 20,34

情況 25 26 27 28     

題號 56,5 35,21 36 6     

 

當 t=5,6,…,n 我們也能用同樣的方法推論不同期間每個節點數及其股價值。

在重組相同的值後，發現可推導出節點數之公式如下:  

假如 t=1 期，可得到目前的股價為S0，其中: 

t-1=0, N1=N1-1+4(1-1)+1= N0+4(0)+1 =1。 

假如t=2 期，可產生 Sur、Sum、Sul,、Sdr、Sdm和Sdl 其中: 

t-1=1,N2=N2-1+4(2-1)+1=N1+4(1)+1=1+4+1=6。 

假如t=3 期，其中t-1=2,N3=N3-1+4(3-1)+1=N2+4(2)+1=6+8+1=15。 

假如t=4, 其中 t-1=3,N4=N4-1+4(4-1)+1=N3+4(3)+1=15+12+1=28。 

由上可知，在不同期間之每個節點數可歸納成下式: 

1 4( 1) 1t tN N t−= + − +  

其中， Nt: 第t期之節點數。 

Nt-1: 第t-1 期之節點數。 

n: 期間數，其中t=1~n，和 N0=0。 
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