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摘 要       

本論文由 John D. Barrow 一篇非均向暴漲宇宙出發，先探討 Bianchi type 

II & VIh 在考慮了曲率二次修正項的 Lagrangian density 中，透過直接解其

場方程式，計算出其能量動量張量為何。然而，由於違背了能量條件，因

此我們嘗試引入膜宇宙學的概念，探討四維時空是一個鑲嵌在五維時空中

的膜時，這多出來的一個多餘維度會使場方程式改變，最後再計算在這兩

種時空結構下其能量動量張量為何。 
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ABSTRACT 

In this thesis, we start at John D. Barrow’s paper, the “Anisotropically 

inflating universes”. We discuss the Bianchi type II & VIh for the Lagrangian 

density with the quadratic curvature terms, and calculate the energy-momentum 

tensor by solving the field equation. However, the energy condition is violated. 

So we introduce the concept of brane and discuss the extra dimension affect the 

field equation when we consider the 3-brane world. Finally we calculate the 

energy-momentum tensor of these two cosmology models once again. 
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Chapter 1

緒論

1.1 宇宙論

自一兩千年前起, 人們就開始以自己的想法來研究宇宙的性質、 構造與歷史, 然而
在17世紀之前, 由於科學進展不足, 頂多只能於哲學、 宗教學、 倫理學或是形上學
之類精神思想方面進行探討, 觀測實驗方面也都只能進行長期的星體位置紀錄來做
推論。 直到17世紀望遠鏡的發明後, 伽利略 ( Galileo ) 發現金星的盈虧, 木星的
衛星等等來證實了哥白尼 ( Copernicus ) 的日心說, 而後牛頓 ( Newton ) 提出
萬有引力定律, 至此, 人類還是只能粗略的了解宇宙星體的運作。
宇者, 上下四方也, 亦即空間全體之意; 宙者, 古往今來也, 亦即時間全體之意。

牛頓認為時間與空間各自是絕對的, 互不干涉。 而在20世紀初,1914年愛因斯坦 (
Einstein ) 提出了相對論, 整合了時間與空間, 完全顛覆了傳統概念, 又在1917年
發表了一篇”廣義相對論下的宇宙論考察”,1 便正式將廣義相對論引入, 建立了宇宙
學的研究基礎。 其後, 由於觀測技術的進步, 也漸漸觀察到一些宇宙的資訊, 諸如:
1919年, 艾丁頓 ( Eddington )觀察到水星的歲差,先驗證了廣義相對論的正確性;
1929年哈伯 ( Hubble ) 觀測到的紅位移現象並將其公式化, 證實了宇宙中的星體
都在遠離地球, 成為大霹靂說的一項重要證據; 1964年彭齊亞斯 ( Penzias ) 與威
爾遜 ( Wilson )發現各向同性的宇宙背景輻射,大約為 2.7◦K 的黑體輻射,與許多
物理學家的預測吻合, 並且是更進一步的大霹靂說之證據; 1989年更進一步的測量
到宇宙背景輻射存在一個極微小的各向異性 ( Anisotropic ), 大約為 ∆T

T ' 10−5

, 目前普遍認為是由初期宇宙小尺度下的量子起伏( quantum fluctuation ) 造成
的 [15] , [6] , [7] , [5]。
最近這一百年科技的進展, 已經大大的幫助人類, 進行多方的觀察, 漸漸也驗證

或推翻各個宇宙論理論之論證。

1.2 研究動機

正如前節所述,宇宙是均勻的,但有一個極微小的各向異性,因此不採用 Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker這個各向同性的標準模型,本論文中主要探討的是Bianchi

1原文為 Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitatstheorie , 發表於
Sitzungsberichte der Preusischen Akademie der Wissenschaften, 142-152
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第 1 章 緒論

type model這系列可研究各向異性的模型。而在 John D. Barrow一篇Anisotrop-
ically inflating universes中 [1] ,已經研究過Bianchi II 、 VIh兩個模型了,在該篇
文章中, 算出了在愛因斯坦 Action 中加入二次曲率修正項的精確解, 由這些解中
可以看出一些非均向暴漲的新現象, 然而, 這些解違反了相關的能量條件 (Energy
condition) , 使得宇宙演化不會變成各向同性。 因此我們要套入其他理論, 來探討
其他解的可能性。 例如考慮 de sitter background 的情況下做微擾的分析[11]、 引
入膜的概念, 將我們的四維時空放到五維的膜上再做討論[14] [13] 、 導入 Kaluza-
Klein induced gravity 理論的穩定性探討[9] 、 或是引入induced gravity 後的爆
漲數值模擬[12]。 膜宇宙論是一個很有趣的概念, 可以解釋很多目前各種理論中的
缺失, 因此我們決定探討Bianchi II 、 VIh兩個模型在膜上會有怎樣的性質。

2



Chapter 2

Bianchi type model

在前一章我們知道宇宙目前觀測結果是均勻, 幾乎各向同性的, 但卻也存在一個很
小的各向異性, 因此, 我們選擇均勻, 但非各向同性的 Bianchi 宇宙模型來做研究。
在這一章中將會介紹 Bianchi type model 的由來及推導。

2.1 Bianchi Group

Bianchi Group 是一類射影特殊線性群 ( projective special linear group ), 於
1890年代由義大利數學家畢安奇 ( Luigi Bianchi ) 研究提出, 在各個維度下皆可
分類, 計算元素, 而用於宇宙學的 Bianchi type model , 自然就是其在空間3維中
的分類。

2.2 Bianchi classfication

任意維度下的線元素 ( line element ) 為

ds2 = gikdx
idxk (2.1)

用來定義 n 維下Sn空間中的極小弧長,gik則稱為此空間的度規 ( metric )。
這邊先說明一下等距同構 ( isometric ) 的定義。 同構 ( isomorphism ) 的意

思是指兩個群或是其他的抽象代數, 彼此之間存在一個一對一的關係, 使兩者有相
同的運作型態, 稱為同構。 而等距同構又多了一個在這種對應下, 兩者的長度是不
變的, 此種情況稱為等距同構。 其實從英文字面上也可以看出, 等距同構其實就是
兩個度量空間其度規是等效的, 在我們討論的部分, 只要兩度量空間可藉由座標轉
換求得彼此, 便稱為等距同構。 更精確的定義是兩個 n 維的度量空間Sn,Sprimen,
可以一對一對應, 使線元素相等, 就是等距同構了。 此外, 如果一個空間等距同構映
回自己, 這樣的情形就像是那個空間做了某種運動 ( motion ), 當然, 並不是任意
的運動都能讓該空間映回自己。

畢安奇在1890年代所做的工作, 便是找出 n 維空間中的分類方法, 使不同的類
別都不是等距同構的。而三維中畢安奇將之分為9類,就稱為 Bianchi classfication
。

3



第 2 章 Bianchi type model

2.3 Killing equation

在這節中, 我們將介紹如何將之分類。
前節中已經提過, 空間本身可透過特定的運動映回自己, 因此分類的關鍵, 就在

於哪些運動是符合該類型空間的。 所以我們先定義運動算符:

Xf = ξr∂rf (2.2)

李群 ( Lie group ) 就是由 m 個運動算符構成的, 稱為 Gm

Gm ≡ (X1f,X2f, . . . ,Xmf) (2.3)

而當經過這個運動後, 線元素不被改變, 那很明顯的就是該空間經過此運動後是等
距同構的, 透過此李群轉換為自己, 故該線元素必符合此方程式:

X(ds2) = 0 (2.4)

展開後可得

X(ds2) = X(gik)dxidxk + gikdX(xi)dxk + gikdx
idX(xk)

= ξr(∂rgik)dxidxk + grkdξ
rdxk + girdx

idξr

= (ξr∂rgik + grk∂iξ
r + gir∂kξ

r)dxidxk (2.5)

由式 (2.4) 及 (2.5) 可知

ξr∂rgik + grk∂iξ
r + gir∂kξ

r = 0 (2.6)

此方程組 (i,k 為整個空間維度的 index, 故共有n(n+1)
2 條一階偏微分方程式) 即稱

為Killing equation。

2.4 三維下的九種 G3 運動群

下面列出畢安奇推出的九類 G3 運動群

(Type I) [X1, X2]f = [X1, X3]f = [X2, X3]f = 0 (2.7)
(Type II) [X1, X2]f = [X1, X3]f = 0, [X2, X3]f = X1f (2.8)

(Type III) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = 0 (2.9)
(Type IV) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = X1f +X2f

(2.10)

(Type V) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = X2f (2.11)
(Type VI) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X1f, [X2, X3]f = hX2f,

(h 6= 0, 1) (2.12)
(Type VII) [X1, X2]f = 0, [X1, X3]f = X2f, [X2, X3]f = −X1f + hX2f,

(0 ≤ h < 2) (2.13)
(Type VIII) [X1, X2]f = X1f, [X1, X3]f = 2X2f, [X2, X3]f = X3f (2.14)

(Type IX) [X1, X2]f = X3f, [X2, X3]f = X1f, [X3, X1]f = X2f (2.15)

4



第 2 章 Bianchi type model

至於分類的方法, 首先我們先只看三維空間中的 G2 運動群, 很自然的, G2 運動群

只會有兩種可能, 分別是 [X1, X2]f = 0 以及 [X1, X2]f = X1f 兩種, 可以看出
前八類都是由 G2 建構出來的, G2 是這幾個 G3 群的子群 ( subgroup )。 而至於
為什麼只有這九類, 在此就不詳述了, 若想深入看其證明請看畢安奇的兩篇 paper
[2] , [3]。

2.5 Bianchi type II 的度規

由前節我們可以得到 Bianchi type II的構成方程式( composition equation ), 因
其含有G2 的子群,所以我們先探討 [X1, X2]f = 0的結構,再進一步推出 Bianchi
type II 的度規。 由式 (2.2) 的定義得到, X1f = (1)ξi∂if , X2f = (2)ξi∂if , 我們
先假設此運動被侷限在某個 x1 = constant 的面上, 因此我們可以將線元素寫成:

ds2 = dx1
2 + g22dx2

2 + 2g23dx2dx3 + g33dx3
2 (2.16)

此時 (i)ξ1 = 0 , 則式 (2.6)Killing equation 為 (取 {i, k} = {1, 2} 及
{i, k} = {1, 3} ):

gr2∂1
(i)ξr = g22∂1

(i)ξ2 + g32∂1
(i)ξ3 = 0 (2.17)

gr3∂1
(i)ξr = g23∂1

(i)ξ2 + g33∂1
(i)ξ3 = 0 (2.18)

又度規的行列式值必不為零, 因此 g22g33 − g23
2 6= 0 , 故此聯立方程組必符

合 ∂1
(i)ξ2 = ∂1

(i)ξ3 = 0 , 也就是 ∂1
(i)ξj = 0 , Xif 的係數完全與 x1 無

關。 接著再取這兩個運動分別沿著兩座標軸 ( x2 與 x3 ), 故 X1f = (1)ξ2∂2f ,
X2f = (2)ξ3∂3f , 而 [X1, X2]f = 0 , 所以 ∂2

(2)ξj = ∂3
(1)ξj = 0 , 方便起見, 我

們可以假設 (1)ξj = (2)ξj = 1 , 將目前算出的所有條件代回運動算符的定義便可
得:

X1f = ∂2f , X2f = ∂3f (2.19)

如此一來,Killing equation 就可得到 (對分別將 X1 與 X2 的 ξ 代入)

∂2gik = 0 (2.20)
∂3gik = 0 (2.21)

由此可知 gik 只與 x1有關, 因此我們將線元素重新寫為這個形式:

ds2 = dx1
2 + αdx2

2 + 2βdx2dx3 + γdx3
2 (2.22)

其中 α , β , γ 都只是 x1 的函數。

接下來再將第三個運動算符計算進來, 考慮所有可能的情況, 將構成方程式寫
為:

[X1, X3]f = aX1f + bX2f + cX3f (2.23)
[X2, X3]f = a′X1f + b′X2f + c′X3f (2.24)

5



第 2 章 Bianchi type model

展開後可以得到

∂2((3)ξi∂i)f − (3)ξi∂i∂2f = a∂2f + b∂3f + c(3)ξi∂if

⇒(∂2
(3)ξi)∂if = a∂2f + b∂3f + c(3)ξi∂if

∂3((3)ξi∂i)f − (3)ξi∂i∂3f = a′∂2f + b′∂3f + c′(3)ξi∂if

⇒(∂3
(3)ξi)∂if = a∂2f + b∂3f + c(3)ξi∂if

對應係數後可得六個方程式:

∂2
(3)ξ1 = c(3)ξ1, ∂2

(3)ξ2 = c(3)ξ2 + a, ∂2
(3)ξ3 = c(3)ξ3 + b

∂3
(3)ξ1 = c′(3)ξ1, ∂3

(3)ξ2 = c′(3)ξ2 + a′, ∂3
(3)ξ3 = c′(3)ξ3 + b′

(2.25)

得到這些關係式後, 便可進一步化簡 X3f 的 Killing equation:
(3)ξr∂rg11 + gr1∂1

(3)ξr + g1r∂1
(3)ξr = 0

(3)ξr∂rg12 + gr2∂1
(3)ξr + g1r∂2

(3)ξr = 0
(3)ξr∂rg13 + gr3∂1

(3)ξr + g1r∂3
(3)ξr = 0

(3)ξr∂rg22 + gr2∂2
(3)ξr + g2r∂2

(3)ξr = 0
(3)ξr∂rg23 + gr3∂2

(3)ξr + g2r∂3
(3)ξr = 0

(3)ξr∂rg33 + gr3∂3
(3)ξr + g3r∂3

(3)ξr = 0

將已知的 gij 及
(3)ξi 微分項代入便得:

∂1
(3)ξ1 = 0 (2.26)

α∂1
(3)ξ2 + β∂1

(3)ξ3 + c(3)ξ1 = 0 (2.27)

β∂1
(3)ξ2 + γ∂1

(3)ξ3 + c′(3)ξ1 = 0 (2.28)
(3)ξ1∂1α+ 2α(c(3)ξ2 + a) + 2β(c(3)ξ3 + b) = 0 (2.29)

(3)ξ1∂1β + α(c′(3)ξ2 + a′) + β(c(3)ξ2 + a+ c′(3)ξ3 + b′) + γ(c(3)ξ3 + b) = 0
(2.30)

(3)ξ1∂1γ + 2β(c′(3)ξ2 + a′) + 2γ(c′(3)ξ3 + b′) = 0 (2.31)

最後將前節之方程式, 對應得到 a = b = c = b′ = c′ = 0, a′ = 1 後代入, 則方程
式變為

∂1
(3)ξ1 = 0 (2.32)

α∂1
(3)ξ2 + β∂1

(3)ξ3 = 0 (2.33)

β∂1
(3)ξ2 + γ∂1

(3)ξ3 = 0 (2.34)
(3)ξ1∂1α = 0 (2.35)

(3)ξ1∂1β + α = 0 (2.36)
(3)ξ1∂1γ + 2β = 0 (2.37)
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第 2 章 Bianchi type model

由式 (2.25),(2.32) 可得到 (3)ξ1 與座標無關, 只是一個常數。 由式 (2.25),(2.35)
可得到 α 亦為與座標無關之常數, 最後由 (2.36),(2.37) 兩式便可得到

β =
−α

(3)ξ1
x1 + l (2.38)

γ =
−α

((3)ξ1)2
x1

2 + 2
l

(3)ξ1
x1 +m (2.39)

因此其線元素就變為

ds2 = dx1
2 +αdx2

2 +2(
−α

(3)ξ1
x1 +l)dx2dx3 +(

−α
((3)ξ1)2

x1
2 +2

l
(3)ξ1

x1 +m)dx3
2

(2.40)

藉由座標轉換 x1 →
√

(m− l2

α ) ((3)ξ1)2

α x1
′ +

(3)ξ1l
α , x2 →

√
(m− l2

α ) ((3)ξ1)2

α2 x2
′

, x3 → −
(3)ξ1√
α
x3
′ , 代入後可算出

ds2 = ((m− l2

α
)
((3)ξ1)2

α
)(dx1

2 + dx2
2 + 2x1dx2dx3 + (x1

2 + 1)dx3
2) (2.41)

前面的常數可用一相似空間代換而消去之, 故由此便可得到 Bianchi type II 原始
的度規張量:

ds2 = dx1
2 + dx2

2 + 2x1dx2dx3 + (x1
2 + 1)dx3

2 (2.42)

最後再座標轉換一次 dx3 → xdy , x1 → x , x2 → z 便可得到目前較常用的度規
形式。

2.6 Bianchi type VIh的度規

Bianchi type VIh也包含有 G2 的子群, 因此在引入 X3f 之前, 跟 Bianchi type
II是完全一樣的。連後半部也大同小異,不同的地方只有 b = c = a′ = c′ = 0, a =
1, b′ = h , 代入式 (2.26),(2.31) 後, 得到方程式

∂1
(3)ξ1 = 0 (2.43)

α∂1
(3)ξ2 + β∂1

(3)ξ3 = 0 (2.44)

β∂1
(3)ξ2 + γ∂1

(3)ξ3 = 0 (2.45)
(3)ξ1∂1α+ 2α = 0 (2.46)

(3)ξ1∂1β + β(1 + h) = 0 (2.47)
(3)ξ1∂1γ + 2γh = 0 (2.48)
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第 2 章 Bianchi type model

同樣由式 (2.25),(2.43) 可得到 (3)ξ1 與座標無關, 只是一個常數。 而式 (2.46) 、
(2.47) 、 (2.48) 各自積分 ,並且把 α 、 γ 的積分常數吸收進 x2 、 x3 座標中, 可得

α = e
− 2

(3)ξ1
x1 (2.49)

β = ne
− h+1

(3)ξ1
x1 (2.50)

γ = e
− 2h

(3)ξ1
x1 (2.51)

由於線元素中四項都是座標的二次項, 因此我們可以由選擇相似空間來決定 x1

前的係數 (3)ξ1 之值, 方便起見選擇 (3)ξ1 = −1 , 代入後便可得到 Bianchi type
VIh 原始的度規張量:

ds2 = dx1
2 + e2x1dx2

2 + 2ne(h+1)x1dx2dx3 + e2hx1dx3
2 (2.52)

最後在附錄中, 我們順便將其餘的原始度規列出。
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Chapter 3

膜上的等效愛因斯坦方程式

在這章中, 我們將介紹膜宇宙學概念下的等效愛因斯坦方程式。

3.1 Braneworld

我們將我們所處的四維時空 (3-brane) 想像是鑲嵌在一個高維度時空 (bulk) 中的
一個膜, 五維以上的維度被稱為超維度 (extra dimension), 這個模型主要是要解
釋四大基本作用力中, 為何只有重力特別的弱。 在 brane 假說中, 認為只有重力會
受到超維度的影響, 而物質或電磁力只存在於四維時空裡。
其後,Lisa Randall 與 Raman Sundrum 在1999年提出 Randall-Sundrum

model, 是一個考慮五維時空中的四維膜之模型, 而唯一的一個超維度其尺寸最多
只有0.1mm, 並可以此模型來解釋數個問題, 例如宇宙初期奇點、 宇宙的暗能量問
題等等。 未來則可由大型強子加速器的實驗來開始進行驗證。

3.2 Effective 4-dim gravitation equations of the
brane

在這一節中, 我們參考白水哲也、 前田惠一以及佐佐木節一篇 The Einstein equa-
tions on the 3-brane world 來推導此四維的等效重力方程式[16]。
首先, 描述五維bulk 的度規是 gµν , 而描述膜中四維時空的則是誘生度規 (in-

duced metric) qµν , 兩者之間的關係為

qµν = gµν − nµnν (3.1)

其中 nα 為垂直膜的單位向量。

接下來我們由 Gauss equation 與 Codacci equation 開始導起

(4)Rαβγδ = (5)Rµνρσqµ
αqβ

νqγ
ρqδ

σ +Kα
γKβδ −Kα

δKβγ (3.2)

∆νKµ
ν −∆µK = (5)Rρσn

σqµ
ρ (3.3)

9



第 3 章 膜上的等效愛因斯坦方程式

此處 ∆ 定義為於 qµν 下的共變微分, 也就是在膜中的共變微分, 而 Kµν 是膜的外

賦曲率 (extrinsic curvature) , 定義為

Kµν = qµ
αqν

βDαnβ (3.4)

接著將式 (3.2) 的 Gauss equation 中的α 與 γ 兩腳標收掉, 並將β、δ與µ、ν兩
兩對換便可得到 Ricci tensor

(4)Rµν = (5)Rρσqµ
ρqν

σ − (5)Rαβγδnαqµ
betanγqν

δ +KKµν −Kµ
αKνα (3.5)

再次收掉腳標便可得到純量曲率

(4)R = (5)R− 2(5)Rρσn
ρnσ +K2 −KαβKαβ (3.6)

如此一來就有四維等效的愛因斯坦張量了

(4)Gµν = (4)Rµν −
1
2
qµν

(4)R

= [(5)Rρσ −
1
2
gρσ

(5)R]qµρqνσ + (5)Rρσn
ρnσqµν +KKµν

−Kµ
ρKνρ −

1
2
qµν(K2 −KαβKαβ)− Ẽµν (3.7)

其中

Ẽµν ≡ (5)Rαβρσnαn
ρqµ

βqν
σ (3.8)

再由 Riemann tensor 與 Weyl tensor 的關係式

(5)Cµανβ = (5)Rµανβ −
1
3

(gαγ(5)Rδβ + gβδ
(5)Rγα − (δ ↔ γ))

+
1
12

(gαγgδβ − (δ ↔ γ))(5)R (3.9)

可將 Ẽµν 代換掉

Ẽµν = (5)Rαβγσn
αnγqµ

βqν
σ

=
1
3

((5)Rδβqµ
βqν

δ + (5)Rγαn
αnγqµν)− 1

12
qµν

(5)R

+ (5)Cαβγσn
αnγqµ

βqν
σ (3.10)

若將 (5)Cαβγσn
αnγqµ

βqν
σ 令為 Eµν , 再代回式 (3.7) 中得到

(4)Gµν = [
2
3

(5)Rρσ −
5
12
gρσ

(5)R]qµρqνσ + (5)Rρσn
ρnσqµν +KKµν

−Kµ
ρKνρ −

1
2
qµν(K2 −KαβKαβ)− Eµν (3.11)
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又五維中的愛因斯坦方程式為

(5)Gµν = (5)Rµν −
1
2
gµν

(5)R = κ5
2Tµν (3.12)

這裡的 Tµν 是五維的能量動量張量。 將上式代回式 (3.11) 可得到

(4)Gµν =
2κ5

2

3
[Tρσqµρqνσ + (Tρσnρnσ −

1
4
T ρρ)qµν ] +KKµν

−Kµ
ρKνρ −

1
2
qµν(K2 −KαβKαβ)− Eµν (3.13)

現在回到一開始的 Codacci equation (3.13), 配合五維之愛因斯坦方程式推到

∆νKµ
ν −∆µK = (5)Rρσn

σqµ
ρ

= (
1
2
gρσ

(5)R+ κ5
2Tρσ)nσqµρ

= κ5
2Tρσn

σqµ
ρ (3.14)

接下來我們可以假設超維度是 χ , 而我們所處的膜則是在 χ = 0 的幾何面上, 如
此一來就可以將五維度規 gµν 寫做

ds2 = dχ2 + qµνdx
µdxν (3.15)

也因為物質只存在於我們所處的膜中, 因此可以將五維中的能量動量張量寫為

Tµν = Λgµν + Sµνδ(χ) (3.16)

其中

Sµν = −λqµν + τµν (3.17)

Λ 、 λ 與 τµν 分別是五維中的宇宙常數 、 真空能量與物質的能量動量張量, 要注意
的是真空能量 λ 同時也代表了我們所處的膜的張力。

最後再使用 Israel’s junction condition [8],

[X] ≡ limχ→+0X − limχ→−0X = x+ −X− (3.18)

便可將外賦曲率以 Sµν 表示

[qµν ] = 0 (3.19)

[Kµν ] = −κ5
2(Sµν −

1
3
qµνS) (3.20)

又整個時空有 Z2 對稱, 故膜之兩側的值皆可求得

K+
µν = −K−µν = −1

2
κ5

2(Sµν −
1
3
qµνS) (3.21)
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代回式(3.13) 可得

(4)Gµν = −1
2
κ5

2(Λ +
1
6
κ5

2λ2)qµν +
1
6
κ5

4λτµν + κ5
4πµν − Eµν (3.22)

其中 πµν 為能量動量張量的二次項

πµν =
1
12
ττµν −

1
4
τµατν

α +
1
24
qµν(3ταβταβ − τ2) (3.23)

重新定義各項符號便可得到最後的等效愛因斯坦方程式了

(4)Gµν = −Λgµν + κ4
2Tµν + κ5

4Sµν − Eµν (3.24)

此處除了 Eµν 之外, 其餘張量皆為四維時空中之張量或其函數, 係數則是直接代
換。
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Chapter 4

Bianchi type II,VIh models

在這一章中, 我們先重製 John D. Barrow 的結果[1], 先按照此文章計算在四維時
空中這兩個宇宙模型中的能量動量張量形式, 之後再引入膜宇宙學探討之。

4.1 Bianchi type II

我們先討論Bianchi type II 模型。

4.1.1 metric

一般而言,Bianchi type II 較常使用的度規形式為:

ds2 = −dt2 + az(t)
2(dz +

x2

2
dy)2 + a1(t)2(dx2 + x2dy2) (4.1)

我們可以使用座標轉換將度規轉為以下的形式而得其場方程式的解[1]:

ds2 = −dt2 + e2bt[dx′ +
a

2
(z′dy′ − y′dz′)]2 + ebt(dy′2 + dz′

2) (4.2)

利用這樣的座標轉換z → ax′ , x sin y → ay′ , x cos y → az′ , 便可轉換回原始
形式:

ds2 = −dt2 + e2bt[dx′ +
a

2
(z′dy′ − y′dz′)]2 + ebt(dy′2 + dz′

2)

= −dt2 + e2bt[
1
a
dz +

1
2a

(x cos y sin ydx+ x2 cos2 ydy

− x sin y cos ydx+ x2 sin2 ydy)]2

+ ebt((
sin ydx+ x cos ydy

a
)2 + (

cos ydx− x sin ydy
a

)2)

= −dt2 +
e2bt

a2
(dz +

x2

2
dy)2 +

ebt

a2
(dx2 + x2dy2)

⇒ ds2 = −dt2 +
e2bt

a2
(dz +

x2

2
dy)2 +

ebt

a2
(dx2 + x2dy2)
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⇒ 因此其scalar factor 之形式為 az(t)
2 = e2bt

a2 , a1(t)2 = ebt

a2 。 而此型態之度規

張量為:

gµν =


−1 0 0 0
0 ebt

a2 0 0
0 0 ebt

a2 x
2 + e2bt

4a2 x
4 e2bt

2a2 x
2

0 0 e2bt

2a2 x
2 e2bt

a2

 (4.3)

gµν =


−1 0 0 0
0 a2

ebt
0 0

0 0 a2

x2ebt
− a2

2ebt

0 0 − a2

2ebt
x2a2

4ebt
+ a2

e2bt

 (4.4)

4.1.2 計算場方程式的解

§ 場方程式

Bianchi type II 模型之場方程式為下列三條

L+Hi(
d

dt
+ 3H)

∂L
∂Ḣi

= Hi
∂L
∂Hi

+ Ḣi
∂L
∂Ḣi

(4.5)

2L+ (
d

dt
+ 3H)2 ∂L

∂Ḣ1

− (
d

dt
+ 3H)

∂L
∂H1

+ a1∂a1L = 0 (4.6)

L+ (
d

dt
+ 3H)2 ∂L

∂Ḣ1

− (
d

dt
+ 3H)

∂L
∂H1

+ az∂azL = 0 (4.7)

由4.1.1節度規的 scalar factor 可得到式中 H1 = ȧ1
a1

= b
2 , H2 = ȧz

az
= b ,

3H = 2H1 +H2 = 2b , az(t)2

a1(t)4
= a2 。

§ Lagrangian density

空間尺度小到某個程度以後, 必須要在 Lagrangian density 中加入高次修正項。
而我們的研究中考慮到曲率張量二次的修正項, 故其形式變為:

L = −R+ αR2 + βRµνRµν − 2Λ (4.8)

各曲率項分別為:

R =
az(t)

2

2a1(t)4 − [(3H)2 + 2(3Ḣ) + 3H2] (4.9)

RµνRµν = (3Ḣ + 3H2)2 + 2[− az(t)
2

2a1(t)4 + (2H1
2 +H1H2 + Ḣ1)]2 (4.10)

+ [
az(t)

2

2a1(t)4 + (H2
2 + 2H1H2 + Ḣ2)]2 (4.11)
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為了簡化其形式, 我們定義 3Ḣ = 2Ḣ1 + Ḣ2 , (3H)2 = (2H1 +H2)2 ,
3H2 = 2H1

2 +H2
2 。

要注意的是, 二次的高階修正項應該還要有一項 RµνρσRµνρσ 項, 但是因為 R2

、 RµνRµν 與此項以 1 、 −4 、 1 之比例結合時, 此 action 會是一全微分, 並不會
對我們的計算結果有貢獻, 因此在這邊就將最複雜的此項直接略去。 此三項也被稱
做 Gauss-Bonnet 項。[4] [9]

§ 解出場方程式

同樣將4.1.1節中的 scalar factor 代入式中, 可得各曲率項及 Lagrangian density
分別為:

⇒ R =
az(t)

2

2a1(t)4 − [(3H)2 + 2(3Ḣ) + 3H2] =
1
2
a2 − 11

2
b2 (4.12)

RµνRµν = [(3Ḣ + 3H2)]2 + 2[− az(t)
2

2a1(t)4 + (2H1
2 +H1H2 + Ḣ1)]2

+ [
az(t)

2

2a1(t)4 + (H2
2 + 2H1H2 + Ḣ2)]2

=
3
4
a4 +

33
4
b4 (4.13)

L = −R+ αR2 + βRµνRµν − 2Λ

= −1
2
a2 +

11
2
b2 + α(

1
4
a4 − 11

2
a2b2 +

121
4
b4) + β(

3
4
a4 +

33
4
b4)− 2Λ

(4.14)

接下來就可以計算出場方程式中的所有項, 其中 a, b, α, β 都只是常數, 因此所有對
時間的微分項都可直接去掉。 式 (4.5) 中各項分別為:

Hi(
d

dt
+ 3H)

∂L
∂Ḣi

= b2(
∂L
∂Ḣ1

+ 2
∂L
∂Ḣ2

)

∂L
∂Ḣ1

= (−1 + 2αR)
∂R

∂Ḣ1

+ β
∂RµνRµν

∂Ḣ1

= 4− 4α(a2 − 11b2) + β(−2a2 + 10b2)
∂L
∂Ḣ2

= (−1 + 2αR)
∂R

∂Ḣ2

+ β
∂RµνRµν

∂Ḣ2

= 2− 2α(a2 − 11b2) + β(a2 + 7b2)

⇒ Hi(
d

dt
+ 3H)

∂L
∂Ḣi

= 8b2[1− α(a2 − 11b2) + 3βb2]
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Hi
∂L
∂Hi

=
b

2
∂L
∂H1

+ b
∂L
∂H1

∂L
∂H1

= (−1 + 2αR)
∂R

∂H1
+ β

∂RµνRµν
∂H1

= [−1 + α(a2 − 11b2)](−10b) + β(−4a2b+ 26b3)
∂L
∂H2

= (−1 + 2αR)
∂R

∂H2
+ β

∂RµνRµν
∂H2

= [−1 + α(a2 − 11b2)](−6b) + β(2a2b+ 20b3)

⇒ Hi
∂L
∂Hi

= 11b2[1− α(a2 − 11b2) + 3βb2]

Ḣi
∂L
∂Ḣi

= 0

代入式 (4.5):

− 1
2
a2 +

11
2
b2 + α(

1
4
a4 − 11

2
a2b2 +

121
4
b4) + β(

3
4
a4 +

33
4
b4)− 2Λ

+ 8b2[1− α(a2 − 11b2) + 3βb2]− 11b2[1− α(a2 − 11b2) + 3βb2]

= −1
2
a2 +

5
2
b2 + α(

1
4
a4 − 5

2
a2b2 − 11

4
b4) + β(

3
4
a4 − 3

4
b4)− 2Λ = 0

⇒− 1
4
a2 +

5
4
b2 + α(

1
8
a4 − 5

4
a2b2 − 11

8
b4) + β(

3
8
a4 − 3

8
b4)− Λ = 0 (4.15)

同樣的, 式 (4.6)(4.7) 中各項為:

(
d

dt
+ 3H)2 ∂L

∂Ḣ1

= (2b)2[4− 4α(a2 − 11b2) + β(−2a2 + 10b2)]

(
d

dt
+ 3H)

∂L
∂H1

= (2b)[(−1 + αa2 − 11αb2))(−10b) + β(−4a2b+ 26b3)]

a1∂a1L = a1[(−1 + 2αR)
∂R

∂a1
+ β

∂RµνRµν
∂a1

]

= −2az2

a1
4

[−1 + 2α(
1
2
a2 − 11

2
b2)]− βaz

2

a1
4
6a2

= 2a2[1− 2α(
1
2
a2 − 11

2
b2)− 3βa2]

az∂azL = az[(−1 + 2αR)
∂R

∂az
+ β

∂RµνRµν
∂az

]

=
az

2

a1
4
[−1 + 2α(

1
2
a2 − 11

2
b2)] + β

az
2

a1
4
3a2

= a2[−1 + 2α(
1
2
a2 − 11

2
b2) + 3βa2]

16



第 4 章 Bianchi type II,VIh models

同樣代入式 (4.6)(4.7) 中可得另外兩條方程式:

− a2 + 11b2 + α(
1
2
a4 − 11a2b2 +

121
2
b4) + β(

3
2
a4 +

33
2
b4)− 4Λ

+ (4b2)[4− 4α(a2 − 11b2) + β(−2a2 + 10b2)]

− (2b)[(−1 + αa2 − 11αb2))(−10b) + β(−4a2b+ 26b3)]

+ 2a2[1− 2α(
1
2
a2 − 11

2
b2)− 3βa2]

= a2 + 7b2 + α(−3
2
a4 − 15a2b2 +

33
2
b4) + β(−9

2
a4 +

9
2
b4)− 4Λ = 0

⇒1
4
a2 +

7
4
b2 + α(−3

8
a4 − 15

4
a2b2 +

33
8
b4) + β(−9

8
a4 +

9
8
b4)− Λ = 0

(4.16)

− 1
2
a2 +

11
2
b2 + α(

1
4
a4 − 11

2
a2b2 +

121
4
b4) + β(

3
4
a4 +

33
4
b4)− 2Λ

+ (4b2)[4− 4α(a2 − 11b2) + β(−2a2 + 10b2)]

− (2b)[(−1 + αa2 − 11αb2))(−10b) + β(−4a2b+ 26b3)]

+ a2[−1 + 2α(
1
2
a2 − 11

2
b2) + 3βa2]

= −3
2
a2 +

3
2
b2 + α(

5
4
a4 − 25

2
a2b2 − 55

4
b4) + β(

15
4
a4 − 15

4
b4)− 2Λ = 0

⇒− 3
4
a2 +

3
4
b2 + α(

5
8
a4 − 25

4
a2b2 − 55

8
b4) + β(

15
8
a4 − 15

8
b4)− Λ = 0

(4.17)

至此我們得到了三條 a, b, α, β 間的關係式:
−1

4a
2 + 5

4b
2 + α(1

8a
4 − 5

4a
2b2 − 11

8 b
4) + β(3

8a
4 − 3

8b
4)− Λ = 0

1
4a

2 + 7
4b

2 + α(−3
8a

4 − 15
4 a

2b2 + 33
8 b

4) + β(−9
8a

4 + 9
8b

4)− Λ = 0
−3

4a
2 + 3

4b
2 + α(5

8a
4 − 25

4 a
2b2 − 55

8 b
4) + β(15

8 a
4 − 15

8 b
4)− Λ = 0

稍做計算便可得出其解為: {a, b} = {±ı
√

2
3Λ,±

√
2
3Λ},

或{a, b} = {±
√
−8Λ + 11(1+8αΛ+24βΛ)

30β ,±
√

1+8αΛ+24βΛ
30β }。

但 a, b 為實數, 因此其解為:

a2 = −8Λ +
11(1 + 8αΛ + 24βΛ)

30β
(4.18)

b2 =
1 + 8αΛ + 24βΛ

30β
(4.19)
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第 4 章 Bianchi type II,VIh models

至此, 我們已經重製出其結果, 然而, 將這個結果代回, 計算出能量動量張量後, 在
John D. Barrow 的該篇文章中有提到其並不符合各種能量條件 [1] 。

4.1.3 引入膜宇宙學之概念

由於前節所重製的結果並不符合能量條件, 因此我們考慮前章推導出的等效重力方
程式, 此方程式又稱為brane equation ,

Gµν = −Λgµν + k4
2Tµν + k5

4Sµν − Eµν (4.20)

Sµν =
1
12
TTµν −

1
4
TµαTνα +

1
24

(3TαβTαβ − T 2)gµν (4.21)

而由度規張量我們可以計算出愛因斯坦張量為

Gµν + Λgµν =


κ 0 0 0
0 −3κ 0 0
0 0 −3κ 0
0 0 4x2κ 5κ

 (4.22)

其中 κ = 1+8Λα
20β + Λ

5

因此, 我們可以將其動量能量張量定為

Tµν =


ρ 0 0 0
0 p1 0 0
0 0 p2 0
0 0 p4 p3

 (4.23)

注意此處各零項, 是可以直接由方程式算出這些項為零的, 若先假設各個項都有值,
接著計算出 Sµν 帶入方程式中, 然後由於 Gµν 與時間無關, 就可以先得到一些計
算後帶有 e−bt 的項為零的方程式, 主要是由 TµαTνα 此項來的, 將這些方程式解
出後, 便可得到只有上述五項不為零了。
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第 4 章 Bianchi type II,VIh models

接著將此動量能量張量代入方程式中, 先計算出式中各項:

T = Tαα =ρ+ p1 + p2 + p3

T 0αT0α =ρ2

T 1αT1α =p1
2

T 2αT2α =p2
2 +

ebtx2

4
p2(

2p4

x2
+ p2 − p3)

T 3αT3α =p3
2 +

ebtx2

4
(
2p4

x2
− p3)(

2p4

x2
+ p2 − p3)

T 2αT3α =
ebt

2
p2(

2p4

x2
+ p2 − p3)

T 3αT2α =p2p4 −
x2

2
p3(p2 − p3) +

ebtx4

8
(
2p4

x2
− p3)(

2p4

x2
+ p2 − p3)

TαβTαβ =ρ2 + p1
2 + p2

2 + p3
2 +

ebtx2

4
(
2p4

x2
+ p2 − p3)2

3TαβTαβ − T 2 =2(ρ2 + p1
2 + p2

2 + p3
2 − ρp1 − ρp2

− ρp3 − p1p2 − p1p3 − p2p3)

+
3ebtx2

4
(
2p4

x2
+ p2 − p3)2

19



第 4 章 Bianchi type II,VIh models

代入式 (4.21) Sµν = 1
12TT

µ
ν − 1

4T
µαTνα + 1

24(3TαβTαβ − T 2)gµν
計算出各個非零之項:

⇒ S0
0 =

1
12

(−ρ2 + p1
2 + p2

2 + p3
2 − p1p2 − p1p3 − p2p3)

+
ebtx2

32
(
2p4

x2
+ p2 − p3)2

S1
1 =

1
12

(ρ2 − p1
2 + p2

2 + p3
2 − ρp2 − ρp3 − p2p3)

+
ebtx2

32
(
2p4

x2
+ p2 − p3)2

S2
2 =

1
12

(ρ2 + p1
2 − p2

2 + p3
2 − ρp1 − ρp3 − p1p3)

+
ebtx2

32
(
2p4

x2
+ p2 − p3)(

2p4

x2
− p2 − p3)

S3
3 =

1
12

(ρ2 + p1
2 + p2

2 − p3
2 − ρp1 − ρp2 − p1p2)

− ebtx2

32
(
2p4

x2
+ p2 − p3)(

2p4

x2
− p2 − p3)

S2
3 =− ebt

8
p2(

2p4

x2
+ p2 − p3)

S3
2 =

1
12
p4(ρ+ p1 − 2p2 − 2p3)

+
x2

32
[4p3 − ebtx2(

2p4

x2
− p3)](

2p4

x2
+ p2 − p3)

4.1.4 解出能量動量張量

首先, 在我們的討論中, 因為低能量近似而忽略掉 Eµν 造成的影響。

在上一節中, 可以發現有很多項中帶有一個跟時間有關的指數項 ebt, 但是因為
G2

3 = T 2
3 = 0 且 Gµν 與 t 無關, 因此可以推得

⇒ 2p4

x2
+ p2 − p3 = 0 (4.24)

接著由 G2
2 = G3

3 可以得到:

k4
2T 2

2 + k5
4S2

2 = k4
2T 3

3 + k5
4S3

3

⇒[k4
2 +

1
12
k5

4(ρ+ 2p1 + 2p2 + p3)](p2 − p1) = 0

⇒p2 = p1 (4.25)
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因此, 這非零的五條方程式可以化簡為
k4

2p3 + 1
12k5

4S3
3 = 5(k4

2ρ+ 1
12k5

4S0
0)

k4
2p1 + 1

12k5
4S2

2 = −3(k4
2ρ+ 1

12k5
4S0

0)
k4

2ρ+ 1
12k5

4S0
0 = κ

(4.26)

於是就可以解出此能量動量張量的形式了:

⇒ ρ = 6
k4

2

k5
4 + (10κ+

2
√

3A
k5

4 )B (4.27)

p1 = 6
k4

2

k5
4 ±

6(k4
4 − k5

4κ)
k5

4 B (4.28)

p3 = 6
k4

2

k5
4 + (14κ+

2
√

3A
k5

4 )B (4.29)

代入式(4.24),(4.25)

⇒ p2 = 6
k4

2

k5
4 ±

6(k4
4 − k5

4κ)
k5

4 B (4.30)

p4 = x2(±10κ+
√

3A∓ 3k4
4

k5
4 )B (4.31)

其中 κ 同前節之定義: κ = 1+8Λα
20β + Λ

5

而 A,B 分別為: A =
√

3k4
8 + 8k5

8κ2 , B =
√

−3
3k4

4+9k5
4κ−2

√
3A
。

4.2 化簡brane equation

不考慮 Eµν , 我們發現可以藉由一些代數運算來將方程式中的一次項 Tµν 吸收
到二次項 Sµν 中。

Gµν + Λgµν = k4
2Tµν + k5

4Sµν

= k4
2(Tµν + kSµν) (4.32)

其中 k = k5
4

k4
2

接著重新定義 Tµν 先將 coupling constant 吸收掉

Tµν →
T̃µν
k

⇒ Sµν →
S̃µν
k2

⇒ k5
4

k4
4 (Gµν + Λgµν) = T̃µν + S̃µν (4.33)
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第 4 章 Bianchi type II,VIh models

然後假設 T̃µν = Uµν + xgµν 。 則可得

T̃ =Uµµ + xgµµ = U + 4x

⇒ S̃µν =
1
12
T̃ T̃µν −

1
4
T̃µαT̃να +

1
24
gµν(T̃αβT̃αβ − T̃ 2)

=
1
12

(U + 4x)(Uµν + xgµν)− 1
4

(Uµα + xgµα)(Uνα + xgνα)

+
1
24
gµν [3(Uαβ + xgαβ)(Uαβ + xgαβ)− (U + 4x)2]

=
1
12
UUµν −

1
4
UµαUνα +

1
24

(3UαβUαβ − U2)

+
x

3
(Uµν + xgµν) +

x

12
Ugµν −

x

4
(Uµν + Uν

µ)− x2

4
gµν

+
x

4
Ugµν +

x2

2
gµν −

x

3
Ugµν −

2x2

3
gµν

=Ŝµν +
x

12
Uµν −

x

4
Uν

µ − x2

12
gµν (4.34)

又 Uµν = Uν
µ , 則我們可以算出在 x 為何時, 一次項會消失:

⇒ T̃µν + S̃µν = Ŝµν + (1 +
x

12
)Uµν −

x

4
Uν

µ + (x− x2

12
)gµν

= Ŝµν + (1− x

6
)Uµν + (x− x2

12
)gµν

⇒ x = 6 (4.35)

⇒ k5
4

k4
4 (Gµν + Λgµν)− 3gµν = Ŝµν (4.36)

因此, 令 tµν = k5
4

k4
4 (Gµν + Λgµν)− 3gµν 便可得到化簡後無一次項之方程式:

tµν = Ŝµν (4.37)

4.2.1 驗證其解相同

按照上節定義,brane equation 等式左方為:

tµν =
k5

4

k4
4 (Gµν + Λgµν)− 3gµν =


κ′ − 3 0 0 0

0 −3κ′ − 3 0 0
0 0 −3κ′ − 3 0
0 0 4x2κ′ 5κ′ − 3


(4.38)
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同4.1.3節, 我們可以直接將 Uµν 令為類似形式:

Uµν = kTµν − 6gµν =


ω 0 0 0
0 u1 0 0
0 0 u2 0
0 0 u4 u3

 (4.39)

同樣也計算出 Uµν 來解之:

Ŝµν =
1
12
UUµν −

1
4
UµαUνα +

1
24

(3UαβUαβ − U2) (4.40)

由 Ŝ2
3 = 0

⇒ ebt

8
u2(

2u4

x2
+ u2 − u3) = 0 (4.41)

⇒ u2 = 0 or
2u4

x2
+ u2 − u3 = 0 (4.42)

但 Uµν = Uν
µ 成立時, 2u4

x2 + u2 − u3 = 0 需成立

⇒ 2u4

x2
+ u2 − u3 = 0 (4.43)

最後再由 Ŝ1
1 = Ŝ2

2

⇒ 1
12

(u1 − u2)(2u1 + 2u2 − u3 − ω) = 0

⇒ u1 = u2 or ω = 2u1 + 2u2 − u3

分別討論此兩種情形。

u1 = u2 時:

u1 = u2 代回式 (4.37) ⇒ 方程式化簡為:
(u2 − u3 − ω)(u2 − u3 + ω) = 12κ′ − 36
ω2 − ωu2 − ωu3 − u2u3 + u3

2 = 36κ′ − 36
(u2 − u3 − ω)(u2 + u3 − ω) = 60κ′ − 36

(4.44)

經計算後可得:

⇒ ω = ±(10κ′ −B)C (4.45)
u1 = u2 = ±(6κ′ − 6)C (4.46)
u3 = ±(14κ′ −B)C (4.47)
代回式(4.43)

⇒ u4 = ±x
2

2
(8κ′ + 6−B)C (4.48)
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其中 B = ±2
√

9 + 24κ′2 , C =
√

−3
3+9κ′−B , κ′ = k5

4

k4
4 (1+8Λα

20β + Λ
5 )

當 κ′ < 3
5 或 κ′ > 3 時, C 為實數.

此解與4.1.4節解出之結果完全相同。

ω = 2u1 + 2u2 − u3 時

同前節之做法: ⇒ 方程式可化簡為
−u1

2 − 3u1u2 − u2
2 + u1u3 + u2u3 = 4κ′ − 12

(u1 + u2 − u3)2 = −12κ′ − 12
u1

2 + u1u2 + u2
2 − u1u3 − u2u3 = 20κ′ − 12

(4.49)

可得其解為

⇒ u1 = ±2(1−B)C (4.50)
u2 = ±2(1 +B)C (4.51)

u3 = ±2(5 +
3
κ′

)C (4.52)

ω = 2u1 + 2u2 − u3 = ±(−1− 3
κ′

)C (4.53)

代入式(4.43)

⇒ u4 = ±x2(4 +
3
κ′
−B)C (4.54)

其中 B = ±
√

9
κ′2 − 8 , C =

√
−κ′2

3(1+κ′) , κ′ = k5
4

k4
4 (1+8Λα

20β + Λ
5 )

當 − 3
2
√

2
≤ κ′ < −1 時 , B,C 皆為實數。

雖然在4.1.4節並無解出此解, 但是在該節中我們略去了一個解法非常複雜的部分,
即式 (4.25) 前另一項為0時之解, 此解應該與其相同。

4.2.2 能量動量張量守恆

在此將驗證 DµT
µ
ν = 0 , 由第4.2節可算出:

DµT
µ
ν = (

1
2
b(4ρ− p1 − p2 − 2p3),

1
x

(p1 − p2), 0, 0)

⇒ DµU
µ
ν = (

1
2
b(4ω − u1 − u2 − 2u3),

1
x

(u1 − u2), 0, 0)
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4.2.3 解1

將式(4.45)˜(4.48) 代入

DµU
µ
ν = (−2b(−3 +

√
9 + 24κ′2)

√
−3

3 + 9κ′ − 2
√

9 + 24κ′2
, 0, 0, 0)

⇒ b = 0 或 κ′ = 0

4.2.4 解2

將式(4.50)˜式(4.54) 代入

DµU
µ
ν = (−2b(8 +

9
κ′

)

√
−κ′2

3(1 + κ′)
,−4

x

√
−κ′2

3(1 + κ′)

√
9
κ′2
− 8, 0, 0)

⇒ b = 0 且 κ′ = − 3
2
√

2

4.3 Bianchi type V Ih 模型

與第4.1節做法相同:

4.3.1 度規

Bianchi type V Ih 模型之度規為[1]:

ds2 = −dt2 + dx2 + e2(rt+ax)[e−2(st+ahx)dy2 + e2(st+ahx)dz2] (4.55)

故其度規張量為:

gµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 e2(r−s)t+2(1−h)ax 0
0 0 0 e2(r+s)t+2(1+h)ax

 (4.56)

gµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 e−2(r−s)t−2(1−h)ax 0
0 0 0 e−2(r+s)t−2(1+h)ax

 (4.57)

其中 r2 = 8βs2+(3+h2)(1+8Λα)+8Λβ(1+h2)
8βh2 , a2 = 8βs2+8Λ(3α+β)+3

8βh2

25



第 4 章 Bianchi type II,VIh models

4.3.2 brane equation

與4.1.3節相同,

Gµν = −Λgµν + k4
2Tµν + k5

4Sµν − Eµν (2.19)

Sµν =
1
12
TTµν −

1
4
TµαTνα +

1
24

(3TαβTαβ − T 2)gµν (2.20)

同樣的, 可由度規張量計算出 Einstein tensor:

Gµν + Λgµν =


A+B D 0 0
−D −A− 3B 0 0

0 0 C +B 0
0 0 0 −C +B

 (4.58)

其中 A = 2(a2 + s2), B = r2−a2

2 + a2h2−s2
2 , C = 2(a2h− rs), D = 2a(r+hs)

4.3.3 計算出方程式中各項

由於Einstein Tensor 有六個非零項, 同樣也能如同 4.1.3 節那樣將能量動量張量
計算出只有此六個非零項:

Tµν =


ρ p4 0 0
p5 p1 0 0
0 0 p2 0
0 0 0 p3

 (4.59)

分別計算出各項: T = Tαα = ρ+ p1 + p2 + p3

TµαTνα =


ρ2 − p4

2 p1p4 − p5ρ 0 0
−p1p4 − p5ρ p1

2 − p5
2 0 0

0 0 p2
2 0

0 0 0 p3
2


TαβTαβ =ρ2 + p1

2 + p2
2 + p3

2 − p4
2 − p5

2

3TαβTαβ − T 2 =2(ρ2 + p1
2 + p2

2 + p3
2

− ρp1 − ρp2 − ρp3 − p1p2 − p1p3 − p2p3)

− 3(p4
2 + p5

2)
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代入式 (4.21) Sµν = 1
12TT

µ
ν − 1

4T
µαTνα + 1

24(3TαβTαβ − T 2)gµν
便可計算出各個二階項

⇒ S0
0 =

1
12

(−ρ2 + p1
2 + p2

2 + p3
2 − p1p2 − p1p3 − p2p3) +

1
8

(p4
2 − p5

2)

S1
1 =

1
12

(ρ2 − p1
2 + p2

2 + p3
2 − ρp2 − ρp3 − p2p3) +

1
8

(−p4
2 + p5

2)

S2
2 =

1
12

(ρ2 + p1
2 − p2

2 + p3
2 − ρp1 − ρp3 − p1p3) +

1
8

(−p4
2 − p5

2)

S3
3 =

1
12

(ρ2 + p1
2 + p2

2 − p3
2 − ρp1 − ρp2 − p1p2)− 1

8
(−p4

2 − p5
2)

S0
1 =

ρ

4
(p4 + p5) +

p4

12
(−2ρ− 2p1 + p2 + p3)

S1
0 =

p1

4
(p4 + p5) +

p5

12
(−2ρ− 2p1 + p2 + p3)

4.3.4 解出能量動量張量

因為 Gµν + Λgµν 為反對稱形式

⇒ k4
2(T 0

1 + T 1
0) + k5

4(S0
1 + S1

0) = 0

⇒ 1
12

(p4 + p5)[12k4
2 + k5

4(ρ+ p1 + p2 + p3)] = 0

⇒ p4 = −p5 (4.60)

又 Gµµ + Λgµµ = 0

⇒k4
2Tµµ + k5

4Sµµ = 0

⇒k4
2(ρ+ p1 + p2 + p3) +

k5
4

12
(3TαβTαβ − T 2) = 0

⇒ρ+ p1 + p2 + p3 = 0 (4.61)

且 p4
2 = p1

2 + p2
2 + p3

2 + p1p2 + p2p3 + p1p3 (4.62)

因此對角線上的四條方程式可化簡為
k4

2p1 + k5
4

4 (p2
2 + p3

2 + p1p2 + p1p3 + p2p3) = −A− 3B
k4

2p2 − k5
4

4 p2
2 = C +B

k4
2p3 − k5

4

4 p3
2 = −C +B

(4.63)
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第 4 章 Bianchi type II,VIh models

如此便可解出能量動量張量之對角線上四項

⇒ p1 = −2
k4

2

k5
4 −Q1 −Q2 −

A+ 2B
8(k4k5 )4 + C + 4k4

2Q2

(4
k4

2

k5
4 −Q1 +Q2)

(4.64)

p2 = 2
k4

2

k5
4 + 2Q1 (4.65)

p3 = 2
k4

2

k5
4 + 2Q2 (4.66)

代入式(4.61)

⇒ ρ = −2
k4

2

k5
4 −Q1 −Q2 +

A+ 2B
8(k4k5 )4 + C + 4k4

2Q2

(4
k4

2

k5
4 −Q1 +Q2)

(4.67)

(4.68)

其中 Q1 = ±
√
k4

4−(B+C)k5
4

k5
4 ; Q2 = ±

√
k4

4−(B−C)k5
4

k5
4

最後再由非對角線之方程式算出 p4

k4
2T 0

1 + k5
4S0

1 = D

⇒ p4 =
4D

4k4
2 + k5

4(p2 + p3)
=

2D
4k4

2 +Q1 +Q2

但是由式 (4.62), p4 =
√
p1

2 + p2
2 + p3

2 + p1p2 + p2p3 + p1p3

兩者互相矛盾。 雖然在式 (4.60) 之處, 我們同樣只選用比較容易的條件來做 ,另
一個條件非常困難, 似乎無法直接將其解出來, 因此必須採用與前節相同的方法將
brane equation 化簡才行。

4.3.5 改用化簡方法處理Bianchi type V Ih 模型

與4.2.1節相同, 我們重新定義 Tµν 將一次項吸收掉, 使方程式更簡潔:

tµν =
k5

4

k4
4 (Gµν + Λgµν)− 3gµν

=


A′ +B′ − 3 D′ 0 0
−D′ −A′ − 3B′ − 3 0 0

0 0 C ′ +B′ − 3 0
0 0 0 −C ′ +B′ − 3


(4.69)
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第 4 章 Bianchi type II,VIh models

同樣的, 轉換過的能量動量張量也可以直接令成 Einstein tensor 中不為零的部分
有值。

Uµν = kTµν − 6gµν =


ω u4 0 0
u5 u1 0 0
0 0 u2 0
0 0 0 u3

 (4.70)

Ŝµν =
1
12
UUµν −

1
4
UµαUνα +

1
24

(3UαβUαβ − U2) (2.38)

最後解此方程式 Ŝµν = tµν :

反對稱條件仍然成立, 因此

t01 + t10 = Ŝ0
1 + Ŝ1

0 = 0 (4.71)

可以得到

⇒ 1
12

(u4 + u5)(ω + u1 + u2 + u3) = 0

⇒ u4 = −u5 或 ω + u1 + u2 + u3 = 0

但是在 Uµν = Uν
µ 這條件中, 我們已經確定 u4 = −u5 。 故

⇒ u4 = −u5 (4.72)

再由張量轉換前 traceless 可得

tµµ = Ŝµµ = −12 (4.73)

⇒ 3u4
2 =ω2 + u1

2 + u2
2 + u3

2

− ωu1 − ωu2 − ωu3 − u1u2 − u1u3 − u2u3 + 72

⇒ u4 =± [
1
3

(ω2 + u1
2 + u2

2 + u3
2 − ωu1 − ωu2 − ωu3 − u1u2

− u1u3 − u2u3 + 72)]1/2 (4.74)

由式 (4.72),(4.74) 可將原本的方程組化簡為
u1

2 + u2
2 + u3

2 − ω2 − u1u2 − u1u3 − u2u3 = 12(A′ +B′ − 3)
−u1

2 + u2
2 + u3

2 + ω2 − ωu2 − ωu3 − u2u3 = 12(−A′ − 3B′ − 3)
u1u2 − 2u2

2 + u2u3 + ωu2 = 12(B′ + C ′ + 3)
u1u3 + u2u3 − 2u3

2 + ωu3 = 12(B′ − C ′ + 3)
(4.75)
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可得兩組解:
§解1

ω =
2Q
u3

+
32Q3 + 4(6−A′)Qu3

2 + 4Q2u3
2 + (3−A′ −B′)u3

4

8Q2u3 + 2(3 +B′)u3
3

(4.76)

u1 =
2Q
u3

+
32Q3 + 4(6 +A′ + 4B′)Qu3

2 + 4Q2u3
2 + (3 +A′ + 3B′)u3

4

8Q2u3 + 2(3 +B′)u3
3

(4.77)

u2 =u3 (4.78)

§解2

ω =u3 +
24Q3 + 4(3−A′ −B′)Qu3

2

4Q2u3 + (3 +B′)u3
3

(4.79)

u1 =u3 +
24Q3 + 4(3 +A′ + 3B′)Qu3

2

4Q2u3 + (3 +B′)u3
3

(4.80)

u2 =
4Q
u3

(4.81)

其中 Q = 3 +B′ − C ′

4.4 結論

在本節中將對本論文做個總結。

首先, 在John D. Barrow 的討論中, 我們得知了 Bianchi type II 的模型, 在
考慮了二次曲率項的 action 後, 得到的精確解並不符合相關的能量條件。
接著, 因此我們嘗試考慮將這個解配合3-brane, 由四維的等效重力方程式再次

計算出其能量動量張量, 然而計算出來的結果仍然不符合相關的能量條件, 無法演
化出各向同性的宇宙。
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Appendix A

符號定義

關於廣義相對論中各個符號的定義如下。 index 的部分 0 為時間, 大於 0 為空間,
英文字母為僅含空間部分 (1˜n) , 希臘字母則為整個時空 (0˜n)。 微分算符定義為:

∂µ ≡
∂

∂xµ
(A.1)

度規 gµν 中,時間分量取負號,空間分量取正號。 共變微分與克里斯多福符號 (Christoff
symbol) 分別為:

DµAν = ∂µAν − ΓλµνAλ (A.2)

Γλµν ≡
1
2
gλρ(∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν) (A.3)

黎曼曲率張量 (Riemann curvature tensor) 為:

RσλνµAσ ≡ [Dµ, Dν ]Aλ = −∂µΓσνλ − ΓρλνΓσµρ + ∂νΓσµλ + ΓρλµΓσνρ (A.4)

里奇曲率張量 (Ricci curvature tensor) 為:

Rµν ≡ Rσµνσ (A.5)

純量曲率為:
R ≡ Rµνgµν (A.6)

愛因斯坦張量 (Einstein tensor) 為:

Gµν ≡ Rµν −
1
2
gµνR (A.7)

以上各定義皆來自[10]。

31



Appendix B

curvature的計算結果

以下列出所有關於曲率張量的計算結果。

B.1 Bianchi type II model

內文計算中所使用的度規為

gµν =


−1 0 0 0
0 ebt

a2 0 0
0 0 ebt

a2 x
2 + e2bt

4a2 x
4 e2bt

2a2 x
2

0 0 e2bt

2a2 x
2 e2bt

a2

 (B.1)

gµν =


−1 0 0 0
0 a2

ebt
0 0

0 0 a2

x2ebt
− a2

2ebt

0 0 − a2

2ebt
x2a2

4ebt
+ a2

e2bt

 (B.2)

非零的克里斯多福符號為:

Γ1
01 = Γ2

02 =
b

2
Γ3

03 = b

Γ0
11 =

bebt

2a2
Γ0

33 =
be2bt

a2

Γ0
22 =

bebtx2

2a2
+
be2btx4

4a2
Γ0

23 =
be2btx2

2a2

Γ1
22 = −x− ebtx3

2
Γ1

23 = −e
btx

2

Γ2
12 =

1
x

+
ebtx

4
Γ2

13 =
ebt

2x

Γ3
02 =

bx2

4
Γ3

13 = −e
btx

4

Γ3
12 = −e

btx3

8
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非零的黎曼曲率張量之分量為:

R0
101 =

b2ebt

4a2
R0

202 =
b2ebtx2

4a2
(1 + ebtx2)

R0
302 = R0

203 =
b2e2btx2

2a2
R0

303 =
b2e2bt

a2

R0
312 = 2R0

213 = −2R0
123 =

be2btx

2a2
R0

212 =
3be2btx3

8a2

R3
003 = 4R2

002 = 4R1
001 = b2 R1

202 = −3bebtx3

8

R1
203 = 2R1

302 = 2R1
023 = −be

btx

2

R1
212 =

b2ebtx2

8a2
(2 + ebtx2) +

ebtx2

16
(ebtx2 − 12)

R1
312 = R1

213 =
e2btx2

8
(1 +

2b2

a2
)

R2
103 = 2R2

013 = 2R2
301 =

bebt

4x

R2
102 = 2R2

201 = 2R2
012 =

bebtx

4

R2
223 =

x2

2
R2

323 =
e2btx2

8
(1 +

2b2

a2
) R2

112 =
ebt

4
(3− b2

a2
)

R3
201 = −bx

4
(1 +

ebtx2

4
) R3

102 =
bx

4
(1− ebtx2

2
)

R3
223 = −b

2ebtx2

8a2
(4 + ebtx2) +

ebtx2

16
(4 + ebtx2) R3

112 = −1
2
ebtx2(

b2

4a2
)

R3
323 =

ebtx2

2
R3

113 = −e
2btx2

8
(1 +

2b2

a2
) R3

012 =
bx

2
(1− ebtx2

8
)

R3
103 = 2R3

013 = 2R3
301 = −be

btx

4
R3

002 =
3b2x2

8

在此只列出 Rλρνµ 中 ν < µ 項, 剩下的用黎曼曲率張量的特性 Rλρνµ = −Rλρµν
即可得到, 並且可用其恆等式 Rλρνµ +Rλµρν +Rλνµρ = 0 驗證之。

非零的里奇曲率張量則為:

R00 =
3b2

2
R11 =

ebt

2
(1− 2b2

a2
)

R22 = −b
2ebtx2

a2
(1 +

ebtx2

2
) +

1
2
ebtx2(1− ebtx2

4
)

R23 = R32 = −1
4
e2btx2(1 +

4b2

a2
) R33 = −1

2
e2bt(1 +

ebtx2

4
)
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純量曲率為:

R = gµνRµν =
a2

2
− 11b2

2
(B.3)

愛因斯坦張量為:

Gµν =


1
4(5b2 − a2) 0 0 0

0 1
4(a2 + 7b2) 0 0

0 0 1
4(a2 + 7b2) −x2

2 (a2 + b2)
0 0 0 −3

4(a2 − b2)

 (B.4)

B.2 Bianchi type VIh model

內文計算中所使用的度規為

gµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 e2(r−s)t+2(1−h)ax 0
0 0 0 e2(r+s)t+2(1+h)ax

 (B.5)

gµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 e−2(r−s)t−2(1−h)ax 0
0 0 0 e−2(r+s)t−2(1+h)ax

 (B.6)

非零的克里斯多福符號為:

Γ2
02 = r − s Γ3

03 = r + s

Γ2
12 = a(1− h) Γ3

13 = a(1 + h)

Γ0
22 = (r − s)e2(r−s)t+2a(1−h)x Γ0

33 = (r + s)e2(r+s)t+2a(1+h)x

Γ1
22 = −a(1− h)e2(r−s)t+2a(1−h)x Γ1

33 = −a(1 + h)e2(r+s)t+2a(1+h)x
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非零的黎曼曲率張量之分量為:

R0
202 = (r − s)2e2(r−s)t+2a(1−h)x

R0
303 = (r + s)2e2(r+s)t+2a(1+h)x

R0
212 = −R1

202 = a(1− h)(r − s)e2(r−s)t+2a(1−h)x

R0
313 = −R1

303 = a(1 + h)(r + s)e2(r+s)t+2a(1+h)x

R1
212 = −a2(1− h)2e2(r−s)t+2a(1−h)x

R1
313 = −a2(1 + h)2e2(r+s)t+2a(1+h)x

R2
102 = R2

012 = a(1− h)(r − s) R2
002 = (r − s)2

R2
323 = [−a2(1− h2) + r2 − s2]e2(r+s)t+2a(1+h)x R2

112 = a2(1− h)2

R3
103 = R3

013 = a(1 + h)(r + s) R3
003 = (r + s)2

R3
223 = −[−a2(1− h2) + r2 − s2]e2(r−s)t+2a(1−h)x R3

113 = a2(1 + h)2

與前節相同, 此處僅列出 ν < µ 者。

非零的里奇曲率張量則為:

R00 = 2(r2 + s2)

R11 = 2a2(h2 + 1)

R22 = 2[(1− h)a2 − r(r − s)]e2(r−s)t+2a(1−h)x

R33 = 2[(1 + h)a2 − r(r + s)]e2(r+s)t+2a(1+h)x

R01 = R10 = 2a(r + hs)

純量曲率為:

R = gµνRµν = 2a2(3 + h2)− 2(3r2 + s2) (B.7)

愛因斯坦張量為:

G0
0 = −a2(3 + h2) + r2 − s2 (B.8)

G1
1 = −a2(1− h2) + 3r2 + s2 (B.9)

G2
2 = −a2(1 + h)2 + (r + s)2 (B.10)

G3
3 = −a2(1− h)2 + (r − s)2 (B.11)

G0
1 = −G1

0 = 2a(r + hs) (B.12)
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Appendix C

各Bianchi type model 的原始
度規

以下列出各 model 之原始空間度規:

I ds2 =dx2 + dy2 + dz2

II ds2 =dx2 + dy2 + 2xdydz + (x2 + 1)dz2

III ds2 =dx2 + e2xdy2 + 2nexdydz + dz2

IV ds2 =dx2 + ex[dy2 + 2dydz + (x2 + n2)dz2]

V ds2 =dx2 + e2hx(dy2 + dz2)

VIh ds2 =dx2 + e2xdy2 + 2ne(h+1)xdydz + e2hxdz2

VIIh ds2 =dx2 + e−hx(n+ cos vx)dy2 + e−hx(h cos vx+ v sin vx+ nh)dydz

+ e−hx(
2− v2

2
cosvx+

hv

2
sin vx+ n)dz2

VIII ds2 =dx2 + dy2 + 2(
x

a
− y)dydz + [(

x

a
− y)2 + 1]dz2

IX ds2 =(cos zdx+ sin z sinxdy)2 + (− sin zdx+ cos z sinxdy)2

+ (dz + cosxdy)2
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Appendix D

單位

內文中我們使用幾何單位系統(geometrized unit system) 來計算, 以使常數部分
較為簡潔。 在幾何單位系統中, 將光速及萬有引力常數定為 1 , 使所有單位都變成
長度的因次。

物理量 基本單位 幾何單位 換算率

長度 [L] [L] 1
時間 [T ] [L] c−1

質量 [M ] [L] Gc−2

速度 [LT−1] 1 c−1

角速度 [T−1] [L−1] c−1

加速度 [LT−2] [L] c−2

能量 [ML2T−2] [L] Gc−4

注意內文中我們是將 8πG 當作 1 順便將常數吸收掉。
另外, 若將迪拉克常數 (Dirac constant) 也設為1則成為自然單位系統。
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