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具額外阻尼之彈性板的導波波傳 

 

研究生：許世明    指導教授：尹慶中 博士 

 

國立交通大學機械工程學系博士班 

 

摘    要 

本研究是研究彈性平板的導波波傳為主，考慮平板本身的熱彈耦合效應，或者是其

表面黏滯液體負載所造成的額外阻尼，探討波傳遞時的頻散與衰減關係及其能量耗散。

前者代表一個動力系統含有狀態變數對時間 t一次微分的阻尼項，後者即為隱含於系統

本身彈性係數中的阻尼項。因此，本研究會區分成兩大主題。 

第一個主題是探討一受單軸拉伸殘留應力之等向性平板的熱彈導波波傳問題。應用

自然、初始與最終三個狀態的聲彈理論，配合傳統熱彈理論，推導在初始狀態下描述的

熱彈統御方程式及其導波特徵方程式。利用曲線追蹤法針對複波數的虛部作複數尋根，

獲得熱彈導波的頻散與衰減頻譜。由數值結果可發現，除 0A 模態外，其餘模態在某些

特定頻率下會出現最小衰減的驟降現象，稱之為 Lamé 模態，它代表會在厚度方向形成

共振，而且在導波傳遞時的能量損耗最小。此外，本文亦探討波傳方向與單軸施力方向

的夾角為0、90與 45之熱彈導波的頻散與衰減頻譜。 

第二個主題是探討表面黏滯液體負載之玻璃平板的導波波傳問題。將黏滯性液體層

視為一具剪力剛性 55c i  的假想性等向性固體，為動態黏滯係數，為角頻率。

經由平板與液體層所架構的雙層結構全域矩陣，利用複數尋根方式獲得頻散與衰減曲線

關係，探討平板表面質點運動以及液體層內壓力變化的頻譜特性。除 0A 模態外，其餘

模態在頻率接近 Lamé 模態時會出現最小衰減的驟降現象，在固液界面上的質點軌跡會

出現逆轉現象。隨著頻率遞增，平板 0A 模態之位移與應力變化逐漸集中於固液界面，

而 0S 模態則是集中於平板下表面。再者，液體層上下表面間壓力差變化及其均勻特性

會與平板上表面質點軌跡運動的偏振狀態有直接關係。此外，亦探討液體層厚度改變對

相速度頻散與衰減曲線的影響。 



 ii

關鍵字： 殘留應力、熱彈聲波、黏滯液體負載、Lamé 模態、頻散、衰減、 

曲線追蹤法、正則模態展開法。 
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Guided Wave Propagation in Elastic Plates 

with Excessive Attenuation 

 

Student: Shih-Ming Hsu     Advisor: Dr. Ching-Chung Yin 

 

Department of Mechanical Engineering 

National Chiao Tung University 

 

Abstract 

This dissertation mainly investigates the dispersion, attenuation, and energy dissipation 

of ultrasonic guided waves propagating in an elastic plate with excessive damping. The 

excessive attenuation caused by the thermoelastic coupling of plate or the external viscous 

fluid loading on the top surface of plate is taken into account. The former represents the 

damping resulted from the time derivative of state variables in a dynamic system, but the later 

denotes the intrinsic damping term in the elastic constants. Owing to the above two different 

excessive damping, the investigation is divided into two works. 

Thermoelastic waves propagating in an isotropic thin plate exerted by a uniaxial tensile 

stress are represented in the first work. Characteristic equation of thermoelastic guided waves 

is formulated based on the theory of acoustoelasticity and classical thermoelasticity. Curve 

tracing method for complex root-finding is used to determine the attenuation, which is the 

imaginary part of the complex-value wavenumber. It is found that each plate mode of 

thermoelastic wave propagating in an isotropic plate with or without pre-stress has a 

minimum attenuation at a specific frequency except the A0 mode. These modes are called by 

the Lamé modes, which are the volume resonances in the thickness direction and propagate 

along the plate with the least energy dissipation. Frequency spectra of the phase velocity 

dispersion and attenuation of thermoelastic waves propagating along various orientations in 

the uniaxial pre-stressed thin plate have further been discussed. 

The second work describes an investigation of acoustic guided wave propagation in a 

glass plate overlain with a poly-vinyl-alcohol (PVA) layer. The PVA layer is modeled as a 

hypothetical isotropic solid with dynamic viscosity. Dispersion and attenuation curves, mode 

shape, trajectories of surface particles on the substrate, and pressure in the fluid layer are 
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studied numerically. Except for the A0 mode, a steeply decreasing attenuation and a reverse 

trajectory of motion are observed near the frequency of Lamé mode for the different modes. 

With increasing frequency, displacement, stress, and energy of the A0 mode are significantly 

confined to a region near the top surface of the plate. A similar phenomenon occurs near the 

bottom surface for the S0 mode. The pressure gradient and its distribution in the fluid layer 

are directly related to the trajectories of surface particles on the interface of fluid and 

substrate. The symmetric modes, except for the S0 mode, at frequencies corresponding to the 

maximum group velocity, are the appropriate choices for generating uniform acoustic 

pressure in the fluid layer. Moreover, a glass substrate overlain with a glycerin layer is also 

taken in account, and its frequency spectra of the phase velocity dispersion and attenuation 

have further been discussed. 

Keywords: residual stress, thermoelastic waves, viscous fluid loading, Lamé mode, 

dispersion, attenuation, curve tracing method, normal mode expansion. 
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符 號 說 明 

 

(依出現順序排列) 

0 , i , f  自然、初始與最終三種狀態的上標符號。 

, , ,     以自然狀態座標系統作描述的下標符號。 

, , ,I J K   以初始狀態座標系統作描述的下標符號。 

, , ,i j k   以最終狀態座標系統作描述的下標符號。 

t  時間。 

 , X , ( )tx  自然、初始與最終狀態的位置向量。 

 , X  , ( )x t  在自然狀態下觀察的位置向量、X 與 ( )tx 。 

J , JX , ( )Jx t  在初始狀態下觀察的位置向量、X 與 ( )tx 。 

j , jX , ( )jx t  在最終狀態下觀察的位置向量、X 與 ( )tx 。 

D

Dt

   , 
t




 函數 ( , )t x 對時間 t的全導函數與局部導函數。 

iu  ( X  ) 自然狀態變形至初始狀態的位移增量。 

fu  ( x  ) 自然狀態變形至最終狀態的位移增量。 

u  ( x X ) 初始狀態變形至最終狀態的位移增量。 

iv , fv  位置函數X 與x對時間 t的一次全導函數，即速度向量。 

iv , fv  位置函數X 與x 對時間 t的二次全導函數，即加速度向量。 

iu , fu , u  在自然狀態下觀察的位移增量 iu 、 fu 與u。 

i
Ju , f

Ju , Ju  在初始狀態下觀察的位移增量 iu 、 fu 與u。 

i
ju , f

ju , ju  在最終狀態下觀察的位移增量 iu 、 fu 與u。 
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iv , fv  在自然狀態下觀察的速度向量 iv 與 fv 。 

i
Jv , f

Jv  在初始狀態下觀察的速度向量 iv 與 fv 。 

i
jv , f

jv  在最終狀態下觀察的速度向量 iv 與 fv 。 

ijke , IJKe  排列(permutation)或 Levi-Civita 符號。 

ˆ jn  Euler 描述下的表面法向量。 

 , dV , dA  Euler 描述下的質量密度、單位體積與單位面積。 

kt  ( ˆ j jkn  ) 施予法向量為 ˆ jn 之表面的曳力。 

q  ( ˆ j jn q ) 經由法向量為 ˆ jn 之表面所釋出的熱能。 

ji  Cauchy 應力。 

jq , ijk  熱通量與熱傳導常數。 

jb , h  單位質量的徹體力與分佈熱源。 

ijL  ( ,i jv ) 空間速度梯度。 

ij , ij , 微小應變與應變速率。 

 , u , ψ  單位質量的熵、內能與 Helmholz 自由能。 

 , 0 ,   絕對溫度、參考溫度與溫度變化，關係為 0   。 

F  (  x X ) 位移梯度。 

ˆJn  Lagrange 描述下的表面法向量。 

0 , 0dV , 0dA  Lagrange 描述下的質量密度、單位體積與單位面積。 

IJT  2nd Piola-Kirchhoff 應力。 

IJS  Lagrange 應變。 

Jq , IJk  熱通量與熱傳導常數。 

 , U , Ψ  熵( 0  )、內能( 0 u )與 Helmholz 自由能( 0 ψ )。 
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0 , i , f  在自然、初始與最終狀態下的質量密度。 

u , Ju , ju  在自然、初始與最終狀態下觀察的位移增量。 

i
Jv , f

jv  在初始與最終狀態觀察自身狀態時的速度。 

iv , fv  在自然狀態觀察初始與最終狀態時的速度。 

f
Jv  在初始狀態觀察最終狀態時的速度。 

i
IJ  ( i

IJT ), f
ij  在初始與最終狀態下觀察的 Cauchy 應力。 

iT , fT  在自然狀態觀察初始與最終狀態時的 2nd Piola-Kirchhoff 應力。 

i
IJT , f

IJT  在初始狀態觀察初始與最終狀態時的 2nd Piola-Kirchhoff 應力。 

T  在自然狀態觀察初始至最終狀態間的應力增量。 

IJT  在初始狀態觀察初始至最終狀態間的應力增量。 

iS , fS  在自然狀態觀察初始與最終狀態時的微小應變。 

i
IJS , f

IJS  在初始狀態觀察初始與最終狀態時的微小應變。 

S  在自然狀態觀察初始至最終狀態間的應變增量。 

IJS  在初始狀態觀察初始至最終狀態間的應變增量。 

i
Jq  ( i

J q ), f
jq  在初始與最終狀態下觀察的熱通量。 

i
q , f

q  在自然狀態觀察初始與最終狀態時的熱通量。 

i
Jq , f

Jq  在初始狀態觀察初始與最終狀態時的熱通量。 

q  在自然狀態觀察初始至最終狀態間的熱通增量。 

Jq  在初始狀態觀察初始至最終狀態間的熱通增量。 

0
k  (  k ) 在自然狀態下的熱傳導常數。 

i
IJk  ( IJ k ) 在初始狀態下的熱傳導常數。 
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f
ijk  ( ijk ) 在最終狀態下的熱傳導常數。 

i , f  初始與最終狀態相較於自然狀態時的溫度變化。 

0 , i , f  在自然、初始與最終狀態下的絕對溫度。 

  初始至最終狀態間的溫度差。 

i , f  在初始與最終狀態下單位質量的熵。 

oi , of  在自然狀態觀察初始與最終狀態時的熵。 

if  (  ) 在初始狀態觀察最終狀態時的熵。 

  初始至最終狀態間的熵增量。 

f
b , f

Ib , f
ib  在自然、初始與最終狀態下觀察之單位質量的徹體力。 

fh  在最終狀態下輸入之單位質量的分佈熱源。 

dU ,dW ,dQ  內能變化量、外界對系統做功、以及系統自外界吸收熱能。 

U ,Ψ ,H ,G  內能、Helmholz 自由能、熱焓與 Gibbs 自由能。 

( , )t     自然狀態座標系統所描述的 N階張量。 

( , )IJK L t X  初始狀態座標系統所描述的 N 階張量。 

J det ( )  X   自然與初始狀態之座標系統間的 Jacobi 行列式。 

0 , 0dV , 0dA  在自然狀態下的質量密度、單位體積與單位面積。 

IJKLc , PQc   在自然狀態下原始的二階彈性常數。 

IJKLMNc , PQRc  在自然狀態下原始的三階彈性常數。 

IJ , P  在自然狀態下原始的熱壓常數。 

IJk , Pk  在自然狀態下原始的熱傳導常數。 

 ,   在自然狀態下原始的熱常數。 

EC  在自然狀態下原始的熱容常數。 



 xxiii

i , idV , idA  在初始狀態下的質量密度、單位體積與單位面積。 

0 , i  在自然與初始狀態下的絕對溫度。 

IJKLc , PQc  有效彈性常數。 

IJ , P  有效熱壓常數。 

IJk , Pk  有效熱傳導常數。 

  有效熱常數。 

IJT , PT  2nd Piola-Kirchhoff 應力。 

i
IJT , i

PT  殘留應力或初始應力。 

IJS , PS  微小應變。 

,I Ju , ,
i
I Ju , i

NNe  位移梯度、初始位移梯度與體積膨脹。 

 ,   熵增量與溫度差。 

Jb , h  單位質量的徹體力與分佈熱源。 

t  ( ˆ n T ) 表面法向量為 ˆJn 的施加曳力。 

inq  ( ˆ  n q ) 表面法向量為 ˆJn 的輸入熱能。 

b , q  徹體力 Ib 與熱通量 Iq 之粗體表示。 

v , u  速度 Iv 與位移 Iu 之粗體表示。 

T , S  應力 IJT 與應變 IJS 之粗體表示。 

c ,   彈性常數 IJKLc 與熱壓常數 IJ 之粗體表示。 

1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ[ , , ]n n nn  表面法向量，且 2 2 2
1 2 3ˆ ˆ ˆ 1n n n   。 

1ê , 2ê , 3ê  沿 1X 、 2X 與 3X 方向上的單位向量。 

, ( , , )m n m nP     元素 1{ } 對整個橫截面的厚度 3X 方向作積分。 
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1( , )ma X   模態展開項的待定係數。 

s
1( , )nf X   外界輸入的表面源。 

v
1( , )nf X   外界輸入的體積源。 

o o o
1 2 3-O X X X  座標轉換前的座標系統。 

1 2 3-O X X X  座標轉換後的座標系統。 

  水平 1 2X X 平面作旋轉角度。 

m , n  座標轉換矩陣元素，其中 cosm  與 sinn  。 

o
IJKLc , oi

IJT , 座標轉換前的彈性常數與初始應力。 

o
IJ , o

IJk , 座標轉換前的熱壓常數與熱傳導常數。 

o  座標轉換前的熱常數。 

o
i I b , o

i h  座標轉換前的徹體力與熱源。 

1 3[ , ]n nn  波前的單位波傳向量，且 2 2
1 3 1n n  。 

U  元素 IU  ( 1,2,3,4I  )所構成的狀態向量。 

( 1U , 2U , 3U ) 位移( 1u , 2u , 3u )的待定係數。 

4U  溫度差的待定係數。 

IJ , I , K  Christoffel 方程式中元素的張量表示。 

kA  ( 0,2,4,6k  ) 展開 Christoffel 方程式獲得 2c 之 4 次多項式的係數。 

kA  ( 0,2,4k  ) 展開 Christoffel 方程式獲得 2c 之 3 次多項式的係數。 

QTc , QLc , Qthc  準橫波、準縱波與準熱波的徹體波相速度。 

PTc , SHc  純橫波與面外剪力波的徹體波相速度。 

Lc , thc  純縱波與純熱波的徹體波相速度。 

λc  彈性與熱性兩者間的耦合項。 
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 ,  , f , k  角頻率、角波數、頻率與波數，關係為 2 f   與 2 k   。 

1 3[ , ]   導波波傳的波數向量，關係為 2 2
1 3  等於徹體波角波數之平方。 

1  (  ) 導波波傳沿水平 1X 方向的角波數。 

3  (  ) 導波波傳沿厚度 3X 方向的角波數。 

IJa , IJb , IJc  Christoffel 方程式中之 2 次、1 次與 0 次項的係數。 

kB  ( 0,2,4,6k  ) 展開 Christoffel 方程式獲得 2 之 4 次多項式的係數。 

kB  ( 0,2,4k  ) 展開 Christoffel 方程式獲得 2 之 3 次多項式的係數。 

k  2 之 4 次多項式的複數根，其中 1,2,3,4k  。 

kC
  由邊界條件決定的待定係數。 

ikp
  ( 1u , 2u , 3u , )各分量的比例。 

X , Y , Z  分別代表 1X 、 2X 與 3X 方向。 

,ikqX , ,ikqY  表面法向量為 1X 與 2X 方向之( 1t , 2t , 3t , inq )各分量的比例。 

,ikqZ  ( ikq
 ) 表面法向量為 3X 方向之( 1t , 2t , 3t , inq )各分量的比例。 

XV , YV , ZV  元素 , IVX 、 , IVY 與 , IVZ  ( 1,2,3,4I  )所構成的狀態向量。 

( ,1VX , ,2VX , ,3VX ) 表面法向量為 1X 方向之曳力( 1t , 2t , 3t )的待定係數。 

( ,1VY , ,2VY , ,3VY ) 表面法向量為 2X 方向之曳力( 1t , 2t , 3t )的待定係數。 

( ,1VZ , ,2VZ , ,3VZ ) 表面法向量為 3X 方向之曳力( 1t , 2t , 3t )的待定係數。 

,4VX , ,4VY , ,4VZ  表面法向量為 1X 、 2X 與 3X 方向之熱能輸入 inq 的待定係數。 


P  元素 ikp

  ( , 1,2,3,4i k  )所構成的矩陣。 


XQ , 

YQ  元素 ,ikqX 與 ,ikqY  ( , 1,2,3,4i k  )所構成的矩陣。 


ZQ  ( Q ) 元素 ,ikqZ 或 ikq

  ( , 1,2,3,4i k  )所構成的矩陣。 
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3( )X
D  元素 3e ki X   ( 1,2,3,4k  )所構成的對角矩陣。 


C  元素 kC

  ( 1,2,3,4k  )所構成的向量。 

( , )   頻散及衰減關係的特徵方程式。 

S
kC , A

kC  由邊界條件決定之對稱與反對稱模態的待定係數。 

SU , AU  元素 IU  ( 1,2,3,4I  )所構成之對稱與反對稱模態的狀態向量。 

S
XV , A

XV  元素 , IVX  ( 1,2,3,4I  )所構成之對稱與反對稱模態的狀態向量。 

S
YV , A

YV  元素 , IVY  ( 1,2,3,4I  )所構成之對稱與反對稱模態的狀態向量。 

S
ZV , A

ZV  元素 , IVZ  ( 1,2,3,4I  )所構成之對稱與反對稱模態的狀態向量。 

S
,ikqZ , A

,ikqZ  對稱與反對稱模態之( 1t , 2t , 3t , inq )各分量的比例。 

S,A ( , )   對稱與反對稱模態之頻散及衰減關係的特徵方程式。 

h  熱彈平板的厚度。 

P  元素 ikp
  ( , 1,3,4i k  )所構成的矩陣。 

XQ , YQ  元素 ,ikqX 與 ,ikqY  ( , 1,3,4i k  )所構成的矩陣。 

ZQ  ( Q ) 元素 ,ikqZ 或 ikq
  ( , 1,3,4i k  )所構成的矩陣。 

3( )XD  元素 3e ki X   ( 1,3,4k  )所構成的對角矩陣。 

C  元素 kC
  ( 1,3,4k  )所構成的向量。 

S,A ( , )   面內波傳之對稱與反對稱模態之頻散及衰減關係的特徵方程式。 

S,A ( , )   面外波傳之對稱與反對稱模態之頻散及衰減關係的特徵方程式。 

  對稱模態為 n  ( 0,1,2,n  )，及反對稱模態為 1 2m   ( 0,1,2,m )。 

mU  第m層之元素 ( )m
IU  ( 1,2,3,4I  )所構成的狀態向量。 

mV  ( ,m ZV ) 第m層之元素 ( )
,
m
IVZ  ( 1,2,3,4I  )所構成的狀態向量。 
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( )m
k  第m層之 2 之 4 次多項式的複數根，其中 1,2,3,4k  。 

( )m
ikp
  第m層之( 1u , 2u , 3u , )各分量的比例。 

( )
,
m
ikqZ  ( ( )m

ikq
 ) 第m層之表面法向量為 3X 方向之( 1t , 2t , 3t , inq )各分量的比例。 

( )m
kC
  第m層之由邊界條件決定的待定係數。 

m


P  第m層之元素 ( )m
ikp
  ( , 1,2,3,4i k  )所構成的矩陣。 

m


Q  ( ,m
 ZQ ) 第m層之元素 ( )

,
m
ikqZ 或 ( )m

ikq
  ( , 1,2,3,4i k  )所構成的矩陣。 

3( )m X


D  第m層之元素
( )

3e
m
ki X   ( 1,2,3,4k  )所構成的對角矩陣。 

mE  第m層之元素
( )

e
m
k mi h  ( 1,2,3,4k  )所構成的對角矩陣。 

m


C  第m層之元素 ( )m
kC
  ( 1,2,3,4k  )所構成的向量。 

1mZ  , mZ  第m層之上表面與下表面位置，其中 1,2,3, ,m M  。 

mh   第m層之厚度，定義 1m m mh Z Z   。 

m  在界面處( 3 mX Z )的不連續點，包括位移 Iu 與溫度差。 

mF  在界面處( 3 mX Z )的外界施加，包括曳力 It 與熱輸入 inq 。 

0m   代表第 0 層，屬於「上半無窮域」。 

0U  上半無窮域之元素 (0)
IU  ( 1,2,3,4I  )所構成的狀態向量。 

0V  ( ,0 ZV ) 上半無窮域之元素 (0)
, IVZ  ( 1,2,3,4I  )所構成的狀態向量。 

(0)
k  上半無窮域之 2 之 4 次多項式的複數根，其中 1,2,3,4k  。 

0


P  上半無窮域之元素 (0)
ikp
  ( , 1,2,3,4i k  )所構成的矩陣。 

0


Q  ( ,0
 ZQ ) 上半無窮域之元素 (0)

,ikqZ 或 (0)
ikq
  ( , 1,2,3,4i k  )所構成的矩陣。 

0 3( )X
D  上半無窮域之元素

( 0 )
3e ki X   ( 1,2,3,4k  )所構成的對角矩陣。 

0


C  上半無窮域之元素 (0)
kC
  ( 1,2,3,4k  )所構成的向量。 
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1m M   代表第( 1M  )層，屬於「下半無窮域」。 

1M U  下半無窮域之元素 ( 1)M
IU

  ( 1,2,3,4I  )所構成的狀態向量。 

1M V  ( , 1M  ZV ) 下半無窮域之元素 ( 1)
,
M
IV 

Z  ( 1,2,3,4I  )所構成的狀態向量。 

( 1)M
k

  下半無窮域之 2 之 4 次多項式的複數根，其中 1,2,3,4k  。 

1M

P  下半無窮域之元素 ( 1)M

ikp
   ( , 1,2,3,4i k  )所構成的矩陣。 

1M


Q  ( , 1M


 ZQ ) 下半無窮域之元素 ( 1)
,
M
ikq 

Z 或 ( 1)M
ikq
   ( , 1,2,3,4i k  )所構成的矩陣。 

1 3( )M X
D  下半無窮域之元素

( 1)
3e

M
ki X   ( 1,2,3,4k  )所構成的對角矩陣。 

1M

C  下半無窮域之元素 ( 1)M

kC
   ( 1,2,3,4k  )所構成的向量。 

in 1 2( , , )X X tq  雷射光於試件表面 3 0X  處的輸入熱源。 

0I , 0a  雷射 TEM00 模態的輸出功率(單位 W)與光束半徑。 

R  試件的光學反射係數。 

1 2( , )g X X  Gauss 空間分佈函數，且 1 2 1 2( , ) 1g X X dX dX 
    。 

( )f t  時間變化曲線，分為連續波(CW)與脈衝(pulse)兩種型式。 

H( )t  Heaviside 單位步階函數。 

c , cf  調制角頻率與調制頻率。 

r , p  上升時間與脈衝時間，關係為 p r2  。 

in 1 2( , , )  Q  in 1 2( , , )X X tq 對( 1X , 2X )與 t的 Fourier 轉換。 

in 2( , , )X Q  in 1 2( , , )X X tq 對 1X 與 t的 Fourier 轉換。 

1 2( , )G    1 2( , )g X X 對變數( 1X , 2X )的二維 Fourier 轉換。 

2( , )G X  1 2( , )g X X 對變數 1X 的一維 Fourier 轉換。 

( )F   ( )f t 對時間 t的 Fourier 轉換。 

erf ( )  誤差函數，定義為
2

02erf ( ) e x dx   與 r

2 2
( ) i   。 
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topZ  層狀介質或平板之上表面位置。 

1 3( , , )X X   受外界輸入源激發後的物理場，其中為u、、T 或q。 

3( , , )n n X   在某一組 ( , )  下的特徵模態。 

1( , )na X   正 1X 方向傳遞之模態振幅。 

1( , )na X t  
Zt  ( ,~ It


Z , 1,2,3I  )所造成的模態振幅。 

1( , )na X q  in
q 所造成的模態振幅。 

1( , )X 
Zt  上表面位置受到一個施加曳力，作用範圍為 1X  t t 。 

in 1( , )X q  雷射光束照射造成的熱源輸入，作用範圍為 1X  q q 。 

( , ) 
ZT  1( , )X 

Zt 的空間域 Fourier 轉換。 

in ( , ) Q  in 1( , )X q 的空間域 Fourier 轉換。 

t , q  上表面受到 
Zt 與 in

q 激發後的物理場，其中為u、、T 或q。 

( , )I nE    第 n個模態在頻率下，表面質點速度大小的可激發性函數。 

4 ( , )nE    第 n個模態在頻率下，表面質點溫度大小的可激發性函數。 

L0c , S0c  在自然狀態下的縱波波速與橫波波速。 

R0c , Lame0c  在自然狀態下的雷利波波速與 Lame 模態波速。 

QL0c , Qth0c  在自然狀態下的準縱波波速與準熱波波速。 

th0c , λ0c  在自然狀態下的熱波波速，以及熱彈係數造成的耦合項。 

[100]
L1c , [001]

S1c , [010]
S1c  在初始狀態下沿 1X 方向的縱波波速與 2 個橫波波速。 

[010]
L2c , [001]

S2c , [100]
S2c  在初始狀態下沿 2X 方向的縱波波速與 2 個橫波波速。 

[001]
L3c , [100]

S3c , [010]
S3c  在初始狀態下沿 3X 方向的縱波波速與 2 個橫波波速。 

Lame1c , Lame2c  沿 1X 與 2X 方向的 Lame 模態波速。 
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[100]
L1c  縱波波速 [100]

L1c 與 L0c 間的波速差。 

[010]
L2c  縱波波速 [010]

L2c 與 L0c 間的波速差。 

[001]
L3c  縱波波速 [001]

L3c 與 L0c 間的波速差。 

[001]
S1c , [010]

S1c  2 個橫波波速( [001]
S1c , [010]

S1c )與 S0c 間的波速差。 

[001]
S2c , [100]

S2c  2 個橫波波速( [001]
S2c , [100]

S2c )與 S0c 間的波速差。 

[100]
S3c , [010]

S3c  2 個橫波波速( [100]
S3c , [010]

S3c )與 S0c 間的波速差。 

Lame1c , Lame2c  2 個 Lame 模態波速( Lame1c , Lame2c )與 Lame0c 間的波速差。 

k  複波數，定義為 (1 2 )r i rk k ik k i γ     。 

rk , ik  複波數 k的實部項與虛部項。 

ik , γ  每單位波傳距離與每單位波長的波數衰減。 

phc  ( rf k ) 相速度。 

gc  ( rf k   ) 群速度。 

λ , μ  等向性材料的 Lamé 常數。 

11c , 13c , 55c  等向性材料的彈性常數。 

k ,  ,  ,   等向性材料的熱傳導常數、熱壓常數、熱膨脹常數與熱常數。 

φ , ψ  等向性材料的縱波與橫波勢函數。 

 ,   水平 1X 方向與厚度 3X 方向的角波數。 

 , c  徹體波的角波數與相速度。 

 下標符號，可代表 S、L、th、QL 與 Qth 波。 

λ1 , λ2  計算角波數 QL 與 Qth 所定義的耦合項。 

λ1o , λ2o  計算相速度 QLc 與 Qthc 所定義的耦合項。 

QLe , Qthe  QL 與 Qth 波的振幅比例。 
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f , fκ , f  液體層的質量密度、體積模數與動態黏滯係數。 

11
fc , 13

fc , 55
fc  液體層的等向性假設之彈性常數。 

fφ , fψ  液體層的縱波與橫波勢函數。 

f
Iu , f

IJT , p  液體層的位移、應力與壓力差。 

Lfc , Sfc  液體層的縱波與橫波波速。 

fluidc  液體層 Lfc 忽略頻散與衰減影響的縱波波速。 

Lf , Sf  液體層的縱波與橫波角波數。 

Lf , Sf  液體層在 3X 方向的縱波與橫波角波數。 

h  液體層厚度。 

1U  液體層位移向量{ 1
fu , 3

fu }T。 

1V , 1V  液體層應力向量{ 31
fT , 33

fT }T與{ 11
fT , 13

fT }T。 

1
C , 1

C  液體層中平面波離開與抵達固液界面的振幅係數。 

ik fp
  液體層中位移( 1

fu , 3
fu )各分量的比例。 

ik fq
 , ik fq

  液體層中表面法向量為 3X 與 1X 方向之曳力( 1
ft , 3

ft )各分量的比例。 

k f   液體層中壓力差 p 的比例。 

LfC
 , SfC

  液體層中縱波與橫波振幅大小。 

1
P  液體層中元素 ik fp

  ( , 1,3i k  )所構成的矩陣。 

1
Q , 1

Q  液體層中元素 ikq
 與 ikq

  ( , 1,3i k  )所構成的矩陣。 

κ
  液體層中元素 k f   ( 1,3k  )所構成的行向量。 

1
D  液體層中元素( S 3e fi X  , L 3e fi X  )所構成的對角矩陣。 

1E  液體層中元素( Se fi h , Le fi h )所構成的對角矩陣。 
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H  平板層厚度。 

2U  平板層位移向量{ 1u , 3u }T。 

2V , 2V  平板層應力向量{ 31T , 33T }T與{ 11T , 13T }T。 

2
C , 2

C  平板層中平面波離開與抵達固液界面的振幅係數。 

ikp
  平板層中位移( 1u , 3u )各分量的比例。 

ikq
 , ikq
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a
flowoutE  ( ,n nP ) 通過厚度 3X 方向某一截線之時間平均功率流總和。 

1
aP   通過厚度 3X 方向某一截線之時間平均功率流密度。 

0u  液體與固體在平行於界面(沿 1X 方向上)的切向位移差。 

f-f ( , )   平板的上下表面皆為自由邊界之特徵方程式。 

s-f ( , )   平板的上表面為滑動邊界及下表面為自由邊界之特徵方程式。 
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第一章  緒論 

 

本研究是以彈性板的導波波傳為主，考慮平板本身的熱彈耦合效應，或者是其表面

黏滯液體負載所造成的額外阻尼，探討波傳時的頻散與衰減關係及其能量耗散。在一個

理想無限彈性介質中行進之彈性波在傳遞過程中並不會發生衰減，只有當遇到介質的不

連續界面，產生波的反射、折射及繞射使波的能量傳遞方向發生改變，但沒有出現能量

型式的轉換。一般而言，彈性波會出現隨著傳遞距離增加而逐漸衰減的現象，有下列兩

種情況：熱彈波(thermoelastic waves)在等向性介質傳遞時，只有縱波才伴隨有熱效應出

現，產生將應變能轉變為熱能的耗散過程，從而使波在傳遞過程中產生衰減；另一種為

黏彈波(viscoelastic waves)，由於介質中有阻尼或內摩擦的存在，縱波與橫波在傳遞過程

中皆有能量損失或耗散，此現象稱為介質的黏滯性吸收。由上述得知，一個動力系統若

含有狀態變數對時間 t的一次微分項，在系統中的波傳就會發生振幅衰減以及能量耗散

的現象。同理，液體層的黏滯特性就相當是系統中一內部阻尼項，它是隱含於材料係數

中的阻尼，不同於熱彈耦合理論中額外熱傳導方程式所造成的阻尼效應。 

光聲(photoacoustic, PA)或光熱(photothermal, PT)效應所導致的熱彈波是屬於上述的

第一種情形，它主要是應用於量測材料的光電、光化學、熱物理與彈性等性質，可應用

於量測試件於不同深度之次表面的結構訊息。根據線性熱彈理論(thermoelasticity)以及

配合聲彈理論(acoustoelasticity)，推導內含殘留應力之層狀介質的熱彈波的波傳，並於

試件表面上考慮一熱源輸入且其強度經週期性調制(modulation)，模擬分析試件表面的

光聲光熱效應對於不同殘留應力(residual stress)的變化。 

黏滯性液體本身是屬於上述的第二種情形，其動態黏滯係數(dynamic viscosity)便是

一個內部阻尼項，將液體層簡化為含有動態黏滯係數之假想的等向性固體(hypothetical 

isotropic solid)，推導具液體層負載之平板結構的導波波傳特徵方程式，數值計算並分析

其導波波傳的頻散與衰減特性，以及各模態的位移、應力、液體薄層壓力差分佈與平板

表面質點運動軌跡。此外，本文亦探討改變液體層厚度對平板導波之頻散與衰減特性所

造成的影響。 

 

1.1  研究背景及動機 



 2

1.1.1  熱彈性耦合之聲導波 [1-6] 

薄膜材料(thin film materials)本身具有電、磁和光等方面的特殊性質，其範圍包括了

與相對較厚基材結合的薄膜、多層薄膜材料(multilayer materials)、鍍於基材上之圖案化

薄膜(patterned films)以及無支撐薄膜(free-standing films)等，近年來被廣泛的應用在許多

不同的領域，尤其是在超大型積體電路(VLSI)、半導體或微機電(MENS)製程裡，薄膜

元件的缺陷與否更是一大關鍵。以薄膜材料成長或沈積的方式而言，如化學氣相沈積

(chemical vapor deposition, CVD)、熱氧化(thermal oxidation)、濺鍍(sputtering)、蒸鍍

(evaporation)等，都會使基材表面的薄膜發生變形而產生應力殘留。舉例來說，薄膜與

基材之間在接合時，由於兩者本身晶格常數(lattice constant)不同，在介面(interface)處常

會導致基材表面的薄膜發生壓縮或拉伸變形，如圖 1.1 所示。根據 1996 年 Kuo 等[1]對

鑽石薄膜在作 CVD 過程中可能造成殘留應力的產生原因，分別敘述如下： 

(1) 熱應力(thermal stress) th ：主要是在沈積後的冷卻過程中，由於薄膜與基材之

間熱膨脹係數(thermal expansion coefficient)上的差異所造成。 

(2) 相變換(phase transformation) ph ：其次是在沈積後的冷卻過程中，因相變換

所導致的殘留應力。 

(3) 磊晶應力(epitaxial stress) ep ：發生在相同晶體結構，但不同晶格常數之薄膜

與基材的介面，產生了半契合(semi-coherent)或契合(coherent)情況所導致。 

(4) 本質應力(intrinsic stress) in ：主要是因為材料中缺陷(defect)的存在所造成，

例如晶界(grain boundary)、差排(dislocation)、孔洞(void)或插入(impurity)等。 

因此，殘留應力泛指的是結構體中發生了不均勻的彈性或彈塑性變形，在定溫且無外力

作用下，為達到靜力平衡而存在於結構體內的彈性應力。一般來說，無論是對機械加工

製程，或是對半導體或微機電製程而言，殘留應力的存在容易使機械工件或薄膜元件的

發生變形，造成尺寸上的誤差，並會減損使用壽命及強度。然而，殘留應力的存在並非

完全只有負面的影響，有時反而是個有利因素。 

舉例來說，從 IV 族半導體材料 Si 本身的固態特性來觀察，其能帶結構為間接能隙

(indirect band gap)，發光效率極低，在光電子元件的領域中一直是沒有地位的。另外，

Si 在室溫的電子遷移率(mobility)也比 GaAs 約低 5 倍，因此在製備高速元件方面上並不
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佔有優勢。但為什麼需要受應變的 Si 材料？根據 2002 年 Samoilov 與 Thilderkvist [2]，

提到此應變主要會影響電子或電洞遷移率，比如在 p-MOSFET 中電洞遷移率提高了

30~40%，在 n-MOSFET 中電子遷移率飽和在 20%。另外，在 2003 年 Mooney 等[3]亦

提到此應變會改變其能帶結構，進而增加其遷移率。隨著 Si 分子束磊晶技術日趨成熟

以及 Si1-xGex/Si 超晶格(superlattice)或量子阱(quantum corral)等新型材料質量的日益完

善，人們希望藉助於能帶工程，對以 Si 為基底的低維量子體系的電學和光學特性進行

裁剪，發掘出嶄新的物理現象，給予 Si 基底材料新的活力並孕育出新的方向。 

另一方面在機械製程中，殘留應力產生的原因主要是因鑄造、焊接、切削、熱處理、

珠擊(shot peening)等加工所導致。如表面加工製程中的珠擊法，如圖 1.2 所示[4]，就是

利用硬度較高的珠粒(或鋼珠)，在機械工件的表面作高速噴擊，使表面受到密集均勻的

撞擊力，讓表層造成塑性變形而產生殘留壓應力，使表面能夠承受較大的拉伸應力，並

有效抑制表面的裂紋成長，增加機械元件的疲勞強度。目前，珠擊技術的應用仍以汽車

與航太工業相關用途的零件為主，主要是改善工件的耐疲勞性、抗應力腐蝕以及抗微震

磨耗(fretting)等，以提高工件使用壽命與可靠度。近年來，珠擊技術的應用越來越廣泛，

而且其範圍已經延伸至模具、精密零件等領域。 

對於表面聲波(surface acoustic wave, SAW)元件，在 1976 年 Nalamwar 與 Epstein [5]

探討了初始應力以及彈性係數與密度隨應變的改變，對表面聲波傳播速度變化的影響，

並且比較了石英(quartz)之 YX 切面以及鈮酸鋰(LiNbO3)之 YZ 切面的數值與實驗結果。

在 2005 年 Kumon 與 Hurley [6]則針對鍍在單晶矽基材上的氮化鈦(TiN)薄膜，厚度範圍

考慮在 0.287-3.330 m 以及 0.5-5.4 GPa 等雙軸(equi-biaxial)壓應力，隨著厚度的減少與

壓應力的增加，可獲得有效的二階彈性係數 11c 、 44c 與 66c 減少，以及 12c 、 13c 與 33c 增加，

並利用實驗數據來擬合反算自然狀態下的二階彈性係數 11c 與 13c 以及三階彈性係數

111c 、 112c 與 123c 。因此，在元件內部加上殘留拉應力，能使元件的橫波波速與彈性常數

增加，增強剛性並提高表面聲波的頻率，可應用於高頻的射頻(radio frequency, RF)元件

上，為了探究殘留應力對表面聲波元件之傳遞波速及其頻率的影響，亟需可靠且有效的

殘留應力量測方法。 

過去二十多年，光聲光熱效應已被歐、美、蘇等國家研究發掘出潛力。光聲顯微鏡

(photoacoustic microscopy, PAM)技術的研究主要是針對各種金屬、陶瓷、塑膠材料內部

的熱物理性質，以及表面或次表面(subsurface)的微細結構，對於與應力相關的研究卻是
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寥寥無幾。若能將此一技術拓展至量測材料內部的殘留應力，對於在半導體或微機電製

程等的改良，將會是一個有利的工具。光聲顯微鏡是基於固體的光聲光熱效應，當材料

受到光線照射時，吸收光能而受激發，然後通過非輻射的消除激發過程，將吸收的光能

全部或部分地轉變成為熱能。假設照射光束(雷射)的強度先經過週期性的調制，在材料

表面上就會產生週期性的溫度變化。溫度變化會使材料熱脹冷縮，內部的應力和應變也

會產生週期性的變化，產生週期性熱彈性變形。利用感測器將熱彈性變形轉換為電子訊

號，其頻率與光的調制頻率相同，強度和相位則由材料本身的光學、熱學、彈性特性及

樣品的幾何形狀決定。再透過鎖相(lock-in)技術獲得微弱的時諧電子訊號之強度和相位

訊息，藉以分析材料內部的物理性質。再者，鎖相放大器(lock-in amplifier)是用來量測

隱藏在雜訊中的微小物理量(nV)，這主要是在訊號中挑選出與某一特定參考頻率符合的

成分，並利用相位靈敏檢測(phase sensitive detection, PSD)過濾掉參考頻率以外的雜訊，

其缺點是高成本以及大部分頻率最高只達到 100-200 kHz 左右，一般市面所販售儀器中

操作頻率能達到較高頻的有 Signal Recovery Model 7280 (0.5 Hz 至 2 MHz)以及 Stanford 

Research System SR844 (25 kHz 至 200 MHz)兩款。 

因此，基於上述的研究背景，讓我們想要去瞭解在內含殘留應力之平板或薄膜結構

的光聲光熱效應，希望能夠藉由建立理論模型並且配合數值模擬，探討殘留應力對光聲

光熱效應的影響以供後續實驗建立上的參考。在理論模型建立上，我們可假設一個強度

經過週期性調制的照射光束(雷射)，照射在一個內含殘留應力之平板或薄膜層狀結構的

表面上，於表面上提供一個週期性的熱源使結構發生熱彈性變形，其中熱源能量假設為

一個 Gauss 分佈，幾何配置如圖 1.3(a)所示。接著，考慮表面上距離熱源中心某單位長

度之位置視為一個訊號接收源，然而，此一位置的訊號接收在一般實驗上是使用雷射光

學干涉技術作量測。而本文則是基於此一模型架構下，藉由改變訊號接收處至熱源間的

距離 r 以及波傳方向與 1X 軸的夾角  ，如圖 1.3(b)所示，數值模擬獲得此一質點位置

的頻率響應(frequency response)或暫態波形(transient waveform)，分析在近場(near-field)

與遠場(far-field)的模擬結果，以助於未來在平板或薄膜結構中殘留應力的分析與鑑定，

包括相位、衰減、非等向特性等。此外，誠如前面所介紹的，試件表面經雷射加熱膨脹

所造成的熱彈聲波，會因熱彈耦合理論中額外熱傳導方程式的阻尼效應，使波在傳遞過

程中皆有能量損失或耗散。 
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1.1.2  具液體負載之聲導波 [7-15] 

在研究室過去進行的主題中[7-9]，對於一個內含液體夾層之三明治結構(玻璃/液晶/

玻璃)，一個液體層覆蓋之玻璃平板，或是玻璃平板浸沒液體中的導波波傳行為，已有

不錯的研究成果。此外，再加上過去進行的聲導波誘發液晶配向層排列的相關研究得知

[10-12]，配向技術(alignment technologies) [13]為目前平面顯示面板產業中相當重要的製

程之ㄧ，此技術可直接決定面板產品的品質好壞，目前產業界使用之摩刷配向技術

(rubbing technologies)是屬於面接觸的方式，雖具有一定的品質與水準，但容易累積靜電

造成灰塵吸附，以及絨布毛屑掉落而產生污染，仍有待改進的空間。現今已有許多不同

於摩刷配向的技術正在研發當中，卻一直無法超越摩刷配向的所有優點，例如：品質、

成本、量產性或均勻性等特性，因此，如何改善或取代摩刷配向技術為目前各界所關切

的議題。所以，本研究的動機是嘗試以激發超音波的非接觸配向方法來影響液晶配向層

分子排列，在配向層的固化過程(curing process)中，以無數週期之超音波所形成的穩定

壓力梯度，達成有秩序的分子排列。為了使供給能量不易發生衰減，使配向層內的波傳

更容易形成週期性的駐波，瞭解配向層內液體的聲場分佈乃是一件重要的課題。 

因配向層分子微小，如何直接觀察其受到超音波影響後的排列結果為一研究重點，

常見的配向材料有聚亞醯胺(polyimide, PI)及聚乙烯醇(poly-vinyl-alcohol, PVA)，本研究

考慮以 PVA 為分析對象，將之先以碘分子染色，再以線偏光鏡觀察分子排列的狀態。

PVA 是一種白色到微黃色的顆粒或粉末，安定且無毐的水溶性高分子，能溶於含 OH 基

的極性溶劑中，不溶於幾乎所有的非極性溶劑，其中水是 PVA 的良好溶劑。此外，PVA

亦具有良好的造膜性，形成的膜具有優異的接著力、耐溶劑性、耐摩擦性、伸張強度與

氧氣阻絕性。因為 PVA 同時擁有親水基及疏水基兩種官能基，而具有界面活性的性質，

因此，PVA 可作為高分子乳化或懸浮聚合反應時的保護體。以上這些特有的性質促使

PVA 廣泛地應用在各行各業。 

本研究將 PVA 配向液體薄層簡化為具動態黏滯係數之類等向性固體，推導具液體

薄層負載之平板結構的聲導波波傳特徵方程式。由於液體表層動態黏滯係數的影響，會

使聲導波在結構中傳遞時會發生衰減，數值計算並分析其導波波傳的頻散與衰減特性，

以及各模態的位移、應力、液體薄層壓力差分佈與平板表面質點運動軌跡，有助於推估

超音波誘發液晶配向層排列的實驗中，液體薄層中壓力梯度的改變對 PVA 分子排列的

影響。除此之外，在本研究的數值結果中，亦將甘油(glycerol 或 glycerin)當作液體薄層



 6

的材料，探討改變液體薄層厚度對平板導波之頻散與衰減特性，以及平板表面質點運動

軌跡的影響。再者，望所獲得這些定性結果有助於在聲波平板模式(acoustic plate mode, 

APM)與撓性板波(flexural plate wave, FPW)感測器上的研發[14, 15]。 

 

1.2  文獻回顧 

1.2.1  光聲光熱現象及技術 [16-36] 

早在 1880 年，Bell [16, 17]發明了光感話筒(photophone)，首先在固體中觀察到光聲

轉換現象，稱之為光聲效應，他將固體樣品密封於硒晶腔體(selenium cell)裡，聚焦太陽

光並間斷地照射在腔體中的樣品，再透過連接到腔體上的聽筒聽到了某種聲響。隔年，

Tyndall [18]亦在氣體的光聲實驗中觀察到相同的效應。然而，將近一個世紀以後，到了

1970 年代，由於電聲(electroacoustic)微弱訊號檢測技術不斷地發展進步，加上高靈敏度

氣體麥克風(gas microphone)與壓電陶瓷感測器(piezoelectric ceramic sensor)的出現，以及

高壓氙氣燈泡(HID Xenon gas lamp)、連續可調制雷射(continuously tunable laser)與脈衝

雷射(pulse laser)的相繼地問世，使人們對光聲效應的研究才真正地發生了興趣。其中以

Kreuzer 與 Patel [19]、Rosencwaig [20]以及 Adams 等[21]為代表的科學家作了許多開拓

性的工作，確立了光聲學和光聲技術的地位。再者，Rosencwaig 與 Gersho [22]以一個

圓柱型光聲腔(cylindrical photoacoustic cell)為推導模型，包括試件、背襯(backing)材料

以及氣體，其剖面示意圖如圖 1.4 所示，在一維熱擴散方程式(heat diffusion equation)的

基礎下建立了一維固體光聲理論，簡稱為 RG 理論，數學方程式如下所示 

2

2

1g g

gx t

 


 


 
,     0 gx l       (1.1a) 

2
0

2

1
e (1 e )

2
x i ts s

s s

I

x t k
   


 

  
 

,  0sl x        (1.1b) 

2

2

1b b

bx t

 


 


 
,     ( )b s sl l x l         (1.1c) 

其中代表入射光束的截波頻率(chopping frequency) (rad/sec)， 0I 為入射單色光的能量

輸入(W/cm2)， 為試件的光吸收係數(optical absorption coefficient) (cm-1)， ( , )x t 代表

溫度(°C)，k 為熱傳導常數(thermal conductivity) (cal/cm.sec.°C)， 為質量密度(g/cm3)，
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C 為比熱(specific heat) (cal/g.°C)，  ( k C )為熱擴散常數(thermal diffusivity) 

(cm2/sec)，且下標符號 代表氣體( g )、試件( s )與背襯(b )。配合位置 0x  與 sl 的界面

條件如下所示 

(0, ) (0, )s gt t  ,  ( , ) ( , )s s b sl t l t    ,      (1.2a, b) 

(0, ) (0, )s s g gk t k t   , ( , ) ( , )s s s b b sk l t k l t     .     (1.2c, d) 

以及初始條件( 0t  )如下所示 

( ,0) 0g x  ,   0 gx l          (1.3a) 

( ,0) 0s x  ,   0sl x           (1.3b) 

( ,0) 0b x  ,   ( )b s sl l x l            (1.3c) 

上述內容說明了與試件接觸的氣體中光聲訊號生成的物理過程，至今此一理論仍是分析

光聲實驗結果的重要依據之一。 

近幾十年來，各國科學家對光聲技術進行了更加廣泛深入的研究，分別建立了氣體

麥克風光聲[23]與壓電光聲[24, 25]兩套不同系統，分別如圖 1.5(a)與(b)所示，所使用的

光源有高壓氙氣燈泡、連續可調制雷射與脈衝雷射等。並從塊材的應用擴大到多層薄膜

結構，研究對象涉及到有機、無機、半導體、金屬等材料的物理和化學相關問題。另外，

以非輻射(nonradiative)激發機制為物理基礎的其他光熱檢測技術，例如：光熱光偏轉法

(PT deflection) [26, 27]、光熱光位移法(PT displacement) [28, 29]、光聲拉曼光譜法(PA 

Raman spectroscopy) [30, 31]、光感焦電光譜法(photo-pyroelectric spectroscopy, PPES) [32, 

33]、熱透鏡法(thermal lensing) [34]以及熱波成像技術(thermal wave imaging technique) 

[35, 36]等，也相繼被發明出來，其中前兩個檢測技術分別如圖 1.6(a)與(b)所示。 

光聲光熱檢測技術的應用發展會如此迅速的原因是由其自身的特點所決定的，這些

特點主要如下： 

(1) 光聲檢測與通常的光譜技術的主要區別，在於光聲檢測的光聲訊號是直接取決

於物質吸收光能的大小，正因為這樣，所以反射光、散射光等對光聲檢測的干

擾就很小，對弱吸收試件則可增大入射光功率，從而提高檢測的信噪比。因此，

它可以成功地用來檢測各種試件，如透光的或非透光的固體、液體、氣體、粉



 8

末、膠體、晶體或非晶態等物質的吸收或其吸收光譜。同時，它也是唯一可以

用來檢測試件剖面吸收光譜的方法。 

(2) 在光聲檢測中，試件本身既是被研究的對象，也是吸收電磁輻射(包括電子束)

的檢測器，因此，可以在一個很寬的光學或電磁學波長範圍內進行研究而不必

改變檢測系統。最低檢測極限主要取決於光源強度，檢測器和吸收放大器的靈

敏度以及窗口材料(window material)的吸收。 

(3) 光聲訊號是物質分子在吸收強度調制的外界入射能量後，由受激態通過非輻射

過程躍遷到低能態時所產生的。因此，它與物質受激發後的輻射過程或光化學

過程等是互補的。所以，光聲效應本身又是一種研究物質螢光(luminescent)、

光電(photoelectric)和光化學(photochemical)現象之靈敏且有效的方法。 

(4) 光聲效應不僅像光譜方法那樣可用來測定物質的吸收譜線，而且還可用來研究

衰減或輻射過程的量子效率，以及用於測定物質的熱學性質、彈性性質、薄膜

厚度和對非透光材料次表面熱波成像等各種非光譜的研究等。 

 

1.2.2  一般常見的薄膜殘留應力量測方法 

1.2.2.1  基板曲率量測法(Substrate Curvature Measurement Method) [37, 38] 

這是一種傳統的方法，利用量測薄膜曲率變化，以獲得薄膜內應力大小。圖 1.7(a)

為幾何示意圖，藉由轉動反射鏡，雷射光會掃瞄在基板表面，由反射光的偏移量，經

定位感測器量測，可得基板鍍膜前後之曲率半徑值分別為 0R 和R，由 Stoney 方程式可

得薄膜的應力為 

2
s s

s f 0

1 1 1

6 1

E t

t R R
    

           
,          (1.4) 

其中 s s(1 )E  基板的雙軸模數(biaxial modulus)， st 與 ft 分別為基板與薄膜的厚度。 

 

1.2.2.2  鼓漲測試(Bulge Test) [39] 

鼓漲測試是近年來被用來量測薄膜機械性質的一種方式，如圖 1.7(b)所示，並根據

鼓漲方程式，可得薄膜的殘留應力和雙軸模數。Beams 等[39]最早利用鼓漲測試來量測
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金和銀薄膜的機械性質，假設一個無支撐薄膜受壓力而鼓起的形狀是呈一顆圓球的上半

部，且其應力和應變都是等雙軸的狀態，所算出的壓力P 和薄膜鼓起高度 h的關係為 

3

1 22 4

h h
P c t c Mt

a a
   ,           (1.5) 

其中為加入殘留應力， 1c 和 2c 代表的是受懸浮薄膜形狀影響的常數，a為懸浮薄膜的

尺寸(對圓形而言為半徑，對正方形而言為邊長的一半)， t為薄膜的厚度。 

 

1.2.2.3  高解析度X 光繞射儀(High Resolution X-Ray Diffractometry, HRXRD) [40-42] 

X 光繞射技術在材料的分析由早期粉末應用到目前的薄膜應用，為能有效控制奈米

級半導體的電性及其光學特性，薄膜厚度、組成、晶格結構、不匹配、應變、鬆弛現象、

薄膜密度、表面及介面層間粗糙度等特性皆需加以量測並評估，使用X 光繞射及散射作

實際材料特性的監測是目前最為有效的非破壞檢測(non-destructive test, NDT)方法。 

傳統的X 光繞射儀在測試時，所採用的是對稱性 Bragg 繞射法，入射光與反射光是

對稱的，即兩者與試樣表面的夾角相同。因X 光對材料的穿透深度與 sin  成正比，

其中為X 光的入射角，為材料的線吸收係數。對大部分的材料而言，1 遠超過於

薄層厚度，在這種情況下所量得的繞射訊號，薄膜層僅佔有很低的比例，甚至於會被基

板散射所產生之背景輻射遮掩，無法明確的辨識。因此，欲量測薄膜或表層的晶格結構

與應力訊息，為了能獲得較佳的測試結果，改進傳統的 Bragg 繞射法，利用低掠角入射

X 光繞射法(grazing incident X-ray diffraction, GIXRD)，由於可以明顯增強薄膜的繞射訊

號，近年來被廣泛應用於薄膜分析，儀器配置如圖 1.8(a)所示。此外，亦可配合小角度

X 光散射法(small angle X-ray scattering, SAXD)來獲得材料中微小顆粒的分佈。 

Bragg 定律，2 sind n  ，如圖 1.8(b)所示，在宏觀可量測的散射線位置(如 Bragg

角 或散射角 2 )和材料微觀結構尺寸(晶面間距 d )之間建立起定量關係。在應力作用

下晶面間距的變化必會引起 Bragg 角的變化，相對於無應力狀態的 Bragg 角 0 ，受力後

的散射線出現在 Bragg 角偏移 d 後的位置。散射線位置變化 d 與晶格應變的關係可

對 Bragg 方程式微分而得： 

cotd d          0 0 0 0( ) cot ( )d d d       .    (1.6) 

在 Agnihotri [42]所示的轉動曲線(rocking curve)中，以 Si 晶體(400)面之峰值位在 69.2
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為基準，利用 Ge 晶體之峰值相對於 Si 峰值可得知：應力大小、晶格常數、傾斜角度與

濃度高低，進而利用此結果可計算出薄膜殘留應力的大小。 

 

1.2.2.4  顯微式拉曼散射光譜儀(Micro-Raman Scattering Spectroscopy) [43-47] 

Wolf 在 1996 年[43]利用了顯微式 Raman 散射光譜儀，如圖 1.9(a)所示，量測未受

應力之 Si 晶體塊材的 Raman 散射譜峰位於520 cm1，進而量測在積體電路上 Si 晶體

譜峰的位置與計算之間譜峰的 Raman 平移大小，來估算受到局域機械應力之影響大小，

並顯示出 Si 基材附近的受力分佈情形，如圖 1.9(b)所示。 

Raman 光譜儀可用來探測某種原子振動模式(如聲子)的頻率和強度隨應變和組成

變化，也可用來表現材料應變和量測材料組成比例。在 2000 年 Shin 等[44]及 2003 年

Rath 等[45]探討 Si1xGex 合金的 Raman 光譜及其與應變之間的關係，對於沒有應變的

Si1xGex合金，三個譜峰分別來自合金層中的 Ge-Ge (  295 cm1)、Si-Si (  415 cm1)

和 Si-Ge (  515 cm1)振動模態。在完全應變的 Si1xGex層中，壓應變使得三個振動模

態的峰值都向高波數移動［由於 Raman 光譜儀為背散射(back-scattering)配置，只有縱向

光學聲子(LO)對散射有貢獻］。另外，根據 1994 年 Tsang 等[46]以及 2000 年 Jawhari [47]

的文獻，亦可知 Si1xGex合金的組成成分和面內殘留應變與 Raman 平移的公式關係。 

 

1.2.3  聲彈應力量測法(Acoustoelastic Stress Measurement) [48-60] 

利用超音波量測殘留應力是非破壞檢測方法中頗具發展潛力的一種方法，它是通過

超音波在材料內部的傳播特性，利用應力引起的聲彈雙折射(acoustoelastic birefringence)

效應量測出超音波傳遞路徑的平均應力。這種現象和透明材料的光彈性效應十分相似，

可以用來進行應力測量。聲彈性方法的主要優點是可以測量非透明材料中的應力，特別

是金屬或焊接工件內部的殘留應力。 

聲彈理論最早是在 1953 年由 Hughes 與 Kelly [48]所提出，考慮在單軸壓力(uniaxial 

compression)與淨水壓(hydrostatic pressure)的應力狀態下，將等向性(isotropic)材料仿效

1951 年 Murnaghan [49]提供的應變能函數(strain energy function)，引入 Murnaghan 三階

彈性常數 ( , , )l m n ，推導並且明確地預知縱波(longitudinal wave)與剪力波(shear wave)的

波速改變，以聚苯乙烯(polystyrene)、阿姆克鐵(Armco iron)與派瑞克斯玻璃(Pyrex glass) 
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等三種材料實驗驗證其關係式。在三階彈性常數的測定，在 1961 年 Toupin 與 Bernstein 

[50]、1964 年 Thurston 與 Brugger [51]以及 Thurston [52, 53]等文獻中已將此一聲彈理論

發展完備。因此，聲彈理論是運用連體力學的平衡方程式，並同時加入三階彈性常數的

本構方程式為基礎所建立出來的。 

此外，理論與實驗的研究仍是持續地進行，最早在 1958 年 Bergman 與 Shahbender 

[54]則利用發射接收(transmitter-receiver)的實驗方式觀察到雙折射現象，在初始應力的

影響下，沿兩個偏振主軸方向上的剪力波波速與未受應力時比較會有些微地差異。在

1966 年 Smith 等[55]則延續 Thurston 與 Brugger [51]的理論，並利用脈衝回音干涉技術

(pulse-echo interferometric technique)量測縱波與橫波的波速，計算出等向性多晶材料

(polycrystalline material)的三階彈性常數，例如鋼(steel)、鋁(aluminum)、鎂(magnesium)、

鉬(molybdenum)、鎢(tungsten)。在 1976 年 Egle 與 Bray [56]依照 Hughes 與 Kelly [48]

的理論，利用實驗量測建立出波速對應變的相對變化關係，計算出鐵路軌道上鋼材料的

三階彈性常數。 

對於正交性(orthotropic)材料的聲彈雙折射公式，在 1983 年 King 與 Fortunko [57]

推導出受到雙軸平面應力 11
iT 與 22

iT  (假設 33 0iT  )之平板在波傳為厚度 3X 方向上的傳遞

波速與預應力之間的關係。在 1984 年 Pao 等[58]以及 1985 年 Pao 與 Gamer [59]，引入

自然狀態(natural state)、初始狀態(initial state)與最終狀態(final state)的架構，如圖 1.10

所示，推導出受預應力下材料的本構方程式與運動方程式，並應用此架構下的聲彈理論

分析預變形作用下之正交性材料的平面波相速度。對於一正交性材料來說，在此平面預

應力的影響之下，波速與應力之關係式可表示如下： 

0 0
L L L( )v v v    11 22 11 22( ) ( )i i i iA T T D T T   ,     (1.7a) 

0
T1 T2 T( )v v v    0 0 0

T1 T2 T 11 22 11 22( ) ( ) ( )i i i iv v v B T T E T T     ,  (1.7b) 

0 0
T1 T2 T T( 2 ) 2v v v v     11 22 11 22( ) ( )i i i iC T T F T T   ,     (1.7c) 

其中 0 0 0
T T1 T2( ) 2v v v  。上標「0」代表未受應力情況，下標「L」代表縱波(longitudinal 

wave)，下標「T1」與「T2」分別代表與主平面應力方向相同的兩個剪力波(shear wave)，

且主平面應力方向分別為 1X 與 2X 。係數 A、B、C、D、E 與 F 代表聲彈雙折射常數，

它與材料的彈性常數有關，對於輕微正交性材料來說，係數 D、E 與 F 會是一個微小值。
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超音波在有應力的介質中傳播時，剪力波會在兩個主平面應力方向上發生偏振，這兩種

偏振波以不同的速度傳播，因此，根據上述波速與應力之關係式，可利用剪力波造成的

雙折射效應來求得兩個主平面應力(殘留應力或預應力)的大小。 

在聲彈應力量測法中，其中以精密的波速量測技術最為重要。然而，在眾多的波速

量測方法中，以脈衝回音重合法(pulse-echo-overlap method，PEO method) [60]獲得突破

性發展。此法是通過量測超音波脈衝在一定長度的物體中之行進時間(travel time)來計算

波速大小，在本質上屬於相位比較法(phase comparison method)。超音波脈衝在衰減係數

不大的金屬中產生的多次反射波藉由換能器(transducer)接收後，將同一次發射所產生的

兩個不同反射波顯示在示波器上，嘗試將它們完全重合，從而準確地量測出超音波脈衝

的行進時間。 

由上述看起來聲彈應力量測法的基本原理是清楚的，但是它在實際應用的過程中卻

遇到許多困難。首先，因超音波的波長太長及波速太低，預應力對超音波在固體中傳遞

波速變化的影響是非常小的，例如 100MPa 的應力僅能引起鋁材中的波速變化為 0.1，

在鋼材中為 0.001。其次，由於多晶材料本身中晶體顆粒(grain)的取向不同，以及生產

加工過程中產生的各種組織缺陷，包括紋理(texture)或錯位的密度等，這些所造成的雙

折射效應與殘留應力所造成的雙折射效應是屬於同一數量級，必須將兩者區分出來才能

確保量測的精準度。另外，要如何製作一個無應力(或已知初始應力)且又要與實際情況

十分接近的標準試件，來獲得所需的材料聲彈特性是十分困難的。最後，還有高效率換

能器與耦合劑(couplant)之研發等其他問題。正因為如此，以聲彈性方法量測殘留應力

至今尚處於實驗室階段。 

 

1.2.4  雷射超音波技術(Laser Ultrasonic Technique) [61, 62] 

在工程實地量測的應用上，據前一節關於聲彈應力量測法的敘述，可知此法是屬於

接觸式的量測方法，以耦合劑作為超音波探頭與試件之間彈性波能量傳遞的媒介，藉由

探頭的壓電效應作發射與接收，以獲得試件的材料特性，但此一方式也使得傳統以探頭

為主的超音波檢測技術的應用受到相當大的限制。尤其是對於半導體或微機電製程等關

於微小元件(如薄膜)上的量測，需要一個非接觸式、高解析度、高速自動化的精密量測

方法，對此工作環境的需求，其中以雷射作為超音波波源產生及接收的雷射超音波技術

具有最大的發展潛力。 
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由於雷射超音波技術具有非接觸式與高頻寬的特性，近幾十年來，被廣泛地應用於

非破壞檢測領域，它主要是在不接觸待測物的前提下，利用雷射光照射到試件表面上並

瞬間提供熱源，於試件表面發生熱彈性變形而產生超音波波源，使得超音波能在試件中

傳遞；另一方面，再利用雷射光學干涉技術來量測超音波於試件中傳遞時所造成的表面

質點位移或速度訊號。在固體的雷射超音波試驗中，視雷射的發射與接收位置可區分出

四種配置圖，如圖 1.11 所示。根據 Scruby 在 1990 年[61]的著作中，其內容以理論模型

與實驗量測詳細地說明雷射超音波波源生成機制與訊號接收方法以及其相關應用。 

雷射超音波技術在非破壞檢測領域的應用範圍廣泛，包括了裂縫檢測、製程監控或

材料特性量測等。在 1993 年 Davies 等[62]針對雷射所激發之超音波的特性、力學及其

各式應用作了詳細的回顧介紹與說明。尤其在雷射超音波速度與衰減量測的主題上，可

藉由量測壓力波(compression wave)與剪力波(shear wave)波速來確定材料的彈性常數與

晶體顆粒大小。另外，在測定薄膜厚度的主題上，鑑於以標準 Q-switch 雷射所激發出

壓力波之短時寬(temporal width)可用於量測厚度 1 mm 的薄膜，這是過去使用壓電探頭

所不能達到的，因此，可以使用雷射在薄膜中產生一個不相互重疊的壓力波來確定薄膜

厚度大小。總括來說，將上述兩個主題配合第 1.2.3 節中關於聲彈應力量測法的敘述，

相信在殘留應力的非破壞檢測上會有很大的助益。 

 

1.2.5  熱彈理論的模型 [63-77] 

由於雷射照射在試件表面上會瞬間提供熱源並使其發生熱彈性變形，由此可知，在

理論模型須建立熱傳導與彈性耦合理論的架構上。早在 1950 年代，許多科學家[63-68]

便開始研究有關溫度場與應變場相互耦合的熱彈理論(thermoelasticity)，是屬於古典的

熱彈理論(classical thermoelasticity, CTE)。在 1967 年 Lord 與 Shulman [69]研究動態熱彈

理論，發現分析熱傳方程式時，只考慮古典的 Fourier 熱傳導，波傳速度上會有誤差，

因此須考慮非 Fourier 熱傳導效應，在古典的 Fourier 熱傳導方程式中熱通量上加入一熱

弛緩時間(thermal relaxation time)作修正，簡稱為 LS 模型。在 1998 年 Chandrasekharaiah 

[70]額外在溫度梯度上加入一熱弛緩時間，簡稱為延伸的 LS 模型。在 1972 年 Green 與

Linsay [71]同樣為了減少動態熱彈理論上的誤差，於能量方程式與 Duhamel-Neumann

熱彈定律中的溫度變化項也引入兩個熱弛緩時間作修正，並簡稱為 GL 模型。在 1975

年 Nowacki [72]的著作中，對熱彈理論的動態時諧問題作了一番整理，並延伸至與電磁
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場耦合的電磁熱彈理論(electro-magneto-thermoelasticity)。此外，Green 與 Nagdhi [73-75]

則是針對熱彈材料本身能量消散(energy dissipation)情況，將熱傳方程式考慮為一個波動

方程式(即溫度對時間的二次微分)，簡稱為 GN-I、GN-II 與 GN-III 模型。上述這些修正

模型統稱為廣義的熱彈理論(generalized thermoelasticity, GTE)。 

首先，介紹熱彈耦合理論的統御方程式，包括了運動方程式(equation of motion)與

能量方程式(energy equation)分別如下表示： 

,JI J I IT u   b ,           (1.8a) 

, 0J J     q h .           (1.8b) 

根據上一段有關廣義的熱彈理論模型之敘述，再依照本構方程式與熱傳導方程式的給定

方式，可大致分類如下： 

(1) 古典熱彈非耦合理論： 
(Classical uncoupled theory of thermoelasticity) 

,IJ IJKL K L IJT c u 


  
   

          (1.9a) 

,J JK K  q k            (1.9b) 

  , ,IJKL K JL IJ J I Ic u u      b ,        (1.10a) 

, 0JK JK      k h .         (1.10b) 

(2) 古典熱彈耦合理論(CTE 或 GN-I 理論) [72, 73]： 
(Classical coupled theory of thermoelasticity (CTE or GN-I theory)) 

,

,

IJ IJKL K L IJ

KL K L

T c u

u


 

  
    

          (1.11a) 

,J JK K  q k            (1.11b) 

  , ,IJKL K JL IJ J I Ic u u      b ,        (1.12a) 

, 0 ,( )JK JK KL K Lu       k h .       (1.12b) 

(3) 具單相延遲熱傳導的熱彈理論(LS 理論) [69]： 
(Thermoelasticity with single phase-lag heat conduction (LS theory)) 

,

,

IJ IJKL K L IJ

KL K L

T c u

u


 

  
    

          (1.13a) 

,J J JK Kt   
qq q k           (1.13b) 
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  , ,IJKL K JL IJ J I Ic u u      b ,        (1.14a) 

, 0 , ,( ) [ ( ) ( )]JK JK KL K L K Lt t u t u               q q qk h h . (1.14b) 

(4) 具雙相延遲熱傳導的熱彈理論(延伸的 LS 理論) [70]： 
(Thermoelasticity with dual phase-lag heat conduction (extended LS theory)) 

,

,

IJ IJKL K L IJ

KL K L

T c u

u


 

  
    

          (1.15a) 

, ,( )J J JK K Kt t     
q gq q k        (1.15b) 

  , ,IJKL K JL IJ J I Ic u u      b ,        (1.16a) 

, ,( ) ( )JK JK JKt t      
g qk h h  

0 , ,[ ( ) ( )]KL K L K Lt u t u         q q .    (1.16b) 

(5) 溫度變化率相關的熱彈理論(GL 理論) [71]： 
(Thermoelasticity of temperature-rate-dependence; GL theory) 

, 1

, 2

( )

( )
IJ IJKL K L IJ

KL K L

T c u t

u t


 

    
     


         (1.17a) 

,J JK K  q k            (1.17b) 

  , , 1 ,( )IJKL K JL IJ J J I Ic u t u        b ,      (1.18a) 

, 0 , 0 2( )JK JK KL K Lu t         k h .     (1.18b) 

(6) 無能量耗散的熱彈理論(TEWOED 或 GN-II 理論) [74]： 
(Thermoelasticity without energy dissipation; TEWOED or GN-II theory) 

,

,

IJ IJKL K L IJ

KL K L

T c u

u


 

  
    

          (1.19a) 

,J JK K q k             (1.19b) 

  , ,IJKL K JL IJ J I Ic u u      b ,        (1.20a) 

, 0 ,( )JK JK KL K Lu         k h .       (1.20b) 

(7) 具能量耗散的熱彈理論(TEWED 或 GN-III 理論) [75]： 
(Thermoelasticity with energy dissipation; TEWED or GN-III theory) 

,

,

IJ IJKL K L IJ

KL K L

T c u

u


 

  
    

          (1.21a) 

, ,( )J JK K JK K   q k k          (1.21b) 

  , ,IJKL K JL IJ J I Ic u u      b ,        (1.22a) 
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, , 0 ,( ) ( )JK JK JK JK KL K Lu          k k h .    (1.22b) 

在上述諸式中，  、 Ib 與 h分別為質量密度、徹體力與分佈熱源； Iu 、與 0 分

別為位移、溫度差與參考溫度； IJT 、 Jq 與分別為應力、熱通量與熵； IJKLc 、 IJ 、 JKk

與 分別為彈性常數、熱彈常數、熱傳導常數與熱常數；tq 與 tg 分別為熱傳導方程式中

熱通量與溫度梯度上的熱弛緩時間，且 0t t q g ； 1t 與 2t 為本構方程式中溫度變化率上

的 2 個熱弛緩時間，且 1 2 0t t  ； JK
k 為 GN-II 與 GN-III 理論所定義的材料常數；為

熱位移(thermal displacement)，並定義   。上述模型(3)至(7)之內容是屬於廣義熱彈

理論的範圍，其詳細的介紹與比較可參考 Hetnarski 與 Eslami 的著作[76]中的第二章，

以及 Ignaczak 與 Ostoja-Starzewski 的著作[77]中的第一至三章。此外，模型(6)的本構方

程式(1.19a, b)是屬於無能量耗散的熱彈理論，主要是因為無時間微分一次項(亦稱為阻

尼項)造成的振幅衰減，即無能量耗散；反之，其他種類的本構方程式皆含有此一阻尼

項的影響，所以會有能量耗散造成的振幅衰減現象。在本論文中，所使用的是模型(2)

的古典熱彈耦合理論，配合含初始應力的聲彈理論，建構層狀介質的導波波傳理論。 

 

1.2.6  熱彈理論的發展 [78-112] 

由於試件本身可能會具備電性或磁性效應，在原始熱彈理論的架構上，進而發展出

具有電磁耦合的熱彈理論。Mindlin 在 1961 年[78]根據 Biot [63]的連體架構，針對壓電

材料中微小振動的線性方程式作了系統的推導，包括力、電與熱三種場的本構與統御方

程式。接著在 1974 年[79]引入電性 Gibbs 函數(electric Gibbs function)推導出本構與統御

方程式，分析線性範圍內的熱壓電(thermopiezoelectric)平板之位移、電壓與溫度變化。

Nowacki 在 1965 年[80]則根據 Mindlin [78]的架構，推導壓電晶體中耦合力場與熱場的

互置理論(reciprocity theorem)。接著在 1978 年[81]證明了熱壓電微分方程式解的唯一性

定理(uniqueness theorem)，以及推導功的 Hamilton 原理與互置理論。另外，Nowacki 在

1975年[72]與 1979年[82]對線性壓電理論與磁彈理論(magnetoelasticity)作了詳細的推導

與證明，同時亦考慮熱效應的影響。近數十年來，隨著科技的發展，在微機電感測元件、

顯示器、光電及半導體元件等實際應用上，材料本身的微觀物理特性以及多物理場耦合

(如電、磁、熱或力學)等相關領域研究受到很大重視，因此，與熱彈理論(含電磁耦合)

相關的波傳分析亦是一個熱門的研究方向。 
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Sharma 在 1985 年[83]對均質橫向等向性(homogeneous transversely isotropic)介質的

熱彈波波傳作分析，可將不受熱效應影響的 SH 波獨立出來，再繪出準縱波(QL wave)、

準橫波(QT wave)與熱波(thermal wave)之相速度與頻率間的關係圖，並證明了質點運動

軌跡為一橢圓形。接著分別在 1989 年[84]與 2000 年[85]針對非等向性與正交性介質的

熱彈波波傳作分析，可得知相速度與頻率間的關係是與波傳方向相依的。此外，在 2000

年 Sharma 等[86]針對一均質等向性平板中熱彈波的波傳問題，考慮在傳統熱彈(CTE)、

Lord-Shulman (LS) [69]、Green-Lindsay (GL) [71]與 Green-Nagdhi (GN) [75]等四種理論

模型下，推導出絕緣(insulated)與等溫(isothermal)的邊界情況下對稱與反對稱模態的特

徵方程式，繪出並比較其頻散曲線間的差異。然而，對於壓電熱彈(piezothermoelastic)

材料的波傳問題，Sharma 等在 2004 年[87]與 2006 年[88]針對一均質壓電熱彈平板，在

不同邊界情況下，推導並分析對稱與反對稱模態之 Lamb 波的頻散與衰減。並在 2005

年[89]與 2007 年[90]針對一均質半無窮域結構之 Rayleigh 波的頻散與衰減作分析。 

Verma 與 Hasebe 在 2001 年[91]與 2004 年[92]分別針對一均質等向性及正交性平板

中對稱與反對稱模態之板波的頻散與衰減作分析。此外，Verma 在 2002 年[93]針對一非

等向性層板作分析，利用傳遞矩陣法(transfer-matrix method)推導層板導波的頻散特徵方

程式。Singh 在 2005 年[94]針對一般熱壓電固體以 LS 與 GL 理論推導其統御方程式，

並且亦發現平面波相速度是與波傳方向有關連的。Salnikov 與 Scott 在 2006 年[95, 96]

針對一均質等向性平板中傳遞的熱彈波，邊界考慮為等溫或絕緣之無應力情況，推導出

頻散方程式，並在長波長及低頻率的範圍下展開得到一個近似模型，繪出並分析熱彈波

的頻散與衰減。 

此外，一些科學家直接將脈衝雷射假設為一個點狀或線狀的熱源輸入，利用上述的

各種熱彈理論來模擬其表面質點位移對時間的暫態波形並與實驗結果作比較及討論。

Chen等在1994年[97]研究關於Q-switch脈衝雷射在有限厚度試件上所造成光熱變形(PT 

deformation, PTD)偏轉檢測的動態熱彈響應，呈現經準靜態處理後的訊號，討論雷射脈

衝上升時間(rise time)與試件厚度對訊號的影響。接著，Cheng 在文獻[98-101]中，研究

脈衝雷射在等向性或正交性平板上所激發出軸對稱(axisymmetric)、對稱或反對稱的特

徵 Lamb 波模態，並用正則模態展開法(normal mode expansion, NME)來描述熱彈波激發

機制，探討表面質點位移的暫態波形。Chandrasekharaiah 在 1998 年[102, 103]基於忽略

能量消散的線性熱彈理論，研究由一個點狀或線狀熱源在均勻等向的半無窮固體表面所
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造成熱彈交互作用(如位移、溫度與應力場等)。Arias 等在 2002 年[104]與 2003 年[105]

提出一個二維理論模型的解析推導，假設線聚焦雷射光照射在一個均勻等向性的半無窮

域表面上，並考慮熱擴散(diffusion)與光穿透(penetration)的影響，模擬並探討經熱彈激

發後在近場與遠場所接收的超音波訊號。Yoo 等在 2006 年[106]延續 Arias [105]的模型

架構，應用 Fourier-Laplace 積分轉換的方法來計算求得表面質點的位移及應力，其中

Fourier 積分逆轉換是用 Filon 方法，而 Laplace 積分逆轉換則是用 Crump-Durbin 方法。

另一方面，亦有一些科學家將有限元素法(finite-element method, FEM)用來模擬雷射激發

熱彈波的生成機制，近年來 Xu 等針對薄膜基底(film-substrate) [107, 108]、等向性平板

[109]、半無窮域[110, 111]及非等向性平板[112]等結構，利用 FEM 計算獲得表面質點位

移的暫態波形以及截面的應力場與溫度場，並探討不同情況下的差異。 

由上一段文獻敘述可知過去有一些科學家已針對雷射激發熱彈超音波的生成機制

作模擬及探討，但在表面照射光束上有絕大部分皆假設為一脈衝雷射，因此，所接收的

會是一個暫態信號。參考圖 1.3 可知，本研究為了去仿效光聲光熱效應，照射光束是假

設為一個可週期性調制的連續波(continuous wave, CW)雷射，在試件表面上產生週期性

加熱而導致週期性的熱彈波動。若入射光的波長(頻率)可變，則可獲得隨波長(頻率)而

變的訊號頻譜圖。 

 

1.2.7  正則模態展開法(Normal Mode Expansion, NME) [113-128] 

在研究某一結構的振動或導波波傳問題時，會對結構施予一外界干擾，再經由檢測

的實驗方式獲得並分析其反應數據，藉以瞭解此一結構本身的特性。同理，在數學理論

模型的建立上，亦會希望將模擬結果與實驗數據作比較，藉以修改已建立的模型。因此，

在數值模擬上會先用簡諧分析(harmonic analysis)，在振動問題上是取得其自然頻率，在

導波波傳問題則是取得其波數-頻率的頻散關係，再藉此獲得其特徵模態(eigenmode)。

假設此一模型受到外界干擾後，欲獲得類似時域或頻域的響應訊號，正則模態展開法

(normal mode expansion, NME)是一般常用的方法，它是將受干擾後的物理場利用上述之

特徵模態的疊加去作逼近。此外，就干擾後物理場振幅大小之歸一項的取得方式，可將

NME 方法分為兩大類。 

第一類主要是針對運動方程式的位移所架構的正交歸一項(normalization)，此方法

可參考 Eringen 與 Şuhubi 著作[113]中第 5.17 節的內容。在 1999 年，Prosser 等人[114]
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使用Mindlin板理論並配合NME法來模擬一有限域之平板中音洩(acoustic emission, AE)

的波形，並與 FEM 的結果作比較。在 2007 年，Luangvilai [115]利用此一方法來分析

Lamb 波的衰減特性，探討材料特性與結構監測之應用。此外，Tiersten [116]、Peach [117]

與 Liu [118]等學者已將此一方法應用至壓電板狀材料的振動分析上。然而，應用至熱彈

耦合材料上，Cheng 在文獻[98-101]中已利用此方法研究脈衝雷射在介質表面上激發超

音波以及探討表面質點位移的暫態波形。 

第二類則是由功-能定理與互置理論(reciprocity)來架構的正交歸一項，此方法主要

是由 Auld [119-121]所提出，主要是針對壓電耦合材料。在文獻[119]，考慮在兩個不同

特徵頻率下特徵模態的正交特性，當系統受激發後，推導檢測端在不同特徵頻率下分配

的振幅大小，過程中並無考慮波傳因子，所以較偏向「振動」觀念。而在文獻[120]，

利用已知的波數-頻率關係，考慮在某一固定頻率下的時諧振動，兩個不同特徵波數下

特徵模態的正交特性，推導檢測端在不同特徵波數下分配的大小，較偏向「波動」觀念。

在文獻[121]的第 11 章，指出此方法除了可應用在導波波傳問題與壓電換能器分析上，

仍可應用於彈性波的散射問題以及共振器的特性分析上。 

Moulin 等作者[122, 123]針對一表面黏合壓電換能器之複合材料以及黏彈性材料的

平板，使用耦合的 FE-NME 方法模擬平板中受激發 Lamb 波的暫態響應，並與實驗結果

作比較討論。Núñez 等人[124]在模態分析的基礎上建立 Lamb 波生成的轉換(transfer)與

Green 函數，在數值計算上與 Viktorov [125]提供的理論解作驗證，以及利用楔形換能器

在平板激發 Lamb 波所得實驗結果作比較來證明此一方法的可行性。Gao 與 Rose [126]

則是利用 NME 法獲得 Lamb 波各個模態的可激發性(excitability)頻譜，配合因平板表面

的腐蝕造成群速度變化所建立的靈敏性(sensitivity)頻譜，獲得恰當的激發模態與頻率，

達到最佳的損傷監測(damage monitering)。Santoni [127]研究一壓電圓片主動式感測器

(piezoelectric wafer active sensor, PWAS)與主結構(host structure)間的交互關係，延續

Giurgiutiu [128]的架構，使用 NME 法來證明 PWAS 傳遞至主結構的介面剪應力不會受

到頻率與模態數目上的限制，並且對 PWAS 在結構健康監測(structural health monitoring, 

SHM)上的應用作了詳細的探討。 

由上述文獻可發現此方法適用於一層狀介質受外界激發後的導波波傳分析，包括了

激發源輸入型式、不同特徵模態的可激發性、受激發後物理場的頻域響應、特定波數與

頻率模態的激發分析等，屬於一個可與實驗相互搭配的理論分析方法。本論文是應用上
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述第二類方法並配合熱彈耦合理論，經由功-能定理推導獲得所需的互置理論，再由此

推導出應用於熱彈導波的模態正交特性與模態展開法。 

 

1.2.8  超音波影響微小粒子排列[129-139] 

超音波駐波用於操控微小物質是一種新型的研究技術[129-135]，過去有學者利用此

技術控制氣泡位置、微粒的排列與大小分配、或是奈米碳管的方向等，已獲得到良好的

效果，但其實際應用性較低，鮮少有人將此應用於實際製程技術上。此外，超音波在配

向層內部所激發的聲場會使液體產生不同型式的應變，並使其中的高分子微粒有不同的

運動方式，聲場分佈與高分子間耦合情況可包括：聲輻射力(acoustic radiation force)會使

液體中的高分子微粒發生凝聚或分散的現象、液體受到超音波激發而使內部出現聲流動

(acoustic streaming)現象、因超音波激發能量過大導致液體內部發生撕裂而出現氣泡所

造成的空蝕(cavitation)現象、或者是氣泡受到週期性聲場壓力之影響而提高液體內部的

Bjerknes 力等[136-139]。鑑於上述情況，在配向層液體的固化過程中，欲藉激發超音波

的非接觸配向方法來影響配向層分子的排列，在這之前，瞭解配向層內液體的聲場分佈

乃是一件重要的課題，如液體中速度、密度、壓力等變化。 

在 1995 年，Hertz [129]將兩個鋯鈦酸鉛(lead zirconate titanate, PZT)換能器分別沒於

液體底部與液面下方，兩換能器面相對，調整其相對距離使聚焦點在同一位置上。施加

11 MHz 的交流電後，兩個壓電換能器所產生的駐波可使液體內之直徑 2.1 μm 玻璃球聚

集並排列於節點上，但因液體內聲流動現象，作用力不穩定，玻璃球之規律性排列僅限

於一定範圍內。 

在 2004 年，Strobl 等[130]以表面聲波排列奈米碳管之方向。將奈米碳管懸浮於一

液體中，以玻璃覆蓋並置於鈮酸鋰基材之上，將表面聲波元件生成的超音波洩露進入間

隙為 20 μm 的奈米碳管懸浮液中。先以乳膠球狀物取代奈米碳管，乳膠球在表面聲波的

影響下會聚成條狀，且與波傳方向垂直，相鄰條紋的間距為一半的驅動波長，證明此為

表面聲波造成之駐波效應。當驅動之懸浮物改為奈米碳管時，其排列方向則會與波傳方

向夾 25到 45，並認為此現象是液體受表面聲波影響而產生渦流(vortex)的效應。 

在 2004 年，Haake 與 Dual [131, 132]將超音波換能器於玻璃板側面激發剪力波，使

玻璃板下方液體內之玻璃球排列於節點處，藉由改變驅動頻率與換能器位置，改變玻璃
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球聚集位置。同時驅動玻璃板之相臨兩側面的超音波換能器，使玻璃板產生二維的振動

模態，下方的玻璃球則聚集成交錯的直線狀與橫線狀排列。 

在 2008 年，Alvarez 等[133]將高分子與溶劑混合之液滴，以細針針尖滴在表面聲波

元件之鈮酸鋰基材上，表面聲波受激發後會傳遞經過此液滴，會以很高的速率將此液滴

向前推去，後方僅留下極薄的高分子薄膜，薄膜會因表面聲波引起的振動反應以及溶劑

蒸發之作用，薄膜會在反節點處發生破裂，留下之高分子排列均勻且呈週期性分佈。同

年，Friend 等[134]使用類似文獻 133 之驅動方式，進一步考慮表面聲波傳入液滴時，會

以一毛細(capillary)波之形式傳入液體表面，形成一頻率較低的波動，液體內的奈米粒

子因加了表面活化劑，會懸浮於毛細波能量影響之處，作者利用此作用力，將奈米粒子

聚集成直徑相當的粒子團。 

在 2009 年，Wood 等[135]以不同於文獻 131 的方法，採用表面聲波元件取代剪力

波換能器，自互相垂直的方向，將表面聲波傳入一含有懸浮微粒的液體中，可精確的製

造出二維粒子陣列。 

 

1.2.9  具液體負載之聲導波[140-160] 

在平板中傳遞之超音波波傳機制已經廣泛的使用於聲波感測器及相關電子元件上

[140-143]，且液體的特性評估就是其實際應用之一。當一個開放系統(如半無窮域、單

一平板、或層狀介質)周遭圍繞著液體，由於液體負載或其黏滯特性，聲波的部分傳遞

能量會被四周液體所吸收，餘留的能量則會以一個不同的波速傳遞，且會隨波傳距離而

衰減，稱之為衰減波(attenuated waves)或洩漏波(leaky waves)。此外，洩漏藍姆波(leaky 

Lamb waves, LLW)就是屬於其中一特殊例子，其激發與量測是藉由投補方式(pitch-catch)

的超音波發射-接收器所架構而成，它主要是用在板狀結構的材料特性或缺陷的評估與

鑑定[144, 145]。因此，假設已知板狀結構的材料特性，可藉由上述相反機制來分析並

獲得周遭液體的材料特性，例如在化學、醫學與生物技術上非常重視的質量密度、體積

模數、黏滯係數、導電性等。 

在 1916 年，Lamb [146]發現在上下表面為自由邊界之等向性平板中，存在一種沿

平板傳遞的頻散波，稱之 Lamb 波。藍姆波侷限於平板上下表面之間，在厚度方向分為

對稱與反對稱的彈性波。因在厚度方向維持共振模態，具有波傳距離長、衰減小的特性。
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當頻率跟厚度之乘積趨近於無窮大時，藍姆波之特徵方程會蛻變為雷利表面聲波

(Rayleigh surface acoustic waves)之特徵方程式。在 1948 年，Scholte [147]發現沿著固液

界面上存在一種相速度略低於雷利波波速的波傳模態，其固體中大部分的能量均侷限於

界面附近，此種波傳的模態稱為 Scholte waves。 

具液體負載之平板導波波傳的研究最早始於 1970 年代。在 1967 年，Viktorov [125]

完成了一系列有關表面波與板波的數學證明與分析，其中包括了非黏滯性(invicid)液體

負載的研究，他提出在一個半無窮域或平板中傳遞之聲波，發生衰減與洩漏是因為周遭

液體的質量負載所造成。此外，Nayfeh 在 1995 年的著作[148]對於液體負載之板狀結構

提供了系統的文獻回顧。LLW 的衰減相當於複波數的虛部項，就如同 1989 年 Dayal 與

Kinra [149]的證明與討論，它是因為 LLW 的能量洩漏至周遭液體所造成。由過去文獻

來看，絕大部分研究主要是探討板狀結構浸沒於非黏滯性液體的問題，但仍有其他不同

模型也被討論，例如固-液雙層[150]、固-液-固三層[151, 152]、液-固-液三層[153-155]

等結構。此外，平板基材的選擇亦延伸至壓電材料(如 PZT、鈮酸鋰等)，並且探討機電

耦合對聲波傳遞特性之影響[156-160]。 

根據過去液體感測器的研究進展，檢測對象不僅僅只針對非黏滯性液體，而是擴大

到黏滯性液體，因此，液體本身黏滯特性對聲波傳遞的影響就必須要考慮。在 1992 年，

Wu 與 Zhu [153]在忽略液體黏滯效應的條件下，推導一單層平板上下兩側毗鄰有限厚度

液體的藍姆波頻散方程式，並以數值模擬方式說明應用於生醫感測器上的可行性。在

1995 年，Zhu 與 Wu [154]則是考慮液體黏滯特性並且忽略熱傳導效應，推導單層平板

浸沒於無限域黏滯性液體中，以及平板上下兩側毗鄰有限厚度黏滯性液體的藍姆波頻散

方程式，以數值方法分析比較 A0 與 S0 模態在不同黏滯係數下的相速度頻散及波數衰減

情形。在 1997 年，Nayfeh 與 Nagy [155]延續之前 Zhu 與 Wu [154]的理論，基於 Stokes

假說下，將黏滯性液體視為一個具剛性 55c i  之假想的等向性固體(hypothetical 

isotropic solid)，其中為黏滯係數，為角頻率，模擬液體於不同黏滯係數時的相速度

變化，並發現將平板浸沒或覆著於具黏滯性的液體中，皆會在特定頻率下使得平板藍姆

波之最低階對稱模態(即 0S 模態)出現衰減驟降的現象，位於固液界面上質點的運動軌跡

則由原本的橢圓偏振轉變為垂直表面的線偏振狀態。 

 

1.3  內容簡述 
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本研究是以彈性板的導波波傳為主，考慮平板本身的熱彈耦合效應，或者是其表面

黏滯液體負載所造成的額外阻尼，探討波傳時的頻散與衰減關係及其能量耗散。因此，

內容章節將會區分成兩大主題，第一個主題是以熱彈耦合理論為基礎，模擬探討雷射激

發熱彈超音波的生成機制，並分析內含殘留應力之材料對光聲光熱效應之影響，其內容

共分四個章節。 

第二章的第一部份是以連體力學的守恆定理為基礎，包括質量守恆、線動量平衡、

角動量平衡、能量守恆與熵平衡，推導在 Euler 與 Lagrange 描述法下的熱彈統御方程式。

再應用至 Pao 等[58, 59]提出之自然、初始與最終三個狀態的架構，如圖 1.9 所示，推導

以初始狀態座標系統為觀察基準的熱彈統御方程式，符合實際情況中材料內含殘留應力

的考量。第二部分是以熱力學特徵函數作為出發，利用座標系統間的轉換，推導在初始

狀態下描述的熱彈本構方程式。最後，第三部分是以初始狀態下具初始應力之熱彈統御

方程式與本構關係為基礎，推導含熱彈耦合效應的功-能定理及其互置理論，並針對 1X

方向波傳的導波，進而獲得模態正交特性與模態展開法。 

第三章的第一部分是藉由上一章之具初始應力的熱彈耦合統御與本構方程式，配合

導波 1X 方向波傳的假設，引入 1 2X X 平面對 3X 軸旋轉之座標轉換，推導二維 1 3X X 平面

的熱彈耦合的 Christoffel 方程式。第二部分推導在不同水平方位向上的相速度表示式。

第三部分是以 Sagittal 平面為 1 3X X 平面且沿 1X 方向波傳的假設為主，考慮一個受水平

軸向初始應力的等向性平板為例，推導平板導波之對稱與反對稱模態的頻散及衰減特徵

方程式。第四部分是應用 Mal [161]的全域矩陣法(global matrix method)，搭配邊界條件

來架構不同層狀結構的特徵矩陣。第五部分應用上一章的模態正交特性與模態展開法，

並延續第三部分的平板模型，針對試件上表面的輸入熱源(或者是施加曳力)，推導特徵

模態的可激發性頻譜，及其受激發後物理場的頻譜響應。最後，再說明如何將第五部分

推廣至多層結構。 

第四章是以一受水平軸向初始應力的等向性平板的數值結果與討論。由於平板本身

熱彈耦合效應，藉特徵方程式求解頻率 f 與波數 k 的關係時，須額外考慮具有衰減項的

複數 k ，即 r ik k i k  。因此，在( , rk , ik )空間的複數尋根，應用了 Lowe [162, 163]所

提出的曲線追蹤法(curve-tracing method)。接著，針對一受單軸與等雙軸初始應力作用

之等向性平板的數值結果作討論，包括頻散與衰減曲線，以及平板表面質點位移的大小
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與相位。最後，搭配輸入熱源的頻譜分佈，探討分析光聲訊號的頻率響應。 

在研究室過去進行的主題中[6-8]，對於一個內含液體夾層之三明治結構(玻璃/液晶

/玻璃)，或是一個液體層覆蓋之玻璃平板的導波波傳行為，已有不錯的研究成果。然而，

對於負載液體之黏滯效應造成導波的衰減特性，在過去的文獻卻是鮮少探討。所以，第

二個主題便是以表面黏滯液體負載之平板的導波波傳為探討主題。第五章的第一部份會

針對過去含液體負載之導波波傳，以及液體中微粒子操控之應用的相關文獻作介紹。第

二部分是使用前面已架構雙層結構的全域矩陣，其中將黏滯液體層視為一具剪力剛性

55c i 的假想性等向性固體，為動態黏滯係數，為角頻率，然後利用複數尋根

方式獲得頻散與衰減曲線關係，探討平板上下表面質點軌跡以及液體層內部壓力變化的

頻譜特性。最後，考慮不同液體層厚度情況，探討相速度頻散與衰減曲線的變化趨勢及

其特性。 

第六章為本研究的結論以及對於未來工作的一些建議。 
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圖 1.1  晶格不匹配造成薄膜產生拉應力與壓應力。 
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圖 1.2  珠擊法示意圖及其殘留應力對厚度的分佈圖[4]。 
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圖 1.3(a)  週期調制且強度為 Gauss 分佈的光束照射在層狀結構表面的示意圖。 
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圖 1.3(b)  訊號接收處至熱源間之距離以及波傳方向與 1X 軸之夾角的示意圖。 
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( )b sl l  sl 0 2 ga  glx
 

圖 1.4  圓柱型光聲腔的剖面示意圖。 

 

 

 

圖 1.5(a)  麥克風光聲系統的示意圖。 圖 1.5(b)  壓電光聲系統的示意圖。 

 

 

  

圖 1.6(a)  光熱光偏轉法的示意圖。 圖 1.6(b)  光熱光位移法的示意圖。 
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圖 1.7(a)  基板曲率量測法的示意圖。 

 

 

 

 

 

圖 1.7(b)  鼓漲測試的示意圖。 
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圖 1.8(a)  X 光低掠角入射法的示意圖。 

 

 

 

 

 

圖 1.8(b)  Bragg 繞射的示意圖。 
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圖 1.9(a)  顯微式 Raman 散射光譜儀的示意圖[43]。 

 

 

 

 

 

 

圖 1.9(b)  Si 基材附近的受力分佈圖[43]。 
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圖 1.10  自然、初始與最終三個狀態的架構圖。 

 

 

 

 

 

 

圖 1.11  雷射超音波試驗發射與接收的配置圖。 
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第二章  具殘留應力的熱彈理論 

 

當強度調制之雷射光照射到半透明或不透明的試件上，依試件表面的熱輻射性質，

部分能量被反射掉，部分能量則被吸收，後者相當於在試件表面上施予一個忽大忽小的

輸入熱源，造成了試件本身的膨脹收縮。若試件本身存有殘留應力，在模型建立上參考

聲彈理論所採用的自然、初始及最終三種狀態的座標系統，描述試件的材料行為及變

形，再配合熱彈耦合理論，建立統御與本構方程式。本章主要分為三個部分，第一部分

主要針對此三種狀態的座標系統作定義及說明；第二部分是依據連體力學的守恆定理，

推導以初始狀態之座標系統描述的統御方程式；第三部分是由熱力學的 Helmholz 自由

能出發，推導以初始狀態之座標系統描述的本構方程式；第四部分則是推具導熱彈耦合

的功與能量關係。 

 

2.1  座標系統描述 

物理模型可考慮一個內含殘留應力的預變形物體，座標系統的假設參考 Pao [58,59]

之聲彈理論中所採用的自然、初始及最終三種狀態。自然狀態表示物體本身未受到任何

應力與應變的拘束，初始狀態表示物體受到靜平衡的外力作用而發生變形，最終狀態則

表示施加微小擾動於初始狀態的結果。聲彈理論主要是探討受預應力作用介質的彈性波

波傳分析，座標系統則是以 Lagrange 描述作基礎，將受殘留應力作用之自然狀態座標

系統，以及受超音波擾動之最終狀態座標系統，皆轉換至初始狀態下的座標系統，以便

於探討含殘留應力之層狀、板狀或薄膜結構。 

如圖 1.9 所示，粗體之希臘字母、英文大寫字母X 與小寫字母x分別代表自然、

初始及最終三種狀態的位置向量。再者，下標中希臘字母 , ,   、英文大寫字母 , ,I J K

及小寫字母 , ,i j k 分別代表以自然、初始及最終三種狀態的座標系統作描述，上標 i與 f

分別表示初始與最終狀態。假設由自然狀態至初始狀態及最終狀態之位移分別定義為 

( ) ( )iu X     ,           (2.1a) 

( , ) ( , )fu t x t     .           (2.1b) 
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在上式中的物理量皆是以自然狀態的座標系統作描述，其中  代表在自然狀態的原始

位置； ( )X   代表在初始狀態處於靜平衡時的位置，且不為時間 t的函數； ( , )x t  代表

在受到外加擾動後最終狀態的位置，是時間 t的函數。因此， ( )iu  不為時間 t的函數，

( , )fu t  則是時間 t的函數。由初始狀態至最終狀態的位移增量 ( , )u t  為 

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )f iu t x t X u t u            ,      (2.1c) 

而且 ( , )u t  亦是時間 t的函數。此外，位置函數 ( )X   與 ( , )x t  對時間 t的一次及二次

導函數分別為 

( ) ( ) 0iv X    ,            (2.2a) 

( ) ( ) 0iv X     ,            (2.2b) 

( , ) ( , )
f

f u u
v t x t

t t
 

 

 
  

 
  ,         (2.2c) 

2 2

2 2
( , ) ( , )

f
f u u

v t x t
t t
 

 

 
  

 
   .         (2.2d) 

同理，若以初始狀態的座標系統作描述，可改寫(2.1a-c)式與(2.2a-d)式為 

( ) ( )i
J J Ju X  X X ,           (2.3a) 

( , ) ( , ) ( )f
J J Ju t x t  X X X ,          (2.3b) 

( , ) ( , ) ( , ) ( )f i
J J J J Ju t x t X u t u   X X X X ,       (2.3c) 

( ) 0i
J Jv X X  ,            (2.4a) 

( ) 0i
J Jv X X  ,            (2.4b) 

( , ) ( , )
f

f J J
J J

u u
v t x t

t t

 
  

 
X X ,         (2.4c) 

2 2

2 2
( , ) ( , )

f
f J J
J J

u u
v t x t

t t

 
  

 
X X  .        (2.4d) 

在 Euler 描述法中選擇x當作自變量，即是以最終狀態的座標系統作描述，觀察的

物理量隨空間質點而變化，在不同的時間下物質質點佔有不同的空間位置。任一物理量

( , )t x 對時間 t的導函數表示如下： 
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D ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )

D k
k

t t t
t v t

t t x

    
  

 
x x x

x x ,      (2.5) 

其中 ( , ) ( ) ( )k k kv t x t x t t   x  。在(2.5)式中，等號左端是 ( , )t x 對時間 t的全導函數(total 

derivative)或物質導函數(material derivative)，等號右端的第一項與第二項，分別表示在

空間中某一質點上，對時間 t的局部導函數(local derivative)與質點空間運動所引起之

的遷移導函數(convective derivative)。應用(2.5)式，將上述流程以最終狀態的座標系統

描述，可得 ( )i
ju x 、 ( )f

ju x 、 ( , )ju tx ，及其對時間 t的一次及二次導函數分別表示如下： 

( ) ( ) ( )i
j j ju X  x x x ,           (2.6a) 

( , ) ( ) ( )f
j j ju t x t  x x ,           (2.6b) 

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )f i
j j j j ju t x t X u t u   x x x x ,       (2.6c) 

( , ) ( )
f

j j jf
j j

x u u
v t x t

t t t

  
   

  
x  ,        (2.7a) 

2 2 2

2 2
( , ) ( , )

f f
j j j j j jf f

j j k
k k

v v u u u u
v t x t v

t x t t t x t

      
             

x x  ,   (2.7b) 

( ) ( ) j j j j ji f f f k
j j k j k

k k k

X u u u uu
v X v v v

x x t t x t

                  
x x ,  (2.7c) 

2

2
( ) ( ) j j j ji f f f f f

j j j k k j
k k

u u u u
v X v v v v v

x x t x t

    
            

x x 


    .  (2.7d) 

上述近似過程中，假設施於初始狀態的擾動很小，故忽略 ju 的二次以上乘積。本文主要

是運用 Lagrange 描述法，觀察在自然狀態與初始狀態上物體的運動情形，故後續兩節

將依據此一原則推導內含殘留應力且具熱彈耦合的統御與本構方程式。 

 

2.2  統御方程式 

2.2.1  守恆定理 

假設英文大寫字母 X 及小寫字母 x 分別代表物體變形前後的位置向量，關係為

 x X u，其中u為位移。根據連體力學的守恆定理，包括質量守恆、線動量平衡、角

動量平衡、能量守恆與熵平衡，使用 Euler 描述法來敘述，則上述五個守恆關係為 
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(1) 質量守恆：        

D
0

D V
dV

t
  ,            (2.8a) 

, 0j jv   ;             (2.8b) 

(2) 線動量平衡：       

D

D k k kV A V
v dV t dA dV

t
     b ,        (2.9a) 

,ji j i iv    b ;            (2.9b) 

(3) 角動量平衡：       

D

D ijk j k ijk j k ijk j kV A V
x v dV x t dA x dV

t
    e e e b ,     (2.10a) 

0ijk jk e   or  ij ji  ;          (2.10b) 

(4) 能量守恆 (或稱熱力學第一定律)：   

1
2

D
( ) ( ) ( )

D k k k k k kV A V
v v dV v t q dA v dV

t
       u b h ,   (2.11a) 

,ij ji j jL q     uh ;           (2.11b) 

(5) 熵不等式 (或稱熱力學第二定律)：   

D
( ) ( )

D V A V
dV q dA dV

t
        h ,      (2.12a) 

, ,

1
0j j j jq q      


 h ;         (2.12b) 

其中 

ijke 為排列(permutation)或 Levi-Civita 符號； 

dV 與 dA分別為單位體積與單位面積； 

( , )t x 為質量密度(mass density)； 

( )kx t 與 ( , )kv tx 分別為某質點的位置及速度； 

ˆk j jkt n  為表面曳力(surface traction)， ji 為 Cauchy 應力及 ˆ jn 為表面法向量； 
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ˆ j jq n q 為經由表面所釋出的熱能， jq 為熱通量(heat flux)； 

u 為單位質量的內能(internal energy per unit mass)； 

kb 為單位質量的徹體力(body force per unit mass)； 

h為單位質量的分佈熱源(distribution heat source)； 

,ij i jL v 為空間速度梯度(spatial velocity gradient)； 

為單位質量的熵(entropy per unit mass)； 

為絕對溫度且 0   ， 0 為參考溫度以及為溫度變化。 

此外，(2.8a)、(2.9a)與(2.11a)式分別稱為連續方程式(continuity equation)、運動方程式

(equation of motion)與能量方程式(energy equation)的積分型式，(2.8b)、(2.9b)與(2.11b)

式分別為其微分型式，而(2.12b)式在熱力學中則稱之為 Clausius-Duhem 不等式。最後，

由(2.10b)式可得知 Cauchy 應力 ji 為對稱的二維張量。 

在(2.9b)式中，應力 ji 本身包含了彈性與熱兩部分的應力，即 th
ij ij ij    。此外，

在(2.11b)式中，定義 ij 為微小應變(infinitesimal strain)， 1
, ,2 ( )ij i j j iu u   ，則 ij 為應變

速率(strain rate)， 1
, ,2 ( )ij i j j iv v   ，可得等式 ij ji ij ijL     ，並且稱之為應變能變化率。

能量方程式(2.11b)可改寫為 

,ij ij j jq       uh .           (2.11'b) 

依據熱彈耦合的連體力學理論，在(2.11'b)式中主要是以內能u 為主角，考慮u 是應變 ij

與熵的函數，即 ( , )ij u u 。在實際情況上，溫度比熵更容易量測獲得，因此用

熱力學的 Legendre 轉換將內能u 替代為 Helmholz 自由能ψ，考慮ψ 是應變 ij 與溫度

的函數，即 ( , )ij ψ ψ ，其轉換關係為  ψ u 。可得ψ 對時間 t的導函數分別為 

ij
ij



 

  
 

 ψ ψψ   與       ψ u ,   

比較上述二式可獲得 u 的結果為 

ij
ij

  

        

  ψ ψu .         (2.13) 

將上式代入(2.11b)式，便可得下列關係： 
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,j jq      h ,           (2.14) 

ij
ij

 





ψ

,  
 


ψ

.          (2.15a, b) 

(2.14)式稱為熵方程式(entropy equation)，(2.15a, b)式分別稱為彈性與熱性之本構關係。

將(2.14)式配合(2.11'b)式，以及u 與ψ 的轉換關係，能量方程式可改寫為 

ij ij       u    或   0ij ij       u ,     (2.16a) 

ij ij      ψ    或   0ij ij      ψ .     (2.16b) 

(2.16a, b)式分別滿足 ( , )ij u 與 ( , )ij ψ 兩個函數本身之自變數對時間 t的導函數關係。

另外，再將(2.14)式配合(2.12b)式，獲得熱傳導(heat conduction)不等式為 

, 0j jq    或 , 0j jq   .         (2.17) 

在(2.14)式中，熱通量 jq 與溫度的關係可參考 Fourier 熱傳導公式，即為 

,i ij jq k    或 ,i ij jq k   ,         (2.18) 

其中 ijk 為熱傳導常數且 ij jik k 。由於 ijk 為一正定(positive-definite)的張量，將(2.18)式

代入(2.17)式亦可滿足不等式條件。 

上述的公式皆是使用 Euler 描述法作敘述，以變形後座標系統所描述的物理量皆為

( , )tx 的函數。在固體力學中，由於所探討質點運動並不會像是在流體中質點會在空間

中作流動，故需要利用座標轉換方式將之以 Lagrange 描述法表示，以變形前座標系統

重新描述這些物理量，轉換為 ( , )tX 的函數。因此，此兩座標系統所描述的物理量之間

具有下列轉換關係： 

~ i
iI

I

x
F

X





F ,    1 1~ I
Ii

i

X
F

x
  




F ,      (2.19a) 

0 det ( )  F ,   0 1det ( )   F ,      (2.19b) 

0 1det ( )dV dV F ,  0det ( )dV dV F ,      (2.19c) 

1 1det ( )IJ Ii Jj ijT F F   F ,  1det ( )ij iI jJ IJF F T  F ,     (2.19d) 

IJ iI jJ ijS F F   ,   1 1
ij Ii Jj IJF F S    ,      (2.19e) 



 39

1 1det ( )IJ Ii Jj ijF F k  Fk ,  1det ( )ij iI jJ IJk F F F k ,     (2.19f) 

1det ( )J Jj jF q Fq ,   1det ( )j jJ Jq F F q ,     (2.19g) 

其中F為位移梯度(deformation gradient)， 0 、 0dV 、 IJT 、 IJS 、 IJk 與 Jq 則分別為變形

前座標系統下所描述的質量密度、單位面積、2nd Piola-Kirchhoff 應力、Lagrange 應變、

熱傳導常數與熱通量。因此，我們依序將上述(2.9b)、(2.14)、(2.18)、(2.11'b)、(2.16a, b)

與(2.15a, b)式分別改寫為 

0 0
,( )JK IK J I IT F v   b ,          (2.20a) 

0
,J J    q h ,            (2.20b) 

,I IJ J  q k ,            (2.20c) 

0
,IJ IJ J JT S     q Uh ,           (2.21a) 

IJ IJT S     U ,            (2.21b) 

IJ IJT S     Ψ ,            (2.21c) 

IJ
IJ

T
S




Ψ

,  


  

Ψ

.          (2.21d, e) 

同樣地，(2.20a-c)式分別為在 Lagrange 描述法下的運動方程式、熵方程式及熱傳導方程

式，(2.21a-c)式皆稱為能量方程式，而(2.21d, e)式則為本構關係。此外，亦可得知能量

轉換關係  Ψ U ，其中 0U u 、 0Ψ ψ 與 0   ，分別代表在 Lagrange 描述

法下的內能、Helmholz 自由能及熵，且皆為 ( , )tX 的函數，並且可發現上述(2.21b, c)式

分別滿足 ( , )IJS U 與 ( , )IJS Ψ 兩個函數本身之自變數對時間 t的導函數關係。 

 

2.2.2  Euler 與 Lagrange 描述下的熱彈統御方程式 

熱彈統御方程式是由運動方程式、熵平衡式及熱傳導方程式所組成，其中在 Euler

描述法下包括(2.9b)、(2.15)與(2.18)式，而在 Lagrange 描述法下則是包括(2.20a-c)式。

如圖 1.9 所示，將 Euler 與 Lagrange 描述法應用到自然、初始及最終三個狀態上，並且

考慮到觀察者與被觀察者在各狀態間的交叉關係，表達型式可歸納出下列 5 種情況： 
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(1) 使用 Euler 描述法在初始狀態下： 

0
i

i iJI
I

J

v
X





 


 ,            (2.22a) 

0
i

i i iJ

J

q

X
 


   


 ,           (2.22b) 

( )i
i i
I IJ

J

q k
X

 
 


;            (2.22c) 

(2) 使用 Euler 描述法在最終狀態下： 

2

2

f
ji f f f f f i

i i
j

u
v

x t


  

 
  

 
b ,         (2.23a) 

f f
j f f f f f f f

j

q

x t

   
 

     
 

h ,       (2.23b) 

( )f
f f

i ij
j

q k
x

 
 


;            (2.23c) 

(3) 使用 Lagrange 描述法在自然狀態下觀察初始狀態： 

0 0
i

i i iu
T T v
  

 


 

 
      

 ,         (2.24a) 

0 0
i i oi

i i

t t






  

     
  

q
,         (2.24b) 

0 ( )i
i
 


 

 


q k ;            (2.24c) 

(4) 使用 Lagrange 描述法在自然狀態下觀察最終狀態： 

2
0 0 0

2

f
f f f fu u

T T v
t

 
   

 

  
 

  
        

b ,      (2.25a) 

0 0
f f of

f f f

t t




 

  

     
  

q
h ,        (2.25b) 

0 ( )f
f
 


 

 


q k ;           (2.25c) 
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(5) 使用 Lagrange 描述法在初始狀態下觀察最終狀態： 

2

2
f f i f i f iI I

JI JK I I
J K

u u
T T v

X X t
  

   
       

b ,      (2.26a) 

f f if
i f f i fJ

JX t t

 
  

     
  
q

h ,        (2.26b) 

( )f
f i
I IJ

JX

 
 


q k ;           (2.26c) 

其中 

0 、 i 與 f 分別是在自然、初始與最終狀態下的質量密度； 

u 、 Ju 與 ju 分別是在自然、初始與最終狀態下觀察的位移增量； 

i
Jv 與 f

jv 分別是在初始與最終狀態觀察自身狀態時的速度； 

iv 與
fv 分別是在自然狀態觀察初始與最終狀態時的速度； 

f
Jv 是在初始狀態觀察最終狀態時的速度； 

i
IJ 與 f

ij 分別是在初始與最終狀態下的 Cauchy 應力； 

iT 與
fT 分別是在自然狀態觀察初始與最終狀態時的 2nd Piola-Kirchhoff 應力； 

f
IJT 是在初始狀態觀察最終狀態時的 2nd Piola-Kirchhoff 應力； 

i
Jq 與 f

jq 分別是在初始與最終狀態時的熱通量； 

i
q 與 f

q 分別是在自然狀態觀察初始與最終狀態時的熱通量； 

f
Jq 是在初始狀態觀察最終狀態時的熱通量； 

0
k 、 i

IJk 與 f
ijk 分別是在自然、初始與最終狀態下的熱傳導常數； 

i 與 f 分別是初始與最終狀態相較於自然狀態時的溫度變化； 

0 、 i 與 f 分別是在自然、初始與最終狀態下的絕對溫度； 

i 與 f 分別是在初始與最終狀態下單位質量的熵； 

oi 是在自然狀態觀察初始狀態時的熵，且 0oi i   ； 

of 是在自然狀態觀察最終狀態時的熵，且 0of f   ； 

if 是在初始狀態觀察最終狀態時的熵，且 if i f   ； 

f
b 、 f

Ib 與 f
ib 分別是在自然、初始與最終狀態下之單位質量的徹體力； 
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fh 是在最終狀態下輸入之單位質量的分佈熱源。 

 

2.2.3  增量狀態下的熱彈統御方程式 

如圖 1.9 所示，增量狀態是假設在初始狀態下觀察最終狀態的運動變化情形，如同

在已受殘留應力影響的試件上施以微小的擾動，因此，增量之定義為自初始狀態至最終

狀態時的物理量差值，包括應力、應變、熱通量、熵與溫度。第一部份，先考慮在自然

狀態觀察此增量狀態，需引入第 2.2.3 節的情況(3)與情況(4)，已知各物理量的增量定義

表示如下 

( , ) ( , ) ( )f iT t T t T      ,          (2.27a) 

( , ) ( , ) ( )f iS t S t S      ,          (2.27b) 

( , ) ( , ) ( )f it t   q q q   ,          (2.27c) 

( , ) ( , ) ( )of oit t      ,          (2.27d) 

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )f i f it t t           .     (2.27e) 

則分別比較(2.24a)與(2.25a)式、(2.24b)與(2.25b)式，以及(2.24c)與(2.25c)式，加上假設

, 0T u    ，可得 

2
0 0

2

i
i fu u u

T T T
t

  
   

  

 
  

   
         

b ,      (2.28a) 

0 f f i

t t






  

     
  

q
h ,         (2.28b) 

0 ( )
 


 

 


q k .            (2.28c) 

上述(2.28a-c)式即為在自然狀態觀察此增量狀態的熱彈統御方程式，但是實際上由初始

應力所造成的初始位移皆是隱含在整個初始系統中，而且後續相關的量測行為皆是須在

初始狀態下施加微擾，則座標系統設定在自然狀態上並不符合實際情況，故不考慮之。 

第二部分，考慮在初始狀態觀察此增量狀態，引入第 2.2.3 節的情況(1)與情況(5)，

可知其中變數關係： i i
IJ IJT  、 i i

I Iq  q 及 i i
IJ IJk  k ，且各物理量的增量定義表示如下 
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( , ) ( , ) ( )f i
IJ IJ IJT t T t T X X X ,          (2.29a) 

( , ) ( , ) ( )f i
IJ IJ IJS t S t S X X X ,          (2.29b) 

( , ) ( , ) ( )f i
I I It t X X Xq q q ,          (2.29c) 

( , ) ( , )ift t  X X ,            (2.29d) 

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )f i f it t t      X X X X X .     (2.29e) 

則分別比較(2.22a)與(2.26a)式、(2.22b)與(2.26b)式，以及(2.22c)與(2.26c)式，加上假設

, 0JK I KT u  ，可得 

2

2
i i f iI I

JI JK I
J K

u u
T T

X X t
 

   
      

b ,        (2.30a) 

i f f iJ

JX t t


  
     
  
q

h ,         (2.30b) 

( )
I IJ

JX

 
 


q k ,            (2.30c) 

其中 i
IJ IJk k 為因初始應力或位移所改變的熱傳導常數，即為有效的熱傳導常數，並且

令 0
 k k 為自然狀態下原始的熱傳導常數，參考(2.19f)式可得兩者關係為 

1det JI
IJ

XX


  
    

     

X
k k


.         (2.31) 

上述(2.30a-c)式為在初始狀態觀察此增量狀態的熱彈統御方程式，建立在初始狀態座標

系統下，符合了實際情況中材料內含殘留應力的考量。此外，運動方程式(2.30a)主要是

描述系統的力平衡，其中因徹體力作功遠小於應變能與動能，故可將徹體力忽略不計

( 0f
I b )。在熵平衡式(2.30b)中亦含有熱源的熵生成，但熱源僅在系統的表面上加熱，

所以式中可不考慮分佈熱源( 0f h )，而是以邊界條件來考慮。 

 

2.3  本構方程式 

2.3.1  熱力學特徵函數 

根據熱力學第一定律，在可逆非絕熱過程中，系統內能的變化量 dU ，等於外界對
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系統做功 dW 與系統自外界吸收熱能 dQ 之總和，即 d d d U W Q 。此式表明了不同

形式的能量可以相互轉化，其總和是守恆的，稱為能量平衡方程式。考慮對彈性體作功

與熱能發生變化時，即d T dSW 與d d  Q ，其中T 與 S 分別為應力與應變，與

分別為溫度與熵(entropy)。內能U 是一種熱力學特徵函數，其他常用的特徵函數還有

Helmholz 自由能Ψ 、熱焓(enthalpy) H 以及 Gibbs 自由能G ，其定義分別表示如下： 

 Ψ U ,             (2.32a) 

T S H U ,             (2.32b) 

T S    G H U .         (2.32c) 

在(2.32a)式中，U 與Ψ 之間的轉換關係與第 2.2.1 節以 Lagrange 描述的結果是相同的。

熱力學特徵函數之導函數型式分別表示如下： 

dU  T dS d   ,           (2.33a) 

dΨ  T dS d   ,           (2.33b) 

dH  SdT d    ,           (2.33c) 

dG  SdT d    .           (2.33d) 

已知U 、Ψ 、H 與G 分別為 ( , )S  、 ( , )S  、 ( , )T  與 ( , )T  之函數，其導函數型式為 

dU  
S

dS d
S 

             

U U
,         (2.34a) 

dΨ  
S

dS d
S 

             

Ψ Ψ
,          (2.34b) 

dH  
T

dT d
T 

             

H H
,         (2.34c) 

dG  
T

dT d
T 

             

G G
.         (2.34d) 

分別比較(2.33a-d)與(2.34a-d)式，可得 

T
S S 

            

U Ψ
,           (2.35a) 

S T

             

Ψ G
,           (2.35b) 
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S
T T 

             

H G
,           (2.35c) 

S T

             

U H
.           (2.35d) 

在考慮自變數為應變 S 與溫度的情況下，特徵函數只針對 Helmholz 自由能J作

後續推導。已知溫度 0   ，其中 0 為參考溫度，為微小的溫度變化，應用

Taylor 級數對平衡位置 0S  與 0   作展開。由於平衡位置是處於一個穩態，其位勢

必定為一個(區域)最小值，可將此一最小值假設為零，即 0(0, ) 0 Ψ ，且其位勢梯度

的變化亦須為零，即 0(0, )   0Ψ 。因此，可假設 Helmholz 自由能Ψ 為 

2 21
2( , ) ( 2 )S c S S      Ψ  

3 3 2 21
6 ( 3 3 )c S S S           ,      (2.36) 

其中係數 c、 與分別為二階的彈性常數、熱常數與熱壓常數，係數 c、、與

分別為三階的彈性常數、熱常數與 2 種熱壓常數。根據(2.35a, b)或(2.21a, b)式，可得 

2 21 1
2 2T c S c S S           ,       (2.37a) 

2 21 1
2 2S S S              .      (2.37b) 

將(2.36)與(2.37a-b)式改寫為張量形式，其中T 、 S 、( c , c )與( , , )分別改用張量

IJT 、 IJS 、( IJKLc , IJKLMNc )與( IJ , IJKL , IJ )表示，則可將(2.36)與(2.27a, b)式分別改寫為 

21
2( , ) ( 2 )IJ IJKL IJ KL IJ IJS c S S S      Ψ  

31
6 ( IJKLMN IJ KL MNc S S S      

23 3 )IJKL IJ KL IJ IJS S S     ,     (2.38) 

21 1
2 2IJ IJKL KL IJ IJKLMN KL MN IJ IJKL KLT c S c S S S           ,  (2.39a) 

21 1
2 2KL KL KLMN KL MN KL KLS S S S              .   (2.39b) 

上述(2.38)與(2.39a, b)式分別為後續推導所需要的 Helmholz 自由能Ψ 及其本構方程式，

且式中的物理量皆是以 Lagrange 描述法作敘述。 

 

2.3.2  在自然狀態下描述 
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根據圖 1.9 所示，當觀察者由自然狀態看初始狀態與最終狀態時，應變張量與溫度

變化分別為 ,i fS 與 ,i f ，應用(2.38)式可得知 Helmholz 自由能Ψ 為 

 , , , , , 2 , ,1
2( , ) ( ) 2i f i f i f i f i f i f i fS c S S S           Ψ  

 , , , , 31
6 ( )i f i f i f i fc S S S         

, , , , , 23 3 ( )i f i f i f i f i fS S S          .   (2.40) 

由(2.39a, b)式可求得在初始狀態的應力張量 iT 與熵變化 i 分別為 

21 1
2 2 ( )i i i i i i i iT c S c S S S                     , (2.41a) 

21 1
2 2 ( )i i i i i i i iS S S S                     .  (2.41b) 

同理可知，可得在最終狀態的應力張量 fT 與熵變化 f 分別為 

21 1
2 2 ( )f f f f f f f fT c S c S S S                     , (2.42a) 

21 1
2 2 ( )f f f f f f f fS S S S                     ,  (2.42b) 

在上述本構方程式中，可藉由在初始狀態至最終狀態時物理量之差來計算其增量，應力

張量、熵變化、應變張量與溫度變化之增量，可參考(2.27a, b, d, e)式，定義如下： 

T  f iT T   ,            (2.43a) 

S  f iS S   ,            (2.43b) 

  f i   ,            (2.43c) 

  f i   .            (2.43d) 

將(2.42a, b)式分別減(2.41a, b)式，並配合(2.43a-d)式之定義，可得 

T c S       

21 1
2 2( ) (2 )i i ic S S S S S S                

( )i iS S S        ,        (2.44a) 

S       

21 1
2 2( ) (2 )i i iS S S S S S               
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( )i iS S S        .        (2.44b) 

此增量的物理意義代表由初始狀態來觀察最終狀態的運動情形，其描述方式是基於自然

狀態的座標系統。 

應用已知的應變與位移關係，將上述(2.41a, b)與(2.44a, b)式中有關 iS 與 S 轉換為

,
iu  與 ,u  。假設物體在初始狀態與最終狀態的 Lagrange 應變張量分別定義為 

1
2

i K KX X
S 

 


 

     
   

, 1
2

f k kx x
S 

 


 

     
   

.    (2.45a, b) 

其中  為 Kronecker 符號。應用(2.1a, b)式之定義，其位移梯度分別為 

i
K K

K

X u


 


 

 
 

 
,  

f
k k

k

x u


 


 
 

 
 

.       (2.46a, b) 

將(2.46a, b)式分別代入(2.45a, b)式，並改以位移梯度表示 

, , ,,
, 1

2

i f i f i fi f
i f u u uu

S   


      

       
     

.        (2.47) 

將(2.47)式代入(2.43c)式，並以 iu u  取代 fu ，可推導出應變張量之增量 S 為 

1
2

i iu u u u uu
S     


          

          
       

.       (2.48) 

在上述式子中，基於假設由初始狀態至最終狀態的位移與溫度之增量變化很小，忽略了

乘積項 , ,u u    。為了將 iS 與 S 轉換為 ,
iu  與 ,u  ，(2.47a)與(2.48)式可改寫為 

1
, ,2 ( )i i iS u u                ,       (2.47'a) 

1
, , ,2 ( )i iS u u u                     .      (2.48') 

將(2.47'a)與(2.48')式分別代入(2.41a, b)與(2.44a, b)式，並忽略任一初始狀態物理量二次

以上的乘積項，以及任一增量二次以上的乘積項，可將式子整理如下： 

,
i i iT c u       ,          (2.49a) 

,
i i iu       ,           (2.49b) 
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, , ,( )i i iT c c u c u u                 

,( )i iu            ,        (2.50a) 

, , ,( )i i iu u u                    

,( )i iu          .         (2.50b) 

 

2.3.3  在初始狀態下描述 

鑒於偵測材料變形的動態擾動是以初始狀態的座標系統為基準，(2.49a, b)式代表因

初始位移 iu 與初始溫度差 i 之變化造成的初始應力 iT 與初始熵 i ，(2.50a, b)式是描

述由初始狀態至最終狀態的位移u 與溫度差造成的應力變化T 與熵變化，二者

皆是以自然狀態的座標系統來描述，故需要進行座標轉換，由自然狀態的座標系統轉為

初始狀態的座標系統。根據 N 階張量的座標轉換，定義如下： 

terms terms

1

terms

( , ) ( , )
N N

JI K L
IJK L

N

XX X X
t J t 

      

       
     

X  



 ,    (2.51) 

其中 ( , )t    與 ( , )IJK L t X 分別為由自然狀態與初始狀態之座標系統所描述的 N 階

張量，以及 J 為這兩座標系統間的 Jacobi 行列式，定義如下： 

1
det

6
JI K

IJK

XX X
J 

    
    

      

X
e e


,       (2.52) 

其中 e 或 IJKe 為排列(permutation)或 Levi-Civita 符號。將(2.46a)式代入(2.52)式，考慮

線性部分，忽略初始位移梯度之二次以上的乘積項，則 J 與 1J  可近似為 

0

, 0
1 or

i
i

i

dV
J u

dV 



   ,         (2.53a) 

0
1

, 0
1 or

i
i

i

dV
J u

dV 



    .         (2.53b) 

這代表了材料之密度或單位體積在兩座標系統間的的比例關係，且遵守質量守恆定理。

將(2.51)式應用至四個物理量 ( , )iT t  、 ( , )i t  、 ( , )T t  與 ( , )t  ，可得 
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( , )i
IJT tX   , , ,(1 )i i i i i i

I J u T u T u T               ,     (2.54a) 

( , )i t X  ,(1 ) ( , )i iu t     ,          (2.54b) 

( , )IJT tX   , , ,(1 )i i i
I J u T u T u T               ,     (2.55a) 

( , )t X  ,(1 ) ( , )iu t     .          (2.55b) 

上述四式中等號左邊代表在初始狀態下的物理量，(2.54b)與(2.55b)式中等號兩邊的差異

僅是因密度或單位體積改變所造成。將(2.49a, b)式代入(2.54a, b)式等號右端，可得： 

 ,
i i i

IJ I JT c u          ,         (2.56a) 

,
i i iu       ,           (2.56b) 

同理，將(2.50a, b)式代入(2.55a, b)式等號右端，並整理如下： 

IJ I JT     

 , , , , , ,[(1 ) ]i i i i i iu c c u c u c u c u u                          

, , , ,[(1 ) ]i i i i iu u u u                         ,  (2.57a) 

, , , ,[(1 ) ]i i i iu u u u                     W  

, ,[(1 ) ]i i iu u           W .        (2.57b) 

在(2.56a, b)與(2.57a, b)式中，須考慮位移梯度的座標轉換，將 ,
iu  與 ,u  轉換為 ,

i
K Lu

與 ,K Lu 。首先，下標變換表示如下： 

i i
K

K L
L

u u
 



 
 
 


 

,  K
K L

L

u u
 



 
 
 


 

.       (2.58a, b) 

再者，分母配合(2.1a)式之定義，即 i
L L LX u     ，則上式可分別近似如下： 

i i
K

K L
L

u u

X


 


 

 


 

,  
i

K K M
K L

L M L

u u u u

X X X


 


 

    

      
.    (2.58'a, b) 

將(2.58'a, b)式代入(2.56a, b)與(2.57a, b)式，經整理可獲得基於初始狀態座標系統的本構

方程式分別為 
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,
i i i

IJ IJKL K L IJT c u    ,          (2.59a) 

,
i i i

KL K Lu     ,           (2.59b) 

, , , ,[(1 )i i i i
IJ N N IJKL IJKLMN M N OJKL I O IOKL J OT u c c u c u c u      

, , ,]i i i
IJOL K O IJKO L O IJKL K Lc u c u u     

, , , ,[(1 ) ]i i i i i
N N IJ IJKL K L OJ I O IO J O IJu u u u             ,  (2.60a) 

, , , , ,[(1 ) ]i i i i i
N N KL KLMN M N OL K O KO L O KL K Lu u u u u              

, ,[(1 ) ]i i i
N N KL K Lu u         ,       (2.60b) 

其中參數 IJKLc 、 IJKLMNc 、 IJ 、 IJKL 與 IJ 分別由下列轉換獲得， 

IJKL I J K Lc c        ,  IJKLMN I J K L M Nc c             ,   

IJ I J      ,  IJKL I J K L           ,  IJ I J       .   

(2.60a, b)式經過簡化表示如下： 

IJ IJKL KL IJT c S    ,           (2.61a) 

KL KLS     ,           (2.61b) 

其中 1
, ,2 ( )IJ I J J IS u u  為在初始狀態座標系統下的微小應變(infinitesimal strain)。參數

IJKLc 、 IJ 與 分別為有效的彈性常數、熱壓常數與熱常數，其定義分別如下： 

, , ,

, ,

(1 )

,

i i i i
IJKL NN IJKL IJKLMN M N OJKL I O IOKL J O

i i i
IJOL K O IJKO L O IJKL

c e c c u c u c u

c u c u 

    

   
    (2.62a) 

, , ,(1 )i i i i i
IJ NN IJ IJKL K L OJ I O IO J O IJe u u u             ,    (2.62b) 

,(1 )i i i
NN IJ I Je u         ,         (2.62c) 

其中 , 1,1 2,2 3,3
i i i i i
NN N Ne u u u u    ，代表材料中的體積膨脹(cubic dilatation)，由(2.53a-b)

式定義可知， 0 01 i i i
NNJ e dV dV     與 1 0 01 i i i

NNJ e dV dV      。參數

( IJKLc , IJKLMNc )、( IJ , IJKL , IJ )與( , )分別為在自然狀態下原始的彈性常數、熱壓常數

與熱常數。因此，可知上述彈性常數與熱壓常數的對稱特性分別如下： 
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IJKL KLIJ JIKLc c c  ,  IJKLMN KLIJMN MNKLIJ IJMNKL JIKLMNc c c c c        ,   

IJ JI  ,  IJKL KLIJ JIKL      ,  IJ JI   ,       

IJKL KLIJ JIKLc c c  ,  IJ JI  .          

在實際分析時，由自然狀態至初始狀態，只考慮初始應力 i
IJT 造成的初始位移梯度

,
i
K Lu ，可忽略了兩狀態間的初始溫度差 i ，即 0i  與 0i   ，加上高階的熱常數

以及 2 個熱壓常數 IJKL 與 IJ 並不易獲得，因此，(2.62a-c)式可改寫為 

, , ,

, ,

(1 )

,

i i i i
IJKL NN IJKL IJKLMN M N OJKL I O IOKL J O

i i
IJOL K O IJKO L O

c e c c u c u c u

c u c u

    

 
    (2.63a) 

, ,(1 )i i i
IJ NN IJ OJ I O IO J Oe u u       ,        (2.63b) 

(1 )i
NNe   ,            (2.63c) 

配合原始的熱常數 之定義： 0 0
EC   ，其中 EC 為熱容常數，有效的熱常數 可

改寫為 0
E

i C   。此外，根據本構方程式(2.59a)，即 

,
i i

IJ IJKL K LT c u ,            (2.64) 

可求得因初始應力 i
IJT 造成的初始位移梯度 ,

i
K Lu 。回顧(2.31)式，有效熱傳導係數 IJk 的定

義，其亦滿足了(2.51)式的 N 階張量座標轉換關係，經由上述推導流程，可獲得 

, ,(1 )i i i
IJ NN IJ OJ I O IO J Oe u u   k k k k ,        (2.65) 

其中 IJk 為自然狀態下原始的熱傳導常數，具有對稱特性 IJ JIk k 與 IJ JIk k 。 

 

2.4  能量守恆以及互置定理 

此一章節主要是基於含有初始應力的傳統熱彈性理論，推導功與能量的守恆關係，

參考 Auld [120, 121]提出的方法，推導本論文需要的互置定理(reciprocity theorem)，藉

以瞭解材料內部的能量分佈及其功率傳輸，說明雷射激發熱彈聲波之應變能與熱能的傳

遞及衰減現象。 
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2.4.1  熱彈耦合的互置定理 

根據前兩節所獲得的結果，已知物體在初始狀態下所描述的熱彈統御方程式(2.30a, 

b)、熱傳導方程式(2.30c)，及熱彈本構方程式(2.61a, b)，再配合物體上某一表面法向量

為 ˆJn 的施加曳力 It 與輸入熱能 inq ，其定義分別為 

,ˆ ˆ ( )i
I J JI J JI JL I Lt n T n T T u   ,          (2.66a) 

in ˆJ Jn q q ,             (2.66b) 

則可推導含有初始應力之熱彈性理論的能量守恆關係。首先，由物體某一表面上的曳力

作功 I It v 出發，其中上標「」為共軛複數(complex conjugate)，其積分型式如下表示： 

, , ,ˆ ( ) ( )
i i i

i i
I I i J JI JL I L I i JI I JL I L I J iA A V

t v dA n T T u v dA T v T u v dV           

, , , , ,[( ) ]
i

i i
JI JL I L J I JI I J JL I L I J iV

T T u v T v T u v dV        

, ,[ ( ) ]
i

i
i I I I IJ IJ JL I L I J iV

v v T S T u v dV         b ,    (2.67) 

其中 1
, ,2 ( )IJ I J J IS v v  代表應變率， idA 與 idV 分別代表物體在初始狀態下的單位面積與

單位體積。利用本構方程式(2.61a, b)，上式中 IJ IJT S  的結果為 

( ) ( )IJ IJ IJKL KL IJ IJ IJKL KL IJ IJ IJT S c S S c S S S              

IJKL KL IJc S S          .       (2.68) 

假設物體在初始狀態下仍須滿足熱力學第二定律，回顧熵(2.30b)式並改寫為熵不等式，

即為： ,i i J J    qh ，則上式中   的結果為 

1 1
,( )i i i J J         qh    

1 1 1
, ,( ) [ ( )] ( )i i i J J J i J            q qh .    (2.69) 

結合上述(2.68)與(2.69)二式並代入(2.67)式，可得 

1 1
in[ ( )] [ ( )]

i i
I I i i i I I i i iA V

t v dA v dV             q b h  

, ,( )
i

i
i I I IJKL KL IJ JL I L I J iV
v v c S S T u u dV             

1
, ( ) 0

i
J i J iV

dV     q .          (2.70) 
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根據熱傳導方程式(2.30c)，可得知 1
, ( ) 0J i J
   q 。假設 

1 1
in[ ( )] [ ( )]

i i
I I i i i I I i i iA V

t v dA v dV             q b h  

, ,( )
i

i
i I I IJKL KL IJ JL I L I J iV
v v c S S T u u dV            ,    (2.71) 

即可滿足下述不等式關係： 

1
, ( ) 0

i
J i J iV

dV     q .          (2.72) 

上述(2.71)式即為含有初始應力之熱彈性理論的能量守恆關係，等號左端包含了於物體

表面上單位面積 idA 的拘束( Iv ,  )與輸入( It , inq )，以及內部單位體積 idV 中的輸入

( i I b , i h )等外部作功。 

在含有初始應力之熱彈性理論的能量守恆關係下，引入狀態(1)與狀態(2)，例如將

(2.67)式中的 I It v 視為 ( ) ( )
I It v2 1 ，再依照上述過程，並應用(2.71)式的結果可得 

( ) ( ) ( ) 1 ( )
in[ ( )]

i
I I i iA

t v dA     q2 1 2 1  

( ) ( ) ( ) 1 ( )[ ( )]
i

i I I i i iV
v dV       2 1 2 1b h  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,( )

i

i
i I I IJKL KL IJ JL I L I J iV
v v c S S T u u dV            2 1 2 1 2 1 2 1 ,  (2.73a) 

同理，將 I It v 視為 ( ) ( )
I It v 1 2 ，可得 

( ) ( ) ( ) 1 ( )
in[ ( )]

i
I I i iA

t v dA     q1 2 1 2  

( ) ( ) ( ) 1 ( )[ ( )]
i

i I I i i iV
v dV       1 2 1 2b h  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,( )

i

i
i I I IJKL KL IJ JL I L I J iV
v v c S S T u u dV            1 2 1 2 1 2 1 2 .  (2.73b) 

上述二式相加，整理後可獲得含有狀態(1)與狀態(2)的互置理論如下表示 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( )
in in[ ( ) ( )]

i
I I I I i i iA

t v t v dA            q q2 1 1 2 2 1 1 2  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( )[ ( ) ( )]
i

i I I i I I i i i i iV
v v dV                2 1 1 2 2 1 1 2b b h h  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,

D
( )

D i

i
i I I IJKL KL IJ JL I L I J iV
v v c S S T u u dV

t
          2 1 2 1 2 1 2 1 .  (2.74) 
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此外，為配合矩陣向量型式表示，先定義施加曳力 t 與輸入熱能 inq 為 

ˆ ˆ [ ( ) ]i     t n T n T T u ,          (2.75a) 

in ˆ ( )  nq q ,             (2.75b) 

並將(2.74)式改寫為 

1 1
in in[ ( ) ( )]

i
i i iA

dA              t v t v q q2 1 1 2 2 1 1 2  

1 1[ ( ) ( )]
i

i i i i i i iV
dV                 v v2 1 1 2 2 1 1 2h hb b  

D
[ :( : ) ( ):( )]

D i

i
i iV

dV
t

             v v S c S u T u2 1 1 2 2 1 1 2 ,  (2.76) 

其中 ~ I Ia ba b 與 : ~ IJ IJA BA B 為內積定義。符號 ~ Itt 、 ~ Ibb 、 ~ Ivv 與 ~ Iuu 為一階

張量， ~ IJTT 與 ~ IJSS 為二階張量，以及 ~ IJKLcc 為四階張量。 

假設上述(2.74)或(2.76)式中所有變數皆屬於時諧函數，即 ( , ) ( , )e i tt  X X  ，

可得等號右端為零，則原式可改寫為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( )
in in[ ( ) ( )]

i
I I I I i i iA

t v t v dA            q q2 1 1 2 2 1 1 2  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( )[ ( ) ( )]
i

i I I i I I i i i i iV
v v dV                2 1 1 2 2 1 1 2b b h h  

0 ,               (2.77) 

以及其矩陣向量型式為 

1 1
in in[ ( ) ( )]

i
i i iA

dA              t v t v q q2 1 1 2 2 1 1 2  

1 1[ ( ) ( )]
i

i i i i i i iV
dV                 v v2 1 1 2 2 1 1 2h hb b  

0 .               (2.78) 

根據上述二式的結果，針對一受到殘留應力影響之平板，其內部傳遞之熱彈聲波之波傳

問題上，可利用已計算獲得的時諧解，求解平板受到外力輸入(例如探頭或雷射)所影響

的頻率響應。此一計算過程主要分為兩個步驟：一為找出在相同頻率下的時諧振動，

兩個不同波數 m 與 n 之間的模態正交特性(mode orthogonality)；二為利用強迫振盪場

(forced oscillation filed)的正則模態展開法(normal mode expansion)，求解系統受到外界激
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振影響後的物理場，此即頻率的響應。 

 

2.4.2  模態正交特性 

回顧(2.78)式，改寫成微分型式(differential form)，並表示為 

 1 1( ) ( )i i
               T v T v 
2 1 1 2 2 1 1 2q q  

 1 1( ) ( )i i i i i i                 v v2 1 1 2 2 1 1 2h hb b .    (2.79) 

仿照 Auld 的推導流程，假設某一平板或層狀介質中的導波波傳方向為 1X 方向，其波傳

的 Sagittal 平面為 1 3X X 平面，在厚度或深度方向( 3X 方向)，具有幾何拘束與邊界連續的

條件，由此可知，(2.79)式中的空間變數為 1 3( , )X X 。再者，在某一頻率下的時諧振動

( e i t )，考慮狀態(1)與狀態(2)皆為此一導波的特徵模態，並忽略介質中徹體力與分佈

熱源，即 1b  2b  0 與 1h  1h  0 。在這些假設情況下，(2.79)式可簡化為 

     
1 31 3

0X X
 
      ,         (2.80) 

   1 1( ) ( )i i
              T v T v 
2 1 1 2 2 1 1 2q q ,     

其中下標 J 代表向量場{ }的第 J 個元素，即 ˆ{ } { }J J e 。接下來，配合波傳方向為 1X

方向( 1ei X )的假設，兩狀態下之物理場T 、q、 v與的解型式可定義為 

1 3( , , )X X 1  1

3( , , ) e mi X
m m X   ,        (2.81a) 

1 3( , , )X X 2  1

3( , , ) e ni X
n n X   ,        (2.81b) 

其中下標m 與 n 分別代表導波的第m 個與第 n 個特徵模態， 1e mi X 與 1e ni X 分別代表波數

為 m 與 n 且沿正 1X 方向的波傳項。將(2.81a, b)式代入(2.80)式，並改寫為 

  1( )1 1

1
( ) ( ) ( ) e m ni X

m n n m m n n i m m i ni   
               T v T v  q q  

  1

3

( )1 1

3
( ) ( ) e m ni X

n m m n n i m m i nX
      

        T v T v  q q . 

               (2.82) 

將(2.82)式對變數 3X 作積分，並在等號右端引入傳遞介質之橫截面(cross section)在 3X  

位置於「上端」(top)與「下端」(bottom)表面的邊界條件，此式可轉換成 
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,( ) 4m n m ni P     

  3

3

top
1 1

3 bottom
( ) ( )

X

n m m n n i m m i n
X


     


         T v T v  q q ,  (2.83) 

其中 , , ( , , )m n m n m nP P    並定義為元素 1{ } 對整個橫截面的厚度 3X 方向作積分，即為 

 1 11
, cross 34 1section

( ) ( )m n n m m n n i m m i nP dX               T v T v  q q . (2.84) 

若(2.83)式中，彈性邊界條件考慮為固定端(fixed-end)或曳力為零(traction-free)， 

v 0  或 3ˆ  e T 0 , 於 3 topX  與 bottom  時,   (2.85) 

以及熱性邊界條件考慮為等溫的(isothermal)或絕熱的(adiabatic)， 

0   或 3ˆ ( ) 0  e q , 於 3 topX  與 bottom  時.   (2.86) 

可知(2.83)式的等號右端為零，則聲導波的模態正交關係為 

,( ) 0m n m ni P      , 0m nP  , m n   .      (2.87) 

根據獲得波數 m 與 n 的數值，聲導波的模態編號m 與 n間關係以及 ,m nP 不為零的條件，

可區分為下列三種關係： 

(1) m 與 n 為實數：亦稱為波傳模態(propagating modes)    

, 0m nP  , m n   , 0m mP   ( n m  ).   (2.88) 

(2) m 與 n 為虛數：亦稱為非波傳模態(non-propagating modes)   

, 0m nP  , m n    , 0m mP    ( n m m     ).   (2.89) 

(3) m 與 n 為複數：  

, 0m nP  , m n   , 0m mP    ( n m m  
  ).   (2.90) 

 

2.4.3  正則模態展開法 

此章節是應用模態分析中的強迫振盪方法，求解在介質表面或是內部受到外界輸入

源激發後的物理場。延續之前的時諧振動( e i t )及層狀結構外型的假設，並考慮了外界

輸入項，回顧(2.79)式並寫為 
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1

1 1

1
( ) ( )i iX

     
         T v T v 

2 1 1 2 2 1 1 2q q , 

 
3

1 1

3
( ) ( )i iX

     
         T v T v 

2 1 1 2 2 1 1 2q q  

 1 1( ) ( )i i i i i i                 v v2 1 1 2 2 1 1 2h hb b .    (2.91) 

根據(2.91)式所示，將狀態(1)視為受外界輸入源激發後的物理場，其源包含 v1、1、

3ˆ e T1、 3ˆ ( ) e 1q 、 1b 與 1h 。而狀態(2)視為導波的第 n 個特徵模態，同(2.81b)式所示，

並令  02b 與 02h 。因此，兩狀態下之物理場的解型式可分別定義為 

1 3( , , )X X 1  1 3( , , )X X  ,         (2.92a) 

1 3( , , )X X 1  1 3( , ) ( , , )m m mm
a X X     ,      (2.92b) 

1 3( , , )X X 2  1

3( , , ) e ni X
n n X   ,        (2.92c) 

其中 1( , )ma X  為模態展開項的待定係數，其相乘的 3( , , )m m X  為導波的第m 個特徵

模態。(2.92a)式代表介質表面或是內部外界輸入源，適用於括號 3{ } 中 v1、1、T1與

1q ，以及(2.91)式等號右端的 1b 與 1h 。(2.92b)式代表受激發後的物理場，以模態展開法

近似，適用於括號 1{ } 中 v1、1、T1與 1q 。(2.92c)式代表作參考用的特徵模態，適用

於所有的狀態(2)。將(2.92a-c)式代入(2.91)式，並對變數 3X 作積分，整理可得 

 
1

s v
, 1 1 14 ( , ) ( , ) ( , )m n n m n nXm

P i a X f X f X   
    ,    (2.93) 

其中 ,m nP 的定義如同(2.84)式，等號右端的 s
1( , )nf X  與 v

1( , )nf X  分別代輸入的表面源

(surface source)與體積源(volume source)並定義如下： 

s
1( , )nf X     3

3

top
1 1

3 bottom
( ) ( )

X

n n n i i n
X


     


         T v T v  q q ,  (2.94) 

v
1( , )nf X    1

cross 3
section

( )i n n i i dX        v hb .      (2.95) 

由於本論文所探討的熱彈耦合系統含有能量耗散的現象，在波傳表現上為代表傳遞

的波數 m 含有虛部項，即波數 m 為複數。因此，引入上一節中(2.90)式的模態正交關係，

當m n 或 n m m  
  ，可知存在 , 0m mP   。上述(2.93)可改寫為 
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1 ,

s v1
1 1 14( , ) ( , ) ( , )

n nn n n nX Pi a X f X f X   



       ,     (2.96) 

稱之為模態振幅方程式(mode amplitude equation)。並配合 i v u 與 i v u ，以及

(2.84)、(2.94)與(2.95)三式可改寫為 

,n nP    1 11
cross 34 1section

( ) ( )n n n n n i n n i n dX     
             T v T v  q q  

  1 11
cross 34 1section

( ) ( ) ( ) ( )n n n n n i n n i ni i dX      
            T u T u  q q , 

               (2.97) 

s
1( , )nf X     3

3

top
1 1

3 bottom
( ) ( )

X

n n n i i n
X


     
   


         T v T v  q q  

   3

3

top
1 1

3 bottom
( ) ( ) ( ) ( )

X

n n n i i n
X

i i 


     
   


          T u T u  q q , 

               (2.98) 

v
1( , )nf X    1

cross 3
section

( )i n n i i dX   
      v hb  

  1
cross 3

section

( ) ( )i n n i ii dX    
      u hb ,     (2.99) 

其中 , , ( , )n n n n nP P    ，相當為導波之第 n 個特徵模態沿正 1X 方向傳遞之每單位長度的

時間平均功率流密度(time-average power flow per unit width)。此外，再由(2.96)式的微分

型式可知，它屬於一階線性非齊次微分方程式，其特解為 

 1 1 1

,
1 1

s v1
1 1 1 1 14( , ) ( , ) e ( , )e en n n

n n

i i i X
n n nP X X

a X f d f d          


 
    , (2.100) 

其中括號{ } 內須對表面源 s
1( , )nf X  與體積源 v

1( , )nf X  在 1X 軸上的作用範圍作積分。

根據(2.96)式所示， 1e ni X 代表波數為 n 且沿正 1X 方向的波傳項，而
,

1
4 { }

n nP 
 相當於此項

的振幅項，振幅大小為
,

1
4| { }|

n nP 
 。最後，將(2.100)式代入(2.92b)式，即可獲得外界輸入

源激發後的物理場。在接下第 3.6.2 節中，則是應用此節之內容，並配合所照射的調制

雷射熱源，求解因熱彈耦合效應所激發光聲訊號。 
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第三章  光熱效應之波傳理論 

 

光聲光熱效應的含意是指物質吸收光能量而激發出聲波的效應，本文是將光源當作

一個方便且可精確控制的加熱型式來使用。因此，如圖 3.1 所示，將調制雷射光假設為

光源，考慮試件的表面為自由表面，在表面局部加熱而生成時諧的彈性波與熱波。物理

模型須藉由具殘留應力之熱彈耦合的統御與本構方程式來建立，並以層狀介質熱彈波傳

理論探討薄膜結構殘留應力的光聲效應。 

此一章節主要分為五大部分：第一部分是說明原座標系統為配合在水平 1 2X X 平面

上之波傳方向所作的座標轉換；第二部分則是推導經座標轉換後的熱彈耦合本構與統御

方程式；第三部分是以平面波波傳理論推導出熱彈耦合的 Christoffel 方程式及其相速度

表示式；第四部分以在層狀介質中的傳遞導波波傳理論推導出平板導波的頻散及衰減的

特徵方程式；最後，第五部分是利用第 2.4 節的互置理論來推導模態正交歸一條件以及

正則模態展開法，並配合所描述調制熱源輸入的 Gauss 外形及其空間的 Fourier 轉換，

求解試件表面受到熱源輸入而激發的光聲訊號頻率響應。 

 

3.1  熱源輸入及其傅立葉積分轉換 

如圖 3.1 所示，考慮一個範圍為 1 2,X X   與 3h X h   的平板，而且藉由

強度調制的雷射光作激發。首先，將雷射考慮為一個 TEM00 模態的光束，其輸出功率

為 0I  (單位為 W)，半徑為 0a ，且功率強度的空間分佈函數屬於二維 Gaussian 分佈。此

外，光束半徑 0a 的大小，一般定義為光束中心軸(beam axis)至光強度大小降至峰值 1/e2 

(13.5%)之位置的距離，幾何示意圖可見如圖 3.2。因此，雷射光於試件表面 3 0X  處

的輸入熱源 in 1 2( , , )X X tq 可表示為 

in 1 2 0 1 2( , , ) (1 ) ( , ) ( )X X t R I g X X f t q ,       (3.1) 

其中R 為試件的光學反射係數(optical reflectivity)。空間分佈函數 1 2( , )g X X 假設為[105] 

2 2
1 2

1 2 2 2
0 0

2
( , ) exp 2

X X
g X X

a a

 
    

,        (3.2) 
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且此函數對二維無限空間的積分大小為 1，即： 1 2 1 2( , ) 1g X X dX dX 
    。時間變化

曲線(temporal profile) ( )f t 則是根據雷射光的輸入型式而有所不同，大致區分為連續波

(continuous wave, CW)與脈衝(pulse)兩種型式。首先，對於一連續波型式之雷射，其 ( )f t

可假設為一含有 n個脈衝的調制序列(modulated train)，其函數表示為[164] 

1
c c2( ) [1 cos( )] [1 H( )]f t t t n f     ,   ( 0t  )     (3.3) 

其中 c c2 f   且 cf 為調制頻率(modulated frequency)，及H( )t 代表 Heaviside 單位步階

(unit step)函數。其次，對於一脈衝型式之雷射，其 ( )f t 可假設為 skew-Gaussian 函數，

其函數表示為[105, 164] 

3 2

4 2
r r

8
( ) exp 2

t t
f t

 
 

  
 

,   ( 0t  )        (3.4) 

其中 r 為上升時間(rise time)，且此函數對時間 t的積分大小為 1，即： ( ) 1f t dt
  。

然而，一般脈衝型式之雷射只提供在一個脈衝時間(pulse duration) p 內輸入總能量 pE  

(單位為 Joule)的數據，因此，回顧(3.1)式，其輸出功率 0I 可近似表示為 0 p p0.94I E  ，

其中一個脈衝時間 p 約為上升時間 r 的兩倍，即 p r2  。 

對於一層狀結構中聲導波的波傳問題，一般會將原本的空間-時間域 1 2( , , )X X t 轉換

至波數-頻率域 1 2( , , )   與 2( , , )X  下作分析與討論，因此，將(3.1)式轉換改寫為 

in 1 2( , , )  Q  0 1 2(1 ) ( , ) ( )R I G F    ,  (二維)    (3.5) 

in 2( , , )X Q  0 2(1 ) ( , ) ( )R I G X F   ,  (一維)    (3.5') 

其中(3.5)式的 1 2( , )G   是屬於 1 2( , )g X X 的二維 Fourier 轉換，而(3.5')式的 2( , )G X 則是

屬於 1 2( , )g X X 對變數 1X 的一維 Fourier 轉換。因此，空間域 1 2( , )g X X 與波數域 1 2( , )G  

間的 Fourier 積分轉換對之型式可表示如下 

1 2( , )G    1 2[ ( , )]g X X F  1 1 2 2( )
1 2 1 2( , )e i X Xg X X dX dX    

 
   ,  (3.6a) 

1 2( , )g X X  1
1 2[ ( , )]G   F  1 1 2 2

2

( )1
1 2 1 24

( , )ei X XG d d    
  

  
   .  (3.6b) 
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空間域 1 2( , )g X X 與波數域 2( , )G X 間的 Fourier 積分轉換對之型式可表示如下 

2( , )G X  1 2[ ( , )]g X X F  1

1 2 1( , )e i Xg X X dX 


  ,     (3.6'a) 

1 2( , )g X X  1
2[ ( , )]G X  F  11

22 ( , )ei XG X d 


 
  .     (3.6'b) 

以及時間域 ( )f t 與頻率域 ( )F  間的 Fourier 積分轉換對之型式可表示如下 

( )F   [ ( )]f t F  ( )ei tf t dt


  ,         (3.7a) 

( )f t  1[ ( )]F  F  1
2 ( )e i tF d 

 
 

  ,       (3.7b) 

其中為角頻率， J 為角波數向量以及 J Jn  且 Jn 為方向向量，其與頻率 f 與波數 k

的關係分別為 2 f   與 2 k   。將已知的(3.2)式代入(3.6a)與(3.6'a)式，可得 

1 2( , )G    
2 2 2
0 1 2( )

exp
8

a   
  

 
,         (3.8) 

2( , )G X  
2 2 2
0 2

2
0 0

2
exp exp 2

8

a X

a a

    
     

   
.       (3.8') 

對於一個連續波型式之雷射，將(3.3)式代入(3.7a)式，可得 

f1
2 2 2 2

c

1 1
( ) (1 e )i tF i  

  
 

    
.        (3.9) 

對於一個脈衝型式之雷射，將(3.4)式代入(3.7a)式，可得 

22 23
2( ) (1 ) ( )[1 erf ( )]eF           ,      (3.10) 

其中 r

2 2
( ) i   ，以及誤差函數(error function) 

2

02erf ( ) e x dx   。由(3.1)與(3.5)式

可發現 in 1 2( , , )X X tq 與 in 1 2( , , )  Q 間 Fourier 積分轉換的目的，是為了在層狀介質矩陣

計算時可當作一個邊界外力，計算出某一厚度 3X 位置時在波數-頻率域 1 2( , , )   的狀態

向量，利用正則模態展開法將其轉換至空間-頻率域 1 2( , , )X X  上，即在平面中某一位置

的頻率響應，此外，亦可利用逆 Fourier 轉換獲得其時域訊號。 
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3.2  水平 X1X2平面之座標轉換 

此一小節是為了說明為何要將上一章所獲得的統御與本構方程式，針對水平 1 2X X

平面作旋轉角度的座標轉換。本論文主要是針對一個平板或層狀結構去求解一個三維

波傳問題，其中在 1 2X X 平面上的任一方向為水平方向， 3X 軸為厚度或深度方向。在此

一問題中，由於在 3X 方向上會受到此一結構的幾何外形之拘束，在水平方向上的波傳

會出現頻散的現象。因此，一般作法是會將其數學模型簡化成朝某一水平方向上傳遞的

二維波傳問題，且此一波傳方向與 3X 方向所構成平面稱之為 Sagittal 平面。 

根據 Auld [121]在能量與功的「互置定理」方面的推導過程中，假設此一波傳方向

為 X1 方向，其波傳的 Sagittal 平面為 1 3X X 平面。此假設的好處是會簡化後續在「模態

正交歸一」以及「正則模態展開」上的推導，尤其針對一階線性非齊次微分方程式，只

需要考慮一維求解問題而非二維求解問題。而且，在物理意義上，藉此方法可瞭解材料

內部沿著 X1 方向傳遞的導波，其不同模態間在 1 3X X 平面上的能量分佈及功率流傳輸。

因此，將此方法應用至本論文的熱彈耦合模型上，利用此一優點簡化後續的推導。 

 

3.2.1  立方性或等向性材料之假設 

承續第 2.3.3 節中材料常數 IJKLc 、 IJ 、 與 IJk 的結果，同(2.63a-c)與(2.65)式所示，

在忽略自然狀態與初始狀態間的溫度差(即 0i   )，以及高階的熱常數與 2 個熱壓

常數 IJKL 與 IJ 之條件下，對於一個立方性(cubic)或等向性(isotropic)之材料，假設初始

應力 i
IJT 只考慮水平軸向應力且不考慮剪應力，當 I J 時 0i

IJT  以及 33 0iT  ，如圖 3.3

所示，配合(2.64)式之關係， ,
i i

IJ IJKL K LT c u ，可求得初始位移梯度 ,
i
I Ju 為 

11 1 12 1 2
1,1

11 12 11 12

( )

( )( 2 )

i i i
i c T c T T

u
c c c c

 


 
,          (3.11a) 

11 2 12 2 1
2,2

11 12 11 12

( )

( )( 2 )

i i i
i c T c T T

u
c c c c

 


 
,          (3.11b) 

12 1 2
3,3

11 12 11 12

( )

( )( 2 )

i i
i c T T

u
c c c c

 


 
,          (3.11c) 

2,3 3,2 1,3 3,1 1,2 2,1 0i i i i i iu u u u u u      ,        (3.11d) 
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其中 1 11
i iT T 與 2 22

i iT T 。在上述(3.11a-d)式，此材料受水平軸向初始應力的作用過程中，

假設忽略了剪應變的存在。因此，利用(2.63a-c)式可求得有效的彈性常數 PQc 為 

11c  11 112 11 111 112 1,1(1 ) (4 )i i i
NN NNe c c e c c c u        ,     (3.12a) 

22c  11 112 11 111 112 2,2(1 ) (4 )i i i
NN NNe c c e c c c u        ,     (3.12b) 

33c  11 112 11 111 112 3,3(1 ) (4 )i i i
NN NNe c c e c c c u        ,     (3.12c) 

23c  12 12 112 12 112 123 1,1(1 ) (2 ) (2 )i i i
NN NNe c c c e c c c u         ,    (3.12d) 

13c  12 12 112 12 112 123 2,2(1 ) (2 ) (2 )i i i
NN NNe c c c e c c c u         ,    (3.12e) 

12c  12 12 112 12 112 123 3,3(1 ) (2 ) (2 )i i i
NN NNe c c c e c c c u         ,    (3.12f) 

44c  44 44 155 44 155 144 1,1(1 ) (2 ) (2 )i i i
NN NNe c c c e c c c u         ,    (3.12g) 

55c  44 44 155 44 155 144 2,2(1 ) (2 ) (2 )i i i
NN NNe c c c e c c c u         ,    (3.12h) 

66c  44 44 155 44 155 144 3,3(1 ) (2 ) (2 )i i i
NN NNe c c c e c c c u         ,    (3.12i) 

14 15 16 24 25 26 34 35 36 45 46 56 0c c c c c c c c c c c c            ;  (3.12j) 

有效的熱壓常數 P 為 

1  1,1(1 ) 2i i
NNe u    ,          (3.13a) 

2  2,2(1 ) 2i i
NNe u    ,          (3.13b) 

3  3,3(1 ) 2i i
NNe u    ,          (3.13c) 

4 5 6 0     ;            (3.13d) 

有效的熱常數 為 

  (1 )i
NNe   ,            (3.14) 

  Ei iC  E 0i C  .          (3.14') 

同理，利用(2.64)式亦可求得有效的熱傳導常數 Pk 為 

1k  1,1(1 ) 2i i
NNe u  k k ,          (3.15a) 
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2k  2,2(1 ) 2i i
NNe u  k k ,          (3.15b) 

3k  3,3(1 ) 2i i
NNe u  k k ,          (3.15c) 

4 5 6 0  k k k .            (3.15d) 

PQc 與 PQRc 為等向性材料在自然狀態下原始的二階及三階彈性常數，以及、 與k 為

原始的熱壓常數、熱常數與熱傳導常數。 

根據第二章的定義，我們可知在初始狀態的質量密度 i 與單位體積 idV 分別為 

0(1 )i
i NNe   , 0(1 )i i

NNdV e dV  .       (3.16a, b) 

由(3.11a-c)式可計算獲得由自然狀態至初始狀態之單位體積變化率 i
NNe 為 

1 2
1,1 2,2 3,3

11 122

i i
i i i i
NN

T T
e u u u

c c


   


.         (3.17) 

相反地，亦可獲得質量密度變化率為 ( )i
NNe 。因此，由上式可知材料若是受到任一水平

軸向應力 1
iT 或 2

iT ，皆會影響到質量密度或單位體積的大小。 

 

3.2.2  經座標轉換的本構關係與熱傳導方程式 

如圖 3.3 所示，考慮一個範圍為 1 2,X X   與 3h X h   的平板，於 1X 與 2X

方向分別施予軸向的初始預應力 1
iT 與 2

iT ，而落在水平 1 2X X 平面上的箭頭n代表平面波

的波傳方向。承續第 3.2.1 節的動機，對原始座標系統 1 2 3-O X X X 的 3X 軸旋轉角度，

並將 1X 軸並與箭頭n重合，代表平面波的波傳方向即為 1X 方向，如圖 3.4 所示。為了

區分在座標轉換前後兩個座標系統，將座標轉換前的符號皆加上上標「o」，代表原始

的意思，其座標系統表示為 o o o
1 2 3-O X X X ，而座標轉換後的座標系統則維持為 1 2 3-O X X X 。

同理，此一區分亦包括初始應力以及受其影響的等效材料係數，其表示整理如下： 

轉換前( o o o
1 2 3-O X X X )： o

IJKLc , oi
IJT , o

IJ , o
IJk , o ;   

轉換後( 1 2 3-O X X X )： IJKLc , i
IJT , IJ , IJk ,  .    

根據本構關係(2.61a, b)與熱傳導方程式(2.30c)，座標轉換前的結果分別表示如下： 
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o o o o
1 111 12 13 1

o o o o
2 212 22 23 2

o o o o
3 313 23 33 3

o
4 444

o
5 555

o
6 666

o o o o
1 2 3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0

T Sc c c

T Sc c c

T Sc c c

T Sc

T Sc

T Sc





   

    
        
    
    

    
    
    
    
         

,   (3.18a) 

o
1 1 ,1

o
2 2 ,2

o
3 3 ,3

0 0

0 0

0 0

    
          

         

q k

q k

q k

,         (3.18b) 

其中 1 11T T 、 2 22T T 、 3 33T T 、 4 23T T 、 5 13T T 與 6 12T T 為應力成分，以及 1 1,1S u 、

2 2,2S u 、 3 3,3S u 、 4 3,2 2,3S u u  、 5 1,3 3,1S u u  與 6 2,1 1,2S u u  為應變成分。接著，

根據上述座標轉換內容，並參考圖 3.4 所示，兩個座標系統 o o o
1 2 3-O X X X 與 1 2 3-O X X X 間

的轉換關係為 

o
1 1

o
2 2

o
3 3

0

0

0 0 1

X m n X

X n m X

X X

    
         

        

 或 oX RX       (3.19) 

其中 cosm  與 sinn  ，且 為 1X 軸與 o
1X 軸之夾角。此一轉換矩陣為一個正交矩陣

(orthogonal matrix)，具有det( ) 1R  (體積不變)以及 1R RT 的特性。根據二階與四階

張量對 3X 軸(或 o
3X 軸)旋轉角度的座標轉換公式，可得轉換後之彈性常數 IJKLc 與轉換

前之彈性常數 o
IJKLc 之間的關係為 

11c  o 4 o 4 o o 2 2
11 22 12 662( 2 )c m c n c c m n    ,       

22c  o 4 o 4 o o 2 2
11 22 12 662( 2 )c n c m c c m n    ,       

33c  o
33c ,            

23c  o 2 o 2
23 13c m c n  ,          

13c  o 2 o 2
23 13c n c m  ,          

12c  o 4 4 o o o 2 2
12 11 22 66( ) ( 4 )c m n c c c m n     ,     

44c  o 2 o 2
44 55c m c n  ,          
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55c  o 2 o 2
44 55c n c m  ,          

66c  o 2 2 2 o o o 2 2
66 11 22 12( ) ( 2 )c m n c c c m n     ,     

16c  o o o 2 o o o 2
12 66 11 12 66 22[( 2 ) ( 2 ) ]c c c m c c c n mn      ,   

26c  o o o 2 o o o 2
12 66 11 12 66 22[( 2 ) ( 2 ) ]c c c n c c c m mn      ,   

36c  o o
23 13( )c c mn  ,          

45c  o o
44 55( )c c mn  .            (3.20) 

轉換後之熱彈常數 IJ 與轉換前之熱彈常數 o
IJ 之間的關係為 

1  o 2 o 2
1 2m n   ,  

2  o 2 o 2
1 2n m   ,  

3  o
3 ,    

6  o o
2 1( )mn   .           (3.21) 

轉換後之熱傳導常數 IJk 與轉換前之熱傳導常數 o
IJk 之間的關係為 

1k  o 2 o 2
1 2m n k k ,   

2k  o 2 o 2
1 2n m k k ,   

3k  o
3 k ,     

6k  o o
2 1( )mn k k .            (3.22) 

轉換後之熱常數 與轉換前之熱常數 o 之間的關係為 

  o .             (3.23) 

轉換後之初始應力 i
IJT 與轉換前之初始應力 oi

IJT 之間的關係為 

1
iT  o 2 o 2

1 2
i iT m T n  ,  

2
iT  o 2 o 2

1 2
i iT n T m  ,  

3
iT  o

3
iT  0 ,    

6
iT  o o

2 1( )i iT T mn  .           (3.24) 

根據(3.20)至(3.23)式獲得轉換後存在之係數，經座標轉換後的本構關係與熱傳導方程式

分別表示如下： 



 67

1 111 12 13 16 1

2 212 22 23 26 2

3 313 23 33 36 3

4 444 45

5 545 55

6 616 26 36 66 6

1 2 3 6

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0

0 0

T Sc c c c

T Sc c c c

T Sc c c c

T Sc c

T Sc c

T Sc c c c






    

    
        
    
    

    
    
    

    
         

,    (3.25a) 

1 1 6 ,1

2 6 2 ,2

3 3 ,3

0

0

0 0

    
          

         

q k k

q k k

q k

.         (3.25b) 

比較上述(3.18a, b)與(3.25a, b)式可發現，係數 16c 、 26c 、 36c 、 45c 、 6 、 6k 與 6
iT 是因為

座標轉換而額外出現的。雖然此一作法會額外增加許多係數，但是若假設此一波傳方向

為 X1 方向，可令
2

( ) 0X
 
  ，可將空間變數簡化為 1X 與 3X 兩個變數，這對於接下的推導

仍是有好處的。綜合上述兩座標系統的描述可知，座標轉換前(如圖 3.3 所示)，材料的

座標系統固定及改變波傳方向n，優點是材料無須作座標轉換且推導方式直觀，缺點是

不易去分析 Sagittal 平面上的波傳特徵。其次，座標轉換後(如圖 3.4 所示)，波傳方向n

固定及改變材料的座標系統，優點是容易分析 Sagittal 平面上的波傳特徵，缺點是材料

須經座標轉換且手續繁複。因此，為配合 Auld [121]在能量與功的「互置定理」方面的

推導，選擇後者的座標系統描述。 

 

3.2.3  特殊情況 

回顧(3.20)至(3.24)式，當 1X 軸與 o
1X 軸之夾角 等於0與90時，m 與 n 其中一者

會等於零，可得下列特殊情況： 

16c  26c  36c  45c  6  6k  6
iT  0 .        (3.26) 

此外，當 45  時，並配合等雙軸預應力(equi-biaxial pre-stress)的條件，即 o o
1 2

i iT T ，

可得在材料係數上的一些特殊情況： 

o o
11 22c c ,  o o

13 23c c ,  o o
44 55c c ,  o o

1 2  ,  o o
1 2k k .    (3.27) 

再代回(3.20)至(3.24)式後，亦可獲得同(3.26)式的結果。此結果會使(3.25a, b)式退化至與
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(3.18a, b)式相同的型式。再者，上述特殊情況的判別，對於接下來有關徹體波或是層狀

結構導波波傳的推導的簡化上是有幫助的。 

 

3.2.4  統御方程式 

首先，根據第二章的具殘留應力的熱彈耦合理論，由於兩個座標系統 o o o
1 2 3-O X X X 與

1 2 3-O X X X 皆屬直角座標系統，其之間的轉換並不會改變統御方程式(2.30a, b)與熱傳導

方程式(2.30c)的表現型式。因此，將(2.61a, b)與(2.30c)式代入(2.30a, b)式，可得 

2

2
( )i K I

IJKL IK JL IJ i I i
J L

u u
c T

X X t
   

   
     

   
b ,     (3.28a) 

( ) K
JL i i KL

J L L

u

X X t X
  

       
       

      
k h ,     (3.28b) 

其中 i
i  ， i

i   ， f
i I i I b b 以及 f

i i h h 。假設試件中所受的初始應力 i
IJT 與

初始應變 i
IJS 是均勻的，在初始狀態時的材料特性是均質的，即材料常數不會因為所處

位置不同而改變，不為空間 JX 的函數，則(3.28a, b)式可改寫為 

2 2

2

( )
( )i K I

IJKL IK JL IJ i I i
J L J

u u
c T

X X X t
      

   
   

b ,     (3.29a) 

2 ( ) ( )K
JL i KL i i

J L L

u

X X t X t
      

   
    

k h .      (3.29b) 

假設將空間變數簡化為 1X 與 3X 兩個變數，可令
2

( ) 0X
 
  ，配合上一節所獲得材料係數，

則(3.29a, b)式可展開整理如下： 

31

2 2 2 2
1 1 2 2

11 55 16 452 2 2 2
1 3 1 3

ii TT u u u u
c c c c

X X X X

      
     

      
 

2 2
3 1

13 55 1 1 2
1 3 1

( )
( ) i i

u u
c c

X X X t
  

   
    

   
b ,    (3.30a) 

31

2 2 2 2
1 1 2 2

16 45 66 442 2 2 2
1 3 1 3

ii TTu u u u
c c c c

X X X X

      
     

      
 

2 2
3 2

36 45 6 2 2
1 3 1

( )
( ) i i

u u
c c

X X X t
  

   
    

   
b ,    (3.30b) 
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2 2
1 2

13 55 36 45
1 3 1 3

( ) ( )
u u

c c c c
X X X X

 
  

   
 

31

2 2 2
3 3 3

55 33 3 32 2 2
1 3 3

( )ii TT
i i

u u u
c c

X X X t
  

    
     

    
b ,   (3.30c) 

31 2
1 6 3

1 1 3
i

uu u

t X X X
  
   

    
    

 

2 2

1 32 2
1 3

( ) ( ) ( )
i iX X t

 
      

     
   

k k h .    (3.30d) 

其中有效的彈性常數受到初始應力之影響部分分別表示如下： 

1

11 11 1

iT ic c T  ,  1

66 66 1

iT ic c T  ,  1

55 55 1

iT ic c T  ,   

3

55 55 3

iT ic c T  ,  3

44 44 3

iT ic c T  ,  3

33 33 3

iT ic c T  .     (3.31) 

此外，在(3.30a)式中分佈於系統中的徹體力 i I b 與熱源 i h是屬於座標轉換後的結果，

其與轉換前原始的徹體力 o
i I b 與熱源 o

i h 之間的關係為 

1b  o o
1 2m n b b , 2b  o o

2 1m n b b , 3b  o
3 b , h  o h .   (3.32) 

 

3.2.5  Christoffel 方程式 

將整個系統的物理場考慮為空間 1 3( , )X X 與時間 t的簡諧函數，其解可假設為 

1 3 1 3
1 1 3 3

1 3 4 1 3

( , , ) ( , , )
exp[ ( )]

( , , ) ( , , )
I Iu X X t U

i X X t
X X t U

  
  

  
   

        
,   (3.33) 

其中 1 與 3 分別為沿 1X 與 3X 方向傳遞的角波數。在(3.31)式中，我們可將它視為一個

Fourier 轉換的簡易表示式，等號左端是空間-時間域 1 3( , , )X X t 的函數，右端則是波數-

頻率域 1 3( , , )   的函數。將上述的解型式分別代入(3.30a-d)式，並令 0i I i  b h ，可

獲得具初始應力之熱彈耦合的 Christoffel 方程式為 

2 2 2 2
111 12 13 1

2 2 2 2
212 22 23 2

2 2 2 2
313 23 33 3

2
41 2 3

0

0

0

0

i

i

i

i i i i

Ui

Ui

Ui

Ui

     
     
     

        

         
                                            K

, (3.34) 
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其中 

2
11   312 2

1 11 3 55

ii TTc c   , 2
23   1 3 36 45( )c c   , 1  1 1  , 

2
22   312 2

1 66 3 44

ii TTc c   , 2
13   1 3 13 55( )c c   , 2  1 6  , 

2
33   312 2

1 55 3 33

ii TTc c   , 2
12   2 2

1 16 3 45c c   , 3  3 3  , 

2 K  2 2
1 1 3 3  k k .       (3.35) 

由此可知，(3.34)式為變數 ( , )  型式的 Christoffel 方程式。它可根據不同的求解需要，

例如徹體波相速度以及平板導波波傳等問題，而轉化成其他型式的 Christoffel 方程式。 

 

3.3  徹體波的相速度 

3.3.1  1 3X X 平面波傳 

承續第 3.2.6 節，參考圖 3.4 中的紅色斜線區塊，其代表 1 2 3-O X X X 座標系統上的

1 3X X 平面。假設向量 1 3[ , ]n n 為在 1 3X X 平面上某一徹體波(bulk wave)之波前(wave front)

的單位波傳向量( 2 2
1 3 1n n  )。令 1 1n  與 3 3n  ，並利用 c  的關係，可將(3.34)

式改寫為變數 ( , )c 型式的 Christoffel 方程式： 

2
111 12 13 1

2
212 22 23 2

2
313 23 33 3

1 2
41 2 3

0

0

0

( ) 0

i

i

i

i

Uc c

Uc c

Uc c

i Uc c c i c





 

         
                                          K

, (3.36) 

其中 

11  312 2
1 11 3 55

ii TTn c n c  , 23  1 3 36 45( )n n c c  , 1  1 1n  , 

22  312 2
1 66 3 44

ii TTn c n c  , 13  1 3 13 55( )n n c c  , 2  1 6n  , 

33  312 2
1 55 3 33

ii TTn c n c  , 12  2 2
1 16 3 45n c n c  , 3  3 3n  , 

K  2 2
1 1 3 3n n k k .       (3.37) 

已知 1X 與 o
1X 兩軸間角度的變化皆隱含在每一材料係數裡面，因此，(3.37)式所列參數

皆為之函數。由(3.36)式推導出矩陣的行列式並將其整理成 2c 的 4 次多項式為 

8 6 4 2
8 6 4 2 0 0A c A c A c A c A     ,        (3.38) 



 71

其中係數 8A 、 6A 、 4A 、 2A 與 0A 整理如下 

3
8 iA     ,             (3.39a) 

3 1
6 i iA i      K  

2 2 2 2
11 22 33 1 2 3[ ( ) ( ) ]i           ,     (3.39b) 

2 1
4 11 22 33( )i iA i        K  

1 2 2 2
11 22 11 33 22 33 12 13 23[ ( )i             

2
1 22 33 1 2 12( ) 2         

2
2 11 33 1 3 13( ) 2         

2
3 11 22 2 3 23( ) 2 ]        ,       (3.39c) 

1 1 2 2 2
2 11 22 11 33 22 33 12 13 23( )i iA i              K  

0 2 2 2
11 22 33 12 33 13 22 23 11 12 13 23[ ( 2 )i                 

2 2
1 22 33 23 1 2 12 33 13 23( ) 2 ( )             

2 2
2 11 33 13 1 3 13 22 12 23( ) 2 ( )             

2 2
3 11 22 12 2 3 23 11 12 13( ) 2 ( ) ]            ,    (3.39d) 

0 1 2 2 2
0 11 22 33 12 33 13 22 23 11 12 13 23( 2 )i iA i                  K . (3.39e) 

已知某一固定頻率，由(3.38)式可知，在不同方向向量 1 3[ , ]n n 上皆可求得出 4 個根，

其代表了 4 個相速度(phase velocity) phc ，此結果並不一定屬於哪種單純類型的徹體波，

而是屬於相互耦合的徹體波，例如 1 個 QL 波、2 個 QT 波與 1 個 Qth 波，分別稱之為

準縱波(quasi-longitudinal wave)、準橫波(quasi-transverse wave)及準熱波(quasi-thermal 

wave)，它們之間的大小關係為： QLRe( )c  QT1Re( )c  QT2Re( )c  QthRe( )c 。然而，為了

方便討論熱彈耦合徹體波之特性，可引用第 3.2.3 節中所述的特殊情況(3.26)，並將波傳

向量 1 3[ , ]n n 設定在 1X 與 3X 方向上，來探討受到不同初始應力情況下的徹體波相速度並

比較其差異。 

應用第 3.2.3 節中所述的特殊情況，當 0  或90以及當 45  且 o o
1 2

i iT T ，由

(3.37)式獲得 12  23  2  0 之結果，並將(3.36)式中的 2X 方向的位移 2u 作去耦合
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(decouple)的動作，並整理成下列二種情況： 

(1) SH 波： 

2
22 2( ) 0ic U     

312 2
1 66 3 4422

SH

( )
ii TT

i i

n c n c
c

 


  .   (3.40a) 

(2) QL 波、QT 波與 Qth 波： 

2
11 13 1 1

2
13 33 3 3

1 2
1 3 4

0

0

( ) 0

i

i

i

c c U

c c U

c c i c i U




  

        
             

            K

.   (3.40b) 

SH 波代表垂直於 1 3X X 平面運動之位移 2u 的水平剪力波(shear horizontal wave)，而 QL

波、QT 波與 Qth 波分別為在 1 3X X 平面上運動之位移 1 3( , )u u 與溫度差相互耦合的準

縱波、準橫波與準熱波。如此可知，對於 1 3X X 平面來說，SH 波的運動是可被獨立分解

出來，而 QL 波、QT 波與 Qth 波的運動是彼此相互耦合的；換言說，SH 波可視為面外

波(out-of-plane wave)，QL 波、QT 波與 Qth 波則皆視為相互耦合的面內波(in-plane 

wave)。接著，由(3.40b)式可展開推導出矩陣的行列式並整理成 2c 的 3 次多項式為 

6 4 2
6 4 2 0 0A c A c A c A       ,          (3.41) 

其中係數 6A、 4A、 2A與 0A整理如下 

2
6 iA      ,             (3.42a) 

2 1
4 i iA i       K  

1 2 2
11 33 1 3[ ( ) ( ) ]i         ,        (3.42b) 

1 1
2 11 33( )i iA i        K  

0 2 2 2
11 33 13 1 33 3 11 1 3 13[ ( ) 2 ]i              ,    (3.42c) 

0 1 2
0 11 33 13( )i iA i         K .         (3.42d) 

由(3.41)式可計算出此多項式的 3 個根，即為在 1 3X X 平面上 QL 波、QT 波與 Qth 波的

相速度，其大小關係為： QLRe( )c   QTRe( )c  QthRe( )c 。 
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3.3.2  1X 方向 

如圖 3.4 所示，考慮波傳向量 1 3[ , ]n n 在 1X 方向，須令 1 1n  與 3 0n  ，並由(3.37)式

可獲得 13  23  3  0 之結果，將(3.36)式中的 3X 方向的 3u 位移去耦合(decouple)，並

整理成下列二種情況： 

(1) PT 波： 

2
33 3( ) 0ic U     

1

33 55
PT

iT

i i

c
c

 


  .      (3.43a) 

(2) QL 波、QT 波與 Qth 波： 

2
11 12 1 1

2
12 22 2 2

1 2
1 2 4

0

0

( ) 0

i

i

i

c c U

c c U

c c i c i U




  

        
             

             K

.   (3.43b) 

PT 波代表沿 1X 方向傳遞且垂直於 1 2X X 平面運動之位移 3u 的純橫波(pure transverse 

wave)，而 QL 波、QT 波與 Qth 波分別為在 1 2X X 平面上運動之位移 1 3( , )u u 與溫度差

相互耦合的準縱波、準橫波與準熱波。同理，由(3.43b)式可推導出與(3.41)式相同的 2c 之

3 次多項式，其係數可參考(3.42a-d)式之結果，再將參數 13 、 33 與 3 分別置換為 12 、

22 與 2 ，並計算此多項式的 3 個根，即為 QL 波、QT 波與 Qth 波的相速度，其關係

為： QLRe( )c  QTRe( )c  QthRe( )c 。 

應用第 3.2.3 節中所述的特殊情況，當 0  或90以及當 45  且 o o
1 2

i iT T ，根據

12  2  0 之結果，可將(3.43a, b)式重新整理成下列二種情況： 

(1) SH 波與 PT 波： 

2
22 2( ) 0ic U     

1

6622
SH

iT

i i

c
c

 


  ,      (3.44a) 

2
33 3( ) 0ic U     

1

33 55
PT

iT

i i

c
c

 


  .      (3.44b) 

(2) QL 波與 Qth 波： 
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2
111 1

1 2
41

0

( ) 0
i

i

Uc c

i Uc i c


 

       
    

       K
.      (3.44c) 

SH波與PT波分別代表沿 1X 方向傳遞且垂直於 1X 方向運動之位移 2 3( , )u u 的水平剪力波

與純橫波，而 QL 波與 Qth 波代表平行於 1X 方向運動之位移 1u 與溫度差相互耦合的

準縱波與準熱波。由(3.44c)式可計算出 2c 之 2 次多項式的根，即可得 QL 波與 Qth 波的

相速度分別為 

QLc  2 2 2 2 2 2 2 2 21 1
L th λ L th λ L th2 4( ) ( )c c c c c c c c       ,     (3.45a) 

Qthc  2 2 2 2 2 2 2 2 21 1
L th λ L th λ L th2 4( ) ( )c c c c c c c c       ,     (3.45b) 

其中 Lc 與 thc 分別為單純之縱波(longitudinal wave)與熱波(thermal wave)的相速度， λc 為

彈性與熱性兩者間的耦合項，它們分別定義如下： 

2 11
L

i

c



  2
th

i

i
c




 


K
, 

2
2 1
λ

i

c
 


 ,     (3.46a-c) 

11
L

i

c



 , th (1 )
2 i

c i



 


K

, 1
λ

i

c
 


 .     (3.47a-c) 

其中 thc 是頻率的函數，因此， QLc 與 Qthc 亦是頻率的函數。在上述(3.45a, b)式中，

假設熱壓常數 1 0  ，即 1 0  ，代表彈性與熱性兩者間是獨立不相互耦合，可得單純

之縱波與熱波的相速度 Lc 與 thc 。然而，就一般實際情況是屬於非高溫且非高頻， Lc 、 thc

與 λc 三者間的大小關係為： LRe( )c  λRe( )c  thRe( )c ，而且 2
Lc 、 2

λc 與 2
thc 彼此間大小的

階數差約為 3 (103 倍)。因此，(3.45a, b)式可近似為 

2 2
QL L λc c c  ,    Qth L QL th( )c c c c .       (3.48a, b) 

反之，若是考慮低溫且高頻的情況， thc 項的大小就會在 QLc 與 Qthc 有明顯的影響。 

 

3.3.3  3X 方向 

如圖 3.4 所示，考慮波傳向量 1 3[ , ]n n 在 3X 方向，須令 1 0n  與 3 1n  ，並由(3.37)式

可獲得 13  23  1  2  0 之結果，將(3.36)式整理成下列二種情況： 
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(1) 二個 PT 波： 

2
111 12

2
212 22

0

0
i

i

Uc

Uc




       
          

.        (3.49a) 

(2) QL 波與 Qth 波： 

2
333 3

1 2
43

0

( ) 0
i

i

Uc c

i Uc i c


 

       
    

       K
.      (3.49b) 

在情況(1)中，在(3.49a)式中引入(3.20)與(3.37)之假設，其行列式展開後整理，可得二個

PT 波的相速度 PT1c 與 PT2c 分別為 

o o
55 3

PT1

i

i

c T
c




 ,  
o o

44 3
PT2

i

i

c T
c




 ,       (3.50a, b) 

其質點位移的偏振方向則分別為未轉換之座標系統 o o o
1 2 3-O X X X 下的 o

1X 與 o
2X 方向。而在

情況(2)中，由(3.49b)式可計算出 2c 之 2 次多項式的根，可得 QL 波與 Qth 波的相速度 QLc

與 Qthc ，結果如同(3.45a, b)式所示，而三個參數 Lc 、 thc 與 λc 則分別定義如下： 

2 33
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i

c



  2
th

i

i
c




 


K
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2
2 3
λ

i

c
 


 ,     (3.51a-c) 
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 , th (1 )
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K

, 3
λ

i

c
 


 ,     (3.52a-c) 

其中參數 o o
33 33 3 33 3

i ic T c T     、 o
3 3 3    、 o

3 3 K k k 與 o  。同樣地， QLc 與

Qthc 兩者之後續討論亦與上一節所述雷同。總括來說，由上面獲得相速度 PT1c 、 PT1c 、 QLc

與 Qthc 之結果可知，其與在未轉換之座標系統 o o o
1 2 3-O X X X 下所推導之結果相同。 

若是考慮第 3.2.3 節中所述的特殊情況，可得知 12  0 ，代入(3.49a)式可獲得二個

PT 波的相速度 PT1c 與 PT2c ，則(3.50a, b)式可改寫為 

2
11 1( ) 0ic U     

3

5511
PT1

iT

i i

c
c

 


  ,      (3.50'a) 

2
22 2( ) 0ic U     

3

22 44
PT2

iT

i i

c
c

 


  ,      (3.50'b) 
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其質點位移的偏振方向則分別為轉換後之座標系統 1 2 3-O X X X 下的 1X 與 2X 方向。另一

方面，有關 QL 波與 Qth 波的結果則如同上一節的情況(2)之內容所述。 

 

3.4  平板導波的頻散方程式 

3.4.1  水平方向的波傳 

在(3.34)與(3.35)式中，令 1 3[ , ]  代表 1 3X X 平面上某一彈性波波傳的波數向量，

對於一平板或層狀介質中的導波波傳問題，假設 1  與 3  ，其分別為水平 1X 方向

與深度 3X 方向傳遞的角波數。上述此一平板或層狀介質之結構外型在水平方向的邊界

考慮為無限的，而在厚度方向是有邊界條件的拘束存在。因此，在 3exp( )i X 的解型式

中，值的取得是須配合邊界條件，計算出導波在此結構中傳遞之角波數對角頻率

的頻散及衰減關係。 

不同於第 3.3 節計算徹體波相速度只須針對 2c 之多項式，我們須針對(3.34)式推導

出矩陣的行列式並將其整理成 2 的多項式，為了方便表示，將(3.34)式簡化改寫成 

2 2
111 11 12 12 13 14

2 2
221 21 22 22 23 24

2
331 32 33 33 34

2
441 42 43 44 44

0

0

0

0

U

U

U

U

         
                                       

a c a c b c

a c a c b c

b b a c b

c c b a c

,  (3.53) 

其中符號 IJa 、 IJb 與 IJc 分別代表之 2 次、1 次以及 0 次項的係數，詳情如下所示 

11a  3

55

iTc ,   11c  12 2
11

iT
ic    ,   

22a  3

44

iTc ,   22c  12 2
66

iT
ic    ,   

33a  3

33

iTc ,   33c  12 2
55

iT
ic    ,   

44a  3 k ,    44c  2
1 ii    k ,   

12a  21 a  45c , 13b  31 b  13 55( )c c  ,  

12c  21 c  2
16c , 23b  32 b  36 45( )c c  ,  

14c  1i , 41c  1i   ,    

24c  6i , 42c  6i   ,    
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34b  3i , 43b  3i   .        (3.54) 

就非零解(nontrivial solution)而言，由(3.34)式所展開的矩陣行列式須為零，並將其整理

成 2 的 4 次多項式為 

8 6 4 2
8 6 4 2 0 0B B B B B         ,        (3.55) 

其中係數 8B 、 6B 、 4B 、 2B 與 0B 展開後其符號表示過於長且不易作整理，可利用符號

運算軟體 Maple 作整理，這裡就不再多作敘述。由(3.55)式可計算出此一多項式的 8 個

複數根 k  ( k 1, 2, 3, 4)，為了確定 k 為一個單值函數，我們假設 k 須滿足一個拘束

條件，即 Im( ) 0k  ，避免因 3exp( )ki X 所造成的指數增大，其物理意義為傳入結構的

彈性波與熱波，其振幅強度隨著傳入之深度增加而遞減。因此，在複數根 k 中，正號

()代表朝正 3X 方向波傳的下傳波(down-going wave)，負號()代表朝負 3X 方向波傳的

上傳波(up-going wave)。將所獲得的 8 個複數根 k 代入(3.53)式，求得對應之特徵向量

{ 1U , 2U , 3U , 4U }T中各分量的比值關係： 

( )
1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) ( , , , )k

k k k k kU U U U C p p p p           

 
( )( ) ( ) ( )

31 2 4

1 2 3 4

kk k k

k
k k k k

UU U U
C

p p p p

  


       ,       (3.56) 

其中未知係數 kC 必須由邊界條件來決定，而各項比例 ikp 表示如下： 

1kp  

2
12 12 13 14

2
22 22 23 24

2
42 43 44 44

( )
k k

k k

k k

   
 

     
    

a c b c

a c b c

c b a c

, 1kp   1kp ,  (3.57a) 

2kp  

2
11 11 13 14

2
21 21 23 24

2
41 43 44 44

( )
k k

k k

k k

   
 

     
    

a c b c

a c b c

c b a c

, 2kp   2kp ,  (3.57b) 

3kp  

2 2
11 11 12 12 14

2 2
21 21 22 22 24

2
41 42 44 44

( )
k k

k k

k

    
 

      
   

a c a c c

a c a c c

c c a c

, 3kp   3kp ,  (3.57c) 

4kp  

2 2
11 11 12 12 13

2 2
21 21 22 22 23

41 42 43

( )
k k k

k k k

k

     
 

       
  

a c a c b

a c a c b

c c b

, 4kp   4kp .  (3.57d) 
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根據(2.66a, b)所述，假設表面法向量(surface normal) 1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ[ , , ]n n nn ，配合本研究所

要探討的 1 3X X 平面，表面的施加曳力 It 與輸入熱能 inq 可分別針對法向量為 1X 、 2X 與

3X 方向的表面作分類。令
2

( ) 0X
 
  ，利用(3.25a, b)式獲得相關的應力 JIT 與熱通量 Jq ，再

應用(3.56)式所提供 ikp 的比值關係，並將 1X 、 2X 與 3X 方向分別以符號X、Y與Z作

標示，其結果分類如下： 

(1) 1X 方向(或X方向)： 令 ˆ [1,0,0]n  

1

1

1

11 16 13 1,1 11 1 1 1,1

,2 22 6 1 2,1 16 66 36 6

,3 33 5 1 3,1 55 45 55

,4 4in 1 1

0

0 0 0

i

i

i

Ti

i T

i T

i c i c i cV Ut T T u
V Ut T T u i c i c i c
V Ut T T u i c i c i c
V Ui

  

  




                                        
              

X

X

X

X X
q q k







 

,  

,1kq
X  1

11 1 16 2 13 3 1 4( )
iT

k k k k ki c p c p c p i p         , ,1kq
X  ,1kq  X ,  (3.58a) 

,2kq
X  1

16 1 66 2 36 3 6 4( )
iT

k k k k ki c p c p c p i p         , ,2kq
X  ,2kq  X ,  (3.58b) 

,3kq
X  1

55 1 45 2 55 3( )
iT

k k k k ki c p c p c p      , ,3kq
X  ,3kq  X ,  (3.58c) 

,4kq
X  1 4( )ki p  k , ,4kq

X  ,4kq  X .  (3.58d) 

(2) 2X 方向(或Y方向)： 令 ˆ [0,1,0]n  

6

6

6

16 66 36 6,1 11 6 6 1,1

,2 22 2 6 2,1 12 26 23 2

,3 33 4 6 3,1 45 44 45
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,1kq
Y  6

16 1 66 2 36 3 6 4( )
iT

k k k k ki c p c p c p i p         , ,1kq
Y  ,1kq  Y ,  (3.59a) 

,2kq
Y  6

12 1 26 2 23 3 2 4( )
iT

k k k k ki c p c p c p i p         , ,2kq
Y  ,2kq  Y ,  (3.59b) 

,3kq
Y  6

45 1 44 2 45 3( )
iT

k k k k ki c p c p c p      , ,3kq
Y  ,3kq  Y ,  (3.59c) 

,4kq
Y  6 4( )ki p  k , ,4kq

Y  ,4kq  Y .  (3.59d) 

(3) 3X 方向(或Z方向)： 令 ˆ [0,0,1]n  
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55 1 45 2 55 3( )
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k k k k ki c p c p c p      , ,1kq
Z  ,1kq  Z ,  (3.60a) 

,2kq
Z  3

45 1 44 2 45 3( )
iT

k k k k ki c p c p c p      , ,2kq
Z  ,2kq  Z ,  (3.60b) 

,3kq
Z  3

13 1 36 2 33 3 3 4( )
iT

k k k k ki c p c p c p i p         , ,3kq
Z  ,3kq  Z ,  (3.60c) 

,4kq
Z  3 4( )k ki p  k , ,4kq

Z  ,4kq  Z .  (3.60d) 

將 8 個複數根 k  ( k 1, 2, 3, 4)所代表的每一個解型式疊加起來，可獲得在波數-頻率

域 ( , )  下的位移場 Iu 與溫度差，以及法向量為 1X 、 2X 與 3X 方向之表面上所施加

曳力 It 與輸入熱能 inq 。因此，利用波傳分析中常用的矩陣法(matrix method) [100]，將

這些物理場的解以矩陣向量型式表達，並分別整理表示如下： 

3( , , )X U  3
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,     (3.61) 
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,     (3.62) 

3( , , )X YV  3
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,     (3.63) 

3( , , )X ZV  3
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D C
Q Q

D C
,     (3.64) 

其中 3X 代表平板或層狀介質中的深度位置，其餘變數符號則定義如下： 
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D .     (3.65) 

結合上述(3.61)與(3.64)二式，配合在 3X 方向上邊界拘束，進而推導一平板或層狀結構

之頻散及衰減關係的特徵方程式，以及系統受外界干擾(如曳力或熱源)激振後的響應。

此外，結合(3.61)與(3.62)二式，則可獲得導波沿 1X 方向上傳遞的時間平均功率流密度

(time-averaged power flow density)。 

將欲討論的模型考慮為一厚度為 h 的平板，並假設其上下表面( 3 2X h  )的邊界

條件是自由的，包括表面上無曳力作用且無熱能輸入或輸出，根據(3.64)式之結果，若

待定係數 kC 存在非零解，我們可推導出頻散及衰減關係的特徵方程式為 

( , )   or ( , )k f 
( 2) ( 2)

det 0
( 2) ( 2)

h h

h h

   

   

  
 

  
Z Z

Z Z

Q D Q D

Q D Q D
.   (3.66) 

再者，以平板的中平面( 3 0X  )為基準來觀察各點物理場運動行為的對稱特性，可區分

出對稱(symmetric)與反對稱(anti-symmetric)的運動模態。然而，利用上述(3.66)式所計算

獲得的數值結果發現，平板模態的階數越高，越是不易將這二種運動模態區分出來。因

此，將對角矩陣(diagonal matrix) 
D 中的指數函數 exp，拆解成三角函數 sin 與 cos，並

利用其對於中平面( 3 0X  )的對稱特性，將(3.61)至(3.64)式分別改寫成下列型式： 
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 ,  (3.67a, b) 

S
XV  

3 ,1

4
3 ,2 S

1 3 ,3

3 ,4

cos( )

cos( )

sin( )

cos( )

k k

k k
k

k k k

k k

X q

X q
C

i X q

X q










 
     
  


X

X

X

X

 A
XV  

3 ,1

4
3 ,2 A

1 3 ,3

3 ,4

sin( )

sin( )

cos( )

sin( )

k k

k k
k

k k k

k k

i X q

i X q
C

X q

i X q










 
     
  


X

X

X

X

, (3.68a, b) 

S
YV  

3 ,1

4
3 ,2 S

1 3 ,3

3 ,4

cos( )

cos( )

sin( )

cos( )

k k

k k
k

k k k

k k

X q

X q
C

i X q

X q










 
     
  


Y

Y

Y

Y

 A
YV  

3 ,1

4
3 ,2 A

1 3 ,3

3 ,4

sin( )

sin( )

cos( )

sin( )

k k

k k
k

k k k

k k

i X q

i X q
C

X q

i X q










 
     
  


Y

Y

Y

Y

, (3.69a, b) 

S
ZV  

3 ,1

4
3 ,2 S

1 3 ,3

3 ,4

sin( )

sin( )

cos( )

sin( )

k k

k k
k

k k k

k k

i X q

i X q
C

X q

i X q










 
     
  


Z

Z

Z

Z

, A
ZV  

3 ,1

4
3 ,2 A

1 3 ,3

3 ,4

cos( )

cos( )

sin( )

cos( )

k k

k k
k

k k k

k k

X q

X q
C

i X q

X q










 
     
  


Z

Z

Z

Z

, (3.70a, b) 

其中係數 S
kC k kC C   與 A

kC k kC C   ，上標 S 與 A 分別代表對稱與反對稱模態。假設

平板上下表面( 3 2X h  )的邊界條件是自由的，應用(3.70a, b)式之結果，若待定係數 

S
kC 與 A

kC 存在非零解，可推導出對稱與反對稱模態之頻散及衰減關係的特徵方程式為 

S,A ( , )   or S,A ( , )k f 

S,A S,A S,A S,A
,11 ,12 ,13 ,14

S,A S,A S,A S,A
,21 ,22 ,23 ,24

S,A S,A S,A S,A
,31 ,32 ,33 ,34

S,A S,A S,A S,A
,41 ,42 ,43 ,44

det 0

q q q q

q q q q

q q q q

q q q q

 
 
   
  
 

Z Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z Z

,   (3.71) 

其中矩陣內每一行向量(column vector)之元素定義為 

S
,ikqZ ,sin( 2)k ikh q  Z  ( 1,2,4i  ), S

,3kqZ ,3cos( 2)k kh q  Z ,  (3.72a) 

A
,ikqZ ,cos( 2)k ikh q  Z  ( 1,2,4i  ), A

,3kqZ ,3sin( 2)k kh q  Z .  (3.72b) 

根據(3.66)與(3.71)式中的特徵方程式 ( , )k f 與 S,A ( , )k f ，可使用數值分析中的尋根法

(root-finding)來搜尋對應的波數 k 與頻率 f ，再進一步去分析相關的導波波傳問題。 

 

3.4.2  面內波傳 



 82

根據第 3.2.3 節中所述的特殊情況，當 0  或90以及 45  且 o o
1 2

i iT T ，並參考

第 3.3.1 節關於徹體波運動特性所整理獲得的結果，我們可知道在此特殊情況下，垂直

1 3X X 平面的面外運動(位移 2u )可被獨立區分出來。因此，此一情況下的導波波傳分析

亦區分為面內波傳與面外波傳兩種，進而可簡化上一節所述的特徵方程式。 

回顧(3.26)與(3.54)式，可得： 12 21 12 21 23 32 24 42 0       a a c c b b c a ，將此一

結果代入(3.54)式並區分成下列二種情況： 

(1) 面外波(或 SH 波)： 

2
22 22 2( ) 0U  a c ;           (3.73a) 

(2) 面內波： 

2
11 11 13 14 1

2
31 33 33 34 3

2
41 43 44 44 4

0

0

0

U

U

U

       
             

          

a c b c

b a c b

c b a c

.     (3.73b) 

將情況(2)依照第 3.4.1 節的推導流程，就非零解而言，由(3.73b)式展開的矩陣行列式須

為零，並將其整理成 2 的 3 次多項式為 

6 4 2
6 4 2 0 0B B B B          .         (3.74) 

其中係數 6B、 4B、 2B與 0B亦可利用符號運算軟體 Maple 作整理，這裡就不再多作敘述。

由(3.74)式可計算出此多項式的 6 個複數根 k  ( k 1, 3, 4)，同樣地，我們須假設一個

拘束條件以確定 k 為單值函數，即 Im( ) 0k  。將複數根 k 再代入(3.73b)式，可求得

對應之特徵向量{ 1U , 3U , 4U }T中各分量的比值關係： 

( )
1 3 4 1 3 4( , , ) ( , , )k

k k k kU U U C p p p         

 
( )( ) ( )

31 4

1 3 4

kk k

k
k k k

UU U
C

p p p

 


     ,         (3.75) 

其中未知係數 kC 必須由邊界條件來決定，而各項比例 1kp 、 3kp 與 4kp 分別表示如下 

1kp  13 14
2

43 44 44

( ) k

k k

 
   

   

b c

b a c
, 1kp   1kp ,    (3.76a) 
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3kp  
2

11 11 14
2

41 44 44

( ) k

k

  
   

  

a c c

c a c
, 3kp   3kp ,    (3.76b) 

4kp  
2

11 11 13

41 43

( ) k k

k

   
   

 

a c b

c b
, 4kp   4kp .    (3.76c) 

此外，根據情況(1)中的(3.73a)式，只有單一物理場 2U ，我們可以假設其比例為 

22p 1  ,             (3.77a) 

2 2 0k kp p    ( k 1, 3, 4).          (3.77b) 

將第 3.2.3 節中所述的特殊情況(3.26)代入(3.58a-d)、(3.59a-d)與(3.60a-d)式，在法向量為

1X 、 2X 與 3X 方向之表面的施加曳力 It 與輸入熱能 inq ，其結果亦可分類如下： 

(1) 1X 方向(或X方向)：  

,1kq
X  1

11 1 13 3 1 4( )
iT

k k k ki c p c p i p      , ,1kq
X  ,1kq  X ,   (3.78a) 

,2kq
X  1

66 2( )
iT

ki c p  , ,2kq
X  ,2kq  X ,   (3.78b) 

,3kq
X  1

55 1 55 3( )
iT

k k ki c p c p    , ,3kq
X  ,3kq  X ,   (3.78c) 

,4kq
X  1 4( )ki p  k , ,4kq

X  ,4kq  X .   (3.78d) 

(2) 2X 方向(或Y方向)：  

,1kq
Y  66 2( )ki c p  , ,1kq

Y  ,1kq  Y ,   (3.79a) 

,2kq
Y  12 1 23 3 2 4( )k k k ki c p c p i p      , ,2kq

Y  ,2kq  Y ,   (3.79b) 

,3kq
Y  44 2( )k ki c p  , ,3kq

Y  ,3kq  Y ,   (3.79c) 

,4kq
Y  0 , ,4kq

Y  ,4kq  Y .   (3.79d) 

(3) 3X 方向(或Z方向)：  

,1kq
Z  3

55 1 55 3( )
iT

k k ki c p c p    , ,1kq
Z  ,1kq  Z ,   (3.80a) 

,2kq
Z  3

44 2( )
iT

k ki c p  , ,2kq
Z  ,2kq  Z ,   (3.80b) 

,3kq
Z  3

13 1 33 3 3 4( )
iT

k k k ki c p c p i p      , ,3kq
Z  ,3kq  Z ,   (3.80c) 

,4kq
Z  3 4( )k ki p  k , ,4kq

Z  ,4kq  Z .   (3.80d) 
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根據上述(3.77a, b)、(3.78a-d)、(3.79a-d)與(3.80a-d)式提供之參數， ikp 、 ,ikq
X 、 ,ikq

Y 與

,ikq
Z ，將(3.65)式的矩陣 

P 、 
XQ 、 

YQ 與 
ZQ 中存在的元素整理如下： 

11 13 14

22

31 33 34

41 43 44

0

0 0 0

0

0

p p p

p

p p p

p p p

  




  

  

 
 
 
 
 
  

P , 

,11 ,13 ,14

,22

,31 ,33 ,34

,41 ,43 ,44

0

0 0 0

0

0

q q q

q

q q q

q q q

  




  

  

 
 
   
 
  

X X X

X
X

X X X

X X X

Q ,  

,12

,21 ,23 ,24

,32

0 0 0

0

0 0 0

0 0 0 0

q

q q q

q



  




 
 
   
 
  

Y

Y Y Y
Y

Y

Q , 

,11 ,13 ,14

,22

,31 ,33 ,34

,41 ,43 ,44

0

0 0 0

0

0

q q q

q

q q q

q q q

  




  

  

 
 
   
 
  

Z Z Z

Z
Z

Z Z Z

Z Z Z

Q . (3.81) 

由上述(3.81)式的結果可知，矩陣 
P 、 

XQ 、 
YQ 與 

ZQ 中的元素 22p 、 ,22q
X 、 ,12q

Y 、 ,32q
Y

與 ,22q
Z 是屬於面外波傳，此部分則是會在下一節作敘述。此外，在矩陣 

YQ 的第 4 行可

得知 2X 方向的熱通量 2q 為零，此結果代表熱能的流動會侷限在 1 3X X 平面。 

假設只考慮 1 3X X 平面上的面內波傳，意即只存在物理場 1 3 4( , , )U U U ，且 2 0U  。

配合上述(3.81)式的結果，元素 22p 、 ,22q
X 、 ,12q

Y 、 ,32q
Y 與 ,22q

Z 皆為零。因此，將(3.61)、

(3.62)、(3.63)與(3.64)式改寫成下列型式： 

3( , , )X U  3

3

( )
[ ]

( )

X

X

 
 

 

   
       

0

0

D C
P P

D C
,    (3.82) 

3( , , )X XV  3

3

( )
[ ]

( )

X

X

 
 

 

   
       
X X

0

0

D C
Q Q

D C
,    (3.83) 

3( , , )X YV  3

3

( )
[ ]

( )

X

X

 
 

 

   
       
Y Y

0

0

D C
Q Q

D C
,    (3.84) 

3( , , )X ZV  3

3

( )
[ ]

( )

X

X

 
 

 

   
       
Z Z

0

0

D C
Q Q

D C
.    (3.85) 

同樣地，其中 3X 代表介質的深度位置，上標「'」是為了與之前(3.61)、(3.62)、(3.63)

與(3.64)式的結果作區分，屬於第 3.2.3 節所述的特殊情況，其變數符號則定義如下： 



 85

U  
1

3

4

U

U

U

 
   
 
 

, 
11 13 14

31 33 34

41 43 44

p p p

p p p

p p p

  

   

  

 
    
  

P ,   

XV  
,1

,3

,4

V

V

V

 
   
 
 

X

X

X

, 
,11 ,13 ,14

,31 ,33 ,34

,41 ,43 ,44

q q q

q q q

q q q

  

   

  

 
    
  

X X X

X X X X

X X X

Q ,   

YV   ,2V Y , ,21 ,23 ,24q q q       Y Y Y YQ ,   

ZV  
,1

,3

,4

V

V

V

 
   
 
 

Z

Z

Z

, 
,11 ,13 ,14

,31 ,33 ,34

,41 ,43 ,44

q q q

q q q

q q q

  

   

  

 
    
  

Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z

Q ,   

C
1

3

4

C

C

C







 
   
 
 

, 

1 3

3 3

4 3

3

e

( ) diag e

e

i X

i X

i X

X

 

 

 

 
    
 
 

D .     (3.86) 

承續第 3.4.2 節內容，考慮一厚度h的平板，其上下表面( 3 2X h  )的邊界條件是

自由的，根據(3.85)式之結果，若待定係數 kC存在非零解，我們可推導出頻散及衰減關

係的特徵方程式為 

( , )   or ( , )k f 
( 2) ( 2)

det 0
( 2) ( 2)

h h

h h

   

   

     
      

Z Z

Z Z

Q D Q D

Q D Q D
.  (3.87) 

其中下標「」代表平行 1 3X X 平面的面內波傳。再者，對稱與反對稱運動模態的區分仍

延續(3.67)至(3.70)式的方法，可推導出頻散及衰減關係的特徵方程式為 

S,A ( , )   or S,A ( , )k f 

S,A S,A S,A
,11 ,13 ,14

S,A S,A S,A
,31 ,33 ,34

S,A S,A S,A
,41 ,43 ,44

det 0

q q q

q q q

q q q

 
 

 
 
 

Z Z Z

Z Z Z

Z Z Z

,    (3.88) 

其中矩陣內每一行向量(column vector)之元素定義為 

S
,ikqZ ,sin( 2)k ikh q  Z  ( 1,4i  ), S

,3kqZ ,3cos( 2)k kh q  Z ,  (3.89a) 

A
,ikqZ ,cos( 2)k ikh q  Z  ( 1,4i  ), A

,3kqZ ,3sin( 2)k kh q  Z .  (3.89b) 

 

3.4.3  面外波傳 
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根據第 3.2.3 節中所述的特殊情況，當 0  或90以及 45  且 o o
1 2

i iT T ，假設只

考慮垂直 1 3X X 平面且往 1X 方向傳遞之面外波，意即只存在物理場 2U 。承續(3.73a)式，

可得 2 個複數根 2 ， 

1

3

2 2
6622

2
22 44

i

i

T
i

T

c
i i

c

  
  

c

a
.         (3.90) 

參考(3.77)式，已知 22p 1  ，並且由(3.78b)與(3.80b)式可得 

,22q
X  1

66

iTi c  , ,22q
Z  3

2 44

iTi c  .        (3.91a, b) 

,12q
Y  66i c  , ,32q

Y  2 44i c  .        (3.91c, d) 

因此，配合上述結果，將(3.61)、(3.62)、(3.63)與(3.64)式簡化成下列型式： 

2 3( , , )U X   
2 3

2 3

2
22 22

2

e 0
[ ]

0 e

i X

i X

C
p p

C

 
 

 

  
   

   
,     (3.92) 

,2 3( , , )V X X  
2 3

2 3

2
,22 ,22

2

e 0
[ ]

0 e

i X

i X

C
q q

C

 
 

 

  
   

   
X X ,     (3.93) 

,1 3( , , )V X Y  
2 3

2 3

2
,12 ,12

2

e 0
[ ]

0 e

i X

i X

C
q q

C

 
 

 

  
   

   
Y Y ,     (3.94a) 

,3 3( , , )V X Y  
2 3

2 3

2
,32 ,32

2

e 0
[ ]

0 e

i X

i X

C
q q

C

 
 

 

  
   

   
Y Y ,     (3.94b) 

,2 3( , , )V X Z  
2 3

2 3

2
,22 ,22

2

e 0
[ ]

0 e

i X

i X

C
q q

C

 
 

 

  
   

   
Z Z .     (3.95) 

同理，針對一厚度 h 的平板，其上下表面( 3 2X h  )的邊界條件是自由的，對稱與反

對稱運動模態的特徵方程式分別為 

S( , )   or S( , )k f 2sin( 2) 0h   ,       (3.96a) 

A ( , )   or A ( , )k f 2cos( 2) 0h   .       (3.96b) 

其中下標「」代表著垂直 1 3X X 平面的面外波。根據上述(3.96a, b)式，其解型式為 

2 2h   .             (3.97) 
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其中 n  ( 0,1,2,n   )為對稱模態，及 1 2m   ( 0,1,2,m  )為反對稱模態。 

 

3.5  層狀介質結構 

3.5.1  全域矩陣法 

不同於上一節所述，只針對一厚度 h 的單層平板，我們亦可考慮一個M 層的層狀

介質模型，如圖 3.5 所示，水平範圍為 1 2,X X   ， 3X 軸為深度方向。回顧(3.61)

與(3.64)式中單層的狀態向量U與 ZV ，為了表示上方便，去除下標Z，將 ZV 與 
ZQ 分別

簡化為V與 
Q 。將它們推廣應用至第m 層的狀態向量 mU 與 mV 並且合併表示為 

3 3

3 3

( , , ) ( )

( , , ) ( )
m m m m m

m m m m m

X X

X X

 
 

   

   

      
      

       

U 0

V 0

P P D C

Q Q D C
,    (3.98) 

其中 1 3m mZ X Z   ，且 1mZ  與 mZ 分別為第m 層的上表面與下表面位置，矩陣 m


P 與 m


Q

分別代表第m 層的[ ]ik mp 與[ ]ik mq  ( , 1,2,3,4i k  )，以及向量 m


C 代表第m 層的待定係數

{ }k mC 。然而，對角矩陣 3( )m X
D 的假設可根據不同方法而會有所不同，本文是採用全域

矩陣法[161, 163]，因此，所需要的矩陣定義分別表示如下： 

( )
3 3 1( ) diag exp{ ( )}m

m k mX i X Z
    D ,       (3.99a) 

( )
3 3( ) diag exp{ ( )}m

m k mX i Z X     D ,  ( 1 tom M )    (3.99b) 

( )diag exp{ }m
m k mi h   E ,          (3.99c) 

其中 ( )m
k 代表第m 層的複數根，滿足單值條件： ( )Im( ) 0m

k  ；以及 mh 為第m 層的厚度，

1m m mh Z Z   且 0 0Z  。根據上述(3.99a-c)式，我們可知 mE 相當於第m 層在上表面處

1mZ  的 1( )m mZ
D ，或者是下表面處 mZ 的 ( )m mZ

D 之結果。 

另外，假設層狀介質並非處於真空或空氣的情況，其上下兩邊皆由半無窮域的介質

所包覆，因此，我們可令第0 層與第 ( 1)M  層分別代表上下半無窮域的介質。首先，在

模型的第0 層中須忽略了朝正 3X 方向波傳的下傳波， 0U 與 0V 可寫為 

0 3 0 0 3
0

0 3 0 0 3

( , , ) ( )
{ }

( , , ) ( )

X X

X X

 
 

 


 

  
   

   

U

V

P D
C

Q D
.   ( 3 0X Z )   (3.100) 
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其次，第 ( 1)M  層中須忽略了朝負 3X 方向波傳的上傳波， 1M U 與 1M V 可寫為 

1 3 1 1 3
1

1 3 1 1 3

( , , ) ( )
{ }

( , , ) ( )
M M M

M
M M M

X X

X X

 
 

 
  

 
  

  
   

   

U

V

P D
C

Q D
. ( 3 MX Z )   (3.101) 

由層狀介質的截面來觀察，在第m 層與第 ( 1)m  層間的界面處，即 3 mX Z 處，須

考慮邊界連續的條件，可得 

1

1

( , , ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , , ) ( , )
m m m m m

m m m m m

Z Z

Z Z

     
     





     
      

     

U U

V V F


.     (3.102) 

上式的第一行代表相連兩層介質在界面處( 3 mX Z )的 mU 與 1mU 之間有一個不連續的

躍遷(jump) mδ ，包含了位移 Iu 與溫度差。同理，第二行代表兩層介質的 mV 與 1mV ，

與外界施加的 mF 之間的平衡方程式，包含了表面曳力 It 與輸入熱源 inq 。因此，將(3.98)

式代入(3.102)式推導可得 

1 1 1 1

1 1 1 1

mm m m m m m m m

mm m m m m m m m

     
   

     
   

         
         

        

δ

F

P E P C P P E C

Q E Q C Q Q E C
.    (3.103) 

在第0 層與第1層間的界面處，即 3 0X Z 處，可得 

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

( , , ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , , ) ( , )

Z Z

Z Z

     
     

     
      

     

U U

V V F


,      (3.104) 

00 1 1 1 1
0

00 1 1 1 1

{ }
   


   

       
       

     

δ

F

P P P E C
C

Q Q Q E C
.       (3.104') 

在第M 層與第 ( 1)M  層間的界面處，即 3 MX Z 處，可得 

1

1

( , , ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , , ) ( , )
M M M M M

M M M M M

Z Z

Z Z

     
     





     
      

     

U U

V V F


,     (3.105) 

1
1

1

{ } MM M M M M
M

MM M M M M

   


   


       
       

      

δ

F

P E P C P
C

Q E Q C Q
.      (3.105') 

根據(3.98)式可知，矩陣 m


P 與 m


Q 是依照(3.65)式中矩陣 
P 與 

ZQ 的給定方式，其中

元素 ikp 與 ,ikq
Z  ( , 1,2,3,4i k  )是建立在受軸向預應力之等向性或立方性材料的模型

上，所以，這些元素會因材料的對稱特性不同而有所改變。因此，假設層狀介質中各層

的材料性質皆為理想的等向性材料，而且，基於一般對於等向性材料的波傳推導皆是以
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「勢函數」(potential function)假設作出發點，這與前面第 3.4 節關於「位移函數」假設

的推導作比較，發現兩個假設在矩陣 
P 與 

ZQ 的表示上是有差異的，然而，其物理意義

及模擬計算結果則是相同的。在附錄 1 中，內容是以勢函數假設為出發，同時考慮有無

熱彈耦合效應的情況，推導並整理矩陣 
P 與 

ZQ 的表示式。因此，在等向性材料的簡化

假設下，附錄 1 的矩陣整理對後續有關熱彈耦合層狀介質模型建立上是有幫助的。 

 

3.5.2  三層結構且上下面皆相鄰半無窮域介質 

考慮一個三層結構(tri-layered structure)，且上下介質皆為半無窮域(half-space)，參

考圖 3.6 所示，其中 0F 是施加在 3 0X Z 處朝負 3X 方向的外界輸入，而 3F 是施加在

3 3X Z 處朝正 3X 方向的外界輸入。依據每一界面的邊界條件，並參考(3.103)、(3.104')

與(3.105')的結果，可整理獲得一組聯立方程式表示為： 

00 1 1 1

10 1 1 1

11 1 1 2 2 2

21 1 1 2 2 2

22 2 2 3 3 3

2 2 2 3 3 3

3 3 3 4

3 3 3 4

  

  

   

   

   

   

  

  

  
   
  
 

  
  
 

  
  
  

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

CP P P E

CQ Q Q E

CP E P P P E

CQ E Q Q Q E

CP E P P P E

CQ E Q Q Q E

P E P P

Q E Q Q

0

3

3

4 3







   
      
   
   
      
   
   
   
   
     

0

F

0

0

0

0

0

F

C

C

. (3.106) 

以上式等號左端的全域矩陣來看，行(row)方向的區隔代表四個界面處( 3 0 1 2 3, , ,X Z Z Z Z )

的邊界條件，列(colume)方向的區隔代表五個材料及其本身在 3X 方向的波傳特性。等號

右端則代表在 3 0X Z 與 3Z 處的外界輸入 0F 與 3F 。 

 

3.5.3  單層結構(Single-Layered Structure) 

根據第 3.4 節所述，以一厚度為 h的平板為例，如圖 3.1 所示，可將層狀介質假設

為單層結構，並參考(3.106)式所示，可獲得一組聯立方程式表示為 

0

1

  

  

                   

F

F

Q Q E C

Q E Q C
         (3.107) 



 90

如圖 3.1 所示，考慮在平板最上層的上表面( 3 0X Z )須滿足曳力為零，且熱源輸入滿足

(3.5')式的分佈。另外，在最下層的下表面( 3 1X Z )則滿足無任何曳力作用與熱能流通，

即： 0 in{0, 0, 0, }F TQ 與 1 F 0。利用 Cramer 法則求出(3.107)式的待定係數{ , }  T
C C ，

由(3.61)式獲得位移場與溫度差的核函數(kernel function) 3( , , )X U ，再利用波數積分

[124, 125]，求得雷射激發的熱彈聲波在某一位置 1 3( , )X X 的頻率響應 1 3( , , )X X U 。 

 

3.5.4  雙層(Double-Layered)與三層(Tri-Layered)結構 

考慮一層狀結構由兩個與三個不同性質的材料所組成，分別整理可得 

01 1 1 1

1 1 1 2 2 2 1

1 1 1 2 2 2 2

22 2 2 2

  

    

    

  

     
                               

F0 0

0

0

F0 0

Q Q E C

P E P P P E C

Q E Q Q Q E C

Q E Q C

,     (3.108) 

01 1 1 1

1 1 1 2 2 2 1

1 1 1 2 2 2 2

2 2 2 3 3 3 2

2 2 2 3 3 3 3

33 3 3 3

  

    

    

    

    

  

     
         
                    
      
              

F0 0 0 0

00 0

00 0

00 0

00 0

F0 0 0 0

Q Q E C

P E P P P E C

Q E Q Q Q E C

P E P P P E C

Q E Q Q Q E C

Q E Q C

.  (3.109) 

上述二式之層狀結構分別如圖 3.7(a, b)所示。在後續有關液體負載之單層平板的模型則

是使用上述(3.108)式所示，討論平板受到黏滯性液體負載影響的頻散與衰減特性。 

 

3.5.5  單層結構且其中一面相鄰半無窮域介質 

考慮一個單層結構，且相鄰的其中一面為半無窮域，整理可得 

0 1 1 1 0

0 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1

   

   

  

     
           

         

0

F

0 F

P P P E C

Q Q Q E C

P E P C

,       (3.110a) 

1 1 1 1 0

1 1 1 2 1

1 1 1 2 2 1

  

   

   

     
         
         

0 F

0

F

Q Q E C

P E P P C

Q E Q Q C

.       (3.110b) 
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上述(3.110a)式代表相鄰一個上半無窮域，適用於一單層平板覆蓋一個半無窮域液體，

如圖 3.7(c)所示；而(3.110b)式則代表相鄰一個下半無窮域，適用於一單層薄膜鍍在一個

半無窮域基材上，如圖 3.7(d)所示。 

 

3.6  光聲訊號的頻率響應 

3.6.1  傅立葉積分轉換 

回顧第 3.1 節中有關空間頻譜函數以 Fourier 積分轉換對表示，如(3.6'a, b)式所示，

應用此方法至 Iu 與，其 3( , , )X  與 1 3( , , )X X  域間的積分轉換對為 

13 1 3
1

4 3 1 3

( , , ) ( , , )
e

( , , ) ( , , )
I I i XU X u X X

dX
U X X X

  
  

 



   
      
 ,      (3.111a) 

11 3 31
2

1 3 4 3

( , , ) ( , , )
e

( , , ) ( , , )
I I i Xu X X U X

d
X X U X

  


  


 

   
      

 ,     (3.111b) 

其中下標 , 1,2,3I J  。同樣地，其 1 3( , , )X X  與 1 3( , , )X X t 域間的積分轉換對為 

1 3 1 3

1 3 1 3

( , , ) ( , , )
e

( , , ) ( , , )
I I i tu X X u X X t

dt
X X X X t








   
       
 ,      (3.112a) 

1 3 1 31
2

1 3 1 3

( , , ) ( , , )
e

( , , ) ( , , )
I I i tu X X t u X X

d
X X t X X





 

 

   
       

 .     (3.112b) 

以一單層結構為例，狀態向量U的待定係數{ }  T
C C ，藉由給定的外界輸入 0F 與 1F，

利用 Cramer 法則求解聯立方程式(3.107)獲得。代入(3.61)式獲得狀態向量U，利用上述

(3.111b)與(3.112b)式的積分轉換，求得單層結構中某一位置 1 3( , )X X 的頻域與時域 t的

響應。針對具能量耗散的熱彈耦合系統，可知傳遞的波數為一複數，因此，這過程中

需要對波數作積分，數值方法可參考文獻[165, 166]。然而，為了方便在數值上的求解，

在本論文中採用的是第 2.4.3 節所述的正則模態展開法。 

 

3.6.2  表面施加的曳力與熱源 

首先，回顧第 2.4.3 節的推導結果，並延續第 3.4.1 節的平板導波的波傳分析，考慮

一個厚度為 h的單層平板，其上下邊界皆為自由的，即為曳力為零與絕熱的邊界。經由



 92

特徵方程式(3.71)求解獲得特定的波數與頻率間關係，如圖 3.8 所示，再代入(3.61)

至(3.64)式來獲得在某一組 ( , )  下的特徵模態 3( , , )n n X  ，其中為u、、T或q。 

此外，根據(3.92b)式的模態展開式，假設受外界輸入源激發後的物理場表示為 

1 3 1 3( , , ) ( , ) ( , , )n n nn
X X a X X     .       (3.113) 

考慮一個厚度為 h 的單層平板，在其上表面( 3 2X h ，即 3 topX  )受到一個外界施加

曳力 
Zt  ( ,~ ItZ , 1,2,3I  )，或是一個調制雷射光束照射造成的熱源輸入 in

q ，其中上標

「」代表輸入意思。下表面( 3 2X h  ，即 3 bottomX  )的邊界是自由的，意即曳力

為零與絕熱邊界。此外，平板內部考慮沒有任何輸入源b或h。由於只有邊界上的輸入

源，根據(2.98)式之定義，可知 

s
1( , )nf X    

3 top

1
in( ) ( )n n i

X Z
i    

 


    Zt u q ,      (3.114) 

其中 topZ 為平板上表面的位置，亦即 top 2Z h 。假設施加曳力 
Zt 與熱源輸入 in

q 的作用

範圍分別為 1X  t t與 1X  q q ，由(2.100)式可知正 1X 方向傳遞之模態振幅為 

1 1 1( , ) ( , ) ( , )n n na X a X a X   t q ,         (3.115) 

其中 1( , )na X t 與 1( , )na X q 分別為 
Zt 與 in

q 所造成的模態振幅，其結果會因為表面檢測的

水平位置位置 1X 與作用範圍間的相對關係而有所不同，其表示分別整理如下[126]： 

 
 

1
1 1

,

1 1

,

1

1
1 top 1 1 14

1
top 1 1 14

0,

( , ) ( , , ) ( , )e e ,
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X i i X
n n nP

i i X
n nP

X

a X i Z d X

i Z d X
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Z t t
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               (3.116a) 
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               (3.116b) 
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反之，負 1X 方向傳遞情況則是將上述變數 n 替換為 n  ( n )，將 n替換為n，再依照

位置 1X 與作用範圍間的相對關係，可獲得負 1X 方向傳遞之 1( , )na X t 與 1( , )na X q 為 

 
 

1 1

,

1
1 1

,

1
top 1 1 14

1
1 top 1 1 14

1

( , , ) ( , )e e ,

( , ) ( , , ) ( , ) e e ,
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n n

n n

n n

n n

i i X
n nP

X i i X
n n nP

i Z d X

a X i Z d X

X
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Z t t
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               (3.117a) 
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               (3.117b) 

明顯地，(3.116a, b)與(3.117a, b)式是屬於區段式積分，輸入 1( , )X 
Zt 與 in 1( , )X q 相當於

核函數(kernel function)， 1e ni X 為振盪函數(oscillatory function)，當波數 n 越高時其數值

振盪越強烈，為增加在積分上的準確性，數值求解方法可參考文獻[165, 166]，它是用

Chebyshev 多項式去擬合核函數，再搭配相乘的振盪函數 1e ni X 去作積分，並稱之為修正

的 Clenshaw-Curtis 積分法[165]。 

在一般實驗情況下，無論是使用超音波探頭( 
Zt )或是雷射光束( in

q )作激發源，欲檢

測的表面水平位置 1X 會在 
Zt 與 in

q 的作用範圍之外，如同(3.116a, b)的第 3 式，則積分

上下限範圍可考慮延伸至  [124]，此積分依舊會涵蓋了 
Zt 與 in

q 的作用範圍。我們可

發現新的積分型式相當於一個空間域 1X 至波數域 n 的 Fourier 積分轉換，型式如同

(3.111a)式所示。因此，則上述(3.116a, b)式可改寫為 

  1

,

1
1 top4( , ) ( , , ) ( , ) e n

n n

i X
n n n nPa X i Z      



 
 t

Zu T ,     (3.118a) 

  1

,

11
1 top in4

( , ) ( , , ) [ ( , )] e n

n n

i X
n n n i nP

a X Z     


  
  q Q ,    (3.118b) 

同理，負 1X 方向傳遞情況，(3.118a, b)式亦可改寫為 
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  1

,

1
1 top4( , ) ( , , ) ( , ) e n

n n

i X
n n n nPa X i Z      



 
 t

Zu T ,     (3.119a) 

  1

,

11
1 top in4( , ) ( , , ) [ ( , )] e n

n n

i X
n n n i nPa X Z     



  
  q Q ,    (3.119b) 

其中 
ZT ,~ IT 

Z  ( 1,2,3I  )，以及 ( , )n 
ZT 與 in ( , )n Q 兩者分別為 1( , )X 

Zt 與 in 1( , )X q

的空間域 Fourier 轉換，如同(3.111a)式的積分型式，它們的轉換表示分別為 

1

1 1( , ) ( , )e ni X
n X dX  

  


 Z ZT t ,        (3.120a) 

1

in in 1 1( , ) ( , )e ni X
n X dX  

  


 Q q .        (3.120b) 

此一假設方式，除了能滿足位置 1X 與作用範圍間的相對關係，亦能簡化(3.116a, b)式中

積分項，直接代入在 ( , )  域的外界輸入 
ZT 與 in

Q 。 

 

3.6.3  雷射激發之光聲訊號 

最後，將(3.115)與(3.118a, b)三式代入(3.113)式，可獲得平板上表面受到施加曳力 
Zt

與熱源輸入 in
q 激發後於位置 1 3( , )X X 的物理場 t 與 q 分別表示如下： 

  1

,

1
1 3 top 34( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) e n

n n

i X
n n n n nPn

X X i Z X        


 
 t

Zu T  , 

               (3.121a) 

  1

,

1 1
1 3 top in 34

( , , ) ( , , ) [ ( , )] ( , , ) e n

n n

i X
n n i n n nPn

X X Z X       


  
  q Q  , 

               (3.121b) 

並利用時域逆 Fourier 轉換獲得為時域 t的物理場 t 與 q 分別為 

1
1 3 1 32( , , ) ( , , ) e i tX X t X X d 

 
 

 t t  ,      (3.122a) 

1
1 3 1 32( , , ) ( , , )e i tX X t X X d 

 
 

 q q  ,      (3.122b) 

其中為u、、T或q。根據(2.121a, b)式所示， 1

,

1
34 ( , , ) e n

n n

i X
n nP X  


 此項相當於

特徵模態經歸一化(normalization)的原始頻率響應，因此，令 

, 1n nP   ,              (3.123) 
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它可視為系統物理場振幅大小的歸一指標，物理意義相當於沿 1X 方向傳遞的時間平均

功率流密度 ,n nP 考慮為一個單位。如此一來，(3.61)至(3.64)式中的待定係數{ }  T
C C 之

大小即可確定，獲得之狀態向量U、 XV 、 YV 與 ZV 即可視為歸一化的特徵模態。再者，

為了瞭解每一個特徵模態本身是否容易受外界輸入所影響，定義第 n個特徵模態在某一

頻率下於上表面的可激發性函數(excitability function)為 

( ) ( )
top top( , ) ( , , ) ( , , )n n

I n I n I nE v Z i u Z          ,  ( 1,2,3I  )  (3.124a) 

4 top( , ) ( , , )n n nE Z   
  ,         (3.124b) 

其中 ( , )I nE   相當於表面質點在 1X 、 2X 與 3X 三個方向上的位移速度大小，配合三個

方向上的施加曳力 , IT 
Z  ( 1,2,3I  )；而 4 ( , )nE   相當於表面質點的溫度大小，配合熱源

輸入 in
q 。兩者之間的大小須相互配合，在頻譜 IE 或 4E 振幅峰值所對應之頻率處，施予

適當的輸入 , IT 
Z 或 in

q ，才能獲得振幅較明顯的頻譜響應，換句話說，可藉由頻率調制的

輸入來控制所要激發導波模態。因此，(2.121a, b)式中的大括號{ }之大小相當於特徵模

態與輸入源間耦合的權重(weighting)，判斷特徵模態於介質上表面的可激發性，可瞭解

在同一頻率下不同特徵模態間對與頻率響應的影響大小。 

假設只考慮雷射照射上表面所提供的熱源輸入，其能量的空間分佈如圖 3.1 所示，

再根據(3.121b)式所示，其中輸入源 in ( , )n Q 可引用(3.5')式中 in 2( , , )n X Q 在 2 0X  時

的結果，即輸入源位置落在波傳 1X 方向上。因此，令 

in ( , )n Q 0 0(1 ) ( ) ( )R I G F   ,         (3.125) 

其中波數函數 0 2( ) ( , 0)G G X   
0

22 21
08exp( ) aa     ，頻率分佈函數 ( )F  可依照雷射

輸出型式而給定不同，連續波型式參考(3.9)式，脈衝型式參考(3.10)式。再者，若考慮

欲檢測位置亦在上表面位置，令 3 topX  ，經由(3.121b)式可計算出雷射激發熱彈聲波

在位置 1X 光聲頻域響應訊號 1 top( , , )X Z q ，再利用(3.122b)式的時域逆 Fourier 轉換來

獲得其時域訊號 1 top( , , )X Z tq 。除此之外，考慮第 3.4 節的初始應力 o
1

iT 與 o
2

iT 以及波傳

角度，並探討計算獲得的光聲響應訊號。 
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3.6.4  層狀介質之應用 

欲將前兩節推導應用至層狀介質上，首先，必須先獲得波數與頻率間的頻散與

衰減關係。根據第 3.5 節的結果，參考不同層狀結構所架構的聯立方程式，例如(3.106)

至(3.110)式，假設等號右端為零，可獲得的矩陣行列式即為該結構的特徵方程式。數值

求解該特徵方程式並獲得 ( , )  的關係，將其代回每一層的狀態向量U、 XV 、 YV 與 ZV ，

如同(3.61)至(3.64)式所示，此結果即為每一層的特徵模態 3( , , )n n X  ，接著，再經由

(3.121)式獲得歸一化的狀態向量(或特徵模態)。如同第 3.6.2 節的假設，在層狀介質的上

表面處( 3 0X Z ，即 3 topX  )施予一個外界施加曳力 
Zt ，或是一個調制雷射光束照射

造成的熱源輸入 in
q 。然後，接下的推導過程則如同前兩節內容所述，唯一不同處是在

時間平均功率流密度 ,n nP 與特徵模態 3( , , )n n X  兩個部分須，將單層結構推廣至多層

結構。 
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圖 3.1  週期調制且強度為 Gauss 分佈的光束照射在單一平板表面的示意圖。 
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圖 3.2  Gauss 分佈函數圖。 
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圖 3.3  座標轉換前，單一平板受水平軸向初始應力之示意圖， 

其中n為波傳方向。 
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圖 3.4  座標轉換後，單一平板受水平軸向初始應力之示意圖， 

其中波傳方向n與 1X 軸平行。 
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圖 3.5  層狀介質的結構示意圖。 
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圖 3.6  三層結構且上下面皆相鄰半無窮域介質的示意圖。 
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圖 3.7  層狀結構模型的示意圖。 
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圖 3.8  單層平板的波數與頻率關係。 
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第四章  數值結果與討論 

 

本章是依據第三章的理論推導來撰寫數值程式，主要是針對平板之熱彈導波的頻散

及衰減關係作分析討論。根據第 3.4 節所述，考慮一個受水平單軸方向之初始應力作用

的單層平板，計算繪製出在板波傳遞方向與初始應力方向的夾角分別為0、90與 45  

之對稱與反對稱模態的頻散及衰減曲線圖，並且討論其物理意義及比較差異。 

 

4.1  單位和材料係數 

對於材料係數的給定上，我們一般會考慮 M.K.S.制的基本單位，例如公斤( kg )、

公尺( m )、秒( s )以及度( K )。為了避免計算時各係數之間的尺度差異過大，造成數值

運算上的不穩定，我們將上述的基本單位設定改為毫克( mg )、毫米( mm )、微秒(μs )以

及千度( Kk )。配合第 3.2.2 節有關材料係數之假設，我們以銅箔(Cu)當作本研究欲探討

的等向性材料，參考文獻 167 與 168 所提供的材料係數，其係數給定如表 4.1 的第一列

自然狀態所示。再根據聲彈理論的描述，可獲得受水平單軸拉伸應力 1
iT 為 440.02c 與

440.04c 的有效係數，如表 4.1 的第二列與第三列所示。顯而易見，根據在 2 3X X 平面上

的關係 22 33 23 442c c c c   、 2 3  與 2 3k k ，可知在上述兩單軸拉伸應力 1
iT 作用下，

材料係數在垂直於 1
iT 施予方向的平面呈現出近似等向性(nearly isotropy)的特性，因此，

整體可視為橫向等向性(transversely isotropic)材料。 

 

4.2  徹體波的相速度 

首先，先定義在自然狀態下的波速，包括縱波(L0)、橫波(S0)、Lemé 模態(Lame0)

與雷利波(R0)，如下表示： 

11
L0

0

c
c


 ,  44

S0
0

c
c


 ,         (4.1a, b) 

Lame0 S02c c   R0 S0

0.87 1.12

1
c c








.       (4.1c, d) 
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其中 0.367  為銅箔的泊松比(Poisson’s ratio)。(4.1c)式的定義是參考文獻 169 與 170 的

內容，而(4.1d)式的定義是參考文獻 171 的內容。參考第 3.3.4 節中(3.45a, b)式，或者是

附錄 1 中(A.3)式，可得在自然狀態下的準縱波(QL0)與準熱波(Qth0)分別為 

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1
QL0 L0 th0 λ0 L0 th0 λ0 L0 th02 4( ) ( )c c c c c c c c c       ,    (4.2a) 

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1
Qth0 L0 th0 λ0 L0 th0 λ0 L0 th02 4( ) ( )c c c c c c c c c       ,    (4.2b) 

其中 th0c 為熱波(th0)的波速， λ0c 為熱彈係數造成的耦合項，其定義分別為 

2
th0

0

i
c




 


k
,  

2
2
λ0

0

c

 

 .         (4.3a, b) 

此外，為了方便討論受預應力作用後初始狀態與原本自然狀態間的差異，忽略熱彈耦合

效應，在 1X 、 2X 與 3X 方向的縱波(L)與橫波(S)分別定義如下： 

1
[100] 11
L1

iT

i

c
c


 , 

1
[001] 55
S1

iT

i

c
c


 , 

1
[010] 66
S1

iT

i

c
c


 ,    (4.4a-c) 

2
[010] 22
L2

iT

i

c
c


 , 

2
[001] 44
S2

iT

i

c
c


 , 

2
[100] 66
S2

iT

i

c
c


 ,    (4.5a-c) 

[001] 33
L3

i

c
c


 , [100] 55

S3
i

c
c


 , [010] 44

S3
i

c
c


 ,    (4.6a-c) 

其中上標[ ]IJK 代表平面波的偏振方向，下標阿拉伯數字代表其波傳方向。接著，初始

狀態與自然狀態間的波速差分別給定如下： 

[100] [100]
L1 L1 L0c c c   , [001] [001]

S1 S1 S0c c c   , [010] [010]
S1 S1 S0c c c   ,   (4.7a-c) 

[010] [010]
L2 L2 L0c c c   , [001] [001]

S2 S2 S0c c c   , [100] [100]
S2 S2 S0c c c   ,   (4.8a-c) 

[001] [001]
L3 L3 L0c c c   , [100] [100]

S3 S3 S0c c c   , [010] [010]
S3 S3 S0c c c   .   (4.9a-c) 

Lamé 模態的波速及其與自然狀態間的波速差分別定義為 

[100]
Lame1 S32c c , [100]

Lame1 S32c c   ,       (4.10a, b) 

[010]
Lame2 S32c c , [010]

Lame2 S32c c   .       (4.11a, b) 
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根據 Lamé 模態在平板厚度的共振特性，如(4.10a)與(4.11a)式所示，它們會與 3X 方向的

橫波(S)波速有關係。此外，根據表 5.1 所示，因等向性材料受到單軸預應力 1
iT 的影響，

材料係數在 2 3X X 平面上會呈現近似等向性特徵，(4.11a, b)式可提供有關 Lamé 模態波速

的準確結果；然而，在 1 3X X 平面上則會呈現正交性(orthorhombic)特徵，(4.10a, b)只能

提供一個近似的結果。最後，將表 5.1 的資料代入上述(4.4)之(4.11)式，並將在自然狀態

以及單軸預應力 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 之初始狀態下的所有資料整理於表 5.2。 

 

4.3  複數尋根之曲線追蹤法 

此節內容主要是介紹 Lowe [162, 163]針對一個具額外阻尼負載之彈性介質的頻散

特徵方程式 ( , )f k 求解而發展出來的有效複數尋根方法，此方法又稱為曲線追蹤法。

過去對於求解特徵方程式 ( , )f k 並不考慮波數 k的虛部 ik ，主要是在介質本身不考慮

阻尼負載或能量消散的影響，計算獲得的虛部值 ik 也會非常地小。但是，在考慮熱彈性

耦合的問題上，介質本身考慮了因為熱效應造成的能量消散，虛部值 ik 大小的影響也就

變的非常重要。因此，令波數 (1 2 )r i rk k ik k i γ     ，特徵方程式 ( , )f k 可考慮為

( , , )r if k k 或 ( , , )rf k γ 的函數型式，其中 ik 與 γ 分別為每單位波傳距離[Np/mm]與每

單位波長[Np/wavelength]的波數衰減。 

首先，我們先參考圖 4.3(a)所示波數-頻率域的頻散曲線圖，由此圖可以發現在波數

rk 軸上的任意一點，皆可對應出固定數量的頻率 f ，此一特點有助於在作 f 尋根時，不

會因為沒有對應的 f 值而無法作波數 rk 的掃描動作。曲線追蹤法便是以此特點作出發，

下面則列出此方法的步驟流程： 

(1) 先在波數 rk 軸上任意選出鄰近間隔非常小的 3 個點 1k 、 2k 與 3k 。 

(2) 當 1rk k 時，先假設 0iκ k  ，此時 1( , , )f k κ 為頻率 f 的單值函數，利用

MATLAB 指令 fimbnd [172]尋找出區域最小值(local minimum)的位置點 1 jf ，

它代表在第 j條頻散曲線所對應的頻率值。參考圖 4.1 所示，其中粗線代表對

頻率的「粗略搜尋」(coarse search)，最小值即為搜尋獲得的根 1 jf 。 

(3) 以第 1 條頻散曲線所對應的頻率值 11f 為例，即以 11 1( , ,0)f k 作為初始點，此時
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將 1( , , )f k κ 視為頻率 f 與衰減 κ的函數，利用文獻 173 的 amoeba 指令在此

初始點附近尋找區域最小值且結果為 11 1 11( , , )f k κ  。參考圖 4.1 所示，其中細虛

線代表「細密搜尋」(fine search)的軌跡，即以粗線上的任一最小值作為初始點

出發，尋找此點附近的區域最小值。 

(4) 以此類推，在固定波數 1k 值的情況下，可尋找出一組由 N 條頻散曲線所對應

的頻率與衰減數據，即 1 1 1( , , )j jf k κ   ( 1 toj N )。 

(5) 同理，當 2rk k 與 3k 時，重複步驟(1)至(4)的流程，獲得另外兩組頻率與衰減

數據，即 2 2 2( , , )j jf k κ  與 3 3 3( , , )j jf k κ   ( 1 toj N )。 

(6) 以第 1 條頻散曲線上的 3 個點為例， 11 1 11( , , )f k κ  、 21 2 21( , , )f k κ  與 31 3 31( , , )f k κ  ，

利用「外差法」算出第 4 點 41 4 41( , , )f k κ 。由於此一外差步驟是基於 3 點所形成

之曲線再尋求第 4 點。然而，此點結果並不會落在區域最小值的位置上，須再

以此點作為初始點，利用文獻 173 的 amoeba指令在此初始點附近尋找區域最

小值且結果為 41 4 41( , , )f k κ  。以此類推，我們可順著曲線上已知的點來追蹤搜尋

下一個未知點。參考圖 4.2 所示，其中空心點為外差所獲得的結果，而實心點

則為此空心點附近的區域最小值，最後，再將這些實心點連接起來繪出一條曲

線，即可建構出一條含複數根的頻散曲線。 

(7) 重複步驟(6)的流程，可建構出其餘的頻散曲線。 

上述步驟僅為曲線追蹤法的基本內容，但由於考慮的物理模型不同，所獲得的頻散曲線

外型的也都不同，因此，須視不同情況而對上述步驟作些修改。如圖 4.3(a, b)所示，此

為利用曲線追蹤法獲得的波數實部 rk 與虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖。 

 

4.4  等向性平板導波的頻散及衰減曲線 

此節一開始先考慮一未受應力之等向性單層平板(如銅箔)為例，應用上一節所敘述

的曲線追蹤法，經數值計算可獲得對稱及反對稱模態的頻散與衰減曲線圖，如圖 4.3 至

4.5 所示。圖 4.3(a)與 4.4(a, b)為一般所知的波數 rk 、相速度 phc 與群速度 gc 頻散曲線圖，

其中 ph rc f k 與 g rc f k   。然而，在圖 4.3(b)中，我們可明顯地發現除了 0A 模態外，
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每一個模態的衰減(即波數虛部 ik )會在某一特定頻率時，衰減 ik 大小會趨近於最小值。

在圖 4.5(a, b)中則顯示出衰減 ik 取對數後的半對數圖，每一個模態的值會在其特定頻率

與波數時呈現一個轉折(即衰減 ik 的最小值)。此外，根據(4.1a-d)式，在圖 4.4(a)中藍色

虛線 L0c 、 S0c 、 Lame0c 與 R0c 的數值分別為 4.590、2.106、2.978 與 1.972 mm/μs，當頻率

增加時， 0A 與 0S 模態的波速會收斂至 R0c ，其餘模態的波速則會收斂至 S0c 。在圖 4.5(a)

中藍色虛線 QL0 為(4.2a)式所計算獲得準縱波之波數 QL0 QL0k f c 的虛部結果， 0A 與 0S

模態的衰減在 80 MHz 會收斂至 0.510-3 mm-1。 

另一方面，將熱彈性耦合的波數實部 rk 與相速度 phc 的頻譜圖，如圖 4.3(a)與 4.4(a)

所示，與一般無熱彈性耦合的結果作比較，發現兩者結果差異不大但在數值上仍有些微

的偏移。考慮在固定波數 rk 下，圖 4.6 與 4.7 分別為各個對稱與反對稱模態的頻率往右

偏移大小圖，發現Sn模態( 0,1,2,n   )在 rk h等於 1
2( )n  時的偏移量是最少的，除了 0A

模態外，Am模態( 1,2,3,m   )在 rk h等於m時的偏移量是最少的。將兩者的結果對照

到圖 4.5(b)的結果，發現頻率偏移大小變化幾乎與衰減值大小變化一致，可說由於熱彈

耦合引起的能量耗散會導致頻率往右偏移，同時也會反應波數的衰減上。此外，可利用

rk f c 之關係獲得在相速度 phc 域的變化大小，圖 4.8 與 4.9 分別為各個對稱與反對稱

模態的頻率往右偏移大小圖，發現除了 0A 模態外，其餘各模態在波速等於 Lame0c 時頻率

的變化最小，而在波速大於 L0c 時頻率則是有較明顯的變大。 

在圖 4.5(a)中，由於這些最小值所對應之特定頻率都具有規律性，而且每相鄰頻率

之間隔大小固定，我們可將此一特徵對應到相速度-頻率域的頻散曲線圖，如圖 4.4(a)

所示，會發現當相速度 phc 約為 Lame0c 時可與上述特定頻率之規律一致。因此，針對相速

度 phc 約為 Lame0c 時，探討平板中的熱彈導波會具有何種物理特性？參考 Graff [169]以及

Royal 與 Dieulesaint [170]的著作中有關板波方面的推導，發現當相速度 ph Lame0c c 時，

或波數 S0   且 2 2 2
S0 S0    ，將此時的運動特性稱作 Lamé 模態。著作中敘述了此一

模態的特徵是運動時其單位體積脹縮變化為零，即為等體積變化，並可發現一面內 SV

波若以 45角作入射與反射，其過程中無任何能量轉換或消散。因此，我們便開始探討

驗證平板中的熱彈導波是否亦具有此一特徵？最後，經推導後證實平板中的熱彈導波亦

具有 Lamé 模態的特性，詳細推導可參考附錄 2 之內容。 
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當熱彈耦合的 Lamé 模態發生時，平板內部的溫度變化為零，而且無熱能傳輸

( 3 1 0 q q )，及平板中各質點所受的剪應力 13T 皆為零，只有兩個方向的軸向應力交互

作用( 11 33T T  )。因此，可以說當 Lamé 模態發生時，平板內振動主要是由體積的膨脹

收縮所造成，而且在振動過程中不會因熱的作用而發生能量消散，這代表平板內的熱彈

聲導波能夠傳遞得更遠。如同附錄 2 之推導內容，(A.21)與(A.26)二式為波數 rk 與頻率 f

之頻散曲線圖中，如圖 4.3(a)所示，發生 Lamé 模態的滿足條件，Sn模態在 1
2rk h n   

( 0,1,2,n   )，Am模態在 rk h m  ( 1,2,3,m   )，可發現熱彈波會在厚度 3X 方向以及

水平波傳 1X 方向上皆會產生駐波(standing wave)。參考(A.22)與(A.27)二式所示，在對稱

Lamé 模態會產生波長 為 1
2( )h n  的駐波，而在反對稱 Lamé 模態會產生波長 為 h m

的駐波，其駐波的振形如圖 4.10 所示。(A.23)與(A.28)二式分別代表發生 Lamé 模態時

頻率 f 的位置，Sn 模態在 1
Lame02( )f h n c    ( 0,1,2,n   )， Am模態在 Lame0f h m c   

( 1,2,3,m   )，結果如圖 4.4(a)所示。 

然而，對於一個非等向性平板來說，依然可依據上述 Lamé 模態的滿足條件來確認

發生衰減最小值時的頻率位置，但此衰減最小值不會接近零。這代表了因為材料本身的

非等向性，每一個方向運動不是相同的，因此，即使在衰減最小值時的特定頻率位置上，

其模態在運動時單位體積脹縮變化不會為零。加上再考慮熱彈耦合效應的因素，更是會

有部分能量會藉由熱的作用而發生能量消散。 

 

4.5  受單軸初始應力之平板導波的頻散及衰減曲線 

此節考慮一個受水平單軸拉伸初始應力 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 之單層平板(如銅箔)

為例，針對波傳角度在0、90與 45，獲得對稱及反對稱模態的頻散與衰減曲線圖。

首先，針對波傳角度在0  (即沿 1X 方向傳遞)的情況，圖 4.11(a, b)為熱彈性導波的波

數實部 rk 與虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，圖 4.12(a, b)為相速度 phc 與群速度 gc 對頻率 f 的

頻譜圖，圖 4.13(a, b)為波數虛部 ik 對頻率 f 與波數實部 rk 的半對數頻譜圖，其中符號 S

與 A 分別代表對稱與反對稱模態，L0、S0、Lame0 與 R0 (藍色虛線)可見(4.1a-d)式之定

義，及 QL0 (藍色虛線)為(4.2a)式計算獲得準縱波之波數 QL0 QL0k f c 的虛部結果。圖

4.12(a)可觀察得知受單軸初始應力 1
iT  ( 440.02c 為虛線與 440.04c 為實虛線)與自然狀態
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(實線)之間，各模態相速度頻散曲線變化趨勢與徹體波的波速差有關係。已知在

1 440.02iT c 的 [100]
L1c  -0.044 與 [001]

S1c  0.024 mm/μs，相速度 phc 範圍在 4.5 至 6.0 mm/μs 

(靠近 L0c 附近)之間會受到 [100]
L1c 的影響而向左下方平移，其餘範圍則是會受到 [001]

S1c 的

影響而向右上方平移，且差異量會隨著頻率 f 變大而增加。同理，在圖 4.11(a)亦可觀察

相同現象，在藍色虛線 L0 附近會向左方平移，其餘則是向右方平移，且差異量會隨著

波數 rk 與頻率 f 變大而增加。然而，在圖 4.12(b)則是向普遍右方平移。此外，在衰減

曲線的表現，如圖 4.13(a)所示，除 0A 模態外，各模態的衰減 ik 最小值會隨單軸拉伸預

應力 1
iT 變大而增大，主要是因為初始應力 1

iT 破壞了 1 3X X 平面的等向性，例如表 4.1 的

參數 11c 、 33c 、 13c 、 55c 、 1 、 3 、 1k 與 3k ，使其變成正交性。另一方面，由上一節得

知 Lamé 模態發生時，平板內部的溫度變化為零，且無熱能傳輸( 3 1 0 q q )，應用

第 3.6.3節中(3.124b)式的觀念，在Lamé模態時輸入熱能 in
Q 於平板表面的可激發性 4E 是

最小的或是幾乎為零。根據圖 4.13(a)所示，在 Lamé 模態的頻率附近的衰減值會因預應

力 1
iT 的作用而會有較大的差異，其內部的溫度變化不為零，且會有熱能傳輸，這也

代表與輸入熱能 in
Q 相互耦合的可激發性 4E 會有較大的變化。 

針對波傳角度在90  (即沿 2X 方向傳遞)的情況，包括圖 4.14(a, b)、4.15(a, b)與

4.16(a, b)。已知在 1 440.02iT c 的 [010]
L2c  -0.005 與 [001]

S2c  -0.050 mm/μs，在圖 4.15(a)所示

的相速度 phc 會向左下方平移，且差異量會隨著頻率 f 變大而增加。而在圖 4.14(a)與

4.15(b)可觀察所有曲線會皆向左方平移。此外，在衰減曲線的表現，如圖 4.16(a)所示，

除 0A 模態外，各 Lamé 模態(衰減 ik 幾乎為零)出現的頻率會隨單軸拉伸預應力 1
iT 變大而

降低，這是因為初始應力 1
iT 影響了 2 3X X 平面的等向性關係，例如 22 33 23 442c c c c   、

2 3  與 2 3k k 。與上一個情況不同，這裡差異性較大的反而是相速度 phc 與群速度 gc ，

可藉由探討初始應力 1
iT 對導波波速上的影響。 

在上述二個情況中，熱彈聲波中垂直於 Sagittal 平面的 SH 波可被獨立出來。然而，

在針對波傳角度在 45的情況，波傳運動已經不屬於在 Sagittal 平面的面內運動，或是

垂直偏振的面外運動，而是 L、SV、SH 與熱波的相互耦合。只考慮 1 440.02iT c 的影響，

數值結果包括圖 4.17(a, b)、4.18(a, b)與 4.19(a, b)，其中 QL 與 QSH (藍色虛線)為(3.43b)
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式計算獲得準縱波與準橫波之波數 QL QLk f c 與 QT QTk f c 的虛部結果。在圖 4.19(a, 

b)中，除了 0A 模態外，Am模態(m為偶數，黑色實線)與Sn模態( n為奇數，紅色實線)

擁有 Lamé 模態(最小衰減值)的特性，而Am模態(m為奇數，綠色實虛線)與Sn模態(n為

偶數，粉紅色實虛線)則代表有面外 SH 波的參與。相較於圖 4.13(a, b)與 4.16(a, b)，在

圖 4.19(a, b)中普遍會有 QSH (藍色虛線)附近的衰減，這現象顯示波傳方向若在0與

90間，熱彈聲波的部分能量會因垂直於 Sagittal 平面的面外運動而耗散。此外，頻散

曲線交會處附近會表現出不同模態的耦合運動，在使用 LIU 或 PA 技術時，很難去解釋

這些區域所生成之波式轉換(mode-converted)的響應。 

參考圖 4.5(a)、4.13(a)、4.16(a)與 4.19(a)等衰減頻譜，可得知受單軸初始應力 1
iT 之

平板的熱彈聲導波，其最小衰減值會發生在一些特定頻率附近，例如 S0、A1 與 S1 模態

分別為 15、30 與 45 MHz。首先，考慮傳遞方位角度為0、45與90，圖 20 為出現

最小衰減值的頻率位置與單軸初始應力 1
iT  ( 44c )間的關係圖。當 90  時(紅線)，由於

2 3X X 平面的等向性特徵，頻率位置會與初始應力 1
iT 的大小呈現線性關係。當 0  與

90時(黑線與綠線)，由於 Sagittal 平面的正交性特徵，兩者會呈現線性關係，其衰減值

分佈如圖 21 所示，且大小會隨著初始應力 1
iT 變大而增加。其次，考慮單軸初始應力 1

iT

為 440.02c  (黑線)與 440.04c  (紅線)，圖 22 為出現最小衰減值的頻率位置與傳遞方位角度

間的關係圖，由於 Lamé 模態在平板厚度上的駐波特性，此結果類似於厚度 3X 方向之

橫波與角度 間的關係，如(3.49a)式所示。在 90  時， 1
iT 為 440.04c 造成的頻率偏移

大小為 440.02c 的兩倍。圖 22 的衰減值結果如圖 23 所示，當傳遞方位角度靠近90時

衰減值會驟降。 
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表 4.1  在自然狀態以及單軸預應力 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 之初始狀態下 

銅箔的材料係數。 

 Natural state Pre-stress 11 440.02iT c  Pre-stress 11 440.04iT c

Thickness (mm) h  0.1 h  0.1 h  0.1 

Mass density (mg/mm3) 0  8.93 i  8.913 i  8.895 

Elastic constants 

(mg/mm.μs2) 

11c  188.1 

12c  108.9 

44c  39.6 

111c  -1894 112c  -754 

123c  56 144c  -401 

155c  -287 456c  57 

11c  183.377 

22 33c c  187.343 

23c  111.926 

12 13c c  106.094 

44c  37.704 

55 66c c  39.636 

11c  178.655 

22 33c c  186.587 

23c  114.952 

12 13c c  103.288 

44c  35.807 

55 66c c  39.671 

Temperature (kK) 0  0.300 i  0.300 i  0.300 

Thermal constant 

(mg/mm.μs2.kK2) 0 E 0C    11.129   11.107   11.085 

Thermoelastic coupling 

coeff. (mg/mm.μs2.kK) 11 12( 2 )c c    6.697 1  6.782 

2 3   6.648 
1  6.867 

2 3   6.599 

Thermal conductivity 

(mg/mm.μs3.kK) 
k 0.39810-3 1 k 0.40310-3 

2 3 k k 0.39510-3 
1 k 0.40810-3 

2 3 k k 0.39210-3 

EC  3.74 is the heat capacity (mg/μs2.kK), and   0.0165 is the thermal expansion coefficient (1/kK). 
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表 4.2  在自然狀態以及單軸預應力 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 之初始狀態下 

縱波、橫波與 Lamé 模態的波速資料。 

Wave speed 
(mm/μs) 

Longitudinal  
wave 

Shear wave 
Corresponding differences of  

wave speed due to Eqs. (4.7) to (4.9) 
Lamé mode 

Natural state L0c  4.590 S0c  2.106 - - Lame0c  2.978 
[100]
L1c  4.546 [001]

S1c  2.130 [100]
L1c  -0.044 [001]

S1c  0.024 Lame1c  2.982 

 [010]
S1c  2.130  [010]

S1c  0.024 Lame1c  0.0004 
[010]
L2c  4.585 [001]

S2c  2.056 [010]
L2c  -0.005 [001]

S2c  -0.050 Lame2c  2.908 

 [100]
S2c  2.109  [100]

S2c  0.003 Lame2c  -0.0707
[001]
L3c  4.585 [100]

S3c  2.109 [001]
L3c  -0.005 [100]

S3c  0.003  

Pre-stress 

11 440.02iT c  

 [010]
S3c  2.056  [010]

S3c  -0.050  
[100]
L1c  4.502 [001]

S1c  2.154 [100]
L1c  -0.088 [001]

S1c  0.048 Lame1c  2.986 

 [010]
S1c  2.154  [010]

S1c  0.048 Lame1c  0.0008 
[010]
L2c  4.580 [001]

S2c  2.006 [010]
L2c  -0.010 [001]

S2c  -0.100 Lame2c  2.838 

 [100]
S2c  2.112  [100]

S2c  0.006 Lame2c  -0.1414
[001]
L3c  4.580 [100]

S3c  2.112 [001]
L3c  -0.010 [100]

S3c  0.006  

Pre-stress 

11 440.04iT c  

 [010]
S3c  2.006  [010]

S3c  -0.100  
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圖 4.1  波數 rk 固定下，對( ik , f )的尋根示意圖[162, 163]。 

 

 

 

 

圖 4.2  應用外插法對頻散曲線作軌跡追蹤[162, 163]。 
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圖 4.3  在無初始應力作用之單層平板，熱彈性導波的波數(a)實部 rk 與(b)虛部 ik  

對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別代表對稱與反對稱模態，L0、S0、 

Lame0 與 R0 (藍色虛線)可見(4.1a-d)式之定義，以及 QL0 (藍色虛線)為 

(4.2a)式計算獲得準縱波之波數 QL0 QL0k f c 的虛部結果。 
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圖 4.4  在無初始應力作用之單層平板，熱彈性導波的(a)相速度 phc 與(b)群速度 gc  

對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別代表對稱與反對稱模態，L0、S0、 

Lame0 與 R0 (藍色虛線)可見(4.1a-d)式之定義。 
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圖 4.5  在無初始應力作用之單層平板，熱彈性導波的波數虛部 ik 對於(a)頻率 f  

與(b)波數實部 rk 的半對數頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別代表對稱與反對稱模態， 

以及 QL0 (藍色虛線)為(4.2a)式計算獲得準縱波之波數 QL0 QL0k f c 的虛部結果。 

 



 115

 

1x10-5 1

Frequency shift (MHz)

0

20

40

60

80

W
av

en
um

be
r 

(1
/m

m
)

1x10-5 1 1x10-5 1 1x10-5 1

S0

S1

S2

S3

 

1x10-5 1

Frequency shift (MHz)

0

20

40

60

80

W
av

en
um

be
r 

(1
/m

m
)

1x10-5 1 1x10-5 1 1x10-5 1

S4

S5

S6

S7

 

 

圖 4.6  在無初始應力作用之單層平板，熱彈性導波相較於純彈性導波， 

在固定波數 rk 下，兩者之各個對稱模態的頻率往右偏移大小圖。發現 

對稱Sn 模態( 0,1,2,n   )在 rk h等於 1
2( )n  時的偏移量是最少。 
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圖 4.7  在無初始應力作用之單層平板，熱彈性導波相較於純彈性導波， 

在固定波數 rk 下，兩者之各個反對稱模態的頻率往右偏移大小圖。發現 

反對稱Am模態( 1,2,3,m   )在 rk h等於m 時的偏移量是最少。 
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圖 4.8  在無初始應力作用之單層平板，熱彈性導波相較於純彈性導波， 

在固定相速度 phc 下，兩者之各個對稱模態的頻率偏移大小圖。發現 

各模態在波速等於 Lame0c 時頻率的變化最小。 
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圖 4.9  在無初始應力作用之單層平板，熱彈性導波相較於純彈性導波， 

在固定相速度 phc 下，兩者之各個反對稱模態的頻率偏移大小圖。發現 

除了 0A 模態外，其餘各模態在波速等於 Lame0c 時頻率的變化最小。 
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S0 模態 A1 模態 

  

  

S1 模態 A2 模態 

  

  

S2 模態 A3 模態 

  

 

圖 4.10  對稱與反對稱之 Lamé 模態的駐波振形示意圖。 

Sn 模態( 0,1,2,n   )會產生波長為 1
2( )h n  的駐波， 

Am模態( 1,2,3,m   )會產生波長為h m的駐波。 
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圖 4.11  在 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 作用下之單層平板，沿 1X 方向傳遞(即 0   )之 

熱彈性導波的波數(a)實部 rk 與(b)虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，L0、S0、Lame0 與 R0 (藍色虛線)可見(4.1a-d)式之定義， 

以及 QL0 (藍色虛線)為(4.2a)式計算獲得準縱波之波數 QL0 QL0k f c 的虛部結果。 
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圖 4.12  在 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 作用下之單層平板，沿 1X 方向傳遞(即 0   )之 

熱彈性導波的(a)相速度 phc 與(b)群速度 gc 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，L0、S0、Lame0 與 R0 (藍色虛線)可見(4.1a-d)式之定義。 
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圖 4.13  在 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 作用下之單層平板，沿 1X 方向傳遞(即 0   )之 

熱彈性導波的波數虛部 ik 對於(a)頻率 f 與(b)波數實部 rk 的半對數頻譜圖，其中符號 

S 與 A 分別代表對稱與反對稱模態，以及 QL0 (藍色虛線)為(4.2a)式計算獲得準縱波 

之波數 QL0 QL0k f c 的虛部結果。 
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圖 4.14  在 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 作用下之單層平板，沿 2X 方向傳遞(即 90   )之 

熱彈性導波的波數(a)實部 rk 與(b)虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，L0、S0、Lame0 與 R0 (藍色虛線)可見(4.1a-d)式之定義， 

以及 QL0 (藍色虛線)為(4.2a)式計算獲得準縱波之波數 QL0 QL0k f c 的虛部結果。 
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圖 4.15  在 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 作用下之單層平板，沿 2X 方向傳遞(即 90   )之 

熱彈性導波的(a)相速度 phc 與(b)群速度 gc 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，L0、S0、Lame0 與 R0 (藍色虛線)可見(4.1a-d)式之定義。 
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圖 4.16  在 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 作用下之單層平板，沿 2X 方向傳遞(即 90   )之 

熱彈性導波的波數虛部 ik 對於(a)頻率 f 與(b)波數實部 rk 的半對數頻譜圖，其中符號 

S 與 A 分別代表對稱與反對稱模態，以及 QL0 (藍色虛線)為(4.2a)式計算獲得準縱波 

之波數 QL0 QL0k f c 的虛部結果。 
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圖 4.17  在 1
iT 為 440.02c 作用下之單層平板，傳遞方向為角度 45  之熱彈性導波 

的波數(a)實部 rk 與(b)虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別代表對稱與 

反對稱模態，L0、S0、Lame0 與 R0 (藍色虛線)可見(4.1a-d)式之定義，以及 QL  

(藍色虛線)為(3.43b)式計算獲得準縱波之波數 QL QLk f c 的虛部結果。 
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圖 4.18  在 1
iT 為 440.02c 作用下之單層平板，傳遞方向為角度 45  之熱彈性導波 

的(a)相速度 phc 與(b)群速度 gc 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別代表對稱與 

反對稱模態，L0、S0、Lame0 與 R0 (藍色虛線)可見(4.1a-d)式之定義。 
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圖 4.19  在 1
iT 為 440.02c 作用下之單層平板，傳遞方向為角度 45  之熱彈性導波的波

數虛部 ik 對於(a)頻率 f 與(b)波數實部 rk 的半對數頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別代表 

對稱與反對稱模態，以及 QL 與 QSH (藍色虛線)為(3.43b)式計算獲得準縱波與準橫波 

之波數 QL QLk f c 與 QT QTk f c 的虛部結果。 
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圖 4.20  傳遞方位角度為0、 45與90之熱彈性導波的 S0、A1 與 S1 模態， 

出現最小衰減值的頻率位置與單軸初始應力 1
iT  ( 44c )間的關係圖。 
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圖 4.21  傳遞方位角度為0與 45之熱彈性導波的 S0、A1 與 S1 模態， 

最小衰減值大小與單軸初始應力 1
iT  ( 44c )間的關係圖。 
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圖 4.22  單軸初始應力 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 之熱彈性導波的 S0、A1 與 S1 模態， 

出現最小衰減值的頻率位置與傳遞方位角度間的關係圖。 

 

 

 



 132

 

0 15 30 45 60 75 90

Propagating orientation (deg)

1x10-10

1x10-9

1x10-8

1x10-7

1x10-6

1x10-5

A
tt

en
ua

ti
on

 (
N

p/
m

m
)

S0 mode with 0.02c44 in X1

A1 mode with 0.02c44 in X1

S1 mode with 0.02c44 in X1

S0 mode with 0.04c44 in X1

A1 mode with 0.04c44 in X1

S1 mode with 0.04c44 in X1

 

 

圖 4.23  單軸初始應力 1
iT 為 440.02c 與 440.04c 之熱彈性導波的 S0、A1 與 S1 模態， 

最小衰減值大小與傳遞方位角度間的關係圖。 
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第五章  表面具黏滯性液體負載的平板導波 

 

本章探討表面具黏滯性液體負載的平板結構導波，它屬於第一章所述第二種情形，

黏彈波，利用數值方法獲得平板中傳遞導波的頻散與衰減關係，並探討固液界面上平板

表面質點對頻率的運動特性，未來可將此結果應用至液體特性的量測，或是操控液體中

微小分子或氣泡的排列。 

 

5.1  理論模型 

考慮一具液體薄層負載之平板，如圖 5.1 所示，其中h與H分別為液體薄層與平板

的厚度， 3X 軸為厚度方向， 1X 與 2X 兩方向為無限延伸。假設聲導波沿著 1X 方向傳遞，

上述模型可簡化為在 1 3X X 平面上的二維波傳問題，即
2

( ) 0X
 
  。首先，在忽略徹體力的

情況下，運動方程式可寫為 

11,1 31,3 1T T u   ,            (5.1a) 

13,1 33,3 3T T u   ,            (5.1b) 

以及其應力-位移的本構關係可表示為 

11 11 1,1 13 3,3T c u c u  ,           (5.2a) 

33 13 1,1 11 3,3T c u c u  ,           (5.2b) 

13 31 55 1,3 3,1( )T T c u u   ,          (5.2c) 

其中  為質量密度， Iu 與 IJT  ( , 1, 3I J  )分別代表為位移與應力。對於一等向性材料，

材料係數 11c 、 13c 與 55c 可利用 Lamé 常數 λ與 μ表示，即： 

11 2c  λ μ ,  13c  λ ,  55c  μ .        (5.3a-c) 

利用 Stokes-Helmholtz 分解法中代表縱波與橫波的勢函數φ與ψ，位移 1u 與 3u 分別為 

1 ,1 ,3u φ ψ  ,  3 ,3 ,1u φ ψ  .         (5.4a, b) 

結合上述(5.1a, b)、(5.2a-c)與(5.3a-c)式，可得勢函數φ與ψ的波動方程式(wave equation)
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分別為 

2
2
L

1
φ φ

c
   ,  2

2
S

1
ψ ψ

c
   ,         (5.5a, b) 

其中 Laplacian 算子
2 2

2 2
1 3

2

X X

 
 

   ，以及 L 11c c  與 S 55c c  分別為縱波與橫波的

波速。配合平面波展開法(plane wave expansion, PWE)，各物理量假設為 1( )ei X t  的週期

函數，其中與分別為角波數與角頻率。由(5.5a, b)式可獲得勢函數φ與ψ在 ( , )  域

的解型式分別為 

L 3 L 3

3 L L( , , ) e ei X i Xφ X C C       ,          (5.6a) 

S 3 S 3

3 S S( , , ) e ei X i Xψ X C C       ,          (5.6b) 

其中上標「」與「」代表 3X 方向的下傳波與上傳波，下標 L 與 S 代表縱波與橫波，

LC
 與 SC

為待定振幅大小，以及 L 與 S 為 3X 方向的角波數且定義如下： 

2 2 2
L L    ,   

2 2
2
L 2

L 11c c

     ;        (5.7a, b) 

2 2 2
S S    ,   

2 2
2
S 2

S 55c c

     .        (5.7c, d) 

代入(5.6a, b)式φ與ψ的結果，在 ( , )  域的位移 Iu 與應力 IJT  ( , 1, 3I J  )分別為 

L 3 L 3

L 3 L 3

1 3 S SS S

3 3 L LL L

( , , ) e e

( , , ) e e

i X i X

i X i X

u X i i i iC C

u X i i i iC C

   
   

   

   

                                    
, (5.8) 

L 3

L 3

2 2
11 3 55 S 11 L 55 L

2 2 S
13 3 55 S 55 L

2 2 L
33 3 55 S 11 L 55

( , , ) 2 ( 2 )
e

( , , ) ( ) 2
e

( , , ) 2 ( 2 )

i X

i X

T X c c c
C

T X c c
C

T X c c c

   
   
    





     
                         

 

L 3

L 3

2 2
55 S 11 L 55 L
2 2 S

55 S 55 L
2 2 L

55 S 11 L 55

2 ( 2 )
e

( ) 2
e

2 ( 2 )

i X

i X

c c c
C

c c
C

c c c

 
 

  

 

 

     
                 

.  (5.9) 

上述二式可整理出類似(3.82)、(3.83)與(3.85)式的矩陣表示式，其中矩陣 P 、 XQ 、 ZQ

與 3( )XD 如同(A.5a-d)式所示，此一表示方式有助於在層狀介質中矩陣法的推導。 
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由於平板與液體薄層皆考慮等向性材料，因此，液體薄層的推導可依照上述流程。

為區分兩者材料的不同，液體薄層的相關參數皆會加上一符號「 f 」，例如： 

f , 11
fc , 13

fc , 55
fc , Lfc , Sfc , Lf , Sf , Lf , Sf , 

LfC
 , SfC

 , fφ , fψ , f
Iu 與 f

IJT  ( , 1, 3I J  )等。 

參照 Nayfeh 與 Nagy [155]的假設，基於 Stokes 假說下，將黏滯性液體視為一個具剪力

剛性 fi 之假想的等向性固體，其中 f 為液體的動態黏滯係數(dynamic viscosity)。

Stokes 假說的物理意義為正向應力和為零，代表黏滯應力造成的體積變化為零。因此，

黏滯性液體的材料係數定義為 

4
11 3
f

f fc κ i  ,  2
13 3
f

f fc κ i  ,  55
f

fc i  ,      (5.10a-c) 

其中 fκ 為液體的體積模數。波速分別為 L 11
f

f fc c  與 S 55
f

f fc c  ，由此得知液體

的縱波波速 Lfc 是具有頻散特性(數值隨頻率變化)以及衰減特性(含有虛部項)。若忽略

頻散與衰減影響，則可將 Lfc 視為 fluid f fc κ  。根據上述推導流程，可得類似(5.5a, b)

式的波動方程式，液體層的勢函數 fφ 與 fψ 在 ( , )  域的解型式分別為 

L 3 L 3

3 L L( , , ) e ef fi X i X
f f fφ X C C       ,        (5.11a) 

S 3 S 3

3 S S( , , ) e ef fi X i X
f f fψ X C C       ,        (5.11b) 

其中 LfC
 與 SfC

 為液體層的振幅大小，以及 Lf 與 Sf 為液體層在 3X 方向的角波數且 

2 2 2
L Lf f    ,  

22
2
L 2

L 11

f
f f

fc c

    ;         (5.12a, b) 

2 2 2
S Sf f    ,  

2
2
S 2

S

f
f

f f

i

c




  .         (5.12c, d) 

仿照(5.8)與(5.9)二式，在 ( , )  域的位移 f
Iu 與應力 f

IJ  ( , 1, 3I J  )分別為 

L 3 L 3

L 3 L 3

S S S S1 3

L L3 3 L L

e e( , , )

( , , ) e e

f f

f f

i X i Xf
f f f f

f i X i X
f ff f

i i C i i Cu X
i i i iu X C C

  
  

   

   

                                   
,  

               (5.13) 
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L 3

L 3

2 2
11 3 55 S 11 L 55 L

S2 2
13 3 55 S 55 L

2 2 L
33 3 55 S 11 L 55

( , , ) 2 ( 2 )
e

( , , ) ( ) 2
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2 2
55 S 11 L 55 L

S2 2
55 S 55 L

2 2 L
55 S 11 L 55
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e

( ) 2
e
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f f f
i Xf f f

ff f
f f i X

f f f f
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c c c
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c c
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c c c

 
 

  

 

 

                
       

.  (5.14) 

同理，可整理出類似(3.82)、(3.83)與(3.85)式的表示式，其中矩陣 P 、 XQ 、 ZQ 與 3( )XD

如同(A.5a-d)式所示。再加上液體壓力差 p 相當於體積變化率 ,
f

f I Iκ u ，可得 

3( , , )p X   ,
f

f I Iκ u   

 L 3 L 32
L L L( e e )f fi X i X

f f f fκ C C      .      (5.15) 

如圖 5.1 所示，以固液界面(位置 3 0X  )為基準，應用層狀介質之波傳分析常用的

矩陣法[161, 163]，整理(5.8)、(5.9)、(5.13)、(5.14)與(5.15)式，獲得各層的位移與應力

組成的狀態向量分別為 

1 11 3

1 11 3 1 3 1

1 3 1 3 11 1

3

( , , )

( , , ) ( )

( , , ) ( )

( , , )
κ κ

X

X X

X X

p X

 
 
 
 

 

   

  

 

  
                          

U

V 0

V 0  

P P

Q Q D C

D CQ Q

 

,  ( 3 0h X   ) (5.16) 

2 3 2 2
2 3 2

2 3 2 2
2 3 2

2 3 2 2

( , , )
( )

( , , )
( )

( , , )

X
X

X
X

X

 
 
 

 
 

 
 

 

  
           

     
   

U
0

V
0

V  

P P
D C

Q Q
D C

Q Q

,  ( 30 X H  )  (5.17) 

其中下標「1」與「2」分別代表液體層與平板層，上標「」代表下傳與上傳的平面波。

向量U 代表位移 1u 與 3u ，為配合層與層間的邊界關係，以及波在水平方向的能量傳遞，

向量V 代表平面法線為 3X 方向的應力 31T 與 33T ，向量V 代表平面法線為 1X 方向的應力

11T 與 13T ，而 p 為液體層的壓力差。參考圖 5.2 所示，向量 1
C 與 1

C 分別代表液體層中

平面波離開(departing)與抵達(arrival)固液界面的振幅係數，向量 2
C 與 2

C 分別代表平板

中平面波離開與抵達固液界面的振幅係數。在上述(5.16)與(5.17)二式中，向量或矩陣內

各元素之定義分別整理如下： 
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(1) 液體層： 

1
1

3

f

f

u

u

 
  
 

U , 11 13
1

31 33

f f

f f

p p

p p

 


 

 
  
  

P , 31
1

33

f

f

T

T

 
  
 

V , 11 13
1

31 33

f f

f f

q q

q q

 


 

 
  
  

Q ,   

11
1

13

f

f

T

T

 
  
 

V , 11 13
1

31 33

f f

f f

q q

q q
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D ,  

11 Sf fp i   ,  33 Lf fp i    ,  13 31f fp p i   ,   

31 55 S2 f
f fq c    ,  2 2

33 11 L 55( 2 )f f
f fq c c     ,   

11 55 S2 f
f fq c     ,  2 2

13 11 L 55 L( 2 )f f
f f fq c c     ,   

2 2
11 31 55 S( )f
f f fq q c      , 13 33 55 L2 f

f f fq q c      , 

1 3[ ]κ f f    ,  1 0f   , 2
3 Lf f fκ   .       (5.18) 

(2) 平板層： 
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D ,  

11 Sp i   ,  33 Lp i    ,  13 31p p i   ,    

31 55 S2q c    , 2 2
33 11 L 55( 2 )q c c     ,    

11 55 S2q c     , 2 2
13 11 L 55 L( 2 )q c c     ,    

2 2
11 31 55 S( )q q c      ,   13 33 55 L2q q c      .      (5.19) 

由於考慮液體的黏滯特性，液體與固體兩者間的界面( 3 0X  )須滿足位移與曳力連續，

加上液體上表面( 3X h  )與固體下表面( 3X H )邊界之曳力為零，可整理如下： 

在 3X h  ： 31 ( ) 0fT h  , 33 ( ) 0fT h  .     (5.20a, b) 

在 3 0X  ： 1 1(0) (0) 0fu u  , 3 3(0) (0) 0fu u  ,    (5.21a, b) 

 31 31(0) (0) 0fT T  , 33 33(0) (0) 0fT T  .    (5.22a, b) 
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在 3X H ： 31( ) 0T H  , 33( ) 0T H  .     (5.23a, b) 

(5.16)與(5.17)二式配合上述邊界條件，可得 

1
1 1 1 1 1

1 1 2 2 1

1 1 2 2 2

1
2 2 2 2 2

   

    

    

   

      
                                

00 0

0

0

00 0

Q E Q E C

P P P P C

Q Q Q Q C

Q E Q E C

,     (5.24) 

其中 
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e
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e
diag

e

i H

i H





 
  

 
E .       (5.25) 

觀察上述(5.20)式發現，它與(3.108)式的雙層結構全域矩陣表示是相同的，其非零解即

為固液雙層結構之聲導波特徵方程式 ( , )  或 ( , )f k ，再利用 MATLAB 軟體作數值

分析，求得具液體薄層負載之平板結構聲導波頻散與衰減曲線。 

由於在特徵方程式 ( , ) 0f k  的求解過程中，數值上並無法計算獲得一個使其為零

的精確解，一般作法則是會藉由det[ ( , )]f k 之最小化求得其近似解。Lowe [162, 163]

曾針對一層狀介質結構聲導波的特徵方程式作求解，發展出一套有效的複數尋根方法，

稱之為曲線追蹤法。參考一般波數-頻率域的頻散曲線，可發現在波數 k軸上任意一點，

皆可對應出無限多的頻率 f，此一特徵有助於在作 f 尋根時，不會因為沒有對應的 f 值

而無法作波數掃描，曲線追蹤法便是以其中一點作出發。在本文中所考慮的平板表面之

負載液體具有黏滯係數，會使聲導波在結構中傳遞時，其能量會發生衰減，因此，波數

k  [1/mm]的虛根大小影響就變的非常重要。令 (1 2 )r i rk k ik k i γ     ，特徵方程式

( , )f k 則可表示為 ( , , )r if k k 或 ( , , )rf k γ 的函數型式，其中 ik 與 γ 分別為每單位波傳

距離[Np/mm]與每單位波長[Np/wavelength]的波數衰減。 

為了比較分析模型中不同特徵模態的數值結果，將統一各個模態沿 1X 方向傳遞之

聲導波通過某一截面的總能量，因此，可利用通過法向量為 1X 方向之表面的時間平均

功率流(time-average power flow)作歸一化，這代表分析模型中每一個特徵模態通過截面

的總能量是固定的，作為模態分析比較時的一個參考依據。根據此一概念，參考第二章

的(2.88)與(2.97)式，將其考慮為波傳模態，並且忽略熱通量、溫度與初始應力的部分，

第 n個模態沿 1X 方向傳遞且通過 3X 方向上某一截線的時間平均功率流 ,n nP 可寫為 
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,n nP   1
cross 1 32

section

ˆRe n n dX
    e T v   1

cross 1 32
section

ˆIm n n dX    e T u   (5.26) 

  1
cross 1 32

section

ˆRe n n dX
    e T v   1

cross 1 32
section

ˆIm n n dX    e T u .  (5.26') 

配合固液雙層結構在厚度 3X 方向的範圍( 3h X H   )，並引用(5.9)與(5.10)式的狀態 

向量 1U 、 1V 、 2U 與 2V ，上述(5.15)式可改寫為 

a
flowoutE     0 ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 3 2 2 32 0
Im Im

Hn n n n

h
dX dX  


       V U V U    (5.27) 

    0 ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 3 2 2 32 0

Im Im
Hn n n n

h
dX dX  


       V U V U  .  (5.27') 

其中 a
flowoutE  ( ,n nP )代表第 n個模態通過某一截線之時間平均功率流的總和，而且每個

積分內則代表通過某一截線之時間平均功率流密度 1
aP 。狀態向量 ( )

1
nU 、 ( )

1
nV 、 ( )

2
nU 與

( )
2
nV 分別為第 n個模態的狀態向量 1U 、 1V 、 2U 與 2V 。若令 a

flowoutE 的大小為一個單位，

可獲得第 n個模態的 1
C 與 2

C 在不同 ( , )  時的振幅大小。 

 

5.2  PVA 液體薄層 

如圖 1 所示，平板為厚度 1 mm 的玻璃，其密度  為 2.76 g/cm3，Lamé 常數 λ與 μ

分別為 33.6 與 26.4 GPa，縱波波速 Lc 與橫波波速 Sc 分別為 5.6 與 3.1 mm/μs；液體薄層

為厚度 0.01 mm 的 PVA 水溶液，其密度 f 為 1.01 g/cm3，容積模數 fκ 為 2.25 GPa，且

動態黏滯係數 f 設為 1.0 Pa.s，忽略頻散與衰減影響的縱波波速 fluidc 為 1.5 mm/μs，其值

非常接近 Scholte 波波速 Schc 。對於一沿 1X 方向傳遞之聲導波，為了統一各個模態之間

的能量大小，參考(5.27)式所示，在截線範圍為 3h X H   通過的時間平均功率流總和

a
flowoutE 定義為 1 GPa.mm2/μs。 

將上述各參數代入(5.24)式中的特徵方程式，並應用 Lowe 所敘述的曲線追蹤法，

經數值計算可獲得頻散與衰減曲線，如圖 5.3 至 5.5 所示。由於具液體薄層負載之平板

就結構上已不具有上下對稱特性，獲得之頻散曲線亦不能稱之為對稱(S)或反對稱(A)模

態。由於 PVA 水溶液的厚度與平板比較相對小很多，在圖 5.3(a)至 5.4(a, b)所示之波數

實部 rk 、相速度 phc 與群速度 gc 相對於頻率 f 的頻散曲線，與原始單一平板之結果差異
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並不大，故改稱之為擬似(pseudo-)對稱或反對稱模態。因此，在圖中黑色虛線分別代表

對稱(S)模態，而藍色實線分別代表反對稱(A)模態。而在衰減曲線的表示上，圖 5.3(b)

為波數虛部 ik 相對於頻率 f 的衰減曲線，為了能更進一步瞭解衰減驟降的位置及其物理

意義，將衰減取對數後對頻率 f 與波數實部 rk 分別如圖 5.5(a, b)所示。 

首先，除 0A 模態外，在圖 5.3(b)中發現在某些特定頻率下，出現衰減驟降的現象，

如圖 5.5(a)中a、b、c、d、e、f 與g 點所示，其分別代表 0S 、 1A 、 1S 、 2A 、 2S 、 3A

與 3S 模態，對應到圖 5.5(b)上，更能發現它們會在某些特定波數 rk 下出現，約為 0.5、

1.0、1.5、2.0、2.5、3.0 與 3.5 mm-1 位置附近，即對稱模態Sn在
1
2rk H n   ( 0,1,2,n   )，

反對稱模態Am在 rk H m  ( 1,2,3,m   )。將a 至g 點對應至圖 5.4(a)上，相速度 phc 約

為 4.3 mm/μs 附近，普遍略低於單一平板的 Lamé 模態之波速 S2c 4.384 mm/μs，如圖

中紅色虛線所示；再對應至圖 5.4(b)，群速度 gc 約為 2.2 mm/μs 附近。將衰減驟減發生

的頻率、波數、相速度與群速度以及平板在 3 0X  的質點軌跡位移振幅比值 3 1u u 整理

於表 5.1 中 Lamé 模態部分。上述特性是因於在該頻率或波數時，平板的運動特性呈現

Lamé 模態的特徵[169, 170]，模態之位移運動如圖 5.6(a)所示，其特徵為在邊長1 2波長

構成之正方單元，於波傳時體積脹縮變化為零或最小，即為類似等體積變化，聲導波在

傳遞過程中能量的轉換與耗散最小；而且，隨著模態階次愈高，由於液體負載的影響，

衰減驟減發生之波數與波速所落的位置，與單一平板作比較皆有逐漸往後偏移的現象，

同時，衰減驟減現象變得愈不明顯，代表著此一運動特性亦變得不明顯。另外，參考表

5.1 所示，由位移 1u 與 3u 之振幅比值 3 1u u 的大小，可發現在固液界面上平板表面質點

運動軌跡轉變為垂直表面的線偏振狀態。隨著 Lamé 模態之階次愈高或逐漸偏離 Lamé

模態，線偏振狀態則逐漸趨緩，還原至橢圓偏振狀態。 

此外，除去上述a 至g 點，在圖 5.5(a, b)中仍可發現尚有衰減驟降的現象，如o、p

與q三點所示，分別為 2S 、 3A 與 3S 模態。將這些特定頻率對應至圖 5.3(a)或 5.4(a)時，

發現o 、p與q三點分別為 2A 與 2S 之交點以及 3A 與 3S 之第 1 個與第 2 個交點，發生時

的相關資料可參考表 5.1 中交點模態(intersection modes)部分，o、p與q三點分別為 2S 、

3A 與 3S 模態，其位移 1u 與 3u 之振幅比值 3 1u u 相對較大；反之，o'、p'與q'三點分別

為 2A 、 3S 與 3A 模態，其 3 1u u 相對較小。再者，此三點相關的位移運動如圖 5.6(b)所
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示。以o 與o'兩點為例，發現 2A 模態在固液界面之平板表面位移 3u 趨近為零，這代表

此一模態幾乎是藉由位移 1u 作平行界面的切向運動與液體耦合，因液體的黏滯阻尼特

性，發生較大的能量損耗；相反地， 2S 模態的平板表面位移 1u 則趨近為零，大部分藉

由位移 3u 作垂直界面的正向運動直接與液體耦合，故其能量損耗相對較小。參考圖 5.7(a)

所示，發現在o 與o'兩點頻率 5.2 MHz 附近位置， 2A 與 2S 兩模態的位移振幅比值 3 1u u

分別處於極小與極大的相反結果，代表質點運動軌跡呈現了平行與垂直於表面兩種截然

不同方向的線偏振運動。再根據圖 5.7(b)所示，因表面位移 1u 大小的影響， 2A 與 2S 兩

模態的時間平均功率流密度 1
aP 亦呈現兩種不同結果， 2A 模態為 4.4 GPa.mm/μs，而 2S

模態為 0.410-3 GPa.mm/μs。同理，上述現象在p與p'兩點以及q與q'兩點發生的情況

亦屬相同道理。 

由圖 5.4(a)發現 0A 與 0S 模態的相速度頻散曲線在頻率較高時是略微分開的，且 0A

模態不會收斂至雷利表面聲波波速。因此，將 0A 與 0S 兩者於頻率 1 至 10 MHz 的位移

運動輸出至如圖 5.9(a, b)所示，發現在頻率 1 MHz 時，因波數較小或波長較長，A0 與

S0 兩者仍維持著板波反對稱與對稱模態，由圖 5.7(a)可知在固液界面之平板質點運動軌

跡分別為逆時針與順時針。然而在頻率 10 MHz 時，平板 0A 模態之位移與應力變化集

中於固液界面，質點軌跡為逆時針，具有雷利表面聲波的特徵，隨著頻率增加其波速會

趨於一個定值 2.859 mm/μs，略低於雷利波波速 R S0.942c c  2.865 mm/μs (玻璃的泊松

比  0.28)。相反地，平板 0S 模態之位移與應力變化卻是集中於平板下表面，質點軌跡

則為順時針。如同圖 5.9(a, b)所示， 0A 與 0S 模態在頻率愈高時，位移與應力變化分別

聚集於平板上下表面的現象，可由圖 5.7(b)與 5.8(b)中藍色實線與黑色虛線兩者的交替

現象觀察出來。另一方面，再根據圖 5.5(a)所示， 0A 模態約在頻率大於 6 MHz 後衰減

逐漸遞增至 0.01 Np/mm，其能量逐漸聚集於平板的上表面，但由於波長逐漸變短，其

能量更容易傳遞至液體中，所以衰減相對較大。 0S 模態在頻率大於 6 MHz 後衰減則是

逐漸遞減至小於 110-7 Np/mm，其能量聚集於平板的下表面，由於下表面無液體耦合

影響，所以衰減相對較小。 

此外，進一步地將平板上下表面質點軌跡的位移振幅比 3 1u u 以及時間平均功率流

密度 1
aP 對頻率之分佈分別輸出如圖 5.7 與 5.8 所示，圖中符號「」與「」代表在
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位置 3 0X  處的質點軌跡分別為順時針(cw)旋轉，在位置 3X H 處的質點軌跡分別為

逆時針(ccw)旋轉。其中，可藉由振幅比 3 1u u 的大小來判斷質點橢圓軌跡的偏振狀態，

愈大代表形狀愈狹長，愈小代表愈寬扁，前者顯示平板主要是經由垂直界面的正向位移

3u 直接使液體層發生體積變化而將能量導入，例如a 至g 點以及o 、p與q三點；後者

是經由切向位移 1u 與液體層的黏滯係數耦合，因此其衰減也會相對較大，例如o'、p'與

q'三點以及r、s與 t 三點，參考表 5.3，可發現r、s與 t 三點位置非常接近 1S 、 2S 與 3S

模態之群速度最大值位置。顯而易見地，由圖 5.7 與 5.8 發現頻率愈靠近 Lamé 模態以

及不同模態之交點時，質點位移 1u 最大振幅會發生驟減，垂直表面的線偏振運動現象愈

是明顯。此外，亦可發現每一模態之頻率約在小於 Lamé 模態後，上下表面的質點軌跡

皆會呈現相反的旋轉方向，上表面由逆時針轉變為順時針，而下表面則是由順時針轉變

為逆時針。將各個模態的質點軌跡發生相反旋轉時的頻率、波數以及相速度之範圍整理

於表 5.2，並獲得一個規律結果，即對稱模態Sn在
1
2rk H n   ( 0,1,2n  )，反對稱模態

Am在 rk H m  ( 1,2,3m  )，以及兩者的相速度 ph S2c c 的範圍。考慮 0S 、 1A 與 1S 三

模態在頻率範圍分別為 1.2-3.0、3.4-5.2 與 5.6-7.4 MHz 附近，平板上表面的質點軌跡可

分別參考圖 5.10(a-c)所示，發現在 2.2、4.4 與 6.6 MHz 出現反轉現象，而且它們與出現

Lamé 模態的頻率相近，同理，此現象亦可推廣至其餘 Lamé 模態上。此外，Nayfeh 與

Nagy [167]亦發現 0S 模態會在特定頻率發生衰減驟降，位於固液界面上質點軌跡會出現

反轉現象，並且會由原本的橢圓偏振轉變為垂直表面的線偏振狀態。 

再者，將圖 5.7(a, b)與圖 5.8(a, b)分別作比對，除了 0A 與 0S 兩模態，可發現大部分

趨勢是雷同的。由圖 5.7(b)與 5.8(b)中觀察 0A 與 0S 模態的時間平均功率流密度 1
aP 之 

變化，在頻率小於 5 MHz 範圍時 1
aP 大約在 1 至 2.5 GPa.mm/μs 間，中間除了 0S 模態

的振幅會在 Lamé 模態附近而發生驟減情形，並配合圖 5.7(a)與 5.8(a)，可知在愈往低頻

時 0A 模態的橢圓軌跡形狀愈狹長， 0S 模態則是愈寬扁。在頻率大於 5 MHz 範圍，隨著

頻率愈高，平板上下表面的橢圓軌跡之長軸 3u 與短軸 1u 比會愈接近 1.5，在平板上表面

0A 模態的橢圓軌跡之振幅會逐漸變大， 0S 模態會逐漸變小。反之，在平板下表面時 0A

與 0S 模態的情況則會完全相反。 

根據(5.11)式中 1 f  與 3 f  之結果，液體層中壓力差 p 會與液體的縱波有直接關係。
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由於液體層厚度 h較薄，在上下表面間壓力差分佈會較接近線性，並由其大小可以瞭解

上下表面間的變化差異。圖 5.11 為液體層在固液界面( 3 0X  )與上表面( 3X h  )間的

壓力差的頻譜圖，發現壓力差的大小會在某些特定頻率出現驟減現象，例如o'、p'與q'

三點以及r、s與 t 三點，其中o'、p'與q'三點分別為 2A 與 2S 之交點以及 3A 與 3S 之第 1

個與第 2 個交點，位移運動如圖 5.6(b)所示，而r、s與 t 三點分別 1S 、 2S 與 3S 模態之群

速度最大值位置，位移運動如圖 5.12 所示，它們皆是利用平板上表面的切向位移 1u 與

液體發生耦合。再根據表 5.3 之內容，可發現這些位置與圖 5.7(a)中的位移振幅比 3 1u u

最小值出現位置接近，主要是藉由平板上表面的切向位移 1u 與液體耦合，使壓力差發生

變化幅度遠不及其他方式有效，這代表藉由此一方式激發的壓力差變化雖小，但因液體

黏滯效應影響，上下表面間的壓力差變化卻是比較均勻。反之，藉由正向位移 3u 方式與

液體耦合，會使液體層配合平板上表面的起伏一起運動，容易造成靠近固液界面附近的

體積變化較大，大部分能量亦侷限在此界面附近，促使兩表面間的壓力差變化差異較大

且分佈較不均勻。換言之，液體層上下表面間的壓力差變化與平板上表面質點軌跡運動

的偏振狀態有直接關係。同樣地，在圖 5.11 中發現頻率大於 6 MHz 範圍，平板 0S 模態

造成壓力差變化的影響會逐漸減小，這是因為平板 0S 模態的能量已經逐漸集中於平板

下表面。 

 

5.3  甘油液體薄層 

如圖 1 所示，平板為厚度H  1 mm 的玻璃，材料係數沿用上一節之假設，其密度 

為 2.76 g/cm3，Lamé 常數 λ與 μ分別為 33.6 與 26.4 GPa，縱波波速 Lc 、橫波波速 Sc 、

雷利波波速 Rc 與 Lamé 模態波速 Lamec 分別為 5.6、3.1、2.865 與 4.374 mm/μs；液體薄層

則考慮為甘油(glycerin 或 glycerol)，其密度 f 為 1.262 g/cm3，容積模數 fκ 為 4.52 GPa，

且動態黏滯係數 f 設為 1.495 Pa.s，忽略頻散與衰減影響的縱波波速 fluidc 為 1.893 

mm/μs，以及 Scholte 波波速 Schc 為 1.864 mm/μs (略小於 fluidc )。 

首先，考慮液體層的厚度 h  0.01 mm，經數值計算獲得相速度頻散與衰減頻譜圖，

如圖 5.13(a, b)所示。在圖 5.13(a)中右上方的圖例說明，淡藍色虛線代表單一平板的反

對稱模態( Am )，灰色虛線代表對稱模態(Sn )。如同上一節所述，在此一頻率範圍下，可
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發現頻散曲線與原始單一平板之結果差異並不大，改稱之為擬似(pseudo-)對稱或反對稱

模態。圖上方的符號 1a 、 2a 、 3a 與 1b 分別代表單一平板 1A 、 2S 、 2A 與 1S 模態的截止

頻率位置，其公式與數值可見表 5.4 的平板部分。隨著頻率逐漸增大，根據圖 5.13(a)

所示， 0S 模態(藍色實線)相速度會趨近至雷利波波速 Rc ， 0A 模態(綠色實線)相速度受到

液體模態的影響並不明顯，其值只會漸漸略低於 Rc 而緩慢地往 fluidc 靠近，而其餘 1A 、

1S 、 2A 與 2S 模態則會逐漸趨近至橫波波速 Sc 。根據圖 5.13(b)所示， 0S 模態衰減會逐漸

減小， 0A 模態衰減則會逐漸增大而趨近於 0.02 Np/mm。此外，除了 0A 模態外，每個

模態的 Lamé 模態特性仍存在，但隨著頻率增大，此一現象則會越不明顯。整體而言，

圖 5.13(a, b)仍保有上一節所述的特徵。 

考慮液體層的厚度 h  0.05 mm，其相速度頻散與衰減頻譜圖如圖 5.14(a, b)所示。

在圖 5.14(a)中右上方的圖例說明，額外增加的粉紅色虛線代表液體層模態，代表液體

層的上下表面分別設為自由(free)與固定(fixed)邊界，其推導過程可見附錄 3 之內容。而

圖上方的符號 1c 為液體層模態的截止頻率位置，其公式與數值可見表 5.4 的液體層

h  0.05 部分。由於所獲得頻散曲線已經不再具有原始單一平板的模態特性，因此使用

符號0、1、2、3、4、5 與6 作區分。相較於圖 5.13(a)，相速度頻散曲線已明顯受到

液體 1c 模態的影響，隨著頻率逐漸增大，1模態(藍色實線)相速度會趨近至 Rc ，0 模態(綠

色實線)相速度會快速地往 fluidc 靠近， 2模態相速度在頻率大於 14 MHz 時開始略低於

Sc ，而其餘 3、4 、5 與6 模態則會逐漸趨近至 Sc 。根據圖 5.14(b)所示，隨著頻率逐漸

增大，0 與2模態衰減會逐漸增大而分別趨近於 0.6 與 0.1 Np/mm，1模態衰減則會逐漸

減小，而且它的 Lamé 模態特性仍存在，但其衰減值較大(在頻率 2.2 MHz 附近約 410-5 

Np/mm)。此外，根據第 5.4 節的結果，可推測0 與1模態的能量會分別集中於平板的上

下表面。 

考慮液體層的厚度 h  0.10 mm，其相速度頻散與衰減頻譜圖如圖 5.15(a, b)所示。

在圖 5.15(a)中上方的符號 2c 與 3c 為液體層模態的截止頻率位置，其公式與數值可見表

5.4 的液體層 h  0.10 部分。隨著頻率逐漸增大，1模態(藍色實線)相速度會趨近至 Rc ，

受到液體 2c 與 3c 模態的影響，0 模態(綠色實線)相速度則快速地趨近於 Schc ，2模態相速

度在頻率大於 12 MHz 時開始略低於 Sc ，而其餘 3、4、5 與6 模態則會逐漸趨近至 Sc 。

根據圖 5.15(b)所示，隨著頻率逐漸增大，0 與2模態衰減會逐漸增大而分別趨近於 0.5
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與 0.1 Np/mm，1模態衰減則會逐漸減小，而且它的 Lamé 模態特性則越不明顯。同理，

仍可推測0 與1模態的能量會分別集中於平板的上下表面。 

考慮液體層的厚度 h  0.50 mm，其相速度頻散與衰減頻譜圖如圖 5.16(a, b)所示。

在圖 5.16(a)中上方的符號 1d 至 5d 為液體層模態的截止頻率位置，其公式與數值可見表

5.4 的液體層 h  0.50 部分，可發現前三個液體模態( 1d 、 2d 與 3d )已經落在平板模態的

頻率範圍(約小於 5 MHz)內，代表此三個液體模態直接影響頻散曲線的分佈。根據淡藍

色虛線、灰色虛線與粉紅色虛線所構成的輪廓，0 、1、2、3、4、5 與6 模態的曲線

走向幾乎是依循此一輪廓而形成。隨著頻率逐漸增大，0 模態(綠色實線)相速度在頻率

2 MHz 附近趨近至 Schc ，其衰減逐漸增大且趨近至 0.5 Np/mm；3模態(藍色實線)相速度

會趨近至 Rc ，其衰減會逐漸減小；6 模態相速度會往 Sc 靠近，其衰減會落在 0.03 Np/mm

附近；其餘1、2、4 與5 模態相速度皆會往 fluidc 靠近，其衰減皆會趨近至 0.2 Np/mm。

此外，3模態雖在 7.5 與 10 MHz 附近分別與4 與5 模態相交會，但其衰減趨勢卻是截然

不同，再者，根據上述 3模態的雷利波特徵，其能量會集中於平板的下表面。 

考慮液體層的厚度 h  1.00 mm，其相速度頻散與衰減頻譜圖如圖 5.17(a, b)所示。

在圖 5.17(a)中上方的符號 1e 至 8e 為液體層模態的截止頻率位置，其公式與數值可見表

5.4 的液體層 h  1.00 部分，可發現 1e 至 5e 液體模態已經落在平板模態的頻率範圍內。

隨著頻率逐漸增大，0 模態(綠色實線)相速度在頻率 1 MHz 附近趨近至 Schc ，其衰減逐

漸增大且趨近至 0.5 Np/mm；5 模態(藍色實線)相速度會趨近至 Rc ，其衰減逐漸減小；

其餘模態相速度則皆往 fluidc 靠近，其衰減皆趨近至 0.2 Np/mm。同理，根據上述5 模態

的雷利波特徵，其能量會集中於平板的下表面。 

考慮液體層改為一半無窮域液體，其相速度頻散與衰減頻譜圖如圖 5.18(a, b)所示。

整體來看，頻散曲線大致與單一平板的結果相同，不過額外增加一個 fluid 模態，此外，

0A 模態在頻率小於 1 MHz 範圍下，頻散曲線與單一平板的結果會略微不同。隨著頻率

逐漸增大，fluid 模態相速度在頻率 1 MHz 附近趨近至 Schc ，其衰減逐漸增大且趨近至

0.2 Np/mm； 0A 與 0S 模態相速度皆會趨近至 Rc ，但 0A 模態的衰減逐漸減小， 0S 模態則

相反(趨近 0.3 Np/mm)；其餘 1A 、 1S 、 2A 與 2S 模態相速度皆會往 Sc 靠近，其衰減大約

落在 0.02-0.2 Np/mm 範圍內。另一方面，衰減 ik 對頻率 f 與波數 rk 的頻譜圖可參考圖
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5.19(a, b)所示，在頻率 f  2 MHz 與波數 rk  0.5 mm-1 時， 0A 模態的衰減趨勢與 fluid

以及 0S 模態的衰減截然不同，而在頻率 f 6 MHz 與波數 rk  2 mm-1 時，其衰減會趨近

於零，同理，此時其能量會集中於平板的下表面。 
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表 5.1  最小衰減值出現位置，如圖 5.5 中的 Lamé 模態(a 至 g 點)以及交點模態 

(o、p 與 q 三點)，頻率、波數、相速度、群速度與界面處( 3 0X  )軌跡振幅比 

的資料整理。 

 Lamé modes Intersection modes 

  b d f o' p q' 

Plate mode  A1 A2 A3 A2 A3 A3 

Frequency (MHz) - 4.370 8.805 13.389 5.230 6.401 9.067 

Wavenumber (mm-1) - 1.002 2.034 3.134 0.792 0.562 1.544 

Phase velocity (mm/μs) - 4.361 4.329 4.272 6.604 11.389 5.872 

Group velocity (mm/μs) - 2.181 2.188 2.208 2.739 2.301 3.649 

|u3/u1| at X3 = 0 - 66.421 55.707 96.893 0.0061 63.483 0.0140 

 a c e g o p' q 

Plate mode S0 S1 S2 S3 S2 S3 S3 

Frequency (MHz) 2.183 6.575 11.071 15.752 5.233 6.413 9.072 

Wavenumber (mm-1) 0.500 1.512 2.572 3.716 0.792 0.562 1.544 

Phase velocity (mm/μs) 4.366 4.348 4.304 4.239 6.608 11.412 5.876 

Group velocity (mm/μs) 2.170 2.183 2.196 2.223 3.289 1.025 4.064 

|u3/u1| at X3 = 0 263.654 55.909 64.027 131.850 54.494 0.0046 22.759 
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表 5.2  在平板之界面處( 03 X )與下表面( HX 3 )，出現特殊方向的質點軌跡 

的頻率、波數與相速度的範圍。 

Clockwise trajectory of particle at the interface (X3 = 0) corresponding to Figs. 5.7(a, b) 

 a b c d e f g 

Plate mode S0 A1 S1 A2 S2 A3 S3 

Frequency (MHz)  2.183  4.388  6.610  8.858  11.128  13.438  15.797

Wavenumber (mm-1)  0.500  1.010  1.528  2.058  2.598  3.156  3.736

Phase velocity (mm/μs)  4.366  4.344  4.326  4.304  4.283  4.258  4.228

Counterclockwise trajectory of particle at the bottom surface (X3 = H) corresponding to Figs. 5.8(a, b) 

 a b c d e f g 

Plate mode S0 A1 S1 A2 S2 A3 S3 

Frequency (MHz)  2.179  4.357  6.535  8.713  10.891  13.064  15.241

Wavenumber (mm-1)  0.498  0.996  1.494  1.992  2.490  2.986  3.484

Phase velocity (mm/μs)  4.375  4.375  4.374  4.374  4.374  4.375  4.375
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表 5.3  在界面處( 3 0X  )質點軌跡出現最小振幅比 3 1| |u u ，以及液體薄層之 

界面處( 3 0X  )與上表面( 3X h  )間出現最少壓力差 | (0) ( )|p p h   ，頻率、 

波數、相速度與群速度的資料整理。 

Minimum amplitude ratio |u3/u1| of particle trajectory at X3 = 0 corresponding to Fig. 5.7(a) 

 o' p' q' r s t 

Plate mode A2 S3 A3 S1 S2 S3 

Frequency (MHz) 5.247 6.422 9.096 3.734 7.447 11.160 
Wavenumber (mm-1) 0.798 0.570 1.552 0.670 1.334 1.998 

Phase velocity (mm/μs) 6.575 11.266 5.861 5.574 5.583 5.586 

Group velocity (mm/μs) 2.775 1.049 3.661 4.730 4.699 4.668 

Least pressure difference |p(0)  p(h)| in the fluid layer corresponding to Fig. 5.11 

 o' p' q' r s t 

Plate mode A2 S3 A3 S1 S2 S3 

Frequency (MHz) 5.193 6.422 8.973 3.715 7.400 11.085 
Wavenumber (mm-1) 0.778 0.570 1.518 0.666 1.324 1.982 

Phase velocity (mm/μs) 6.674 11.266 5.911 5.579 5.589 5.593 

Group velocity (mm/μs) 2.654 1.049 3.607 4.724 4.705 4.702 
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表 5.4  平板(玻璃)與不同厚度之液體薄層(甘油)的截止頻率大小。 

Flat Plate (Glass)  Fluid Layer (Glycerol) with Different Thickness 

cutf Nc H  ( S, L )  cut fluidf c h   

 Sc  Lc    fluidc  fluidc  fluidc  fluidc  fluidc  

N  H  1.00 H  1.00    h  0.01 h  0.05 h  0.10 h  0.50 h  1.00 

0.5 1.546 (a1) 2.798 (b1)  0.25 47.313 9.463 (c1) 4.731 (c2) 0.946 (d1) 0.473 (e1) 

1.0 3.093 (a2) 5.595  0.75  28.388 14.194 (c3) 2.839 (d2) 1.419 (e2) 

1.5 4.639 (a3) 8.393  1.25   23.656 4.731 (d3) 2.366 (e3) 

2.0 6.186 11.190  1.75    6.624 (d4) 3.312 (e4) 

2.5 7.732 13.988  2.25    8.516 (d5) 4.258 (e5) 

3.0 9.278 16.785  2.75    10.409 5.204 (e6) 

3.5 10.825 19.583  3.25    12.301 6.151 (e7) 

4.0 12.371 22.380  3.75    14.194 7.097 (e8) 

4.5 13.918   4.25    16.086 8.043 

5.0 15.464   4.75    17.979 8.990 

 

 

 

 



 151

 

 

 

3X

1X

H

h

O

Fluid layer

Plate

 

 

圖 5.1  具液體負載之平板結構幾何示意圖。 
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圖 5.2  以界面 3 0X  為基準，在介質 1 (液體)中， 1
C 與 1

C 分別為抵達波與離開波， 

在介質 2 (玻璃)中， 2
C 與 2

C 分別為抵達波與離開波。 
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圖 5.3  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.01 mm PVA 液體薄層，板波模態的波數 

(a)實部 rk 與(b)虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別代表對稱與 

反對稱模態，o、p 與 q 三點分別代表 A2 與 S2 之交點以及 A3 與 S3 之第一個 

與第二個交點。 
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圖 5.4  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.01 mm PVA 液體薄層，板波模態的(a)相速度 phc  

與(b)群速度 gc 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別代表對稱與反對稱模態， 

a 至 g 點為 Lamé 模態的出現位置，r、s 與 t 三點分別為 S1、S2 與 S3 之群速度 

最大值的出現位置。 
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圖 5.5  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.01 mm PVA 液體薄層，板波模態的波數虛部 ik  

對於(a)頻率 f 與(b)波數實部 rk 的半對數頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別代表對稱與 

反對稱模態，a 至 g 點以及 o、p 與 q 三點為各個模態之最小衰減值的出現位置， 

它們的特性可見表 5.1。 



 155

 

(a)

-0.05 0 0.05

-0.05 0 0.05

-0.05 0 0.05

-0.05 0 0.05

-0.05 0 0.05

-0.05 0 0.05

-0.05 0 0.05

a: S0 mode c: S1 mode e: S2 mode g: S3 mode

b: A1 mode d: A2 mode f: A3 mode

 

 

(b)

o: S2 mode p': S3 mode q: S3 mode

o': A2 mode p: A3 mode q': A3 mode

-0.05 0 0.05

-0.05 0 0.05 -0.05 0 0.05

-0.05 0 0.05 -0.05 0 0.05

-0.05 0 0.05  

 

圖 5.6  位移 1u  (實線)與 3u  (虛線)示意圖。(a)為 Lamé 模態，即衰減頻譜的 

a 至 g 點。(b)為交點模態，即波數實部 rk 交會的 o、p 與 q 三點。 



 156

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Frequency (MHz)

0.01

0.1

1

10

100

A
m

pl
it

ud
e 

ra
ti

o 
|u

3/u
1|

A0

S0 A1 S1 A2 S2 A3 S3

a b c d e f g

o p q

o' p' q'r s t

(a)

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Frequency (MHz)

1x10-5

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

10

 P
1a 

  
(G

P
a.

m
m

/
s)

A0

A0

S0

S0

A1

S1 A2

S2 A3 S3

a

b

c d
e f g

o p

q

(b)

 

 

圖 5.7  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.01 mm PVA 液體薄層，板波模態在固液界面 

( 3 0X  )處，(a)質點軌跡振幅比 3 1| |u u 以及(b)時間平均功率流密度 a
1P 的頻譜圖， 

其中符號 S 與 A 分別代表對稱與反對稱模態，「」與「」代表出現順時針(cw) 

軌跡的頻率範圍，如表 5.2 所示。 
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圖 5.8  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.01 mm PVA 液體薄層，板波模態在下表面 

( 3X H )處，(a)質點軌跡振幅比 3 1| |u u 以及(b)時間平均功率流密度 a
1P 的頻譜圖， 

其中符號 S 與 A 分別代表對稱與反對稱模態，「」與「」代表出現逆時針(ccw) 

軌跡的頻率範圍，如表 5.2 所示。 
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圖 5.9  在頻率範圍 1 至 10 MHz 間位移 1u  (實線)與 3u  (虛線)示意圖。 

(a) A0 模態，(b) S0 模態。 
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圖 5.10  平板上表面之質點軌跡示意圖。(a) S0 模態在頻率範圍 1.2 至 3.0 MHz， 

(b) A1 模態在頻率範圍 3.4 至 5.2 MHz，(c) S1 模態在頻率範圍 5.6 至 7.4 MHz。 
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圖 5.11  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.01 mm PVA 液體薄層，液體薄層 

於界面( 3 0X  )與上表面( 3X h  )間的壓力差頻譜圖。 

 

 

 

r: S1 mode s: S2 mode t: S3 mode

-0.05 0 0.05 -0.05 0 0.05 -0.05 0 0.05  

 

圖 5.12  位移 1u  (實線)與 3u  (虛線)示意圖。如圖 5.4(b)所示，r、s 與 t 三點 

分別為 S1、S2 與 S3 之群速度最大值位置。 
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圖 5.13  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.01 mm 甘油液體薄層，板波模態的 

(a)相速度 phc 與(b)波數虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，各模態的截止頻率可參考表 5.4。 
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圖 5.14  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.05 mm 甘油液體薄層，板波模態的 

(a)相速度 phc 與(b)波數虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，各模態的截止頻率可參考表 5.4。 
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圖 5.15  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.10 mm 甘油液體薄層，板波模態的 

(a)相速度 phc 與(b)波數虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，各模態的截止頻率可參考表 5.4。 
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圖 5.16  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 0.50 mm 甘油液體薄層，板波模態的 

(a)相速度 phc 與(b)波數虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，各模態的截止頻率可參考表 5.4。 
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圖 5.17  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋厚度 1.00 mm 甘油液體薄層，板波模態的 

(a)相速度 phc 與(b)波數虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，各模態的截止頻率可參考表 5.4。 
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圖 5.18  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋一個半無窮域之甘油液體，板波模態的 

(a)相速度 phc 與(b)波數虛部 ik 對頻率 f 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態，各模態的截止頻率可參考表 5.4。 
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圖 5.19  厚度 1 mm 玻璃板覆蓋一個半無窮域之甘油液體，板波模態的 

波數虛部 ik 對於(a)頻率 f 與(b)波數實部 rk 的頻譜圖，其中符號 S 與 A 分別 

代表對稱與反對稱模態。 
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第六章  結論與未來工作 

 

6.1  結論 

本研究是以彈性板的導波波傳為主，考慮平板本身的熱彈耦合效應，或者是其表面

黏滯液體負載所造成的額外阻尼，探討波傳時的頻散與衰減關係及其能量耗散。在論文

的第二章主要是去架構含有殘留應力的熱彈耦合統御方程式，結合了自然、初始與最終

三種狀態的聲彈理論以及傳統熱彈理論。接著，第三章則是推導在一層狀介質中傳遞之

熱彈導波的頻散與衰減特徵方程式，並藉由功與能量的互置理論獲得沿波傳方向的正交

歸一條件，以及應用正則模態展開法來獲得層狀介質表面受到微擾後的頻譜響應。 

根據前面第四章與第五章的數值結果可發現，以 Lowe 的曲線追蹤法為主幹的複數

尋根法，幾乎貫穿本論文的數值模擬部分。以彈性板為主體模型，考慮材料本身的熱彈

耦合，以及黏滯性液體的額外負載，發現兩者皆會出現衰減現象，代表平板導波在傳遞

時會出現能量耗散現象。並利用獲得的 ( , )f k 值，計算某一特徵模態的運動特性，進而

分析受到外界干擾後的頻譜響應。因此，前兩章的結論會可分為兩個部分。 

第一部分是有關於含殘留應力之平板熱彈導波波傳分析。本研究應用 Lowe 的曲線

追蹤法作複數尋根，針對一受單軸拉伸預應力的銅箔，經數值計算獲得了對稱與反對稱

模態的相速度頻散與衰減頻譜，並分析受殘留應力之薄膜結構的熱彈聲波特性，特別是

與施力方向平行或垂直的波傳。除 0A 模態外，熱彈聲波的衰減頻譜會在某些特定頻率

出現最小衰減值的驟降現象，即Sn 模態在 1
2rk h n   ( 0,1,2,n   )， 0A 模態在 rk h m  

( 1,2,3,m   )，稱之為 Lamé 模態，代表聲導波在傳遞時所耗散能量最少。當波傳方向

與施力方向平行時，衰減值會隨著預應力變大而增加；若與施力方向垂直時，出現最小

衰減值之特定頻率的下降值會與預應力大小成正比關係。此外，熱彈聲波傳遞之 Sagittal

平面的等向性特徵會影響幾近零衰減值的出現。 

第二部分是有關表面具黏滯液體負載之平板導波分析。本研究亦應用 Lowe 的曲線

追蹤法，經數值計算獲得頻散與衰減曲線，分析了各模態出現衰減驟減時的頻率、波數

與相速度關係、運動模態特性與平板上下表面質點軌跡。各個模態出現衰減驟減現象會

發生在 Lamé 模態或頻散曲線交點的位置附近，在固液界面上，平板表面的質點軌跡會



 170

呈現垂直表面的線偏振狀態。表面質點運動軌跡會在頻率約小於 Lamé 模態時發生逆轉

現象，在上表面為順時針運動，在下表面為逆時針運動。此外，隨著頻率遞增，平板 0A

模態之位移與應力變化逐漸集中於固液界面，具有雷利表面聲波的特徵； 0S 模態則是

集中於平板下表面。最後，液體層上下表面間壓力差變化及其均勻特性會與平板上表面

質點軌跡運動的偏振狀態有直接關係。另一方面，隨著液體層厚度的增加，發現相速度

頻散受到液體層模態的影響會越明顯，曲線會逐漸往左移動。越往高頻時，基礎模態曲

線會趨近至 Scholte 波波速，其餘曲線會趨近至液體縱波波速，衰減則會隨頻率遞增而

逐漸增大。而且，在這些曲線中會有一個模態的相速度會趨近至雷利波波速，且衰減值

會逐漸減小，具有雷利波的特徵，推測其能量會逐漸集中至平板下表面。 

 

6.2  未來工作 

近年來，在聲導波波傳研究上，熱彈耦合效應與黏滯液體負載造成的能量損耗，已

成為一個重要的探討主題。因此，延續目前的研究成果，對未來工作有下列幾項建議： 

(1) 含殘留應力之平板的熱彈導波，可繼續探討在雙軸等預應力的情況下的頻散與

衰減特性。更進一步，可將平板單層結構推廣至多層結構。 

(2) 表面具黏滯液體負載之平板導波，可探討在不同的液體層厚度 h下，黏滯係數

的改變對頻散與衰減的影響，以及各個特徵模態的運動特性。 

(3) 可利用已獲得 ( , )f k 結果，計算獲得其特徵運動模態，並配合第 3.6.3 節內容，

算出不同模態的可激發性頻譜，進而分析當平板受到干擾的頻譜響應。 

根據本論文的內容，將系統的額外阻尼劃分為熱彈耦合效應以及黏滯液體負載兩大類。

然而，在現今實際應用的模型上，這些問題都是要合併一起作討論的。再加上壓電材料

的廣泛應用，電磁場耦合效應搭配熱彈理論亦是目前熱門的研究主題之一。因此，未來

在層狀模型建立上，可適時考慮壓電或磁性材料，分析介質中傳遞聲導波的波傳特性，

以利往後在檢測或致動微小元件的研究與開發。 
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附錄 1 等向性平板中有無熱彈耦合效應之 P
 與 Q

 矩陣 

 

考慮一等向性平板，如圖 3.1 所示，忽略殘留應力的影響( 1 2 3 0i i iT T T   )並假設

為沿 1X 方向傳遞，參考熱彈耦合的統御方程式(3.30a-d)，令參數為 

11 22 33 2c c c   λ μ ,  12 13 23c c c   λ ,   44 55 66c c c   μ , 

1 2 3  k k k k ,   1 2 3      ,    ,   

16 26 36 45 0c c c c    ,  6 6 0 k ,   0i  ,   (A.1) 

可將統御方程式(3.30a-d)式可簡化為 

2 2 2
31 1 1 1

0 1 02 2 2
1 3 1 1 3 1

( )
( )

uu u u u

X X X X X X t
  

         
                  

bμ λ μ , (A.2a) 

2 2 2
3 3 3 31

0 3 02 2 2
1 3 3 1 3 3

( )
( )

u u u uu

X X X X X X t
  

         
                  

bμ λ μ , (A.2b) 

2 2
31

0 0 02 2
1 3 1 3

( ) ( ) ( )uu

X X t X X t
  

          
                

k h ,  (A.2c) 

2 2 2
2 2 2

0 2 02 2 2
1 3

u u u

X X t
 

   
      

bμ .         (A.2d) 

我們可發現(A.2a-c)式為等向性平板中傳遞的熱彈波統御方程式，其代表在 1 3X X 平面內

運動的面內波傳；此外，(A.2d)式則僅僅代表面外波傳的彈性波運動方程式。 

考慮(A.2a-c)式，令 1 ,1 ,3u φ ψ  與 3 ,3 ,1u φ ψ  ，φ與ψ皆為勢函數且分別代表縱波

與橫波，經拆解後可發現對於等向性材料的熱彈聲波，縱波(L)與熱波(th)是相互耦合，

改稱為準縱波(QL)與準熱波(Qth)，而橫波(S)是獨立的。再經由一連串仿效第 3.4.2 節的

推導，可整理出如同(3.82)、(3.83)與(3.85)式中狀態向量U 、 XV 與 ZV 的表示。首先，

我們定義所需的參數如下列所示： 

2 2 2
S S    , 

22
2 0
S 2

Sc

   
μ

, 2
S

0

c



μ

,  
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2 2 2
L L    , 

22
2 0
L 2

L 2c

   
λ μ

, 2
L

0

2
c





λ μ

,  

2 2 2
th th    , 

2
2
th 2 1

th 0

i

c

   
 k

, 2
th

0

i
c




 


k
,  

2 2 2
QL QL    , λ1

λ1 2
L 0

o
 
  

  , λ1 2
0 Lc




 ,  

2 2 2
Qth Qth    , λ2

λ2 2
th

o
 
 

  , λ2 1
0

i 
 k

,  

2 2 2 2 2 2 2 21 1
QL L th λ1 λ2 L th λ1 λ2 L th2 4( ) ( )                 ,  

2 2 2 2 2 2 2 21 1
Qth L th λ1 λ2 L th λ1 λ2 L th2 4( ) ( )                 ,  

2 2 2 2 2 2 2 21 1
QL L th λ1 λ2 L th λ1 λ2 L th2 4( ) ( )c c c o o c c o o c c       ,  

2 2 2 2 2 2 2 21 1
Qth L th λ1 λ2 L th λ1 λ2 L th2 4( ) ( )c c c o o c c o o c c       ,  

2 2
L QL

QL
λ1

e
 



 , 
2 2
L Qth

Qth
λ1

e
 




 ,     (A.3) 

其中為角頻率，為水平 1X 方向的角波數， 為厚度 3X 方向的角波數， 與 c 分別

為徹體波的角波數與相速度，下標符號 可代表 S、L、th、QL 與 Qth 波，( λ1 , λ2 )為

計算角波數 QL 與 Qth 所定義的耦合項，( λ1o , λ2o )為計算波速 QLc 與 Qthc 所定義的耦合

項，以及( QLe , Qthe )為 QL 與 Qth 波的振幅比例。故可將(3.85)式中的矩陣 P 、 XQ 、 ZQ  

(或 Q )與 3( )XD 分別整理如下： 

P  
S

QL Qth

QL Qth0

i i i

i i i

e e

 


 
      
  


,         (A.4a) 

XQ  

2 2 2 2
S L QL L Qth

2 2
S QL Qth

QL Qth

2 [( 2 ) 2 ] [( 2 ) 2 ]

( ) 2 2

0 i e i e

  
  

 

          
      
   

 
k k

μ λ μ μ λ μ μ
μ μ μ , (A.4b) 

ZQ  

2 2
S QL Qth

2 2 2 2
S L L

QL QL Qth Qth

( ) 2 2

2 [( 2 ) 2 ] [( 2 ) 2 ]

0 i e i e

  
    

    
         
       

 


k k

μ μ μ
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3( )XD  
S 3

QL 3

Qth 3

exp( ) 0 0

0 exp( ) 0

0 0 exp( )

i X

i X

i X

  
    
   

,    (A.4d) 

其中列(colume)的依序分別代表 S、QL 與 Qth 波。此外，若忽略熱效應的影響，只考慮

彈性變形的作用，上述(A.4a-d)式可改寫如下： 

P  S

L

i i

i i



 

    


,           (A.5a) 

XQ  
2 2

S L L
2 2
S L

2 [( 2 ) 2 ]

( ) 2

 
 

      
     

μ λ μ μ
μ μ

,      (A.5b) 

ZQ  
2 2
S L

2 2
S L

( ) 2

2 [( 2 ) 2 ]

 
  

   
      



μ μ

μ λ μ μ
,      (A.5c) 

3( )XD  S 3

L 3

exp( ) 0

0 exp( )

i X

i X

  
    

,       (A.5d) 

其中上述(A.4b, c)與(A.5b, c)式中有幾個元素因應需要可改寫為 

2 2
L( 2 ) 2  λ μ μ  2 2

S( )  μ ,        (A.6a) 

2 2
L L( 2 ) 2  λ μ μ  2 2 2 2

S L( ) 2 ( )      μ μ ,     (A.6b) 

2 2
L QL( 2 ) 2  λ μ μ  2 2 2 2

S QL( ) 2 ( )      μ μ ,     (A.6c) 

2 2
L Qth( 2 ) 2  λ μ μ  2 2 2 2

S Qth( ) 2 ( )      μ μ .     (A.6d) 

假設平板厚度為 h，將上述(A.4c)式代入(3.88)與(3.89a, b)式，熱彈耦合板波之對稱

與反對稱運動模態的頻散特徵方程式 S,A ( , )  ，經過整理後分別表示如下： 

S 2 2 2 2 2 2
L Qth Qth S QL S QL S

2 2 2 2 2 2
L QL QL S Qth S Qth S

( , ) ( ) ( ) cot( 2) 4 cot( 2)

( ) ( ) cot( 2) 4 cot( 2) 0 ,

h h

h h

     

   

             
             


 

               (A.7a) 

A 2 2 2 2 2 2
L Qth Qth S QL S QL S

2 2 2 2 2 2
L QL QL S Qth S Qth S

( , ) ( ) ( ) tan( 2) 4 tan( 2)

( ) ( ) tan( 2) 4 tan( 2) 0 .

h h

h h

     

   

             
             


 

               (A.7b) 
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此一結果與 Nowacki [72]以及 Sharma [86]的推導結果相同，經數值模擬後與第 3.4.2 節

中(3.88)式的模擬結果是一致的。在上述特徵方程式中不難發現，第一個中括號[ ]部分

屬於一般純彈性板波的特徵方程式 S,A ( , )  ，即 

S 2 2 2 2
S L S L S2 2( , ) ( ) cot( ) 4 cot( ) 0h h             ,    (A.8a) 

A 2 2 2 2
S L S L S2 2( , ) ( ) tan( ) 4 tan( ) 0h h             .    (A.8a) 

上述(A.8a, b)二式與文獻 169 與 170 所提供的結果相同。由(A.7a, b)與(A.8a, b)式所獲得

頻散與衰減關係，如圖 4.6 至 4.9 所示，可得知在各模態上兩者頻散曲線間的差異不大，

但在波數衰減曲線上兩者的表現就截然不同，主要是因(A.7a, b)式多了熱彈耦合造成的

衰減。 
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附錄 2 等向性平板中傳遞之熱彈導波的 Lamé 模態 

 

此一附錄中的推導完全依照第 3.4.2 節的流程，主要是以位移函數的假設作出發，

嘗試去驗證衰減頻譜在某些特定頻率下發生最小值的現象，並說明在此特定頻率下所呈

現的物理現象，即平板熱彈導波的 Lame 模態。承續附錄 1 的簡化假設，考慮一等向性

平板，其熱彈耦合的統御方程式為(A.2a-c)式。我們可根據(3.76a-c)式推導出矩陣 
P 之

元素 1kp
 、 3kp

 與 4kp
 分別為 

1u  ～ 2 2 2 2
1 th L/S L/S λ1 λ2[( )( 1) ]k k kp c c          ,     (A.9a) 

3u  ～ 2 2 2 2 2 2 2 2
3 th S L/S L/S λ1 λ2( )[( ) ( 1)]k k kp c c              ,   (A.9b) 

  ～ 2 2
4 λ2 S( )k k kp i       .         (A.9c) 

其中 L/S L Sc c c 。考慮一法向量為 3X 方向( Z )之表面，根據(3.80a, c, d)式推導出矩陣 
ZQ  

(或 
Q )之元素 ,1kqZ 、 ,3kqZ 與 ,4kqZ 分別為 

31T  ～ 
2 2 2 2 2 2 2

th S L/S
1 ,1 2 2 2

L/S λ1 λ2

( )[( ) ( 1)( )]

( )

k k k
k k

k

c
q q i

c

    


  
 

         
    

Z μ , (A.10a) 

33T  ～ 
2 2 2 2 2 2 2

th L/S S L/S
3 ,3 2 2 2 2

L/S λ1 λ2 S

( )[ ( ) ( 1)(2 )]

[( ) 2 ]

k k
k k k

k

c c
q q i

c

    

    
 

         
    

Z μ , (A.10b) 

3q  ～ 2 2 2
4 ,4 λ2 S( )k k k kq q        Z k ,       (A.10c) 

其中下標Z在此方向一般會除去不表示。此外，亦考慮一法向量為 1X 方向( X )之表面，

根據(3.78a, c, d)式推導出矩陣 
XQ 之元素 ,1kqX 、 ,3kqX 與 ,4kqX 分別為 

11T  ～ 
2 2 2 2 2 2 2

th L/S S L/S
,1 2 2 2 2

L/S λ1 λ2 S

( )[( 2)( ) ( 1)(2 )]

[( ) 2 ]

k k
k k

k

c c
q i

c

    

    


         
    

X μ , (A.11a) 

13T  ～ 
2 2 2 2 2 2 2

th S L/S
,3 2 2 2

L/S λ1 λ2

( )[( ) ( 1)( )]

( )

k k k
k

k

c
q i

c

    


  


        
    

X μ ,  (A.11b) 

1q  ～ 2 2
,4 λ2 S( )k k kq k       X k .        (A.11c) 
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上述(A.9a-c)、(A.10a-c)與(A.11a-c)式中，下標「 k」可給定為(1, 3, 4)，亦或(S, QL, Qth)，

代表多項式所求得的根 S 、 QL 與 Qth ，細節如(A.3)式所示。因此，矩陣 
P 、 

XQ 與 
ZQ

中的元素表示詳細整理如下： 

2 2 2 2
11 S th L/S L/S λ1 λ2 S

2 2 2 2 2
31 S th L/S L/S λ1 λ2

41

[( )( 1) ] ( )

[( )( 1) ] ( )

0

p c c

p c c

p

    

    







      


    
 

       (A.12a) 

2 2 2 2
13 14 th L/S L/S λ1 λ2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
33 34 th L/S L L/S λ1 λ2 L/S

2 2
43 44 λ2 S

, [( )( 1) ] ( )

, ( )( 1)( ) ( )

, ( )

p p c c

p p c c c

p p i

    

       

  

 

  

 

      


     
   

    (A.12b) 

2 2 2 2 2 2
11 S th L/S L/S λ1 λ2 S

2 2 2 2 2
31 S th L/S L/S λ1 λ2 S

41

[( )( 1) ] ( )

[( )( 1) ] (2 )

0

q i c c

q i c c

q

     

    







       


     
 

μ

μ       (A.13a) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
13 14 th L/S L L/S λ1 λ2 L/S

2 2 2 2 2 2
33 34 th L/S L/S λ1 λ2 S

2 2 2
43 44 λ2 S

, [( )( 1)( ) ( )] (2 )

, [( )( 1) ] ( )

, ( )

q q i c c c

q q i c c

q q k

        

    

 

  

 

 

        


      
     k

μ

μ   (A.13b) 

2 2 2 2 2
,11 S th L/S L/S λ1 λ2 S

2 2 2 2 2 2
,31 S th L/S L/S λ1 λ2 S

,41

[( )( 1) ] ( 2 )

[( )( 1) ] ( )

0

q i c c

q i c c

q

    

     







       
       




X

X

X

μ

μ       (A.14a) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
,13 ,14 th L/S L S L/S λ1 λ2 L/S S

2 2 2 2 2 2 2 2 2
,33 ,34 th L/S L L/S λ1 λ2 L/S

2 2
,43 ,44 λ2 S

, [( )( 1)(2( ) ) (2( ) )] ( )

, [( )( 1)( ) ( )] (2 )

, (

q q i c c c

q q i c c c

q q

         

        

   

  

  

 

          

       

    

X X

X X

X X k

μ

μ

)







 

                 (A.14b) 

其中 可定義為 QL 與 Qth。由上述諸式可發現， 41 41 ,41 0p q q    X ，這與(A4.a, b)式

的結果表示一致。而且，矩陣 
P 中列元素的比例結果，經數值計算後與(A.4a)式的結果

相同。此外，參考 Graff [169]以及 Royer 與 Dieulesaint [170]的著作內容，皆指出板波各

模態的頻散曲線在波數與相速度 Lamec 分別為 

S    與 Lame S2c c ,          (A.15) 
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稱之為 Lamé 模態。此一模態的特徵是運動時其單位體積的脹縮變化為零，即為等體積

變化。亦可發現平板中若存在面內 SV 波且以 45角作入射與反射，在此一連續入射與

反射過程中則無任何能量轉換。當 S   時，可得： 11 31p p   、 11 33 34 ,31 0q q q q      X

與 ,11 31q q  X ，這與(A4.b, c)式的結果表示一致。 

接著，參考(3.67a, b)式的狀態向量表示，以平板的中心面為基準可將運動特性分成

對稱(S)與反對稱(A)兩種模態，改寫(3.67a, b)式可得 

S
1
S
3

S

u

u

 
 
 
  

~ 

S S
1 1 3 11 3 3 13 4 3 14 1
S S
3 1 3 31 3 3 33 4 3 34 3
S S
4 1 3 41 3 3 43 4 3 44 4

cos( ) cos( ) cos( )

sin( ) sin( ) sin( )

cos( ) cos( ) cos( )

U X p X p X p C

U i X p i X p i X p C

U X p X p X p C

  

  

  

       
            
           

    

          1exp[ ( )]i X t   ,   (A.16a) 

A
1
A
3

A

u

u

 
 
 
  

~ 

A A
1 1 3 11 3 3 13 4 3 14 1
A A
3 1 3 31 3 3 33 4 3 34 3
A A
4 1 3 41 3 3 43 4 3 44 4

sin( ) sin( ) sin( )

cos( ) cos( ) cos( )

sin( ) sin( ) sin( )

U i X p i X p i X p C

U X p X p X p C

U i X p i X p i X p C

  

  

  

       
            
           

 

          1exp[ ( )]i X t   ,   (A.16b) 

針對一法向量為 3X 方向( Z )之表面，改寫(3.70a, b)式可得 

S
31
S

33
S
3

T

T

 
 
 
  q

~ 

S S
,1 1 3 11 3 3 13 4 3 14 1

S S
,3 1 3 31 3 3 33 4 3 34 3

S S
,4 1 3 41 3 3 43 4 3 44 4

sin( ) sin( ) sin( )

cos( ) cos( ) cos( )

sin( ) sin( ) sin( )

V i X q i X q i X q C

V X q X q X q C

V i X q i X q i X q C

  

  

  

       
            
           

Z

Z

Z

 

          1exp[ ( )]i X t   ,   (A.17a) 

A
31
A

33
A
3

T

T

 
 
 
  q

~ 

A A
,1 1 3 11 3 3 13 4 3 14 1

A A
,3 1 3 31 3 3 33 4 3 34 3

A A
,4 1 3 41 3 3 43 4 3 44 4

cos( ) cos( ) cos( )

sin( ) sin( ) sin( )

cos( ) cos( ) cos( )

V X q X q X q C

V i X q i X q i X q C

V X q X q X q C

  

  

  

       
            
           

Z

Z

Z

 

          1exp[ ( )]i X t   ,   (A.17b) 

針對一法向量為 1X 方向( X )之表面，改寫(3.68a, b)式可得 

S
11
S

13
S
1

T

T

 
 
 
  q

~ 

S S
,1 1 3 ,11 3 3 ,13 4 3 ,14 1

S S
,3 1 3 ,31 3 3 ,33 4 3 ,34 3

S S
,4 1 3 ,41 3 3 ,43 4 3 ,44 4

cos( ) cos( ) cos( )

sin( ) sin( ) sin( )

cos( ) cos( ) cos( )

V X q X q X q C

V i X q i X q i X q C

V X q X q X q C

  

  

  

       
            
           

X X X X

X X X X

X X X X

 

           1exp[ ( )]i X t   , (A.18a) 
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A
11
A

13
A
1

T

T

 
 
 
  q

~ 

A A
,1 1 3 ,11 3 3 ,13 4 3 ,14 1

A A
,3 1 3 ,31 3 3 ,33 4 3 ,34 3

A A
,4 1 3 ,41 3 3 ,43 4 3 ,44 4

sin( ) sin( ) sin( )

cos( ) cos( ) cos( )

sin( ) sin( ) sin( )

V i X q i X q i X q C

V X q X q X q C

V i X q i X q i X q C

  

  

  

       
            
           

X X X X

X X X X

X X X X

 

           1exp[ ( )]i X t   . (A.18b) 

已知 41 41 ,41 0p q q    X ，利用上述(A.14a, b)式有關 31T 、 33T 與 3q 之結果，配合平

板的上下自由邊界條件，可推導出對稱與反對稱模態的頻散方程式 S,A ( , )  。再者，

當 S   時，已知 11 33 34 0q q q     及 14 43 13 44( ) 0q q q q     ，頻散方程式 S,A ( , )  可簡化

獲得 Lamé 模態的滿足條件。因此，對稱模態(S)的推導細節如下所示： 

44 QL 11 33 S 31 13

43 Qth 11 34 S 31 14

[cot( 2) cot( 2) ]

[cot( 2) cot( 2) ] 0

q h q q h q q

q h q q h q q

    

    

    

     
      (A.19) 

QL 33 44 Qth 34 43 11

S 14 43 13 44 31

[cot( 2) cot( 2) ]

cot( 2) ( ) 0

h q q h q q q

h q q q q q

    

    

  

   
      (A.19') 

當 S   ： Scot( 2) 0h   或 Scos( 2) 0h       (A.20) 

  1
2( ) 2h n       或 1

2k h n        (A.21) 

  1
2( )h n    ( 0,1,2,n   )      (A.22) 

  1 1
Lame S2 2( ) ( ) 2f h n c n c             (A.23) 

同理，反對稱模態(A)的推導細節如下所示： 

44 QL 11 33 S 31 13

43 Qth 11 34 S 31 14

[tan( 2) tan( 2) ]

[tan( 2) tan( 2) ] 0

q h q q h q q

q h q q h q q

    

    

    

     
      (A.24) 

QL 33 44 Qth 34 43 11

S 14 43 13 44 31

[tan( 2) tan( 2) ]

tan( 2) ( ) 0

h q q h q q q

h q q q q q

    

    

  

   
      (A.24') 

當 S   ： Stan( 2) 0h   或 Ssin( 2) 0h       (A.25) 

  2h m      或 k h m        (A.26) 

  h m   ( 1,2,m  )      (A.27) 

  Lame S2f h m c m c            (A.28) 
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上述(A.21)與(A.26)二式可稱為在波數( k )與頻率( f )之頻散關係圖中發生 Lamé 模態的

滿足條件，並由此一條件可發現熱彈波會在平板厚度方向產生共振。以厚度方向來看，

參考(A.22)與(A.27)二式所示，在對稱 Lamé 模態會產生波長為 1
2( )h n  的駐波，而在反

對稱 Lamé 模態會產生波長為 h m的駐波，其模態之振型分別如圖 4.10 所示。(A.23)與

(A.28)二式則分別代表發生對稱與反對稱 Lamé 模態時的頻率大小。此外，根據矩陣 
P 、


XQ 與 

ZQ 的元素，此處的(A.12)、(A.13)與(14)式與附錄 1 的(A.4a-c)式，兩者的推導皆

會獲得相同結果，同理，以下推導亦同。 

最後，亦可利用(A.14a-b)式配合平板的邊界條件可推導出 S,A S,A S,A
1 3 4{ , , }C C C Τ的係數

比例關係。假設 S   時，我們可利用已知的條件，以及(A.20)與(A.25)式之結果，推導

簡化(A.16a, b)、(A.17a, b)與(A.18a, b)式，對稱模態(S)的結果如下所示： 

S
1
S
3

u

u

 
 
 

~ 1 3 S
31 1

1 3

cos( )

sin( )

X
p C

i X
  

  
1exp[ ( )]i X t  ,      (A.29a) 

S
11
S

33

T

T

 
 
 

~ S
1 3 31 1

1
cos( )

1
X q C 

  
1exp[ ( )]i X t  ,     (A.29b) 

S  S
13T  S

3q  S
1q  0 .          (A.29c) 

同理，反對稱模態(S)的結果如下所示： 

A
1
A
3

u

u

 
 
 

~ 1 3 A
31 1

1 3

sin( )

cos( )

i X
p C

X
  

  
1exp[ ( )]i X t  ,     (A.30a) 

A
11
A

33

T

T

 
 
 

~ A
1 3 31 1

1
sin( )

1
i X q C 

  
1exp[ ( )]i X t  ,     (A.30b) 

A  A
13T  A

3q  A
1q  0 .          (A.30c) 

由(A.29c)與(A.30c)式發現當 Lamé 模態發生時，平板內部的溫度變化為零，而且無

熱能傳輸( 3 1 0 q q )，以及平板中各質點所受的剪應力 13T 皆為零。由(A.29a)與(A.30a)

式可知單位體積變化 0dV 為零( 1,1 3,3 0u u  )。由(A.29b)與(A.30b)式可知只有兩個方向的

軸向應力正負交互變換( 11 33T T  )。因此，可以說當 Lamé 模態發生時，平板內振動主

要是由體積的膨脹收縮所造成，而且在這過程中體積變化為零以及能量轉換過程不會因

熱的作用而消散。 
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在平板的 1X 方向上，假設在一個有限距離(或波長)內會發生共振傳遞現象，為實現

此一駐波形成之目的，須滿足的情況為：將彈性波造成「往右」與「往左」傳遞的應力

疊加並令其為零。分別考慮(A.29b)與(A.30b)式的應力表示，經過推導證實了此一有限

距離(或波長)與(A.22)與(A.27)式的結果一致。參考如圖 4.10 所示之模態振型，亦發現

水平方向共振傳遞之駐波與厚度方向共振之駐波的波長相同，而且，可明顯地發現每一

邊長為 1/2 波長之正方形格子在共振時的體積變化是為零，即為等體積變化。 
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附錄 3 表面受理想液體負載之平板導波的特徵方程式 

 

回顧第 5.1 節的理論模型，將黏滯性液體設為理想液體，忽略其動態黏滯係數，即

0f  ，材料係數定義為 11 13
f f

fc c κ  與 55 0fc  。再加上在理想液體中只有體積的膨脹

收縮且不會出現剪力作用，即振幅大小 S 0fC
  以及勢函數 0fψ  。根據(5.13)與(5.14)

式所示，在 ( , )  域的位移 f
Iu 與應力 f

IJ  ( , 1, 3I J  )可改寫為 

L 3 L 3

1 3 L L( , , ) ( e e )f fi X i Xf
f fu X i C C        ,       (A.31a) 

L 3 L 3

3 3 L L L( , , ) ( e e )f fi X i Xf
f f fu X i C C        ,       (A.31b) 

L 3 L 32
11 3 11 L L L( , , ) ( e e )f fi X i Xf f

f f fT X c C C         ,      (A.32a) 

13 3( , , ) 0fT X   ,            (A.32b) 

33 3 11 3( , , ) ( , , )f fT X T X    .          (A.32c) 

因此，在(5.16)式中矩陣 1
Q 與 1

Q 內元素 

11 31 13 11 31 33 0f f f f f fq q q q q q             ,       (A.33a) 

2 2
33 13 11 L

f
f f f fq q c         .         (A.33b) 

接著，鑑於理想液體的特性，液體與平板兩者間的界面( 3 0X  )上，只滿足垂直於界面

(沿 3X 方向上)的正向位移與正向曳力連續，以及兩者在平行於界面(沿 1X 方向上)的切向

位移存在一位移差 0u 。加上液體上表面( 3X h  )邊界之正向曳力為零，以及固體下表

面( 3X H )邊界之曳力為零。上述關係可整理如下： 

在 3X h  ： 33 ( ) 0fT h  .        (A.34) 

在 3 0X  ： 1 1 0(0) (0)fu u u   , 3 3(0) (0) 0fu u  ,    (A.35a, b) 

 31 31(0) (0) 0fT T  , 33 33(0) (0) 0fT T  .    (A.35a, b) 

在 3X H ： 31( ) 0T H  , 33( ) 0T H  .     (A.36a, b) 
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配合上述邊界條件，則(5.24)式可改寫為 

L L

S SL L

S L

33 33

13 13 11 13 11 13

33 33 31 33 31 33

11 13 11 13

33 33 31 33 31 33

11 13 11 13

31 33

e e 0 0 0 0

0 0

0 0 e e e e

0 0 e e

f fi h i h
f f

f f

f f

f f

i H i Hi H i H

i H i

q q

p p p p p p

p p p p p p

q q q q

q q q q q q

q q q q

q q

   

     

     

   

     

       

  

 

   

   

   

   

S L

L
0

L

S

L

S

L

31 33

0

0

0

0

0

0
e e

f

f

i HH i H

C
u

C

C

C

C

C

q q













    

 
                            

    
    
    
         

, 

               (A.37) 

在上述(A.37)式中可依據待定係數不為零的條件，獲得表面受理想液體負載之平板導波

的特徵方程式 ( , )  如下所示 

( , )    

L L

f f

S SL L

S SL

L L L L

2 2 2 2
S L S L

2 2 2 2 2 2
S S S S S S

2 2 2 2
S L S L

2 2
S S S

e e 0 0 0 0

0 0 ( 2 ) 2 ( 2 ) 2

2 ( 2 ) 2 ( 2 )

0 0 ( 2 )e 2 e ( 2 )e 2 e

0 0 2 e ( 2 )e 2 e

f fi h i h

f f

i H i Hi H i H

i H i Hi H

i i i i i i

 
 

 

     

       

     

   

   

    

  

       

      

      

    

     L2 2
S( 2 )e i H   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

0 , 

                 (A.38) 

以及由不同待定係數所組成的位移差 0 ( , )u   表示為 

0 S S S L L L L( , ) ( ) ( ) ( )f fu i C C i C C i C C                .    (A.39) 

再者，將(A.38)式中矩陣右下方5 4 部分的行列式可拆解成兩個部分，第一部分是

考慮一彈性平板的上下表面( 3 0X  與 H )皆為自由(free)邊界，即 31(0)T  33(0)T   

31( )T H  33( )T H 0 ，其特徵方程式 f-f ( , )  可寫為 

S SL L

S SL L

2 2 2 2
S L S L

2 2 2 2
S S S S

f-f 2 2 2 2
S L S L

2 2 2 2
S S S S

( 2 ) 2 ( 2 ) 2

2 ( 2 ) 2 ( 2 )
( , )

( 2 )e 2 e ( 2 )e 2 e

2 e ( 2 )e 2 e ( 2 )e

i H i Hi H i H

i H i Hi H i H

     
     

 
     

     

    

    

       
 

            
         

. 
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                 (A.40a) 

第二部分是考慮平板的上表面( 3 0X  )為滑動(slip)邊界，下表面( 3X H )為自由邊界，

即 3(0)u  31(0)T  31( )T H  33( )T H 0 ，其特徵方程式 s-f ( , )  可寫為 

S SL L

S SL L

L L
2 2 2 2
S L S L

s-f 2 2 2 2
S L S L

2 2 2 2
S S S S

( 2 ) 2 ( 2 ) 2
( , )

( 2 )e 2 e ( 2 )e 2 e

2 e ( 2 )e 2 e ( 2 )e

i H i Hi H i H

i H i Hi H i H

i i i i 
     

 
     

     

    

    

     
 

              
         

. 

                 (A.40b) 

引用上述(A.40a, b)二式，由(A.38)式所展開之特徵方程式 ( , )  0 可簡化為 

L Lf f2 2
L f-f S s-f L f-f S s-fe ( ) e ( ) 0f fi h i h
f fi i 

                    

 f 2
L L f-f L S s-fcos( ) sin( ) 0f f fh i i h k

               

 f 2
L f-f S s-f L[ tan( )] 0f fi k i h

                

 f 2
L f-f S s-f Ltanh( ) 0f fk h

       ,       (A.41) 

其中 L Lf fi   ，加上已知液體厚度 h範圍為0 至，則可得 L0 tanh( ) 1f h   。因此，

當厚度 0h ，代表忽略了平板上表面負載之液體，可得 Ltanh( ) 0f h  ，則(A.41)式可

寫為 f-f 0  ，如(A.40a)式所示。反之，當厚度h，代表平板上表面負載之液體為

一半無窮域，可得 Ltanh( ) 1f h  ，而(A.41)式可簡化為 

f 2
L f-f S s-f 0f k

     .           (A.42) 

最後，再利用複數尋根方法求得相速度頻散與波數衰減之關係，並與黏滯性液體的結果

作比較討論。 

另外一方面，為了瞭解平板上表面負載之液體層的厚度大小對相速度頻散曲線變化

的影響，可藉由平板與液體兩者間剛性的觀點來作分析。由於液體層的材料特性相較於

平板來說是比較柔軟，可將平板的上下表面皆可假設為自由邊界，並獲得其特徵方程式

f-f 0  ，如(A.40a)式所示。此外，液體層的上表面假設為自由邊界，而下表面可假設

為沿 1X 方向運動的滑動邊界，即 31 ( )fT h  33 ( )fT h  3 (0)fu  31 (0)fT 0 。再引用(A.31b)

與(A.32b, c)式，可獲得其特徵方程式為 
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Lcos( ) 0f h    或  1
L 2( )f h m    .  ( 0,1,2,m  )    (A.43) 

根據單一平板導波的波傳特徵方程式 f-f 0  ，如(A.40a)式所示，藉由相速度頻散曲線

可得知，除 0A 與 0S 模態外，其餘模態的截止頻率(cut-off frequency) cut-offf 會落在 

cut-offf H  c n  , ( 1,2,3,n  ) 

 1
2( )c m   , ( 0,1,2,m  )       (A.44) 

其中 代表 S 與 L，其結果如表 5.4 中 a1、a2、a3 與 b1 所示。再者，根據在單一液體層

傳遞的波傳特徵方程式，如(A.43)式所示，可獲得其截止頻率 cut-offf 為 

cut-offf h  1
L 2( ) 2fc m   . ( 0,1,2,m  )       (A.45) 

改變液體層厚度 h，其結果如表 5.4 中 c1-c3、d1-d5 與 e1-e8所示。因此，利用數值方法

所獲得平板與液體層的相速度頻散曲線，再配合上述(A.44)與(A.45)二式的整理結果，

瞭解相速度頻散曲線受到液體層厚度 h改變的影響趨勢。 
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