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等速旋轉傾斜 Timoshenko 梁的穩態變形與自由振動分析 

 

研究生：黃智麟                            指導教授：蕭國模博士 

國立交通大學機械工程學系博士班 

 

摘    要 

本研究之主要目的在探討設定角(setting angle)為 °0 及 °90 時具不同傾

斜角(inclination angle)之等速旋轉傾斜 Timoshenko 梁的穩態變形及自由振

動。本研究考慮的 Timoshenko 梁係以一傾斜角剛接在以等角速度旋轉的

圓柱上，並將旋轉梁的運動方程式建立在一個以等角速度旋轉的總體座標

上。本研究以 Timoshenko 梁正確的變形機制，利用虛功原理、d′Alembert

原理與幾何非線性梁理論之一致性線性化推導旋轉傾斜 Timoshenko 梁之

運動方程式。 

當設定角為 o90 時，旋轉傾斜 Timoshenko 梁的穩態變形僅有軸向位移

且其軸向振動與側向振動不互相耦合，其側向振動僅考慮撲翼振動

(flapping vibration)，本研究將以級數解求得旋轉傾斜梁的撲翼振動頻率及

振態。當設定角為 o0 時，旋轉傾斜 Timoshenko 梁的穩態變形含軸向和側

向變形且其軸向振動與側向振動因科氏力而相互耦合，側向穩態變形不為

零，本研究將以級數解求其側向穩態變形。 

本研究將梁結構分割成數段，每一段稱為一個元素，然後在每一個元

素當前的變形位置上建立一以等角速度旋轉的元素座標，每一個元素的變

形、節點內力與運動方程式都是建立在該元素座標上。當設定角為 o90



 II

時，本研究將每一個元素之統御方程式的解表示成含二個獨立係數的級數

矩陣，再由旋轉傾斜梁兩端的邊界條件及相鄰元素在共同節點的連續條件

求得一組齊次方程式，該組齊次方程式為一個特徵值問題，其係數形成之

矩陣的行列式值為零時的根，即為振動的自然頻率。本研究以二分法

(bisection method)求旋轉傾斜 Timoshenko 梁振動的自然頻率，並以逆冪法

(inverse power method)求得其振動模態。當設定角為 o0 時，本研究用類似

的方法求得一組非齊次方程式，以求得其側向穩態變形。 

本研究最後將以無因次化的數值例題探討旋轉傾斜 Timoshenko 梁之

自然頻率的收斂性、準確性，並探討傾斜角、無因次轉速、無因次轉軸半

徑及細長比對旋轉傾斜梁無因次自然頻率的影響，本研究還探討旋轉梁的

軸向振態與側向振態對應的自然頻率接近時，其振動模態的耦合及特徵值

曲線轉向與特徵值曲線轉向交叉的現象。 
 

關鍵詞：Timoshenko 梁，旋轉梁，傾斜角，d′Alembert 原理，虛功原理，

幾何非線性梁理論，級數解，撲翼振動(flapping vibration)，自然

頻率 
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Rotating Inclined Timoshenko Beam under Constant Angular Velocity 
 

Student：Chih-Ling Huang                  Advisor：Dr. Kuo-Mo Hsiao 

 
Department of Mechanical Engineering 
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Abstract 
 

  The steady state deformation and free vibration analysis of a rotating 

inclined Timoshenko beam with constant angular velocity is studied in this paper.  

Two different setting angles o0=β  and o90  are considered. The governing 

equations for linear vibration of a rotating Timoshenko beam are derived by the 

d'Alembert principle, the virtual work principle and the consistent linearization 

of the fully geometrically nonlinear beam theory in a rotating rectangular 

Cartesian coordinate system which is rigidly tied to the hub. 

  For o90=β  of the rotating inclined Timoshenko beam, the steady state 

deformation is only axial deformation. A method based on the power series 

solution is employed to solve the natural frequency and vibration modes of the 

axial vibration and flapping vibration. For o0=β , a similar method based on the 

power series solution is proposed to solve the steady lateral deformation and free 

vibration. 

  Here the rotating inclined beam is divided into several segments. The 

governing equations for linear vibration of each segment are solved by a power 

series. Substituting the power series solution of each segment into the 

corresponding boundary conditions at two end nodes of the rotating beam and 

the continuity conditions at common node between two adjacent segments, a set 

of homogeneous equations can be obtained. The natural frequencies may be 
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determined by solving the homogeneous equations using the bisection method. 

Then the inverse power method is used to find the corresponding vibration 

modes. 

  Dimensionless numerical examples are studied to verify the accuracy of the 

proposed method and to investigate the dimensionless natural frequency of 

rotating inclined beams with different inclined angles, dimensionless angular 

velocities, dimensionless radius of the hub, and slenderness ratios. The 

phenomenon of eigenvalue curve crossing and eigenvalue curve veering are also 

investigated for rotating inclined beams that has two modes with closely spaced 

natural frequencies.
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符號說明 

 

 ia  ：加速度分量 

a  ：加速度向量 

Oa  ：原點的絕對加速度 

A  ：梁的截面積 

inC  ：每個元素的待定係數 
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第一章 導論 
 

在許多實際的例子，像是渦輪真空幫浦的葉片、直升機的旋轉翼、衛

星的支翼、風扇的葉片、飛機的螺旋槳及長且具有撓性的空間旋轉吊桿等

都可以視為旋轉梁結構，而實際機構的應用上都受到振動之影響，因此振

動分析在旋轉梁結構的設計和分析上是很重要的，許多文獻在這方面已做

過研究[1-21]。實用上在機械領域裡面，依照不同的需求和特性，我們會需

要不同尺寸的旋轉梁。對一細長比較小的梁，其剪變形及旋轉慣量都不可

忽略，故將其視為 Timoshenko 梁來分析；相對的，對一細長比較大的梁，

其剪變形的影響就可以忽略，故我們就把它視為 Euler 梁來分析。因此研究

時常將 Timoshenko 梁與 Euler 梁分開探討。在作振動分析上影響旋轉梁振

動頻率的參數很多，包括旋轉柱的半徑、旋轉梁的長度、旋轉梁端點的附

加質量、旋轉的速度、剪變形、轉動慣量、設定角(setting angle)、傾斜角

(inclination angle)、預扭角(pre-twisted angle)與旋轉梁根部的彈性拘限等，

在研究時應探討這些參數的影響，正確解析旋轉梁之振動行為，使能設計

出更臻完善之旋轉梁結構。 

關於旋轉梁結構的振動分析在文獻 [1, 2]有詳細的回顧與探討。

Schilhansl[3]在考慮離心力但忽略科氏力(coriolis force)的情況下，導出如圖

一所示具有設定角β 之等速旋轉梁振動的微分方程式。Lee and Kuo[4]探討

了等速旋轉 Euler 梁之旋轉軸的中心半徑、設定角及轉速對旋轉梁彎矩振動

自然頻率的影響。Krupka and Banumanis[5]忽略彎矩及扭矩擾動間的耦合效

應，研究旋轉梁受彎矩及扭矩擾動後旋轉慣量及剪變形對自然頻率和模態

的影響。Yokoyama[6]將旋轉慣量及剪變形、旋轉軸的中心半徑和設定角合

併到有限元素的模式中，探討其對自然頻率的影響。Lee and Lin[7]用線性

梁理論去推導旋轉 Timoshenko 梁之運動方程式，並探討了旋轉速度和質量
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慣性矩(mass moment of inertia)的耦合效應、設定角和旋轉速度對彎矩自然

頻率的影響。文獻[8-11]則探討不同細長比之旋轉梁受軸向壓應力時之臨界

轉速。 

文獻[3-11]均用線性梁理論推導旋轉梁的運動方程式，且在其振動分析

時都不考慮科氏力，即不考慮軸向與側向振動間的耦合作用，僅考慮側向

振動。然 Simo and Vu-Quac[22]提到在分析旋轉結構時需要用完整的幾何非

線性梁理論之一致性二階線性化，才能考慮到各種變形間與速度間的耦合

作用，適當的計算離心力對彎矩剛度的影響，若用線性梁理論將會產生虛

假的彎矩剛度流失，無法得到正確的運動方程式。在文獻[3-11]中因採用線

性梁理論去推導旋轉梁的運動方程式，所以文獻[3-11]中推導的旋轉梁之運

動方程式及所求得之振動的自然頻率，除了設定角為零度外，應是不正確

的，且文獻[3-11]中都假設沒有軸向變形，卻均無討論該假設之適用轉速範

圍和影響。 

文獻[12, 13]考慮了軸向變形及科氏力，利用幾何非線性梁理論的一致

性線性化、虛功原理及 d′Alembert 原理，在旋轉座標上推導出如圖一所示

之等速旋轉 Timoshenko 梁正確的線性運動方程式，並提出一套旋轉梁振動

的自然頻率的級數解法及計算其自然頻率的數值計算程序，再以例題探討

其振動的自然頻率及科氏力對自然頻率的影響。不過文獻[12, 13]的數值方

法對細長比很大的梁在高轉速時無法收斂。 

文獻[14]是考慮如圖一所示之等速旋轉 Euler 梁，亦利用虛功原理與

d′Alembert 原理和非線性梁理論的一致性線性化在旋轉座標上，推導旋轉

Euler 梁的統御方程式，然後採級數解法來分析旋轉梁之自由振動。文獻[14]

將旋轉 Euler 梁均分成多段，每段稱為一個元素，由每個元素的統御方程式

的級數解及旋轉梁兩端點的邊界條件及相鄰兩元素在共同節點上的連續條

件求得旋轉梁的自然頻率。文獻[14]發現當細長比很大時，在高轉速下僅用
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一個元素無法求得正確的自然頻率，需將旋轉梁分成二個以上的元素，才

能求得精確的自然頻率。但文獻[14]並未考慮如圖二所示具有傾斜角α 的旋

轉梁。 

所謂具傾斜角(inclination angle)之旋轉梁，即梁之形心軸的延長線不會

與旋轉中心軸相交。在實用上電腦之冷卻風扇目前已有採用具傾斜角的葉

片[18]，但除了文獻[15-21]的旋轉梁具傾斜角之探討外，其餘吾人所知的文

獻研究中旋轉梁都不具傾斜角。Lee[15]用假設模態法探討傾斜角不為零之

旋轉梁的自然頻率，但沒有考慮穩態變形。Al-Qaisia[16]探討傾斜角不為零

具端點質點之旋轉梁的非線性動態反應，但沒有探討旋轉梁的穩態變形及

自然頻率。在文獻[23]中提到，以等角速率旋轉的旋轉梁，由於慣性力的作

用，存在一個穩態變形，這個穩態變形為旋轉梁的角速率的函數，旋轉梁

的自由振動是指以其穩態變形為平衡點的微小振動，其自然振動頻率即指

該微小振動的自然頻率，故探討旋轉梁的自然振動頻率時，須先求出其穩

態變形。文獻[17-19]探討具有設定角與傾斜角的旋轉 Timoshenko 梁和 Euler

梁之自由振動，在旋轉梁的線性振動方程式中考慮了軸向穩態變形及科氏

力，但沒有考慮側向位移的穩態解。當傾斜角不為零時，由圖二可以發現

因離心力的作用，旋轉梁之軸向位移及側向位移的穩態解都應不為零，而

文獻[17-19]忽略了側向位移的穩態解，所求得旋轉梁之自然頻率可能不準

確。文獻[17-19]亦無探討細長梁在高轉速之自然振動頻率。 

文獻[20]探討設定角為 °0 與 °90 時傾斜角不為零之 Euler 梁之自由振

動，同文獻[14]利用 d′Alembert 原理、虛功原理、幾何非線性梁理論的一致

線性化在一旋轉座標系統中推導等速旋轉傾斜 Euler 梁的線性運動方程

式，然後採級數解法來分析旋轉梁之自由振動，並將旋轉梁均分成多段，

以處理細長梁在高轉速之情況。文獻[20]發現當梁的細長比及無因次的轉速

很大時，若計算時使用雙精度，則最少需將旋轉梁分成兩段，才能得到可
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靠的自然振動頻率。當設定角為 °90 時，不管傾斜角是多少，旋轉傾斜梁僅

有軸向穩態變形，無側向穩態變形，故其振動的統御方程式與文獻[14]的統

御方程式有相同的形式，文獻[20]先求出軸向位移的穩態解，再求出以穩態

解為平衡點的自然振動頻率及振態。當設定角為 °0 時，旋轉傾斜梁有軸向

及側向的穩態變形，但不易用級數解求解，文獻[20]僅探討旋轉傾斜 Euler

梁的側向穩態解及推導其自然振動的統御方程式。文獻[21]則利用共旋轉有

限元素法推導旋轉傾斜 Euler 梁的運動方程式，探討具不同傾斜角之等速旋

轉傾斜 Euler 梁的穩態變形及自然振動頻率。 

因文獻上仍較缺乏傾斜角不為零之旋轉 Timoshenko 梁的研究。故本研

究擬探討如圖二所示具傾斜角α及設定角 β 之雙對稱矩形截面之旋轉傾斜

Timoshenko 梁的穩態變形及自由振動，本研究擬採用文獻[14, 20]的方法推

導穩態變形及自由振動的統御方程式，並探討設定角為 °0 及 °90 之旋轉傾斜

Timoshenko 梁的穩態變形及自然振動頻率與振態。本研究第二章中先以旋

轉傾斜 Timoshenko 梁正確的變形機制，利用虛功原理、d′Alembert 原理與

幾何非線性梁理論之一致性線性化推導旋轉傾斜 Timoshenko 梁之穩態變形

的統御方程式和以穩態變形為平衡點之軸向、側向及旋轉的線性微分振動

方程式，在運動方程式中保留了科氏力及轉動慣量對自然頻率的影響。另

外分別以設定角為 °0 及 °90 之情況求得旋轉傾斜 Timoshenko 梁之穩態及振

動的統御方程式。在第三章中先考慮設定角為 o90 時之情況，此時軸向變形

與側向變形間無耦合關係存在，本研究中僅考慮一個方向的側向振動，其

形式如圖三為撲翼振動(flapping vibration)，本研究將梁結構分割成數段，每

一段稱為一個元素，然後在每一個元素當前的變形位置上建立一以等角速

度旋轉的元素座標，每一個元素的變形、節點內力與運動方程式都是建立

在該元素座標上。本研究將每一個元素之側向振動與旋轉之統御方程式的

解表示成級數矩陣，再由旋轉傾斜梁兩端的邊界條件及相鄰元素在共同節
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點的連續條件求得一組齊次方程式，使該組齊次方程式係數形成之矩陣的

行列式值為零時的根，即可以數值方法求得旋轉傾斜梁的振動自然頻率及

振態。接著再說明設定角為 o0 時，旋轉傾斜 Timoshenko 梁含軸向和側向耦

合之穩態變形的側向穩態解法，並利用振動的統御方程式說明振動解法。

在第四章中將說明本研究所採用的數值計算方法及求旋轉傾斜 Timoshenko

梁振動的自然頻率及其對應之振動模態的程序。第五章中以無因次化的數

值例題探討旋轉傾斜 Timoshenko 梁之自然頻率的收斂性、準確性，並探討

設定角、傾斜角、無因次轉速、無因次轉軸半徑及細長比對旋轉傾斜梁無

因次自然頻率的影響，以及探討旋轉梁的軸向振態與側向振態對應的自然

頻率接近時，其振動模態的耦合及特徵值曲線轉向(Eigenvalue curve veering)

與特徵值曲線交叉(Eigenvalue curve crossing)的現象[24, 25]。第六章為本研

究之結論與展望。最後本文再列出參考文獻與本文所使用的附表及附圖。 
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第二章 理論推導 
 

2.1 問題描述 

本文考慮如圖二所示一均勻且雙軸對稱之矩形斷面 Timoshenko 梁，以

設定角β 與傾斜角α剛接在一剛性圓柱上，該圓柱以等角速率Ω繞其中心軸

旋轉。本文中所有梁的位移、變形和振動指的是在一個以等角速率Ω繞圓

柱中心軸旋轉的旋轉座標上描述的位移、變形和振動。本文中僅考慮梁的

軸向位移，單一個側向位移及旋轉。以等角速率旋轉的傾斜梁存在著一個

含軸向及側向變形但沒有振動的穩態(steady state) [23]。本文中所有的振動

都是指以該穩態解為平衡點的振動。本文中考慮的振動是線性振動，所以

由振動造成的位移、速度和加速度都視為是一微小量(infinitesimal quantity)。 

 

2.2 座標系統 

如前所述，本文是在一旋轉座標上描述旋轉傾斜梁的位移、變形及運

動狀態。本文中所用的旋轉座標系統 1X 2X 3X 可以說明如下： 

如圖四與圖五所示，旋轉座標的原點是取在旋轉梁斷面的形心軸與旋

轉圓柱的交點，其 1X 軸和梁變形前的斷面形心軸一致，其 2X 和 3X 軸是取旋

轉梁變形前的斷面主軸方向。 

該旋轉座標系統是以等角速率Ω繞圓柱中心軸旋轉，本文中僅考慮梁

在 1X 和 2X 軸方向的位移及繞 3X 軸的斷面旋轉。本文中旋轉梁的位移、變

形、速度、加速度及運動方程式均在此座標系統中定義。 

角速度向量Ω在旋轉座標上可表示如下 

{ }ββ cossin0 ΩΩ=Ω             (2.2.1) 

其中β 為梁的設定角(setting angle)。本文中以{ }代表行矩陣。 
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2.3 Timoshenko 梁的變形描述 

本文是在旋轉座標 )3,2,1(X =ii 上描述梁的變形。因本文僅考慮梁在

21 X-X 平面上的變形，所以 Timoshenko 梁的變形可以由其形心軸在 21 X-X

平面的位移及其斷面繞 3X 軸的旋轉來描述，因 )3,2,1(X =ii 座標的原點速度及

加速度皆不為零，在推導梁元素的速度及加速度時須加以考慮。 

圖六中的 P 點為梁中的任意點，Q 點為 P 點在形心軸上的對應點，即 P

點與 Q 點位於梁的同一斷面上，s為 O 點到 Q 點間形心軸在變形後的弧長。

在旋轉座標上，P 點在梁變形前後的位置向量可分別表示如下 

{ }zyx=0r               (2.3.1) 

{ } { }zyvyxurrr ϕϕ cossin321 +−+==r      (2.3.2) 

),()( txuxuu ds +=              (2.3.3) 

),()( txvxvv ds +=               (2.3.4) 

),()( txx ds ϕϕϕ +=              (2.3.5) 

其中 t代表時間， x 、 y 與 z 分別為梁變形前 P 點在 )3,2,1(X =ii 軸的座標，

)(xus 、 )(xvs 與 )(xsϕ 分別為穩態的 1X 軸方向之軸向位移、 2X 軸方向之側向位

移與梁斷面繞 3X 軸的旋轉角， ),( txud 、 ),( txvd 與 ),( txdϕ 則分別是 Q 點在 1X 軸

方向及 2X 軸方向的微小位移與梁斷面繞 3X 軸的微小振動旋轉角。 

本文中的應變採用工程應變。為了推導上的方便，本文中由 Green strain

求得與其對應之工程應變[26]。Timoshenko 梁的 Green strain 中不為零的應

變有 11ε 及 12ε ，假如將(2.3.1)式中的 x y z 座標視為拉格蘭日座標(Lagrange 

co-ordinates)，則 11ε 及 12ε 可以表示成 
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)1(
2
1

,,11 −= x
t
xrrε               (2.3.6) 

y
t
x ,,12 2

1 rr=ε                (2.3.7) 

 

對應Green Strain 11ε 之工程應變ε 可以表示成 

1)21( 2/1
11 −+= εε              (2.3.8) 

 

對應Green Strain 12ε 之工程剪應變γ 可以表示成 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

= −
ε

εγ
1
2sin 121               (2.3.9) 

 

將(2.3.2)式分別對x、y微分可得 

{ }0)sin)(sin1()cos)(cos1( 00, ϕκθεϕκθε yyx −+−+=r      (2.3.10) 

{ }0cossin, ϕϕ−=yr             (2.3.11) 

1)]2(1[ 212
,

2
,,0 −+++=

∂
∂−∂

= xxx vuu
x

xsε         (2.3.12) 

0

,
1

sin
ε

θ
+

=
∂
∂

= xv
s
v               (2.3.13) 

0

,
1
1)(cos

ε
θ

+
+

=
∂
+∂

= xu
s

ux             (2.3.14) 

0

,
1

1
ε

ϕϕ
ρ

κ
+

=
∂
∂

== x
s              (2.3.15) 

其中 0ε 為形心軸的單位長度伸長量(the unit extension of the centroid axis)，θ

為 1X 軸與形心軸切線方向的夾角，κ為梁中心軸的曲率(the curvature about 

the arc length s )。 
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將(2.3.10)式-(2.3.11)式代入(2.3.6)式與(2.3.7)式，可得 

{ }1])cos(21[)1(
2
1 222

011 −+−−+= κϕθκεε yy         (2.3.16) 

)sin()1(
2
1

012 ϕθεε −+=             (2.3.17) 

 

將(2.3.16)式-(2.3.17)式代入(2.3.8)式與(2.3.9)式，可得 

1])cos(21)[1( 2/122
0 −+−−+= κϕθκεε yy         (2.3.18) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−

−
= −

2/122
1

])cos(21[
)sin(sin

κϕθκ
ϕθγ

yy
         (2.3.19) 

 

本文中假設變形為小變形，位移為小位移，由 1, <<xv 及(2.3.13)式，可

知 1sin <<θ ，所以本文在以後的推導中將採用近似式如下 

θθ ≈sin , 1cos ≈θ , ϕϕ ≈sin , 1cos ≈ϕ , 11 0 ≈+ ε , 11 , ≈+ xu     (2.3.20) 

1)cos( ≈−ϕθ , ϕθϕθ −≈− )sin(           (2.3.21) 

 

將(2.3.20)式代入(2.3.13)式及(2.3.15)式，可得近似值為 

xv,≈θ                 (2.3.22) 

x,ϕκ ≈                 (2.3.23) 

 

本文中假設 10 <<ε ，但因在穩態的軸向及側向變形為一有限量(finite 

quantity)，所以該軸向應變與側向變形間的耦合作用必需考慮，故(2.3.12)
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式中 0ε 在推導的過程中保留到變形參數的二次項(the second order terms)，因

此(2.3.12)式可表示成如下的近似式 

2
,,0 2

11 xx vu
x
s

+=−
∂
∂

=ε             (2.3.24) 

 

將(2.3.21)式-(2.3.24)式代入(2.3.18)式及(2.3.19)式，可得工程應變ε 及工程剪

應變γ 為 

xxx yvuy ,
2

,,)00 2
11( ϕκεεε −+=+−=          (2.3.25) 

ϕϕθ
κ
ϕθγ −=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= −
xv

y ,
1

1
sin           (2.3.26) 

 

因本文用虛功原理及d′Alembert原理推導運動方程式，所以需要應變的

變分、位置向量的變分及速度、加速度。為了方便稱呼，本文由振動造成

的位移、應變、速度及加速度都將稱為擾動量。在最後本文推導的結果將

保留至擾動量的一次項，但推導的過程中，太早做線性化會造成一些擾動

量之一次項的漏失，太慢做線性化又會使推導過程變的很繁雜，所以本文

在推導時將視實際推導過程在適當的時間引入線性化。其推導說明如下 

 

應變的變分 

將(2.3.25)式變分並保留到擾動量的一次項可得 

xxxx yvvu ,,,, ϕδδδδε −+=             (2.3.27) 

將(2.3.26)式變分並保留到擾動量的零次項可得 

ϕδδδγ −= xv,               (2.3.28) 
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位置向量的變分 

將(2.3.2)式變分並保留到擾動量的一次項後，將(2.3.20)式代入可得 

{ }0ϕδϕδδϕδδ yvyu −−=r            (2.3.29) 

 

速度 

因 321 XXX 座標之原點的速度不為零，所以旋轉梁 P 點的絕對速度可表示成 

{ } rΩrvv ×++== &Ovvv 321            (2.3.30) 

AOO rΩv ×=                (2.3.31) 

{ }0sincos αα RRAO −=r            (2.3.32) 

其中 R 為圓柱的半徑，α為梁的傾斜角， AOr 為圓柱中心點A到 321 XXX 座標

原點O的位置向量，Ω為(2.2.1)式中旋轉圓柱的角速度向量， Ov 為原點O因

圓柱以等角速度旋轉而產生的速度，r為(2.3.2)式中P點變形後的位置向量，

r&為P點在旋轉座標上的速度。 

 

將(2.2.1)式與(2.3.32)式代入(2.3.31)式可得 

{ }βαβαβα sincoscoscoscossin Ω−ΩΩ= RRROv       (2.3.33) 

 

r&可由(2.3.2)式對時間微分求得 

{ }0sincos ϕϕϕϕ &&&&& yvyu
t

−−=
∂
∂

=
rr          (2.3.34) 

 



12 
 

由(2.2.1)式及(2.3.2)式可得 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω+−−
Ω+−

Ω+−Ω
=×

βϕ
βϕ

βϕβ

sin)sin(
cos)sin(

cos)cos(sin

uyx
uyx

vyz
rΩ          (2.3.35) 

 
將(2.3.34)式-(2.3.35)式代入(2.3.30)式可得 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω+−−Ω−
Ω+−+−+Ω

Ω+−Ω+−+Ω
=

βϕβα
βϕϕϕβα

βϕβϕϕβα

sin)sin(sincos
cos)sin(sincoscos

cos)cos(sincoscossin

uyxR
uyxyvR

vyzyuR
&&

&&

v     (2.3.36) 

 

加速度 

旋轉梁 P 點的絕對加速度可以表示成 

{ } )(2321 rΩΩrΩrΩraa ××+×+×++== &&&&Oaaa        (2.3.37) 

)( AOO rΩΩa ××=               (2.3.38) 

其中 Oa 為原點O的絕對加速度，r&& 為P點在旋轉座標上的加速度，2 rΩ &× 為科

氏加速度，Ω& 為旋轉圓柱的加速度向量，Ω為旋轉圓柱的角速度向量，r為

P點變形後的位置向量。因本研究僅考慮等角速度的旋轉，所以Ω& 與 rΩ×& 均

為零。 

 

將(2.2.1)式、(2.3.31)式與(2.3.33)式代入(2.3.38)式可得 

{ }ββαβαα cossinsincossincos 2222 Ω−ΩΩ−= RRROa      (2.3.39) 
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r&& 可由(2.3.34)式對時間微分求得 

{ }0coscoscossin 22
2

2
ϕϕϕϕϕϕϕϕ &&&&&&&&&&&& yyvyyu

t
−−−+=

∂

∂
=

rr     (2.3.40) 

 
由(2.2.1)式及(2.3.34)式可得 

{ }βϕϕβϕϕβϕϕ sin)cos(cos)cos(cos)sin( Ω+−Ω−Ω+−=× &&&&&&& yuyuyvrΩ  (2.3.41) 

 

由(2.2.1)式與(2.3.2)式可得 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

Ω++Ω−
Ω+−Ω

Ω+−−
=××

ββϕβ
βϕββ

ϕ

cossin)cos(sin
cos)cos(cossin

)sin(
)(

222

222

2

vyz
vyz

uyx
rΩΩ       (2.3.42) 

 
將(2.3.20)式及(2.3.39)式-(2.3.42)式代入(2.3.37)式，並保留到擾動量的一次

項可得 

)cos(cos2 22
1 uxRyvyua −−−Ω+Ω+Ω−−= αϕβϕ &&&&&        (2.3.43) 

ββββαββϕϕ cos)sincoscossin(coscos)(2 222
2 Ω+−+Ω−Ω−+−= zyRvyuyva &&&&&&  

                 (2.3.44) 
ββββαβββϕ sin)sincoscossin(cossinsin)(2 22

3 Ω+−−Ω+Ω−−= zyRvyua &&  (2.3.45) 
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2.4 旋轉傾斜梁的統御方程式 

本文利用虛功原理及d′Alembert原理在旋轉座標上推導旋轉傾斜梁的

運動方程式。圖七所示為梁中的一小段，點1、2為其端點，s為形心軸的弧

長。本文中採用在 1X 和 2X 軸方向的位移u、v及繞 3X 軸的旋轉角ϕ為廣義位

移。在梁斷面上與該廣義位移對應的廣義合力為 1X 及 2X 軸方向的力 1F 及

2F ，以及繞 3X 軸的力矩M。圖七中 jF1 、 jF2 及  M j 分別代表合力 1F 、 2F 及M

在端點 j ( )21, j = 之值。 

若給端點 ( )2 ,1 =jj 一個虛位移 juδ 、 jvδ 及 jϕδ ，其中 ( ) j表示在端點 j 之

值，則由虛功原理可知對應於該端點的虛位移，外力所作的虛功等於內力

所作的虛功。 

intext WW δδ =                (2.4.1) 

 

本文中假設材料為彈性材料，應力與應變的關係式符合虎克定律。而

內力所作的虛功又分為虛應變所造成的虛功及將加速度視為慣性力併入

body force中所作的虛功，故內力所作的總虛功可表示成 

dVdVGdVEW tt
s

t
int ∫∫∫ ++=

2
1 

2
1

2
1 

arδργδγαεδεδ        (2.4.2) 

dAdxdV =                (2.4.3) 

其中E為楊氏模數(Young’s modulus)，G 為剪力模數(shear modulus)， sα 為

剪力修正因子(shear correction factor)，ρ為梁的密度，V 為梁之端點 1、2 在

變形前的體積， A為梁的截面積。 
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將(2.3.25)式、(2.3.27)式及(2.4.3)式代入(2.4.2)式中右邊的第一項。由於

本文中所考慮的為雙對稱矩形斷面梁，故 0=∫A ydA 、 0=∫A zdA 、 0=∫A xydA 、

0=∫A yzdA ，且使用梁的截面慣性矩(the moment of inertia of the cross-section)

為 ∫= A
dAyI 2 ，並將推導式保留到擾動量的二次項可得 

dxIuAvvvAuuAuEdVE xxxxxxxxx
t ∫∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

2
1 ,,,

2
,,,,,,

2
1 2

1 δϕϕδδδεδε    (2.4.4) 

 

將(2.3.26)式、(2.3.28)式及(2.4.3)式代入(2.4.2)式中右邊的第二項可得 

[ ]∫∫ −−−=
2
1 ,,,

2
1 

)()( dxvvvGAdVG xxxs
t

s ϕδϕδϕαγδγα       (2.4.5) 

 

將(2.3.29)式、(2.3.43)式-(2.3.45)式及(2.4.3)式代入(2.4.2)式中右邊的第

三項，並利用 0=∫A ydA 、 0=∫A zdA 、 0=∫A xydA 、 0=∫A yzdA 及梁的截面慣性

矩 ∫= A
dAyI 2 ，並保留到擾動量的一次項可得 

[ ]

vdxRvuvA

dxI

udxuxRvuAdVt

δβαββρ

δϕβϕϕρ

δαβρδρ

∫

∫

∫∫

Ω+Ω−Ω++

Ω−+

−−−Ω+Ω−=

2
1

2222

2
1

22

2
1

22
1 

)cossincoscos2(

)sin(

)cos(cos2

&&&

&&

&&&ar

  (2.4.6) 

 

將(2.4.4)式-(2.4.6)式代入(2.4.2)式，則內力所作的虛功可得 

[ ]

[ ]
[ ] dxEIdxvGAI

dxvvGAvEAu

vdxRvuvA

dxuvuEAudxuxRvuAW

xxxs

xxsxx

xxxint

∫∫

∫

∫

∫∫

+−−Ω−+

−++

Ω+Ω−Ω++

++++Ω−Ω−=

2
1 ,,

2
1 ,

22

2
1 ,,,,

2
1

2222

2
1 ,

2
,,

2
1

2

)()sin(

)(

)cossincoscos2(

)
2
1()cos(cos2

δϕϕδϕϕαβϕϕρ

δϕα

δβαββρ

δδαβρδ

&&

&&&

&&&

 (2.4.7)
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因本文假設梁沒有外加負荷，所以 extWδ 即為梁斷面外力之合力所作的

虛功，可表示如下 

2
121 )( δϕδδδ MvFuFWext ++=            (2.4.8) 

其中 1F 與 2F 分別為作用在軸向 1X 軸與側向 2X 軸的力，M 為繞 3X 軸的力矩， 

， ( ) 2
1 表示 ( )在端點 2 之值減掉 ( )在端點 1 之值。 

 

(2.4.8)式之 extWδ 可以改寫成 

∫

∫
+++++=

++=++=

2
1 ,,,2,2,1,1

2
1 21

2
121

)(

)()(

dxMMvFvFuFuF

dxMvFuF
dx
dMvFuFW

xxxxxx

ext

δϕδϕδδδδ

δϕδδδϕδδδ
    (2.4.9)

 

 

將(2.4.7)式及(2.4.9)式代回(2.4.1)式可得 

∫ +++++
2
1 ,,,2,2,1,1 )( dxMMvFvFuFuF xxxxxx δϕδϕδδδδ       (2.4.10) 

[ ]

[ ]
[ ] dxEIdxvGAI

dxvvGAvEAu

vdxRvuvA

dxuvuEAudxuxRvuA

xxxs

xxsxx

xxx

∫∫

∫

∫

∫∫

+−−Ω−+

−++

Ω+Ω−Ω++

++++Ω−Ω−=

2
1 ,,

2
1 ,

22

2
1 ,,,,

2
1

2222

2
1 ,

2
,,

2
1

2

)()sin(

)(

)cossincoscos2(

)
2
1()cos(cos2

δϕϕδϕϕαβϕϕρ

δϕα

δβαββρ

δδαβρ

&&

&&&

&&&

 

 

將(2.4.10)式左右兩邊對應於相同虛位移的項相等，可以得到以下六個

方程式。 

)]cos(cos2[ 2
,1 uxRvuAF x ++Ω−Ω−= αβρ &&&         (2.4.11) 
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)cossincoscos2( 2222
,2 βαββρ Ω+Ω−Ω+= RvuvAF x &&&       (2.4.12) 

)()sin( ,
22

, ϕαβϕϕρ −−Ω−= xsx vGAIM &&          (2.4.13) 

)
2
1( 2

,,1 xx vuEAF +=              (2.4.14) 

)( ,,,2 ϕα −+= xsxx vGAvEAuF            (2.4.15) 

xEIM ,ϕ=                (2.4.16) 

其中(2.4.11)式-(2.4.13)式是旋轉傾斜梁的運動方程式(equations of motion)，

(2.4.14)式-(2.4.16)式是旋轉傾斜梁的本構方程式(constitutive equations)。 

 

將(2.4.14)-(2.4.16)式代入(2.4.11)-(2.4.13)式，旋轉傾斜梁的統御方程式

可表示如下 

)]cos(cos2[)( 2
,,, uxRvuAvvuEA xxxxx ++Ω−Ω−=+ αβρ &&&      (2.4.17) 

)cossincoscos2()()( 2222
,,,,, βαββρϕα Ω+Ω−Ω+=−+ RvuvAvGAvuEA xxxsxxx &&&  

                 (2.4.18) 

)()sin( ,
22

, ϕαβϕϕρϕ −−Ω−= xsxx vGAIEI &&         (2.4.19) 

上述(2.4.17)式與(2.4.18)式中加底線的項為科氏力(Coriolis force)項，本文將

此項保留以探討科氏力對自然頻率之影響。 

 

旋轉傾斜梁在穩態時，(2.3.3)式的 0),( =txud 、(2.3.4)式的 0),( =txvd 及

(2.3.5)式的 0),( =txdϕ ，即 )(xuu s= ， )(xvv s= ， )(xsϕϕ = 將其代入(2.4.17)式

-(2.4.19)式，可得穩態的統御方程式如下 
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)cos()( 2
,,, sxxsxsxxs uxRAvvuEA ++Ω−=+ αρ         (2.4.20) 

)cossincos()()( 222
,,,,, βαβρϕα RvAvGAvuEA sxsxxssxxsxs +−Ω=−+    (2.4.21) 

)(sin ,
22

, sxsssxxs vGAIEI ϕαβϕρϕ −−Ω−=         (2.4.22) 

 

將(2.3.3)式-(2.3.5)式代入(2.4.17)式-(2.4.19)式，再將其分別與對應的

(2.4.20)式-(2.4.22)式相減，保留到擾動量的一次項，即可得振動的統御方程

式如下 

)cos2()( 2
,,,,, Ω−Ω−=++ dddxdxxsxxdxsxxd uvuAvvvvuEA βρ &&&     (2.4.23) 

)coscos2()()( 22
,,,,,,, ββρϕα Ω−Ω+=−++ dddxdxxdsxxdxsxsxd vuvAvGAvuvuEA &&&  

                 (2.4.24) 

)()sin( ,
22

, dxdsddxxd vGAIEI ϕαβϕϕρϕ −−Ω−= &&        (2.4.25) 

 

因設定角β 不為 °0 或 °90 時，其振動應是三維的，本文中假設振動是二

維的，所以本文中僅考慮設定角 °= 0β 及 °= 90β 兩種情況。 

當 °= 0β 時，因 1cos =β 、 0sin =β ，代入(2.4.20)式-(2.4.22)式， °= 0β 之

穩態的統御方程式可表示如下 

)cos()( 2
,,, sxxsxsxxs uxRAvvuEA ++Ω−=+ αρ         (2.4.26) 

)sin()()( 2
,,,,, αρϕα RvAvGAvuEA sxsxxssxxsxs +−Ω=−+       (2.4.27) 

)( ,, sxssxxs vGAEI ϕαϕ −−=             (2.4.28) 
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由(2.4.23)式-(2.4.25)式， °= 0β 之振動的統御方程式可表示如下 

)2()( 2
,,,,, Ω−Ω−=++ dddxxsxdxxdxsxxd uvuAvvvvuEA &&&ρ       (2.4.29) 

)2()()( 2
,,,,,,, Ω−Ω+=−++ dddxdxxdsxxdxsxsxd vuvAvGAvuvuEA &&&ρϕα    (2.4.30) 

)( ,, dxdsdxxd vGAIEI ϕαϕρϕ −−= &&           (2.4.31) 

 

當 °= 90β 時，因 0cos =β 、 1sin =β ，代入(2.4.20)式-(2.4.22)式， °= 90β

之穩態的統御方程式可表示如下 

)cos()( 2
,,, sxxsxsxxs uxRAvvuEA ++Ω−=+ αρ         (2.4.32) 

0)()( ,,,,, =−+ xsxxssxxsxs vGAvuEA ϕα          (2.4.33) 

)( ,
2

, sxsssxxs vGAIEI ϕαϕρϕ −−Ω−=           (2.4.34) 

 

由(2.4.23)式-(2.4.25)式， °= 90β 之振動的統御方程式可表示如下 

)()( 2
,,,,, Ω−=++ ddxxsxdxxdxsxxd uuAvvvvuEA &&ρ        (2.4.35) 

dxdxxdsxxdxsxsxd vAvGAvuvuEA &&ρϕα =−++ )()( ,,,,,,,       (2.4.36) 

)()( ,
2

, dxdsddxxd vGAIEI ϕαϕϕρϕ −−Ω−= &&         (2.4.37) 

 

由(2.4.20)式知 )(xus 的統御方程式與傾斜角α及側向穩態解有關，但與

設定角β 無關，所以(2.4.26)式與(2.4.32)式之形式皆與(2.4.20)式相同。本文

將在第三章中由(2.4.32)式求出旋轉傾斜梁的穩態解，由(2.4.35)-(2.4.37)式求

出 °= 90β 時，不同傾斜角α之旋轉傾斜梁的自然振動頻率，由(2.4.26)-(2.4.31)

式說明 °= 0β 時，不同傾斜角α之旋轉傾斜梁的側向穩態與振動解。 
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第三章 旋轉傾斜梁的穩態與振動 
 

如前所述，以等速旋轉的傾斜梁，由於慣性力的作用，存在一個僅含

變形但沒有振動的穩態(steady state)[23]，在本文中所謂的振動就是以該穩

態變形為平衡點的自然振動，其振動為微小振動。本文中考慮設定角

°= 0β 與 °= 90β 兩種情況。本章將先探討 °= 90β 時的穩態解及振動的級數解

和自然頻率，之後再接著探討 °= 0β 時旋轉傾斜梁的穩態與振動解。 

 

3.1 °= 90β 時旋轉傾斜梁的穩態 

在第二章 2.4 節已推得設定角 °= 90β 時之統御方程式，故本節中將依

(2.4.32)式-(2.4.34)式之穩態方程式求其穩態解。 

 

由(2.4.34)式將穩態的側向應變以旋轉角之函數表示如下 

)(1
,

2
, xxssss

s
xs EIIGA

GA
v ϕϕρϕα

α
−Ω−=          (3.1.1) 

 

將(3.1.1)式對 x微分可得 

)(1
,,

2
,, xxxsxsxss

s
xxs EIIGA

GA
v ϕϕρϕα

α
−Ω−=         (3.1.2) 

 

將(3.1.1)式及(3.1.2)式代入(2.4.33)式可得 

0)(])[(

)(

,
2

,
2

,
2

,,
2

,,
2

=
Ω

−−Ω−
Ω

−−

++

sxxs
s

xsxs
s

xxsxxs
s

xxxsxs
s

u
G

IEEAIu
G

IEEA

u
G
IEEIu

G
IE

ϕ
α
ρϕρ

α
ρ

ϕ
α

ϕ
α

  (3.1.3) 
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因梁在固定端的位移為零，在自由端的應力為零，所以穩態的邊界條

件可以表示成 

0)0( =su , 0)(, =Lu xs              (3.1.4) 

0)0( =sv , 0)0(, =xsv              (3.1.5) 

0)0( =sϕ , 0)0(, =xsϕ              (3.1.6) 

 
由(3.1.3)式可知旋轉角的穩態解 0=sϕ ，將其代入(3.1.1)式積分後以邊

界條件(3.1.5)式代入可得側向位移的穩態解 0=sv 。本文中假設(2.4.32)式中

1<<
L
us ，其中 L 為梁的長度，故可以將 su 捨去，將(2.4.32)式以下列近似式

代替 

)cos(
2

, xR
E

u xxs +
Ω

−= αρ             (3.1.7) 

 

將(3.1.7)式對 x積分兩次後，由(3.1.4)式代入邊界條件，可求得軸向位

移的穩態解如下 

])
2

cos(
2

cos
6
1[

2
23

2
xLRLxRx

E
us +−+

Ω
−= ααρ        (3.1.8) 

 

由(3.1.8)式對 x 微分可得軸向應變 

)
2

coscos
2

(
222 LRLxRx

Es −−+
Ω

−= ααρε          (3.1.9) 

 

由(3.1.9)式可知，當 x 為 0 時有最大應變 

)
2
1cos(2

max += αε rk              (3.1.10) 
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E
Lk ρ

Ω=                (3.1.11) 

L
Rr =                 (3.1.12) 

其中 k 為無因次的轉速， r 為無因次的圓柱轉軸半徑 

 

3.2 °= 90β 時旋轉傾斜梁的振動方程式及其解 

如前節所述，側向位移 )(xvs 的穩態解為零，將其代入 (2.4.35)式

-(2.4.37)式中。由於振動所造成的位移，即(2.3.3)式之 du 、(2.3.4)式中的 dv

及(2.3.5)式中的 dϕ ，都是擾動量，所以在振動方程式的推導中僅保留 du 、

dv 、 dϕ 及其微分到一次項。在不致引起混淆的情況下，為了推導時的方

便，在本節中將(2.4.35)式-(2.4.37)式中的 du 、 dv 及 dϕ 的下標去掉，即以

u 、 v 及 ϕ 代表振動所造成的位移，所以振動的統御方程式 (2.4.35)式

-(2.4.37)式可改寫成 

)( 2
, Ω−= uuEu xx &&ρ              (3.2.1) 

vvGvuE xxxsxxxs &&ρϕα =−+ )()( ,,,,,           (3.2.2) 

)()( ,
2

, ϕαϕϕρϕ −−Ω−= xsxx vGAIEI &&           (3.2.3) 

 

旋轉傾斜Timoshenko梁在固定端 0=x 與自由端 Lx = 的邊界條件可表示

成 

0),0( =tu ,  0),(, =tLu x             (3.2.4) 

0),0( =tv ,  0),(, =tLv x             (3.2.5) 

0),0( =tϕ ,  0),( =tLϕ ,  0),(, =tLxϕ          (3.2.6) 
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由(3.2.1)式-(3.2.3)式可發現 u 及 v 並不耦合，故 u 和 v 可分別求解。由

(3.2.1)式及(3.2.4)式可以解得旋轉梁軸向振動的振態 Ru 及自然頻率如下 

L
axuR sin=                (3.2.7) 

π
2

12)( 2122 +
=+=

nkKa             (3.2.8) 

E
LK ρω=                (3.2.9) 

其中K 為無因次的自然頻率， k 於(3.1.11)式中已定義，為無因次的轉速。

此解的型式與文獻[20]之旋轉傾斜 Euler 梁解得的結果相同，可知旋轉傾斜

Timoshenko 梁與 Euler 梁之軸向振動的自然頻率及振態是一致的。 

 

文獻[14]中提到在高轉數時僅用一個級數來表示整根 Euler 梁的振動，

在有些情況無法求得振動頻率，文獻[20]中提到若計算時使用雙精度，則

最少需將旋轉 Euler 梁分成兩段，才能得到可靠的自然振動頻率。故本文

採用與文獻[14, 20]一樣的方式，在分析(3.2.2)式-(3.2.3)式時將 Timoshenko

梁均分成 N 段，為方便稱呼，每一段稱為一個元素，所以每個元素的長度

皆為 

N
Ll =                 (3.2.10) 

 

第m 個元素的統御方程式與(3.2.2)式-(3.2.3)式相同，但其獨立變數 x的

範圍為 1+≤≤ mm xxx ，其中  )1( lmxm −= , Nm ....,,2,1= (見圖八)。本文中每個

元素都用一個級數來表示其統御方程式的解。 
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令 

2
1

−
−

=
l
xx mξ , 

l
vV =)(ξ , 

l
uU s

s =)(ξ          (3.2.11) 

E
l

N
kk ρ

Ω==               (3.2.12) 

l
RrNr ==                (3.2.13) 

I
Al

N

2
==

ηη , 
I

AL2
=η             (3.2.14) 

E
Gsαμ =                 (3.2.15) 

其中 k 已在(3.1.11)式定義，為無因次的轉速； r 已在(3.1.12)式定義，為無

因次的圓柱轉軸半徑；η 稱為細長比。將(3.1.8)式無因次化與(3.2.11)式

-(3.2.15)式代入(3.2.2)式-(3.2.3)式中，則可將統御方程式無因次化成 

V
E
lVVUs &&
2

,,,,, )()( ρϕμ ξξξξξξ =−+           (3.2.16) 

)()( ,
22

2
, ϕμηϕϕρϕ ξξξ −−Ω−= V

E
l

&&           (3.2.17) 

其中 

01
2

2, BBBUs ++= ξξξ              (3.2.18) 

12, 2 BBUs += ξξξ  

2
2 2

1 kB −=  

mrkrmkB 22
1 )cos5.0( −=+−−= α  

][
2
1])cos()cos5.0[(

2
1 222222

0 Nm rrkNrrmkB −−=+−+−−= αα  

αcos5.0 rmrm +−=  

αcosrNrN +=  
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若振動方程式(3.2.16)式-(3.2.17)式有自然頻率存在，則其解的形式必

可表示如下[14] 

ti
R et ωξξ )(),( QQ =              (3.2.19) 

}{),( ϕξ Vt =Q ,  }{)( RRR V ϕξ =Q          (3.2.20) 

其中 i = − 1，ω為自然頻率。 

 

將(3.2.18)式及(3.2.19)式代入(3.2.16)式-(3.2.17)式可得 

0)2()( 2
,,12,01

2
2 =+−+++++ RRRR VKVBBVBBB ξξξξ μϕξμξξ     (3.2.21) 

0)( 222
,

2
, =−+++ RRR kKV ϕμημηϕ ξξξ          (3.2.22) 

E
l

N
KK ρω==               (3.2.23) 

其中K 已在(3.2.9)式定義，為無因次自然頻率；K 是每個元素的無因次自

然頻率。 

 

將(3.2.21)式-(3.2.22)式用向量式表示如下 

0TQSQRQ =++ RRR ξξξ ,,             (3.2.24) 

012
201

2
2

10
0 RRRR ++=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +++= ξξμξξ BBB        (3.2.25) 

122
12

0
2

SSS +=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+
= ξ

μη
μξ BB  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+
= 222

2

0
0

μηkK
KT  
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

00
02

2
B

R ,  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

00
01

1
B

R ,  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

10
00

0
μB

R       (3.2.26) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

00
02 2

2
B

S ,  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

02
1

1 μη
μB

S  

其中 2R 、 1R 、 0R 、 2S 及 1S 為 22× 的常數矩陣。 

 

由於(3.2.24)式是一組線性常微分方程，其解以級數可表示成 

n

n
nR ξξ ∑

∞

=
=

0
)( CQ               (3.2.27) 

{ }nnn CC 21=C               (3.2.28) 

其中 )2,1( =iCin 是待定係數 

 

將(3.2.27)式對ξ微分一次及微分二次後與(3.2.25)式一併代入(3.2.24)式

可得 

0CCBCA =−+ −
∞

=
−−∑ 2

2
12 )( n

n
nnnnn ξ           (3.2.29) 

)1(
)2()3)(2( 1

02
1

02
1

0
−

+−+−−
−=

−−−

nn
nnn

n
TRSRRRA        (3.2.30) 

n
n

n
1

1
01

1
0)2( SRRRB

−− +−
−=  

其中 1
0
−R 代表 0R 矩陣的反矩陣(inverse matrix)。 

 

將(3.2.25)式-(3.2.26)式代入(3.2.30)式，由(3.2.29)式可得以下遞迴關係式 

12 −− += nnnnn CBCAC ,  2≥n            (3.2.31) 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+
+

+−−

−
−=

222
0

2
2

0

0)2)(1(

)1(
1

μη
μ

kK
B

KBnn

nnnA  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

−
+

−
−=

0

)1(
1

2
00

1

μη
μ

μ
μ BB
Bn

nnB  

其中 0B 、 1B 及 2B 已在(3.2.18)式定義， k 、η、μ及K 已分別在(3.2.12)式、

(3.2.14)式、(3.2.15)式及(3.2.23)式中定義。 

 

由(3.2.31)式可知 0C 與 1C 是獨立係數， ( )2≥nnC 可寫成 

1100 CYCYC nn
n += , 2≥n             (3.2.32) 

{ }20100 CC=C ,  { }21111 CC=C  

 

由(3.2.31)式及(3.2.32)式可得 

1
0

2
00

−− += n
n

n
n

n YBYAY             (3.2.33) 

1
1

2
11

−− += n
n

n
n

n YBYAY  

IYY == 1
1

0
0 ,  0YY == 0

1
1
0  

其中 I 及0各別是 22× 的單位矩陣及零矩陣。 

 

將(3.2.32)式代入(3.2.27)式可得 

1
2

10
2

0)( CYICYIQ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= ∑∑

∞

=

∞

= n

nn

n

nn
R ξξξξ         (3.2.34) 
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將(3.2.34)式表示如下 

CECECEQ )()()()( 1100 ξξξξ t
R =+=          (3.2.35) 

∑
∞

=
+=

2
00 )(

n

nnYIE ξξ ,  ∑
∞

=
+=

2
11 )(

n

nnYIE ξξξ         (3.2.36) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

)(
)(

)(
1

0
ξ
ξ

ξ
E
E

E               (3.2.37) 

}{ 10 CCC =               (3.2.38) 

其中 )(0 ξE 與 )(1 ξE 都是 22× 的矩陣， )(ξE 是由 )(0 ξE 與 )(1 ξE 組成的 24× 的矩

陣， 0C 與 1C 都是 12× 的待定係數矩陣，C是由 0C 與 1C 組成的 14× 的待定係

數矩陣。待定係數 0C 與 1C 必需由邊界條件決定。 

 

3.3 °= 90β 時旋轉傾斜梁結構的節點位移、節點力及邊界條件 

本節中將梁元素兩端點的位移及節點力表示成待定係數向量 0C 與 1C 的

函數。本節中以 ( ) j 表示 ( )在元素第 )2 ,1( =jj 個節點的值，以 ( )mj 表示 ( )

在第 ) ,,2 ,1( Nmm LL= 個元素的節點 )2 ,1( =jj 之值。本節中令 5.01 −=ξ 及

5.02 =ξ 。 

 

元素在第 j 個節點的廣義位移向量以 jQ )2 ,1( =j 表示， jV 及 jϕ 分別表

示元素在第 j 個節點的側向位移及旋轉角。由(3.2.35)式可得 

CNQQ Qjjjjj V === )(}{ ξϕ            (3.3.1) 

)( j
tti

Qj e ξω EN =               (3.3.2) 

其中 QjN 為 42× 的矩陣。 
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如前節所述，振動所造成的位移都是擾動量，所以在廣義位移及節點

力的推導中僅保留 du 、 dv 、 dϕ 及其微分到一次項。在不致引起混淆的情

況下，為了推導時的方便，同上一節中將 du 、 dv 及 dϕ 的下標去掉，即以

u 、 v 及ϕ代表振動所造成的位移。由(2.4.15)式及(2.4.16)式，本構方程式

表示如下 

)( ,,,2 ϕα −+= xsxxs vGAvEAuF            (3.3.3) 

xEIM ,ϕ=                (3.3.4) 

 

將(3.3.3)式及(3.3.4)式無因次化 

])[( ,,2 μϕμ ξξ −+= VUEAF s             (3.3.5) 

ξϕ,l
EIM =                (3.3.6) 

其中μ及 ξ,sU 已分別在(3.2.15)式及(3.2.18)式中定義。 

 

將(3.2.19)式代入(3.3.5)式及(3.3.6)式可得 

])[( 2,1,2 QeQe tt
sUEAF μμ ξξ −+=            (3.3.7) 

ξ,2Qet
l

EIM =               (3.3.8) 

 

元素在第 j 個節點的廣義節點力向量以 jF 表示， jF2 及 jM 分別表示元

素在第 j 個節點的側向力及力矩。將(3.3.1)式代入(3.3.7)式及(3.3.8)式中可

得 

}{ 2 jjj MF=F               (3.3.9) 
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CNeNe }])([{ 2,1,2 Qj
t

Qj
t

jsj UEAF μμξ ξξ −+=         (3.3.10) 

CNe ξ,2 Qj
t

j l
EIM =              (3.3.11) 

其中 }01{1 =e 及 }10{2 =e 。 

 

由(3.3.9)式-(3.3.11)式可得 

CNF Fjj =                (3.3.12) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −+
=

ξ

ξξ μμξ
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Qj
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Qj
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t

js
Fj

l
EI

UEA

Ne

NeNe
N         (3.3.13) 

其中 FjN 為 42× 的矩陣。 

 

旋轉傾斜梁的邊界條件有固定端位移為零和自由端外力為零，以及相

鄰兩元素在共同節點上都需滿足變形的相合條件及力的平衡條件，即應有

相同的側向位移、旋轉角、側向力及力矩。因此，旋轉傾斜梁的邊界條件

及連續條件如下 

0Q =1
1                 (3.3.14) 

1
12
+= mm QQ  

1
12
+= mm FF  

0F =N
2  

其中 

mm
Qj

m
j

m
j

m
j V CNQ == }{ ϕ  , m N= 1 2, , ,L  , j = 1 2,  
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mm
Fj

m
j

m
j

m
j MF CNF == }{ 2  , m N= 1 2, , ,L  , j = 1 2,  

m
jQ 表示第m個元素在第 j 個節點的廣義節點位移向量， m

jV 及 m
jϕ 分別表示

第m個元素在第 j 個節點的側向位移及旋轉角， m
jF 表示第m個元素在第 j

個節點的廣義節點力向量， m
jF2 及 m

jM 分別表示第m個元素在第 j 個節點的

側向力及力矩， m
QjN 及 m

FjN 分別表示第m個元素在第 j 個節點的 QjN 及 FjN 向

量， QjN 及 FjN 已分別在(3.3.2)式及(3.3.13)式中定義， mC 表示第 m個元素

的待定係數向量。 
 

3.4 °= 90β 時旋轉傾斜梁的自然頻率及振動模態 

旋轉傾斜梁振動的自然頻率，可由梁結構的兩端點的邊界條件及內部

節點的連續條件求得。將(3.3.1)及(3.3.12)式代入(3.3.14)式可得 

0KC =G                (3.4.1) 
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O   (3.4.2) 

{ }N
G CCCCC L321=            (3.4.3) 

其中CG 表示整體梁的待定係數向量，K 為 NN 44 × 的矩陣，CG 為 14 ×N 的
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矩陣， 0為 14 ×N 的零矩陣。 

當(3.4.1)式中的 GC 有非零解時，表示振動方程式(3.2.16)式及(3.2.17)

式有自然頻率存在。因(3.4.1)式為一齊項式(homogeneous equation)，所以

僅有當K 的行列式值為零時才有非零解。K 為無因次自然頻率K 的函數，

即 ( )KKK = ， K 在 (3.2.9)式中已經定義。所以滿足 ( ) 0det =KK 之 K 即為

(3.2.16)式及(3.2.17)式的無因次自然振動頻率。其計算方法將在下一章中

說明。令 ωK 與X 為(3.4.1)式之一對特徵值與特徵向量。特徵向量X 可以由

以下的廣義特徵值問題得到 

( )[ ] XXIK λω =+K              (3.4.4) 

其中 I 為 NN 44 × 的矩陣。 1=λ 可視為(3.4.4)式的特徵值。X可視為解(3.4.4)

式中對應於 1=λ 時之特徵向量。 

 

本文中用逆冪法(inverse power method)[13]解(3.4.4)式中 1=λ 時之特徵

向量。令 XC =G ，由CG中可得對應於每個元素的待定係數 mC ，將 mC 代入

(3.2.27)式及(3.2.31)式即可求得對應於 ωK 的振動模態。 

 

3.5 °= 0β 時旋轉傾斜梁的穩態 

在第二章 2.4 節已推得設定角 °= 0β 時之統御方程式，故本節中將依

(2.4.26)式-(2.4.28)式之穩態方程式求其穩態解。因(2.4.26)式-(2.4.28)式之

穩態方程式中，軸向位移、側向位移及旋轉角都相互耦合，不易求解。將

(2.4.26)式的穩態側向位移之二次項乘積忽略，其方程式將與 3.1 節 °= 90β

之穩態方程式(3.1.7)式一樣，故 °= 0β 之軸向穩態解即可沿用 °= 90β 時的

穩態解(3.1.8)式。本節中將探討 °= 0β 之側向位移與旋轉角的穩態解。 
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本節與 3.2 節一樣，在分析時將梁均分成 N 個元素，每個元素的長度

皆為(3.2.10)式之 l。第m 個元素的統御方程式與(2.4.27)式-(2.4.28)式相同，

獨立變數 x 的範圍為 1+≤≤ mm xxx ，其中  )1( lmxm −= , Nm ....,,2,1= 。本文中

每個元素都用一個級數來表示其統御方程式的解。 

 

令 

l
uU =)(ξ , 

l
vV s

s =)(ξ              (3.5.1) 

 

由(3.2.11)式及(3.5.1)式之假設，將(2.4.27)式-(2.4.28)式無因次化，並將

(3.2.18)式代入後可得 

αμϕξμξξ ξξξξ sin)2()( 22
,,12,01

2
2 rkVkVBBVBBB ssss =+−+++++    (3.5.2) 

0)( ,
2

, =−+ sss V ϕμηϕ ξξξ             (3.5.3) 

其中 k 、 r 、η及 μ 已分別在(3.2.12)式、(3.2.13)式、(3.2.14)式及(3.2.15)式

中定義。 

 

將(3.5.2)與(3.5.3)式用向量式表示如下 

sssss CQTSQRQ =++ ξξξ ,,            (3.5.4) 

}{)( sss V ϕξ =Q  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
= 2

2

0
0
μη

K
sT              (3.5.5) 

⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

0
sin2 αrk

sC  
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其中R 及S與(3.2.25)式中定義的R 及S的 22× 矩陣相同。 

 

由於(3.5.4)式是一組線性常微分非齊性方程，方程式的解可表示為 

sp
n

n
ns QaQ += ∑

∞

=0
)( ξξ              (3.5.6) 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== − 0sin

2

2
1

K
rk

sssp
αCTQ            (3.5.7) 

}{ 21 nnn aa=a               (3.5.8) 

其中 spQ 為方程式的特解， 1−
sT 是 sT 的反矩陣， ina  )2,1( =i 是待定係數。 

 

將 (3.5.6)式對 ξ 微分一次及微分二次後與 (3.2.25)式及(3.5.5)式代入

(3.5.4)式可得 

∑
∞

=
−− −+−−++−+−−

2
111222 ])1()2)(1[(])2()3)(2{[(

n
nns nnnnnn aSRaTSR   (3.5.9) 

0aR =−+ −2
0 })1( n

nnn ξ  

 

由(3.5.9)式可得遞迴關係式 

12 −− += nnnnn aBaAa ,  2≥n            (3.5.10) 
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其中 0B 、 1B 及 2B 已在(3.2.18)式定義， k 、η、μ及K 已分別在(3.2.12)式、

(3.2.14)式、(3.2.15)式及(3.2.23)式中定義。 
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由(3.5.10)式可知 0a 與 1a 是獨立係數， na 可寫成 

1100 aYaYa nn
n += , 0≥n             (3.5.11) 

{ }20100 aa=a ,  { }21111 aa=a  

IYY == 1
1

0
0 ,  0YY == 0

1
1
0  

其中 I 及0分別為 22× 的單位矩陣及零矩陣。 

 

當 2≥n 時，由(3.5.11)式可得 

1
2

10
2

02 aYaYa −−
− += nn

n ,  2≥n           (3.5.12) 

1
1

10
1

01 aYaYa −−
− += nn

n  

 

將(3.5.11)式及(3.5.12)式代入(3.5.10)式可得 

1
0

2
00

−− += n
n

n
n

n YBYAY ,  2≥n            (3.5.13) 

1
1

2
11

−− += n
n

n
n

n YBYAY  

 

將(3.5.11)式及(3.5.13)式代入(3.5.6)式可得 

sp
n n

nnnn
s QaYIaYIQ ++++= ∑ ∑

∞

=

∞

=2 2
1100 )()()( ξξξξ        (3.5.14) 

 

由(3.5.14)式表示如下 

sp
t

sps QaEQaEaEQ +=++= )()()()( 1100 ξξξξ        (3.5.15) 
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∑
∞

=
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2
00 )(

n

nnYIE ξξ ,  ∑
∞

=
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2
11 )(

n

nnYIE ξξξ         (3.5.16) 
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E
E

E               (3.5.17) 

}{ 10 aaa =                (3.5.18) 

其中 )(0 ξE 與 )(1 ξE 都是 22× 的矩陣， )(ξE 是由 )(0 ξE 與 )(1 ξE 組成的 24× 的矩

陣， 0a 與 1a 都是 12× 的待定係數矩陣，a 是由 0a 與 1a 組成的 14× 的待定係數

矩陣。待定係數 0a 與 1a 必需由邊界條件決定。 

 

本節中將梁元素兩端點的位移及節點力表示成待定係數向量 0a 與 1a 的

函數。本節中以 ( ) j 表示 ( )在元素第 )2 ,1( =jj 個節點的值，以 ( )mj 表示 ( )

在第 ) ,,2 ,1( Nmm L= 個元素的節點 )2 ,1( =jj 之值。本節中令 5.01 −=ξ 及

5.02 =ξ 。 

 

元素在第 j 個節點的廣義位移向量以 jQ )2 ,1( =j 表示， jV 及 jϕ 分別表

示元素在第 j 個節點的穩態的側向位移及旋轉角。由(3.5.15)式可得 

spjsjjsjjj V QaNQQ +=== )()(}{ ξξϕ          (3.5.19) 

)()( j
t

jsj ξξ EN =               (3.5.20) 

其中 )( jsj ξN 為 42× 的矩陣。 

 

因為在穩態時 0=== ddd vu ϕ ，所以(2.4.15)式及(2.4.16)式在穩態時可

表示如下 

)( ,,,2 sxssxsxs vGAvEAuF ϕα −+=           (3.5.21) 
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xsEIM ,ϕ=                (3.5.22) 

 

將(3.5.21)式及(3.5.22)式無因次化 

])[( ,,2 sss VUEAF μϕμ ξξ −+=            (3.5.23) 

ξϕ ,sl
EIM =                (3.5.24) 

其中μ及 ξ,sU 已分別在(3.2.15)式及(3.2.18)式中定義。 

 

元素在第 j 個節點的穩態的廣義節點力向量以 jF 表示， jF2 及 jM 分別

表示元素在第 j 個節點的側向力及力矩。將(3.2.18)式、(3.5.7)式及(3.5.19)

式代入(3.5.23)式及(3.5.24)式中可得 

}{ 2 jjj MF=F               (3.5.25) 

aNeNe }])({[ 2,1,2 sj
t

sj
t

jsj UEAF μμξ ξξ −+=         (3.5.26) 

aNe ξ,2 sj
t

j l
EIM =               (3.5.27) 

其中 }01{1 =e 及 }10{2 =e ， sjN 已在(3.5.20)式中定義。 

 

由(3.5.25)式-(3.5.27)式可得 

aNF Fjj =                (3.5.28) 
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其中 FjN 為 42× 的矩陣。 
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旋轉傾斜梁穩態的邊界條件有固定端位移為零和自由端外力為零，以

及相鄰兩元素在共同節點上都需滿足變形的相合條件及力的平衡條件，即

有相同的側向位移、旋轉角、側向力及力矩。因此，可得到以下的邊界條

件及連續條件 

0Q =1
1                 (3.5.30) 

1
12
+= mm QQ  

1
12
+= mm FF  

0F =N
2  

其中 

mm
sj

m
j

m
j

m
j V aNQ == }{ ϕ  , Nm  , ,2 ,1 L=  , 2 ,1=j  

mm
Fj

m
j

m
j

m
j MF aNF == }{ 2  , Nm  , ,2 ,1 L=  , 2 ,1=j  

 
m
jQ 表示第m 個元素在第 j 個節點的位移向量， m

jV 及 m
jϕ 分別表示第m個元

素在第 j 個節點的穩態的側向位移及旋轉角， m
jF 表示第m個元素在第 j 個

節點的節點力向量， m
jF2 及 m

jM 分別表示第m個元素在第 j 個節點的側向力

及力矩， m
sjN 及 m

FjN 分別表示第 m個元素在第 j 個節點的 sjN 及 FjN 向量，

sjN 及 FjN 已分別在(3.5.20)式及(3.5.29)式中定義， ma 表示第m個元素的待

定係數向量。 

 

旋轉傾斜梁穩態的自然頻率，可由穩態時梁結構的兩端點及內部節點
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的邊界條件求得。將(3.5.19)式與(3.5.28)式代入(3.5.30)式可得 

 

bKa =G                 (3.5.31) 
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  (3.5.32) 

{ }N
G aaaaa L321=            (3.5.33) 

其中 Ga 表示整體梁的待定係數向量，K 為 NN 44 × 的矩陣， Ga 為 14 ×N 的

矩陣，b為 14 ×N 的行矩陣，b的元素除第一個元素為(3.5.7)式中之 2

2 sin
K

rk α

外其餘皆為零。 

 

解聯立方程式(3.5.31)式即可求得 Ga ，將 Ga 中之 ma ( Nm ,,2,1 K= )分別

代入遞迴關係(3.5.10)式求得 na ，即可由(3.5.1)式、(3.5.4)式及(3.5.6)式求得

sv 與 sϕ 。 

 

3.6 °= 0β 時旋轉傾斜梁的振動方程式 

如前所述，振動造成的位移，即(2.3.3)式之 du 、(2.3.4)式中的 dv 及
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(2.3.5)式中的 dϕ 都是擾動量，所以在振動方程式的推導中僅保留 du 、 dv 、

dϕ 及其微分到一次項。在不致引起混淆的情況下，為了推導時的方便，在

本節中將(2.4.29)式-(2.4.31)式中的 du 、 dv 及 dϕ 的下標去掉，即以u 、 v及ϕ

代表振動所造成的位移，所以旋轉傾斜 Timoshenko 梁設定角 °= 0β 時振動

的統御方程式(2.4.29)式-(2.4.31)式可改寫成 

)2()( 2
,,,,, Ω−Ω−=++ uvuAvvvvuEA xxsxxxxsxx &&&ρ        (3.6.1) 

)2()()( 2
,,,,,,, Ω−Ω+=−++ vuvAvGAvuvuEA xxxsxxxsxsx &&&ρϕα      (3.6.2) 

)( ,, ϕαϕρϕ −−= xsxx vGAIEI &&            (3.6.3) 

 

本節與 3.2 節一樣，在分析時將梁均分成 N 個元素，每個元素的長度

皆為(3.2.10)式之 l。第m 個元素的統御方程式與(3.6.1)式-(3.6.3)式相同，但

其獨立變數 x 的範圍為 1+≤≤ mm xxx ，其中  )1( lmxm −= , Nm ....,,2,1= 。本文

中每個元素都用一個級數來表示其統御方程式的解。 

 

由(3.2.11)-(3.2.15)式及(3.5.1)式之假設，將(3.6.1)-(3.6.3)式無因次化可

得 

)2(
2

2
,,,,, VU

E
lUkVVVVU ss &&& Ω−=+++
ρ

ξξξξξξξξ        (3.6.4) 

)2()()(
2

2
,,,,,,, UV

E
lVkVVUUV ss &&& Ω+=+−++
ρϕμ ξξξξξξξξ      (3.6.5) 

ϕρϕμηϕ ξξξ &&
E
lV
2

,
2

, )( =−+             (3.6.6) 

 

因振動方程式(3.6.4)式-(3.6.6)式是耦合的偏微分方程式，須同時求

解。若振動方程式(3.6.4)式-(3.6.6)式有自然頻率存在，則其解的形式必可
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表示如下[13] 

ti
IR eit ωξξξ )]()([),( QQQ +=            (3.6.7) 

{ }ϕξ VUt =),(Q ,  { }RRRR VU ϕξ =)(Q ,  { }IIII VU ϕξ =)(Q   (3.6.8) 

其中 1−=i ，ω為自然頻率。 

 

將(3.2.12)式、(3.6.7)式及(3.6.8)式代入(3.6.4)式-(3.6.6)式可得 

02)( 22
,,,,, =+++++ ikKVUKkVVVVU ss ξξξξξξξξ        (3.6.9) 

0)(2)()( 22
,,,,,,, =++−−++ VKkikKUVVUUV ss ξξξξξξξξ ϕμ     (3.6.10) 

0)( 22
,

2
, =−++ ϕμημηϕ ξξξ KV            (3.6.11) 

其中K 為無因次自然頻率，已在(3.2.23)式中定義。 

 

將(3.6.7)式代入(3.6.9)式-(3.6.11)式可得 

02)( 22
,,,,, =−++++ IRRsRsR kKVUKkVVVVU ξξξξξξξξ      (3.6.12) 

02)( 22
,,,,, =+++++ RIIsIsI kKVUKkVVVVU ξξξξξξξξ       (3.6.13) 

0)(2)()( 22
,,,,,,, =+++−++ RIRRRsRs VKkkKUVVUUV ξξξξξξξξ ϕμ    (3.6.14) 

02)()()( 22
,,,,,,, =−++−++ RIIIIsIs kKUVKkVVUUV ξξξξξξξξ ϕμ    (3.6.15) 

0)( 22
,

2
, =−++ RRR KV ϕμημηϕ ξξξ           (3.6.16) 

0)( 22
,

2
, =−++ III KV ϕμημηϕ ξξξ           (3.6.17) 

 

將(3.6.12)式-(3.6.17)式以向量式表示如下 
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0QTQSQR =++ RIRIRIRIRIRI ξξξ ,,           (3.6.18) 

{ }IRIRIRRI VVUU ϕϕ=Q  
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(3.6.18)式是耦合的常微分方程式，其解應有如下的形式 
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其中 nC 、 nD 、 nE 、 nF 、 nG 、 nH 為待定係數。 
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將(3.6.19)式-(3.6.22)式代入(3.6.18)式，求出待定係數間的遞迴關係，

其方法可參考文獻[14]。由於本研究未將重點置放於此，本文僅提出推導

式提供爾後研究之參考。當傾斜角 °= 0α 時，側向穩態解 0=sV ，所以

(3.6.18)式將退化成與文獻[13]有相同的統御方程式，本文中將梁分成 N

段，以分段元素的數值方法求得旋轉傾斜Timoshenko梁振動的自然頻率及

振態，其數值結果可以與文獻[13]比較。 °= 0β 時，因科氏力的影響，軸向

振動與側向振動相互耦合，細長比在軸向振態與側向振態對應的自然頻率

接近時，軸向與側向振動的耦合更為顯著，在第五章數值例題中將探討特

徵值曲線轉向(Eigenvalue curve veering)的現象。 
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第四章 數值計算方法與程序 

 

本章在說明當設定角 °= 90β 時，旋轉傾斜 Timoshenko 梁運動的自然

頻率及其對應之振動模態的數值計算方法與程序。 

由本文前一章的內容可知，旋轉傾斜 Timoshenko 梁之軸向振動的振

態 Ru 及無因次自然頻率K 可以由(3.2.7)式-(3.2.9)式求得。將(3.2.18)式之軸

向穩態解及(3.2.19)式代入(3.2.16)式及(3.2.17)式可得側向振動與旋轉角的

統御方程式(3.2.21)式及(3.2.22)式。由(3.2.31)式及(3.2.33)式算出(3.2.36)式

之 )(ξE 的 24× 的矩陣，由節點位移向量(3.3.1)式、節點力向量(3.3.12)式及

(3.3.14)式之邊界條件與連續條件，組成 (3.4.2)式的剛度矩陣 K ， K 為

(3.2.23)式中分段元素的無因次自然頻率K 的函數。若 

( ) ( ) 0det == KKD K              (4.1.1) 

 

則(3.4.1)式之未定係數向量 GC 有非零解，亦即由(4.1.1)式可求得分段元素

的無因次自然頻率K 。 

此外，由於矩陣K 的維數隨著分段元素的個數增加而變大，為了避免

行列式的數值超過計算機所能處理的範圍，所以行列式值在數值程序中均

做以下的標準化 (normalization) 
 

( ) ( )
( )0D
KDKS =                (4.1.2) 



45 

 

本章解(4.1.1)式所採用的計算程序說明如下 

(1) 設定起始值 0K 及增量 KΔ 。令 KnKKn Δ+= 0 , L 2, ,1 ,0=n ，計算

( )nKS ，一直到發現 ( ) ( ) 01 <+II KSKS 。 

(2) 令 IL KK = ， 1+= IR KK ， ( )IL KSS = ， ( )1+= IR KSS ，其中下標 L 及 R

分別表示左界及右界。 

(3) 以二分法取該區間的中點
2

RL
M

KKK +
= 。 

(4) 計算 ( )MKS ，令 ( )MM KSS = 。 

(5) 若 0<MLSS ，則取[ LK , MK ]為新的區間，令 MR KK = ， MR SS = 。 

(6) 若 0>MLSS ，則取[ MK , RK ]為新的區間，令 ML KK = ， ML SS = 。 

(7) 若 C
L

LR e
K

KK
<

−
，其中 Ce 為給定的容許誤差值。 

令 MKK =ω ， ωK 即為(4.1.1)式分段元素的無因次自然頻率解，接著進

行下一步驟，否則回到步驟(3)。 

(8) 以逆冪法[13]解(3.4.4)式中 1=λ 時之特徵向量，求得該無因次自然頻率

ωK 的待定係數向量 GC 。 

(9) 利用(3.2.7)式、(3.2.27)式及(3.2.31)式求得該無因次自然頻率的振動模

態。 

(10)利用(3.2.23)式求得整體梁的無因次自然頻率 ( )ωωω NKKK = 。 

(11)回到步驟(1)繼續求下一個自然頻率及對應的振動模態。 
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第五章 數值例題 
 

本章將以數值例題探討旋轉傾斜Timoshenko梁的自然頻率的收斂性與

準確性、分析無因次轉速 0=k 之 Timoshenko 梁的自然頻率、設定角

°= 0β 時旋轉 Timoshenko 梁在不同無因次轉速k 時之自然頻率，以及設定

角 °= 90β 時具不同傾斜角α之旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同無因次轉速

k 時之自然頻率，最後再探討 °= 0α 之旋轉 Timoshenko 梁當軸向振態與側

向振態對應的自然頻率接近時，在 °= 0β 之特徵值曲線轉向(Eigenvalue 

curve veering)與 °= 90β 之特徵值曲線交叉(Eigenvalue curve crossing)的現

象。其中將考慮不同的無因次轉軸半徑 r 、無因次轉速 k 、傾斜角α 、設

定角β及梁的細長比η 對自然頻率所產生的影響。 

因旋轉傾斜梁之使用一般在彈性範圍內，而大部分工程材料的降伏應

變遠小於 1，本文在推導時假設穩態解的軸向應變 1<<ε ，所以本章中將最

大應變 maxε 定為 210− ，視應變小於最大應變 maxε 時的轉速為合理範圍，因

此在本章中所分析的例題之轉速都考慮在合理的轉速值中。另外，根據描

述需要，本章中第 i 個振態指的是對應於無因次轉速 0=k 時的第 i 個無因

次自然頻率 iK 之振態；軸向振態指的是該振態在無因次轉速 0=k 時的振

動是軸向振動；側向振態指的是該振態在無因次轉速 0=k 時的振動是側

向振動。 

 

5.1 收斂性分析 

為了確保分析結果的精度，文獻[14, 20]都使用了三個元素的級數解，

但文獻[14]中僅分析傾斜角 °= 0α 之旋轉梁，為了確保 °≠ 0α 時分析結果的

精度，本節中探討了使用不同的元素數目N時，旋轉傾斜Timoshenko梁之
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自然頻率的收斂情形，在本章中所有的計算都是採用雙精度實數分析。文

獻[14]提到旋轉梁之細長比η 很大時，在高轉速使用一個元素的級數解無

法求得較高的自然頻率。文獻[20]發現當轉速、細長比及自然頻率增加時

因雙精度的有效位數不夠，一個元素的級數解無法求得正確的自然頻率，

文獻[14]及文獻[20]都使用二次曲線內插法(Parabolic Interpolation Method)

求得自然頻率。本節分析了無因次轉軸半徑 0=r 、傾斜角 °= 0α 、細長比

750=η 、無因次轉速 1.0 =k 及設定角 °= 0β , °90 的旋轉傾斜梁在元素數

目 N =1, 2, 3, 5, 10 時的無因次自然頻率及收斂項數，由(3.1.10)式得出此時

最大應變為 3
max 105 −×=ε 。由表一與表二之結果可以看出 N ≥ 2 時所得之

無因次自然頻率與級數解收斂時的項數都與文獻[14]相同，但文獻[14]使

用的二次曲線內插法之程式似乎不夠嚴謹，在 N=1 時，本文使用的二分法

可以比文獻[14]收斂到較高頻的自然頻率。 

本節還分析了無因次轉軸半徑 1=r 、傾斜角 °= 0α 、細長比

1000=η 、無因次轉速 06.0 =k 及設定角 °= 0β , °90 的旋轉傾斜梁在元素

數目 N =1, 2, 3, 5, 10 時的無因次自然頻率及對應該無因次自然頻率之級數

解收斂時所需的項數，由(3.1.10)式得出此時最大應變為 3
max 104.5 −×=ε ，

其結果如表三所示。表四至表六則為無因次轉軸半徑 5.1=r 、細長比

1000=η 、無因次轉速 06.0=k 及傾斜角 °= 0α , °15 , °30 , °45 , °60 , °90

六種情況的旋轉傾斜 Timoshenko 梁在 N =1, 2, 3, 5, 10 時之無因次自然頻率

及對應該無因次自然頻率之級數解收斂時所需的項數，由(3.1.10)式得出此

時最大應變為 3
max 102.7 −×=ε 。由表三至表六可以看到 N=1 時，高頻的無

因次自然頻率仍有無法收斂到答案的狀況；N=2 時，求得的無因次自然頻

率與 N=3 時會有極少許的差異；N=3, 5, 10 時其收斂的自然頻率則都相

同。檢查其行列式值(4.1.2)式，如同文獻[20]發現，由(3.2.18)式及(3.2.31)
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式可知當無因次轉速 k 、細長比η 及無因次自然頻率K 增加時，(3.2.33)式

中之 n
iY (i = 0, 1)會隨著 n 增加逐漸增加，變得很大，再減小，這可能會造

成 N=1 時之級數解有效位數不夠，使行列式值抖動，因而無法求得正確的

自然頻率。由表一至表六中可以看出當 N 增加時，其級數解收斂所需的項

數越來越小，而由(3.2.12)式、(3.2.14)式及(3.2.23)式可以發現當 N 增加

時，分段元素的無因次轉速 k 、細長比η及無因次自然頻率K 會減少，所

以雙精度之有效位數應已足夠。本章中為了確保使用雙精度計算時的收斂

性，爾後都是採用 N=3 來分析例題。 

 

5.2 準確性分析 

為探討本文方法的準確性，本節中分析了旋轉傾斜Timoshenko梁在傾

斜角 °= 0α , °30 、設定角 °= 90β 、無因次轉軸半徑 1=r 及無因次轉速

0=k , 0.06 時在不同細長比下的前六個無因次自然頻率 iK (i = 1~6)。當傾

斜角 °= 0α 時為旋轉傾斜梁的特例，此時本例題與文獻[13]中分析的旋轉

梁一樣，當無因次轉速 0=k 時，本例題的部份結果可與文獻[13]的結果比

較，由表七中看出當細長比 =η 10, 20, 50 時與文獻[13]四捨五入後的值相

同。另由表七至表九中比較本文與文獻[20]之無因次自然頻率，發現旋轉

傾斜 Timoshenko 梁軸向振態對應的無因次自然頻率與旋轉傾斜 Euler 梁的

結果相同，且表八與表九中看出軸向振態對應的無因次自然頻率與傾斜角

無關；而旋轉傾斜Timoshenko梁側向振態對應的無因次自然頻率則較旋轉

傾斜 Euler 梁的無因次自然頻率略小，此為 Euler 梁忽略剪變形與旋轉慣量

之影響所致。圖九至圖十一取細長比半對數座標， T
iK 代表旋轉傾斜

Timoshenko 梁第 i 個側向振態對應的無因次自然頻率， E
iK 代表旋轉傾斜

Euler梁第 i個側向振態對應的無因次自然頻率，旋轉傾斜 Timoshenko梁與
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旋轉傾斜 Euler 梁的側向振態對應的無因次自然頻率之比值隨著細長比的

增加而漸趨近於 1，意謂細長比大時之旋轉傾斜梁可視之為旋轉傾斜 Euler

梁分析，這是合理的結果。當細長比η 介於 100 與 500 之間時，旋轉傾斜

Timoshenko 梁側向振態對應的自然頻率接近旋轉傾斜 Euler 梁的結果，欲

求旋轉傾斜 Timoshenko 梁之自然頻率尚可適用旋轉傾斜 Euler 梁分析，但

當細長比η 小於 100 時，由圖九至圖十一中顯示側向振態對應的無因次自

然頻率比值隨著高頻減小，此時旋轉傾斜梁之自然頻率分析應使用旋轉傾

斜 Timoshenko 梁之統御方程來分析才較合理與準確。 

 

5.3 無因次轉速 0=k 時的個案分析 

當無因次轉速 0=k 時，無因次自然頻率K 與傾斜角α、設定角β及無

因次轉軸半徑 r 都無關，僅與細長比η 有關。表十為 0=k 時不同細長比η

之旋轉傾斜 Timoshenko 梁的前八個無因次自然頻率 iK (i = 1~8)，表中無因

次自然頻率 iK 加上(a)表示該無因次自然頻率對應的振態為軸向振態，未

加(a)者表示該無因次自然頻率對應的振態為側向振態。由表十可以發現旋

轉傾斜 Timoshenko 梁之軸向振態的無因次自然頻率與細長比η 無關；而側

向振態的前三個無因次自然頻率隨著細長比η 的增加而減少，當細長比

=η 8.1~8.15 時，第一個軸向振態對應的無因次自然頻率和第二個側向振

態對應的無因次自然頻率相當接近，細長比 =η 8.05~8.1 時，第二個軸向

振態對應的無因次自然頻率則和第四個側向振態對應的無因次自然頻率相

當接近，且細長比 =η 8.1 時，第一個軸向振態對應的無因次自然頻率出現

在第二個自然頻率，而細長比 =η 8.15 時，第一個軸向振態對應的無因次

自然頻率則出現在第三個自然頻率， =η 8.1, 8.15 的振動模態本文將在 5.6

節中說明。 
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5.4 設定角 °= 0β 時的個案分析 

本節中探討當設定角 °= 0β 時，不同無因次轉軸半徑 r 在不同無因次

轉速k 與不同細長比η 之旋轉傾斜 Timoshenko 梁的無因次自然頻率K 及振

動模態的變化。 

表十一至表十六為傾斜角 °= 0α 時，無因次轉軸半徑 =r 0, 0.5, 1、無

因次轉速 =k 0, 0.01, 0.03, 0.06與細長比 =η 10, 20, 50, 100, 500, 1000之旋轉

Timoshenko 梁的前八個無因次自然頻率 iK (i = 1~8)，由(3.1.10)式知最大應

變值隨無因次轉速及無因次轉軸半徑增加而增加，因此取本例題最大值

=r 1 及 =k 0.06 可得最大應變為 3
max 104.5 −×=ε 。表中無因次自然頻率 iK

加上(a)表示該無因次自然頻率對應的振態在 0=k 時為軸向振態，沒有加

上(a)表示該無因次自然頻率對應的振態在 0=k 時為側向振態，由(2.4.29)

式及(2.4.30)式可知科氏力不為零，故其軸向和側向振動會互相耦合。圖十

二與圖十三為 1=r 、傾斜角 °= 0α 、設定角 °= 0β 及轉速 k = 0, 0.03, 0.06

在不同的細長比時前六個無因次自然頻率對應的振動模態(以 0=k 為基

礎)。由圖十二可以發現當細長比 10=η 時，第五與第六個自然頻率對應的

振態有些微的軸向與側向耦合振動，第二與第三個自然頻率對應的振態則

為較明顯的軸向與側向耦合振動，且無因次轉速 k 越大越明顯；由圖十三

可以發現當細長比 50=η 時，第一與第二個自然頻率對應的側向模態仍可

看出有些微的軸向與側向耦合振動，第四個自然頻率對應的軸向振態則為

較明顯的軸向與側向耦合振動，且亦隨無因次轉速 k 越大越明顯。若單由

圖十二細長比 10=η 之第三個自然頻率對應的軸向振態與圖十三細長比

50=η 之第四個自然頻率對應的軸向振態來比較，由表十一、表十三或表

十五可以發現，在無因次轉速 0=k 時，若軸向振態與側向振態的自然頻率

愈接近( 10=η 較接近)，則其在 0≠k 時之軸向振態應有更明顯的軸向與側
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向耦合，且轉速愈大耦合愈嚴重。由表十一至表十六可以發現 °= 0β 時，

隨著轉速 k 增加，無因次自然頻率 iK 會隨著增加，且在細長比η 與無因次

轉軸半徑 r 愈大時愈明顯。 

 

5.5 設定角 °= 90β 時的個案分析 

本節中探討當設定角 °= 90β 時，具不同的無因次轉軸半徑 r 、細長比

η 及傾斜角α之旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同的無因次轉速k 時的無因次

自然頻率K 及振動模態的變化。 

表十七至表三十一為無因次轉軸半徑 =r 0.5, 1, 1.5、細長比 =η 10, 20, 50, 

100, 1000、傾斜角 =α 0°, 15°, 30°, 45°, 60°, 90°及無因次轉速 =k 0, 0.03, 

0.06 之旋轉傾斜 Timoshenko 梁的前十二個無因次自然頻率 iK (i =1～12)，

由(3.1.10)式以本例題之無因次轉軸半徑 =r 1.5 及無因次轉速 =k 0.06 可得

最大應變為 3
max 102.7 −×=ε 。表中無因次自然頻率 iK 加上(a)表示該振動頻

率對應的振態為軸向振態。由(2.4.32)式及(2.4.33)式可知當 °= 90β 時，梁

未變形之慣性力僅有軸向分量，故旋轉梁的穩態解僅有軸向變形，且由

(2.4.35)式-(2.4.37)式可知其振動的統御方程式中科氏力項為零，旋轉傾斜

Timoshenko 梁的軸向振動與側向振動不會耦合，軸向振態與其無因次自然

頻率可以由(3.2.7)式-(3.2.9)式求出，且由(3.2.8)式可知該軸向振態對應的

無因次自然頻率與傾斜角α無關但會隨無因次轉速的增加而減少，由表十

七至表三十一可見在合理的轉速範圍內，無因次轉速對軸向振態對應的無

因次自然頻率之影響甚小。圖十四至圖十六為根據表二十二至表三十一所

繪之不同細長比η 之旋轉傾斜 Timoshenko 梁的 α−iK 曲線(無因次自然頻

率−傾斜角曲線)，由表十七至表三十一及圖十四至圖十六可以發現側向振

態的無因次自然頻率 iK 隨著無因次轉速k 增加而增加，且 i 愈小(即較低頻
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的自然頻率)、細長比η 愈大及無因次轉軸半徑 r 愈大時其增加率愈明顯，

當 0≠k 時，側向振態的無因次自然頻率 iK 則隨著傾斜角α 增加而減少，

且其減少率隨無因次轉速 k 、細長比η 及無因次轉軸半徑 r 增加而增加，

隨 i 的增加而減少。 

 

5.6 特徵值曲線交錯與特徵值曲線交叉 

由 5.4 節中傾斜角 °= 0α 及設定角 °= 0β 時，可以看出旋轉梁的無因次

自然頻率會隨著無因次轉速 k 改變，且軸向振態與側向振態的自然頻率愈

接近，其對應之振動模態的耦合愈明顯。由 5.3 節中可得，當細長比

=η 8.1~8.15 時，第一個軸向振態對應的自然頻率和第二個側向振態對應

的自然頻率相當接近，在本節中考慮細長比η 在 8.1~8.5區間之無因次自然

頻率K ，表三十二至表三十四為無因次轉軸半徑 1=r 、傾斜角 °= 0α 及設

定角 °= 0β 之旋轉 Timoshenko 梁在不同無因次轉速k 的前六個無因次自然

頻率 iK (i = 1~6)，而表三十五至表三十七為無因次轉軸半徑 1=r 、傾斜角

°= 0α 及設定角 °= 90β 之旋轉 Timoshenko 梁在不同無因次轉速k 的前六個

無因次自然頻率 iK (i = 1~6)。圖十七與圖十八為表三十二至表三十四之無

因次自然頻率−無因次轉速曲線，傾斜角 °= 0α 、無因次轉軸半徑 1=r 及

細長比 =η 8.0~8.5 之旋轉 Timoshenko 梁在設定角 °= 0β 時之特徵值曲線轉

向(Eigenvalue curve veering)，與旋轉 Euler 梁在兩個自然頻率很接近時(細

長比為 38~40 及 77~80 時)發生特徵值曲線轉向的現象一致[21]。因表三十

二至表三十四旋轉Timoshenko梁之第三個無因次自然頻率隨著轉速的增加

而增加，因此特徵值曲線轉向後交錯而過，沒有相交。圖十九與圖二十為

無因次轉軸半徑 1=r 、傾斜角 °= 0α 及設定角 °= 0β 在不同轉速時，細長

比 =η 8.1 與 =η 8.15 的第一至第六的振動模態，因科氏力的影響，使設定
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角 °= 0β 時軸向振動與側向振動相互耦合，由圖十二、圖十三、圖十九及

圖二十可看出細長比在軸向振態與側向振態對應的自然頻率接近時，軸向

與側向振動的耦合更為顯著。另圖二十一與圖二十二為表三十五至表三十

七之無因次自然頻率−無因次轉速曲線，傾斜角 °= 0α 、無因次轉軸半徑

1=r 及細長比 =η 8.1~8.5 之旋轉 Timoshenko 梁在設定角 °= 90β 時，兩個

自然頻率很接近，其特徵值曲線交叉(Eigenvalue curve crossing)。圖二十三

是無因次轉軸半徑 1=r 、傾斜角 °= 0α 、設定角 °= 90β 、細長比 2.8=η 及

轉速為零時的前六個振動的基本模態，因不受科氏力的影響，軸向振動與

側向振動並不耦合，且轉速不為零時的振動模態都與基本模態相同。由圖

二十一與圖二十四看出當無因次轉軸半徑 1=r 、傾斜角 °= 0α 、設定角

°= 90β 及細長比 2.8=η 時，在無因次轉速 035.0≤k 之第二個無因次自然

頻率對應第二個振態，第三個無因次自然頻率對應第三個振態；但在無因

次轉速 04.0≥k 之第三個無因次自然頻率對應第二個振態，第二個無因次

自然頻率則對應第三個振態，因此在無因次自然頻率-無因次轉速之特徵

值曲線上呈現出交叉現象。 
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第六章 結論與展望 
 

本文之研究主要目的在探討設定角為 °0 及 °90 時具不同傾斜角

(inclination angle)之等速旋轉傾斜 Timoshenko 梁的穩態變形及自由振動。

等速旋轉的傾斜 Timoshenko 梁存在一個沒有振動的穩態變形，所有的振

動都是指以該穩態為平衡點的微小線性振動。本文之研究僅考慮梁的軸向

位移、單一個側向位移及旋轉二維運動，本研究以 Timoshenko 梁正確的

變形機制，利用虛功原理、d′Alembert 原理與幾何非線性梁理論之一致性

線性化推導旋轉傾斜 Timoshenko 梁之運動方程式。 

由旋轉傾斜 Timoshenko 梁的穩態統御方程式可知，其軸向穩態變形

與傾斜角有關但與設定角無關，但其側向穩態變形與傾斜角及設定角都有

關。而由旋轉傾斜 Timoshenko 梁的振動統御方程式可知，其振動與穩態

變形及設定角都有關。因統御方程式之擾動量間相互耦合，使求解之複雜

性提高，本文中以二維振動之考量僅分析設定角為 °0 與 °90 之情況。 

當設定角為 °90 時，旋轉傾斜梁的側向穩態變形與穩態旋轉角為零，

且因科氏力項為零，其軸向與側向振動不耦合。其軸向穩態變形與軸向振

動的自然頻率及振態的解析解可以容易的得到。其側向振動與旋轉二維之

統御方程式具傾斜角的項消失，為一組二次變係數常微分方程式，本研究

將旋轉傾斜梁分成數段，每一段稱為一個元素，本研究將每一個元素之振

動統御方程式的解表示成一個含二個獨立係數的級數矩陣，再由旋轉梁兩

端的邊界條件及相鄰元素在共同節點的連續條件求得一組齊次方程式，本

研究以二分法(bisection method)解該齊次方程式求得撲翼振動(flapping 

vibration)的自然頻率，並以逆冪法(inverse power method)解特徵向量，求

得對應自然頻率的振動模態。 
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當設定角為 °0 時，旋轉傾斜梁的側向穩態變形不為零，且因科氏力的

值不為零，其軸向與側向振動是耦合的。本研究中忽略穩態側向位移之二

次項乘積，可得設定角在 °0 與 °90 的軸向穩態變形是相同的。其側向穩態

變形之統御方程式為一組二次變係數常微分方程式，本研究用級數解推導

一組非齊次方程式，藉此求得側向穩態解。然而設定角為 °0 時之自然振動

的統御方程式是一組軸向變形、側向變形與旋轉角三者之間相互耦合的變

係數常微分方程式，本研究僅利用解側向穩態變形的方法，推導出一組齊

次方程式，提供以級數解求解的路徑，並在傾斜角為 °0 時探討其特徵值曲

線轉向的現象。 

 

6.1 結論 

經由本文的推論，並以數值例題解析，在研究範圍內可以得到以下的

結論： 

1. 從收斂性分析來看，在旋轉傾斜梁的細長比及無因次轉速很大時，若使

用雙精度計算，以本文方法將梁分成三段即能夠得到可靠的旋轉傾斜梁

的自然頻率。 

2. 旋轉傾斜 Timoshenko 梁之側向無因次自然頻率較旋轉傾斜 Euler 梁的無

因次自然頻率值略小，且其比值隨著高頻減小，意謂細長比大時之旋轉

傾斜梁可視為 Euler 梁，當細長比小於 100 時，旋轉傾斜梁之自然頻率

分析應以 Timoshenko 梁來分析較為合理。 

3. 當無因次轉速為零時，旋轉傾斜 Timoshenko 梁之軸向振態的無因次自

然頻率與傾斜角、設定角、無因次轉軸半徑及細長比都無關；而側向振

態的無因次自然頻率與傾斜角、設定角及無因次轉軸半徑無關，僅與細

長比有關。 
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4. 設定角與傾斜角都為 °0 時，為旋轉傾斜 Timoshenko 梁的特例，可以和

文獻上的結果比較。旋轉梁的自然頻率隨轉速增加而增加，且當梁的細

長比及無因次轉軸半徑愈大時愈明顯。當轉速為零時，若軸向振態與側

向振態的自然頻率愈接近，則其在轉速不為零時，軸向與側向振動的耦

合隨無因次轉速增加而越明顯。在細長比 =η 8.1~8.5 時，可發現當兩個

自然頻率很接近時，旋轉 Timoshenko 梁無因次自然頻率-無因次轉速曲

線發生特徵值曲線轉向(Eigenvalue curve veering)的現象。 

5. 設定角為 °90 時，不管傾斜角是多少，旋轉傾斜 Timoshenko 梁的軸向振

動與撲翼振動不會耦合，軸向振動的自然頻率與傾斜角無關但會隨轉速

增加而減少，在合理的轉速範圍內，轉速對軸向振態對應的自然頻率影

響甚小。側向振態的自然頻率則隨著轉速增加而增加，且細長比愈大、

無因次轉軸半徑愈大時其增幅愈顯著，此現象對低頻的自然頻率更加顯

著。當轉速不為零時，側向振態的自然頻率隨著傾斜角增加而減少，且

其減少率隨無因次轉速、細長比及無因次轉軸半徑增加而增加，此現象

亦在低頻的自然頻率時更加顯著。在細長比 =η 8.0~8.5 時，可發現當兩

個自然頻率很接近時，旋轉 Timoshenko 梁無因次自然頻率-無因次轉速

曲線發生特徵值曲線交叉(Eigenvalue curve crossing)的現象。 

 

6.2 未來展望 

對於旋轉傾斜 Timoshenko 梁的穩態變形與自由振動分析上仍有許多

問題值得克服與深入探討，未來展望如下 

1. 旋轉傾斜 Timoshenko 梁的固定端實際上可能不是剛接在旋轉圓柱上，

未來可以考慮支承的剛度，並探討其對自然頻率的影響，還有旋轉傾斜

Timoshenko 梁的自由端考慮附加質量，並探討其對自然頻率的影響。 
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2. 本文僅探討設定角為 °0 及 °90 時的旋轉傾斜 Timoshenko 梁，當設定角

為 °0 時，本文在側向穩態變形與自然振動分析上僅提出理論之推導與

可行的方法，未來的研究應可深入探討並考慮其他設定角的旋轉傾斜

Timoshenko 梁之穩態變形與自由振動分析。 

3. 本文僅考慮旋轉傾斜 Timoshenko 梁的軸向振動、單一側向振動及二維

的旋轉運動，這可能與三維的運動有所差異，未來應考慮三維的軸向振

動、雙軸側向振動及扭轉運動的探討。 
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表一 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同元素數目之自然頻率的收斂分析 

( 0=r , °= 0α , °= 0β , 750=η ,  1.0=k ) 

N 1 2 3 5 10 

 present [14] present, [14] present, [14] present, [14] present, [14]
NK1  

I 1  
0.0152069 

85 
− 
− 

0.0167764
54 

0.0167764
42 

0.0167764 
33 

0.0167764
25 

NK2  
I2  

0.2283691 
85 

− 
− 

0.2284461
54 

0.2284461
42 

0.2284461 
33 

0.2284461
25 

NK3  
3I  

0.3936238 
82 

− 
− 

0.3934491
54 

0.3934491
42 

0.3934491 
33 

0.3934491
25 

NK4  
I4  

0.5734860 
84 

− 
− 

0.5733017
53 

0.5733017
42 

0.5733017 
33 

0.5733017
25 

NK9 (a) 
9I  

1.5803243 
81 

− 
− 

1.5803233
54 

1.5803233
43 

1.5803233 
34 

1.5803233
25 

NK19 (a) 
19I  

− 
− 

− 
− 

4.7155856
61 

4.7155856
49 

4.7155856 
38 

4.7155856
28 

 
N
iK ：代表為分成 N 段時第 i 個無因次自然頻率， N=1, 2, 3, 5, 10 
N

iK (a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 

iI ：代表為對應於 N
iK 的級數收斂項數 

–：代表無法用雙精度求得無因次自然頻率 
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表二 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同元素數目之自然頻率的收斂分析 

( 0=r , °= 0α , °= 90β , 750=η ,  1.0=k ) 

N 1 2 3 5 10 

 present [14] present, [14] present, [14] present, [14] present, [14]

NK1  
I 1  

0.1016486
85 

0.101471 
85 

0.1014192
54 

0.101492 
42 

0.1014192 
33 

0.1014192
25 

NK2  
I2  

0.2496345
85 

0.2495496
85 

0.2495625
54 

0.2495625
42 

0.2495625 
33 

0.2495625
25 

NK3  
3I  

0.4070802
82 

− 
− 

0.4060922
54 

0.4060922
42 

0.4060922 
33 

0.4060922
25 

NK4  
I4  

0.5819787
84 

− 
− 

0.5820621
53 

0.5820621
42 

0.5820621 
33 

0.5820621
25 

NK9 (a) 
9I  

1.5676100
81 

− 
− 

1.5676100
54 

1.5676100
43 

1.5676100 
34 

1.5676100
25 

NK19 (a) 
19I  

− 
− 

− 
− 

4.7113278
61 

4.7113278
49 

4.7113278 
38 

4.7113278
28 

 
N
iK ：代表為分成 N 段時第 i 個無因次自然頻率， N=1, 2, 3, 5, 10 
N

iK (a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 

iI ：代表為對應於 N
iK 的級數收斂項數 

–：代表無法用雙精度求得無因次自然頻率 
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表三 不同設定角的旋轉傾斜 Timoshenko 梁之自然頻率的收斂分析 

( 1=r , °= 0α , 1000=η , 060.k = ) 

β  i 1
iK  1I  2

iK  2I  N
iK  3I  5I  10I

0° 1 0.0690970 113 0.0734840 65 0.0734842 51 39 29 
 2 0.2170014 113 0.2171749 65 0.2171752 51 39 29 
 3 - - 0.3596817 65 0.3596818 51 39 29 
 4 - - 0.5173824 66 0.5173823 51 39 29 
 5 - - 0.6906797 66 0.6906801 51 39 29 
 6 - - 0.8775444 66 0.8775445 51 39 29 
 7 - - 1.0769951 66 1.0769950 52 39 29 
 8 - - 1.2888755 66 1.2888755 52 39 29 
 9 - - 1.5134188 66 1.5134190 52 40 29 
 10 - - 1.5742433 66 1.5742433 52 40 29 
 11 - - 1.7510263 66 1.7510265 52 40 29 
 12 - - 2.0021639 67 2.0021628 52 40 29 
          

90° 1 0.0910332 113 0.0950297 65 0.0950297 51 39 29 
 2 0.2297731 113 0.2253830 65 0.2253830 51 39 29 
 3 0.3441493 113 0.3646995 65 0.3646995 51 39 29 
 4 0.5128507 112 0.5208861 66 0.5208861 51 39 29 
 5 0.5679179 112 0.6933106 66 0.6933105 51 39 29 
 6 0.8132527 111 0.8796176 66 0.8796175 51 39 29 
 7 1.0816823 111 1.0786836 66 1.0786856 52 39 29 
 8 1.3070388 111 1.2902893 66 1.2902893 52 39 29 
 9 1.5377446 111 1.5146235 66 1.5146239 52 40 29 
 10 1.5593525 110 1.5696500 66 1.5696500 52 40 29 
 11 - - 1.7520683 66 1.7520682 52 40 29 
 12 - - 2.0030740 67 2.0030744 52 40 29 
1
iK , 2

iK ：各別為分成 1 段及 2 段時第 i 個無因次自然頻率， i = 1~12 
N
iK ：代表為分成 N 段時第 i 個無因次自然頻率， N=3, 5, 10，i = 1~12 
NI ：代表為分成 N 段時無因次自然頻率之級數解收斂時所需的項數 

–：代表無法用雙精度求得無因次自然頻率 
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表四 不同傾斜角的旋轉傾斜 Timoshenko 梁之自然頻率的收斂分析 

( 5.1=r , °= 09β , 1000=η , 06.0=k , °°= 15 ,0α ) 

α  i 1
iK  1I  2

iK  2I  N
iK  3I  5I  10I

0° 1 0.1051062 127 0.1079671 72 0.1079676 56 42 30 
 2 0.2464092 127 0.2543244 72 0.2543256 56 42 30 
 3 0.3867831 126 0.4097877 72 0.4097877 56 42 30 
 4 0.5836241 126 0.5826134 72 0.5826133 56 42 30 
 5 - - 0.7724185 72 0.7724148 56 42 30 
 6 - - 0.9765286 72 0.9765289 56 42 30 
 7 - - 1.1934823 72 1.1934809 56 42 30 
 8 - - 1.4227884 72 1.4227886 56 42 30 
 9 - - 1.5696500 72 1.5696500 56 42 31 
 10 - - 1.6644639 72 1.6644644 56 42 31 
 11 - - - - 1.9187509 56 42 31 
 12 - - - - 2.1859970 56 43 31 
          

15° 1 0.1059065 126 0.1067182 71 0.1067184 55 42 30 
 2 0.2566037 125 0.2515243 71 0.2515240 55 42 30 
 3 0.3869000 125 0.4054246 71 0.4054247 55 42 30 
 4 0.5266159 125 0.5766466 71 0.5766468 55 42 30 
 5 0.7582764 124 0.7647745 71 0.7647739 55 42 30 
 6 - - 0.9671686 71 0.9671686 55 42 30 
 7 - - 1.1823859 71 1.1823887 55 42 30 
 8 - - 1.4099755 71 1.4099755 56 42 30 
 9 - - 1.5696500 72 1.5696500 56 42 30 
 10 - - 1.6499585 72 1.6499584 56 42 30 
 11 - - 1.9025931 72 1.9025926 56 42 30 
 12 - - 2.1682353 72 2.1682369 56 42 31 
1
iK , 2

iK ：各別為分成 1 段及 2 段時第 i 個無因次自然頻率， i = 1~12 
N
iK ：代表為分成 N 段時第 i 個無因次自然頻率， N=3, 5, 10，i = 1~12 
NI ：代表為分成 N 段時無因次自然頻率之級數解收斂時所需的項數 

–：代表無法用雙精度求得無因次自然頻率 
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表五 不同傾斜角的旋轉傾斜 Timoshenko 梁之自然頻率的收斂分析 

( 5.1=r , °= 09β , 1000=η , 060.k = , °°= 45,30α ) 

α  i 1
iK  1I  2

iK  2I  N
iK  3I  5I  10I

30° 1 0.1233033 122 0.1029669 69 0.1029670 54 41 30 
 2 0.2425943 122 0.2431188 69 0.2431193 54 41 30 
 3 0.4227925 121 0.3923341 69 0.3923343 54 41 30 
 4 0.5481693 121 0.5587371 69 0.5587369 54 41 30 
 5 0.7063993 120 0.7418315 69 0.7418313 54 41 30 
 6 0.9440046 120 0.9390626 69 0.9390623 54 41 30 
 7 1.1656773 119 1.1490859 70 1.1490867 54 41 30 
 8 1.3964557 119 1.3715190 70 1.3715185 54 41 30 
 9 - - 1.5696500 70 1.5696500 54 41 30 
 10 - - 1.6064388 70 1.6064388 54 41 30 
 11 - - 1.8541411 70 1.8541416 55 41 30 
 12 - - 2.1150136 70 2.1150152 55 42 30 
          

45° 1 0.0920720 115 0.0966937 66 0.0966936 52 39 29 
 2 0.2276733 115 0.2290956 66 0.2290955 52 39 29 
 3 0.3644149 114 0.3704853 66 0.3704853 52 39 29 
 4 0.5567624 114 0.5288158 66 0.5288158 52 40 29 
 5 - - 0.7034794 66 0.7034794 52 40 29 
 6 - - 0.8920757 66 0.8920758 52 40 29 
 7 - - 1.0934354 67 1.0934357 52 40 29 
 8 - - 1.3072990 67 1.3072990 52 40 29 
 9 - - 1.5338367 67 1.5338366 52 40 29 
 10 - - 1.5696500 67 1.5696500 52 40 29 
 11 - - 1.7734087 67 1.7734092 53 40 29 
 12 - - 2.0264573 68 2.0264556 53 40 29 
1
iK , 2

iK ：各別為分成 1 段及 2 段時第 i 個無因次自然頻率， i = 1~12 
N
iK ：代表為分成 N 段時第 i 個無因次自然頻率， N=3, 5, 10，i = 1~12 
NI ：代表為分成 N 段時無因次自然頻率之級數解收斂時所需的項數 

–：代表無法用雙精度求得無因次自然頻率 
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表六 不同傾斜角的旋轉傾斜 Timoshenko 梁之自然頻率的收斂分析 

( 5.1=r , °= 09β , 1000=η , 060.k = , °°= 90 ,60α ) 

α  i 1
iK  1I  2

iK  2I  N
iK  3I  5I  10I

60° 1 0.0640434 105 0.0878305 62 0.0878306 49 37 27 
 2 0.2531377 105 0.2093620 62 0.2093621 49 37 27 
 3 0.2997511 104 0.3397201 62 0.3397201 49 37 27 
 4 0.4805814 104 0.4866167 62 0.4866167 49 37 27 
 5 0.6453988 104 0.6493411 62 0.6493411 49 37 28 
 6 0.8111740 103 0.8257538 62 0.8257538 49 38 28 
 7 1.0185970 103 1.0149500 62 1.0149499 49 38 28 
 8 1.2145896 103 1.2168583 62 1.2168583 49 38 28 
 9 1.4251300 103 1.4317842 63 1.4317840 49 38 28 
 10 1.5608151 103 1.5696500 63 1.5696500 50 38 28 
 11 1.6529672 103 1.6601848 63 1.6601850 50 38 28 
 12 1.9273824 103 1.9025703 63 1.9025699 50 38 28 
          

90° 1 0.0610550 77 0.0610732 48 0.0610732 38 30 23 
 2 0.1507153 76 0.1507115 48 0.1507115 38 30 23 
 3 0.2480073 74 0.2480078 47 0.2480078 38 30 23 
 4 0.3602173 74 0.3602107 47 0.3602107 38 30 23 
 5 0.4869539 71 0.4869413 48 0.4869413 38 30 23 
 6 0.6272713 69 0.6272303 48 0.6272303 38 30 23 
 7 0.7811530 70 0.7811381 48 0.7811381 39 31 23 
 8 0.9491835 71 0.9492362 49 0.9492362 39 31 23 
 9 1.1322287 72 1.1322365 50 1.1322366 40 31 24 
 10 1.3312623 72 1.3308321 50 1.3308321 41 32 24 
 11 1.5459719 74 1.5456371 51 1.5456371 41 32 25 
 12 1.5696500 74 1.5696500 51 1.5696500 41 32 25 
1
iK , 2

iK ：各別為分成 1 段及 2 段時第 i 個無因次自然頻率， i = 1~12 
N
iK ：代表為分成 N 段時第 i 個無因次自然頻率， N=3, 5, 10，i = 1~12 
NI ：代表為分成 N 段時無因次自然頻率之級數解收斂時所需的項數 

–：代表無法用雙精度求得無因次自然頻率 
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表七 旋轉傾斜 Timoshenko 梁與 Euler 梁在不同細長比的自然頻率 

( 0=k , °= 0α , °= 90β , 1=r ) 

η  Beam 1K  2K  3K  4K  5K  6K  
10 T 0.32309 1.45309 1.57080(a) 3.16707 4.71239(a) 4.82282 

 T[13] 0.3231 1.4531 1.5708(a) 3.1671 4.7124(a) 4.8228 
 E[20] 0.34368 1.57080(a) 1.91364 4.64936 4.71239(a) 7.82131 
        

20 T 0.17182 0.95696 1.57080(a) 2.33755 3.96197 4.71239(a)
 T[13] 0.1718 0.9570 1.5708(a) 2.3376 3.9620 4.7124(a) 
 E[20] 0.17479 1.05953 1.57080(a) 2.82431 4.71239(a) 5.19119 
        

50 T 0.07006 0.42956 1.16396 1.57080(a) 2.18360 3.43268 
 T[13] 0.0701 0.4296 1.1640 1.5708(a) 2.1836  
 E[20] 0.07026 0.43786 1.21530 1.57080(a) 2.35176 3.82644 
        

100 T 0.03513 0.21891 0.60755 1.17564 1.57080(a) 1.91300 
 E[20] 0.03515 0.21999 0.61460 1.20047 1.57080(a) 1.97618 
        

500 T 0.00703 0.04406 0.12332 0.24152 0.39898 0.59549 
 E[20] 0.00703 0.04407 0.12338 0.24173 0.39954 0.59671 
        

1000 T 0.00352 0.02203 0.06169 0.12087 0.19977 0.29835 
 E[20] 0.00352 0.02203 0.06169 0.12089 0.19984 0.29851 
        

(a)：表示該振動頻率對應的振態為軸向振態 
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表八 旋轉傾斜 Timoshenko 梁與 Euler 梁在不同細長比的自然頻率 

( 06.0=k , °= 0α , °= 90β , 1=r ) 

η  Beam 1K  2K  3K  4K  5K  6K  
10 T 0.33687 1.46845 1.56965(a) 3.18802 4.71201(a) 4.84684 

 E[20] 0.35729 1.56965(a) 1.92445 4.65886 4.71201(a) 7.83009 
        

20 T 0.19795 0.98262 1.56965(a) 2.36709 3.99763 4.71201(a)
 E[20] 0.20094 1.08307 1.56965(a) 2.84703 4.71201(a) 5.21357 
        

50 T 0.12126 0.48764 1.22605 1.56965(a) 2.25114 3.50509 
 E[20] 0.12153 0.49536 1.27507 1.56965(a) 2.41411 3.88986 
        

100 T 0.10434 0.31879 0.72079 1.29970 1.56965(a) 2.04434 
 E[20] 0.10442 0.31976 0.72703 1.32243 1.56965(a) 2.10361 
        

500 T 0.09584 0.23058 0.38929 0.58079 0.80197 1.05173 
 E[20] 0.09585 0.23062 0.38939 0.58102 0.80246 1.05271 
        

1000 T 0.09503 0.22538 0.36470 0.52089 0.69331 0.87962 
 E[20] 0.09504 0.22540 0.36473 0.52095 0.69342 0.87980 
        

(a)：表示該振動頻率對應的振態為軸向振態 
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表九 旋轉傾斜 Timoshenko 梁與 Euler 梁在不同細長比的自然頻率 

( 06.0=k , °= 30α , °= 90β , 1=r ) 

η  Beam 1K  2K  3K  4K  5K  6K  
10 T 0.33582 1.46724 1.56965(a) 3.18634 4.71201(a) 4.84491 

 E[20] 0.35625 1.56965(a) 1.92360 4.65810 4.71201(a) 7.82939 
        

20 T 0.19607 0.98066 1.56965(a) 2.36477 3.99480 4.71201(a)
 E[20] 0.19906 1.08110 1.56965(a) 2.84525 4.71201(a) 5.21180 
        

50 T 0.11815 0.48345 1.22133 1.56965(a) 2.24590 3.49941 
 E[20] 0.11842 0.49121 1.27052 1.56965(a) 2.40927 3.88488 
        

100 T 0.10077 0.31236 0.71272 1.29046 1.56965(a) 2.03432 
 E[20] 0.10085 0.31332 0.71900 1.31333 1.56965(a) 2.09387 
        

500 T 0.09207 0.22223 0.37634 0.56310 0.77957 1.02492 
 E[20] 0.09208 0.22227 0.37643 0.56331 0.78005 1.02589 
        

1000 T 0.09124 0.21695 0.35155 0.50286 0.67019 0.85129 
 E[20] 0.09125 0.21697 0.35159 0.50292 0.67029 0.85146 
        

(a)：表示該振動頻率對應的振態為軸向振態 
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表十 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同細長比下的自然頻率 ( 0=k ) 

 η  1K  2K  3K  4K  5K  6K  7K  8K  
7.8 0.39547 1.57080(a) 1.59016 3.36683 4.66650 4.71239(a) 5.83581 6.53366 
7.9 0.39157 1.57080(a) 1.58409 3.35836 4.68507 4.71239(a) 5.84797 6.55088 
8.0 0.38773 1.57080(a) 1.57798 3.34978 4.70252 4.71239(a) 5.86127 6.56765 
8.05 0.38584 1.57080(a) 1.57492 3.34545 4.71082 4.71239(a) 5.86835 6.57587 
8.1 0.38396 1.57080(a) 1.57185 3.34110 4.71239(a) 4.71882 5.87571 6.58396 
8.15 0.38210 1.56877 1.57080(a) 3.33673 4.71239(a) 4.72653 5.88336 6.59194 
8.2 0.38026 1.56568 1.57080(a) 3.33233 4.71239(a) 4.73394 5.89129 6.59980 
8.3 0.37662 1.55950 1.57080(a) 3.32349 4.71239(a) 4.74786 5.90799 6.61516 
8.4 0.37303 1.55330 1.57080(a) 3.31458 4.71239(a) 4.76057 5.92579 6.63006 
8.5 0.36951 1.54707 1.57080(a) 3.30560 4.71239(a) 4.77207 5.94465 6.64451 
10 0.32309 1.45309 1.57080(a) 3.16707 4.71239(a) 4.82282 6.28755 6.84520 
20 0.17182 0.95696 1.57080(a) 2.33755 3.96197 4.71239(a) 5.71642 7.52062 
30 0.11599 0.68631 1.57080(a) 1.77800 3.17597 4.71239(a) 4.77098 6.48495 
38 0.09193 0.55521 1.47435 1.57080(a) 2.70220 4.15235 4.71239(a) 5.75344 
39 0.08960 0.54211 1.44286 1.57080(a) 2.65114 4.08347 4.71239(a) 5.66974 
40 0.08739 0.52959 1.41256 1.57080(a) 2.60170 4.01636 4.71239(a) 5.58773 
50 0.07006 0.42956 1.16396 1.57080(a) 2.18360 3.43268 4.71239(a) 4.85651 

100 0.03513 0.21891 0.60755 1.17564 1.57080(a) 1.91300 2.80509 3.83656 
500 0.00703 0.04406 0.12332 0.24152 0.39898 0.59549 0.83088 1.10492 
1000 0.00352 0.02203 0.06169 0.12087 0.19977 0.29835 0.41660 0.55449 
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表十一 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同細長比的自然頻率 

( 0=r , °= 0α , °= 0β , 0=k , 0.01) 

k  η  1K  2K  3K  4K  5K  6K  7K  8K  

0 10 0.32309 1.45309 1.57080(a) 3.16707 4.71239(a) 4.82282 6.28755 6.84520 
 20 0.17182 0.95696 1.57080(a) 2.33755 3.96197 4.71239(a) 5.71642 7.52062 
 50 0.07006 0.42956 1.16396 1.57080(a) 2.18360 3.43268 4.71239(a) 4.85651 
 100 0.03513 0.21891 0.60755 1.17564 1.57080(a) 1.91300 2.80509 3.83656 
 500 0.00703 0.04406 0.12332 0.24152 0.39898 0.59549 0.83088 1.10492 
 1000 0.00352 0.02203 0.06169 0.12087 0.19977 0.29835 0.41660 0.55449 
          

0.01 10 0.32309 1.45317 1.57096(a) 3.16728 4.71241(a) 4.82309 6.28773 6.84539 
 20 0.17186 0.95720 1.57090(a) 2.33787 3.96235 4.71242(a) 5.71687 7.52114 
 50 0.07019 0.43018 1.16465 1.57089(a) 2.18436 3.43349 4.71242(a) 4.85738 
 100 0.03540 0.22015 0.60892 1.17711 1.57089(a) 1.91453 2.80667 3.83817 
 500 0.00815 0.04989 0.12995 0.24865 0.40639 0.60309 0.83861 1.11275 
 1000 0.00505 0.03212 0.07397 0.13448 0.21414 0.31320 0.43177 0.56988 
          

(a)表示該振動頻率對應的振態為軸向振態 
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表十二 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同細長比的自然頻率 

( 0=r , °= 0α , °= 0β , =k 0.03, 0.06) 

k  η  1K  2K  3K  4K  5K  6K  7K  8K  

0.03 10 0.32305 1.45374 1.57225(a) 3.16894 4.71255(a) 4.82523 6.28921 6.84692 
 20 0.17216 0.95913 1.57171(a) 2.34035 3.96542 4.71268(a) 5.72051 7.52528 
 50 0.07120 0.43509 1.17018 1.57166(a) 2.19042 3.43998 4.71268(a) 4.86429 
 100 0.03737 0.22981 0.61975 1.18874 1.57166(a) 1.92668 2.81921 3.85107 
 500 0.01191 0.08258 0.17323 0.29882 0.46079 0.66022 0.89759 1.17305 
 1000 0.00817 0.07250 0.13429 0.21075 0.30259 0.41066 0.53590 0.67900 
          

0.06 10 0.32292 1.45571 1.57658(a) 3.17451 4.71306(a) 4.83241 6.29417 6.85208 
 20 0.17314 0.96563 1.57444(a) 2.34872 3.97576 4.71356(a) 5.73277 7.53922 
 50 0.07432 0.45126 1.18862 1.57426(a) 2.21073 3.46176 4.71354(a) 4.88755 
 100 0.04243 0.25975 0.65481 1.22706 1.57425(a) 1.96703 2.86108 3.89423 
 500 0.01629 0.14493 0.26846 0.42125 0.60461 0.82016 1.06961 1.35420 
 1000 0.01137 0.13821 0.24061 0.35516 0.48321 0.62434 0.77882 0.94733 
          

(a)表示該振動頻率對應的振態為軸向振態 
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表十三 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同細長比的自然頻率 

( 5.0=r , °= 0α , °= 0β , 0=k , 0.01) 

k  η  1K  2K  3K  4K  5K  6K  7K  8K  

0 10 0.32309 1.45309 1.57080(a) 3.16707 4.71239 4.82282 6.28755 6.84520 
 20 0.17182 0.95696 1.57080(a) 2.33755 3.96200 4.71239 5.71642 7.52062 
 50 0.070061 0.42956 1.16396 1.57080(a) 2.18360 3.43268 4.71239 4.85651 
 100 0.03513 0.21891 0.60755 1.17564 1.57080(a) 1.91300 2.80509 3.83656 
 500 0.00703 0.04406 0.12332 0.24152 0.39898 0.59550 0.83090 1.10495 
 1000 0.00352 0.02203 0.06169 0.12087 0.19977 0.29835 0.41660 0.55449 
          

0.01 10 0.32320 1.45329 1.57096(a) 3.16746 4.71241 4.82329 6.28788 6.84554 
 20 0.17208 0.95741 1.57090(a) 2.33811 3.96265 4.71242 5.71722 7.52154 
 50 0.07074 0.43067 1.16517 1.57089(a) 2.18492 3.43410 4.71242 4.85802 
 100 0.03649 0.22112 0.60993 1.17818 1.57089(a) 1.91565 2.80783 3.83937 
 500 0.01197 0.05402 0.13461 0.25374 0.41172 0.60859 0.84424 1.11846 
 1000 0.01004 0.03812 0.08167 0.14348 0.22398 0.32359 0.44254 0.58093 
          

(a)表示該振動頻率對應的振態為軸向振態 
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表十四 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同細長比的自然頻率 

( 5.0=r , °= 0α , °= 0β , =k 0.03, 0.06) 

k  η  1K  2K  3K  4K  5K  6K  7K  8K  

0.03 10 0.32407 1.45488 1.57225(a) 3.17052 4.71255(a) 4.82705 6.29052 6.84826 
 20 0.17415 0.96101 1.57171(a) 2.34255 3.96810 4.71268(a) 5.72366 7.52888 
 50 0.07597 0.43946 1.17482 1.57166(a) 2.19547 3.44540 4.71268(a) 4.87009 
 100 0.04576 0.23807 0.62862 1.19828 1.57166(a) 1.93667 2.82958 3.86177 
 500 0.02852 0.10264 0.20110 0.33339 0.50029 0.70320 0.94307 1.22037 
 1000 0.02709 0.09409 0.16636 0.25374 0.35582 0.47284 0.60559 0.75489 
          

0.06 10 0.32696 1.46016 1.57667(a) 3.18081 4.71310(a) 4.83963 6.29933 6.85743 
 20 0.18090 0.97305 1.57445(a) 2.35744 3.98641 4.71356(a) 5.74530 7.55354 
 50 0.09107 0.46783 1.20671 1.57427(a) 2.23061 3.48321 4.71355(a) 4.91053 
 100 0.06732 0.28771 0.68740 1.26328 1.57425(a) 2.00568 2.90155 3.93622 
 500 0.05405 0.18809 0.33258 0.50718 0.71103 0.94446 1.20894 1.50596 
 1000 0.05271 0.18226 0.30668 0.44520 0.59834 0.76463 0.94360 1.13544 
          

(a)表示該振動頻率對應的振態為軸向振態 
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表十五 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同細長比的自然頻率 

( 1=r , °= 0α , °= 0β , =k 0, 0.01) 

(a)表示該振動頻率對應的振態為軸向振態 

k  η  1K  2K  3K  4K  5K  6K  7K  8K  

0 10 0.32309 1.45309 1.57080(a) 3.16707 4.71239(a) 4.82282 6.28755 6.84520 
 20 0.17182 0.95696 1.57080(a) 2.33755 3.96197 4.71239(a) 5.71642 7.52062 
 50 0.07006 0.42956 1.16396 1.57080(a) 2.18360 3.43268 4.71239(a) 4.85651 
 100 0.03513 0.21891 0.60755 1.17564 1.57080(a) 1.91300 2.80509 3.83656 
 500 0.00703 0.04406 0.12332 0.24152 0.39898 0.59550 0.83090 1.10495 
 1000 0.00352 0.02203 0.06169 0.12087 0.19977 0.29835 0.41660 0.55449 
          

0.01 10 0.32331 1.45342 1.57096(a) 3.16763 4.71241(a) 4.82349 6.28803 6.84569 
 20 0.17231 0.95762 1.57090(a) 2.33835 3.96295 4.71242(a) 5.71757 7.52194 
 50 0.07129 0.43116 1.16569 1.57089(a) 2.18549 3.43470 4.71242(a) 4.85867 
 100 0.03754 0.22209 0.61094 1.17926 1.57089(a) 1.91677 2.80899 3.84056 
 500 0.01482 0.05784 0.13909 0.25869 0.41698 0.61404 0.84982 1.12414 
 1000 0.01326 0.04323 0.08858 0.15182 0.23330 0.33358 0.45300 0.59173 
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表十六 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同細長比的自然頻率 

( 1=r , °= 0α , °= 0β , =k 0.03, 0.06) 

(a)表示該振動頻率對應的振態為軸向振態 

 

k  η  1K  2K  3K  4K  5K  6K  7K  8K  

0.03 10 0.32508 1.45601 1.57226(a) 3.17210 4.71256(a) 4.82887 6.29182 6.84960 
 20 0.17613 0.96288 1.57171(a) 2.34474 3.97077 4.71268(a) 5.72680 7.53247 
 50 0.08044 0.44378 1.17944 1.57166(a) 2.20051 3.45081 4.71268(a) 4.87587 
 100 0.05282 0.24603 0.63735 1.20772 1.57166(a) 1.94661 2.83990 3.87243 
 500 0.03848 0.11912 0.22489 0.36387 0.53611 0.74305 0.98592 1.26548 
 1000 0.03735 0.11133 0.19238 0.28900 0.40019 0.52565 0.66593 0.82178 
          

0.06 10 0.33094 1.46458 1.57678(a) 3.18709 4.71313(a) 4.84682 6.30444 6.86277 
 20 0.18832 0.98040 1.57446(a) 2.36612 3.99700 4.71356(a) 5.75778 7.56781 
 50 0.10514 0.48380 1.22446 1.57428(a) 2.25027 3.50449 4.71355(a) 4.93336 
 100 0.08514 0.31300 0.71822 1.29825 1.57426(a) 2.04341 2.94132 3.97765 
 500 0.07453 0.22256 0.38459 0.57765 0.79970 1.05000 1.32953 1.57424 
 1000 0.07348 0.21718 0.35968 0.51738 0.69068 0.87754 1.07700 1.28888 
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表十七 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.0=r , °= 90β , 10=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.32309 1.45309 1.57080(a) 3.16707 4.71239(a) 4.82282 

0.03 0˚ 0.32558 1.45581 1.57051(a) 3.17075 4.71229(a) 4.82704 
 15˚ 0.32555 1.45577 1.57051(a) 3.17070 4.71229(a) 4.82698 
 30˚ 0.32545 1.45566 1.57051(a) 3.17054 4.71229(a) 4.82679 
 45˚ 0.32529 1.45548 1.57051(a) 3.17029 4.71229(a) 4.82650 
 60˚ 0.32508 1.45524 1.57051(a) 3.16996 4.71229(a) 4.82613 
 75˚ 0.32483 1.45497 1.57051(a) 3.16958 4.71229(a) 4.82569 
 90˚ 0.32457 1.45467 1.57051(a) 3.16917 4.71229(a) 4.82521 

0.06 0˚ 0.33293 1.46393 1.56965(a) 3.18174 4.71201(a) 4.83963 
 15˚ 0.33280 1.46377 1.56965(a) 3.18153 4.71201(a) 4.83938 
 30˚ 0.33240 1.46332 1.56965(a) 3.18090 4.71201(a) 4.83866 
 45˚ 0.33177 1.46260 1.56965(a) 3.17990 4.71201(a) 4.83751 
 60˚ 0.33095 1.46166 1.56965(a) 3.17860 4.71201(a) 4.83600 
 75˚ 0.32998 1.46056 1.56965(a) 3.17708 4.71201(a) 4.83425 
 90˚ 0.32895 1.45939 1.56965(a) 3.17544 4.71201(a) 4.83237 
        

k  α  7K  8K  9K 10K 11K  12K

0 0˚ 6.28755 6.84520 7.85398(a) 8.12603 8.93990 10.29274 
0.03 0˚ 6.29054 6.84831 7.85392(a) 8.12957 8.94530 10.29608 

 15˚ 6.29050 6.84826 7.85392(a) 8.12952 8.94522 10.29604 
 30˚ 6.29037 6.84813 7.85392(a) 8.12937 8.94499 10.29589 
 45˚ 6.29016 6.84791 7.85392(a) 8.12912 8.94462 10.29566 
 60˚ 6.28989 6.84764 7.85392(a) 8.12880 8.94414 10.29536 
 75˚ 6.28958 6.84731 7.85392(a) 8.12843 8.94358 10.29501 
 90˚ 6.28924 6.84697 7.85392(a) 8.12803 8.94299 10.29463 

0.06 0˚ 6.29944 6.85762 7.85375(a) 8.14020 8.96140 10.30609 
 15˚ 6.29926 6.85744 7.85375(a) 8.13999 8.96109 10.30589 
 30˚ 6.29875 6.85690 7.85375(a) 8.13937 8.96017 10.30531 
 45˚ 6.29793 6.85605 7.85375(a) 8.13840 8.95872 10.30439 
 60˚ 6.29686 6.85494 7.85375(a) 8.13712 8.95682 10.30319 
 75˚ 6.29562 6.85365 7.85375(a) 8.13563 8.95460 10.30179 
 90˚ 6.29428 6.85227 7.85375(a) 8.13404 8.95222 10.30029 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表十八 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.0=r , °= 90β , 20=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.17182 0.95696 1.57080(a) 2.33755 3.96197 4.71239(a)

0.03 0˚ 0.17678 0.96157 1.57051(a) 2.34279 3.96826 4.71229(a)
 15˚ 0.17671 0.96151 1.57051(a) 2.34272 3.96817 4.71229(a)
 30˚ 0.17652 0.96132 1.57051(a) 2.34250 3.96790 4.71229(a)
 45˚ 0.17621 0.96102 1.57051(a) 2.34215 3.96747 4.71229(a)
 60˚ 0.17580 0.96063 1.57051(a) 2.34169 3.96692 4.71229(a)
 75˚ 0.17532 0.96018 1.57051(a) 2.34116 3.96627 4.71229(a)
 90˚ 0.17481 0.95970 1.57051(a) 2.34060 3.96558 4.71229(a)

0.06 0˚ 0.19086 0.97528 1.56965(a) 2.35841 3.98703 4.71201(a)
 15˚ 0.19061 0.97503 1.56965(a) 2.35812 3.98667 4.71201(a)
 30˚ 0.18988 0.97429 1.56965(a) 2.35725 3.98561 4.71201(a)
 45˚ 0.18873 0.97312 1.56965(a) 2.35586 3.98392 4.71201(a)
 60˚ 0.18720 0.97159 1.56965(a) 2.35406 3.98172 4.71201(a)
 75˚ 0.18542 0.96980 1.56965(a) 2.35195 3.97915 4.71201(a)
 90˚ 0.18348 0.96787 1.56965(a) 2.34969 3.97639 4.71201(a)
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 5.71642 7.52062 7.85398(a) 9.32700 10.99557 11.01027 
0.03 0˚ 5.72377 7.52901 7.85392(a) 9.33625 10.99553 11.01889 

 15˚ 5.72366 7.52888 7.85392(a) 9.33612 10.99553 11.01876 
 30˚ 5.72335 7.52852 7.85392(a) 9.33572 10.99553 11.01839 
 45˚ 5.72285 7.52795 7.85392(a) 9.33509 10.99553 11.01780 
 60˚ 5.72219 7.52721 7.85392(a) 9.33427 10.99553 11.01704 
 75˚ 5.72143 7.52634 7.85392(a) 9.33331 10.99553 11.01615 
 90˚ 5.72062 7.52541 7.85392(a) 9.33228 10.99553 11.01519 

0.06 0˚ 5.74573 7.55406 7.85375(a) 9.36388 10.99541 11.04448 
 15˚ 5.74531 7.55357 7.85375(a) 9.36334 10.99541 11.04398 
 30˚ 5.74406 7.55215 7.85375(a) 9.36177 10.99541 11.04253 
 45˚ 5.74207 7.54987 7.85375(a) 9.35926 10.99541 11.04021 
 60˚ 5.73947 7.54690 7.85375(a) 9.35598 10.99541 11.03719 
 75˚ 5.73645 7.54345 7.85375(a) 9.35217 10.99541 11.03366 
 90˚ 5.73320 7.53974 7.85375(a) 9.34808 10.99541 11.02987 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表十九 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.0=r , °= 90β , 50=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.07006 0.42956 1.16396 1.57080(a) 2.18360 3.43268 

0.03 0˚ 0.08170 0.44051 1.17523 1.57051(a) 2.19569 3.44555 
 15˚ 0.08156 0.44036 1.17507 1.57051(a) 2.19552 3.44537 
 30˚ 0.08113 0.43993 1.17461 1.57051(a) 2.19502 3.44483 
 45˚ 0.08043 0.43924 1.17388 1.57051(a) 2.19421 3.44397 
 60˚ 0.07953 0.43833 1.17292 1.57051(a) 2.19317 3.44284 
 75˚ 0.07845 0.43728 1.17180 1.57051(a) 2.19195 3.44154 
 90˚ 0.07729 0.43615 1.17059 1.57051(a) 2.19064 3.44013 

0.06 0˚ 0.10921 0.47179 1.20831 1.56965(a) 2.23149 3.48382 
 15˚ 0.10878 0.47124 1.20770 1.56965(a) 2.23082 3.48309 
 30˚ 0.10749 0.46963 1.20591 1.56965(a) 2.22884 3.48096 
 45˚ 0.10541 0.46704 1.20306 1.56965(a) 2.22569 3.47756 
 60˚ 0.10264 0.46365 1.19932 1.56965(a) 2.22158 3.47312 
 75˚ 0.09931 0.45966 1.19495 1.56965(a) 2.21678 3.46794 
 90˚ 0.09561 0.45535 1.19025 1.56965(a) 2.21161 3.46237 
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 4.71239(a) 4.85651 6.41102 7.85398(a) 8.06214 9.78423 
0.03 0˚ 4.71229(a) 4.87020 6.42556 7.85392(a) 8.07759 9.80064 

 15˚ 4.71229(a) 4.87000 6.42535 7.85392(a) 8.07737 9.80040 
 30˚ 4.71229(a) 4.86942 6.42473 7.85392(a) 8.07671 9.79970 
 45˚ 4.71229(a) 4.86850 6.42375 7.85392(a) 8.07567 9.79859 
 60˚ 4.71229(a) 4.86730 6.42247 7.85392(a) 8.07430 9.79714 
 75˚ 4.71229(a) 4.86590 6.42098 7.85392(a) 8.07271 9.79545 
 90˚ 4.71229(a) 4.86440 6.41938 7.85392(a) 8.07101 9.79364 

0.06 0˚ 4.71201(a) 4.91096 6.46894 7.85375(a) 8.12371 9.84963 
 15˚ 4.71201(a) 4.91018 6.46810 7.85375(a) 8.12282 9.84868 
 30˚ 4.71201(a) 4.90789 6.46566 7.85375(a) 8.12021 9.84591 
 45˚ 4.71201(a) 4.90425 6.46176 7.85375(a) 8.11606 9.84148 
 60˚ 4.71201(a) 4.89949 6.45668 7.85375(a) 8.11064 9.83571 
 75˚ 4.71201(a) 4.89394 6.45075 7.85375(a) 8.10432 9.82899 
 90˚ 4.71201(a) 4.88798 6.44439 7.85375(a) 8.09753 9.82177 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.0=r , °= 90β , 100=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.03513 0.21891 0.60755 1.17564 1.57080(a) 1.91300 

0.03 0˚ 0.05474 0.23997 0.62935 1.19866 1.57051(a) 1.93691 
 15˚ 0.05452 0.23969 0.62905 1.19834 1.57051(a) 1.93658 
 30˚ 0.05388 0.23889 0.62817 1.19739 1.57051(a) 1.93558 
 45˚ 0.05284 0.23760 0.62677 1.19588 1.57051(a) 1.93399 
 60˚ 0.05145 0.23591 0.62494 1.19391 1.57051(a) 1.93192 
 75˚ 0.04978 0.23392 0.62280 1.19161 1.57051(a) 1.92951 
 90˚ 0.04793 0.23178 0.62049 1.18913 1.57051(a) 1.92692 

0.06 0˚ 0.09030 0.29399 0.69008 1.26477 1.56965(a) 2.00662 
 15˚ 0.08978 0.29310 0.68900 1.26356 1.56965(a) 2.00532 
 30˚ 0.08824 0.29049 0.68583 1.25999 1.56965(a) 2.00150 
 45˚ 0.08574 0.28627 0.68076 1.25430 1.56965(a) 1.99540 
 60˚ 0.08236 0.28068 0.67408 1.24684 1.56965(a) 1.98742 
 75˚ 0.07823 0.27401 0.66619 1.23807 1.56965(a) 1.97807 
 90˚ 0.07353 0.26665 0.65760 1.22858 1.56965(a) 1.96798 
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 2.80509 3.83656 4.71239(a) 4.99194 6.25634 7.61587 
0.03 0˚ 2.82975 3.86190 4.71229(a) 5.01794 6.28301 7.64322 

 15˚ 2.82940 3.86153 4.71229(a) 5.01757 6.28262 7.64282 
 30˚ 2.82836 3.86047 4.71229(a) 5.01647 6.28149 7.64166 
 45˚ 2.82672 3.85877 4.71229(a) 5.01472 6.27970 7.63982 
 60˚ 2.82457 3.85655 4.71229(a) 5.01244 6.27736 7.63741 
 75˚ 2.82207 3.85397 4.71229(a) 5.00979 6.27463 7.63461 
 90˚ 2.81938 3.85120 4.71229(a) 5.00693 6.27170 7.63159 

0.06 0˚ 2.90222 3.93673 4.71201(a) 5.09497 6.36218 7.72455 
 15˚ 2.90085 3.93531 4.71201(a) 5.09350 6.36067 7.72299 
 30˚ 2.89684 3.93114 4.71201(a) 5.08919 6.35622 7.71841 
 45˚ 2.89044 3.92449 4.71201(a) 5.08232 6.34913 7.71112 
 60˚ 2.88207 3.91581 4.71201(a) 5.07334 6.33989 7.70160 
 75˚ 2.87229 3.90566 4.71201(a) 5.06287 6.32910 7.69049 
 90˚ 2.86175 3.89474 4.71201(a) 5.05160 6.31749 7.67855 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十一 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.0=r , °= 90β , 1000=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.00352 0.02203 0.06169 0.12087 0.19977 0.29835 

0.03 0˚ 0.04043 0.09876 0.16905 0.25551 0.35709 0.47379 
 15˚ 0.04015 0.09815 0.16809 0.25421 0.35545 0.47186 
 30˚ 0.03932 0.09631 0.16525 0.25034 0.35060 0.46612 
 45˚ 0.03795 0.09332 0.16061 0.24402 0.34268 0.45678 
 60˚ 0.03608 0.08925 0.15430 0.23545 0.33199 0.44423 
 75˚ 0.03377 0.08424 0.14654 0.22493 0.31893 0.42897 
 90˚ 0.03109 0.07846 0.13760 0.21288 0.30407 0.41176 

0.06 0˚ 0.07996 0.19194 0.31254 0.44925 0.60136 0.76700 
 15˚ 0.07940 0.19070 0.31059 0.44657 0.59792 0.76278 
 30˚ 0.07771 0.18699 0.30479 0.43859 0.58767 0.75024 
 45˚ 0.07495 0.18092 0.29531 0.42553 0.57088 0.72971 
 60˚ 0.07119 0.17267 0.28240 0.40774 0.54802 0.70175 
 75˚ 0.06652 0.16248 0.26646 0.38573 0.51973 0.66720 
 90˚ 0.06107 0.15071 0.24801 0.36021 0.48694 0.62723 
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 0.41660 0.55449 0.71197 0.88902 1.08559 1.30162 
0.03 0˚ 0.60633 0.75549 0.92192 1.10613 1.30851 1.52930 

 15˚ 0.60413 0.75307 0.91931 1.10337 1.30562 1.52630 
 30˚ 0.59763 0.74591 0.91162 1.09523 1.29709 1.51747 
 45˚ 0.58708 0.73435 0.89920 1.08211 1.28339 1.50327 
 60˚ 0.57294 0.71890 0.88267 1.06469 1.26524 1.48451 
 75˚ 0.55587 0.70033 0.86290 1.04393 1.24367 1.46228 
 90˚ 0.53674 0.67967 0.84100 1.02104 1.21998 1.43794 

0.06 0˚ 0.94552 1.13704 1.34197 1.56087 1.56965(a) 1.79429 
 15˚ 0.94055 1.13132 1.33555 1.55378 1.56965(a) 1.78658 
 30˚ 0.92574 1.11433 1.31648 1.53275 1.56965(a) 1.76372 
 45˚ 0.90152 1.08657 1.28535 1.49846 1.56965(a) 1.72650 
 60˚ 0.86859 1.04888 1.24317 1.45210 1.56965(a) 1.67627 
 75˚ 0.82798 1.00251 1.19143 1.39541 1.56965(a) 1.61506 
 90˚ 0.78114 0.94924 1.13224 1.33083 1.54564 1.56965(a)

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十二 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 1=r , °= 90β , 10=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.32309 1.45309 1.57080(a) 3.16707 4.71239(a) 4.82282 

0.03 0˚ 0.32659 1.45695 1.57051(a) 3.17233 4.71229(a) 4.82886 
 15˚ 0.32653 1.45687 1.57051(a) 3.17223 4.71229(a) 4.82874 
 30˚ 0.32632 1.45665 1.57051(a) 3.17191 4.71229(a) 4.82837 
 45˚ 0.32600 1.45628 1.57051(a) 3.17141 4.71229(a) 4.82779 
 60˚ 0.32558 1.45581 1.57051(a) 3.17075 4.71229(a) 4.82704 
 75˚ 0.32509 1.45526 1.57051(a) 3.16999 4.71229(a) 4.82616 
 90˚ 0.32457 1.45467 1.57051(a) 3.16917 4.71229(a) 4.82521 

0.06 0˚ 0.33687 1.46845 1.56965(a) 3.18802 4.71201(a) 4.84684 
 15˚ 0.33660 1.46814 1.56965(a) 3.18760 4.71201(a) 4.84635 
 30˚ 0.33582 1.46724 1.56965(a) 3.18634 4.71201(a) 4.84491 
 45˚ 0.33457 1.46580 1.56965(a) 3.18435 4.71201(a) 4.84262 
 60˚ 0.33293 1.46393 1.56965(a) 3.18174 4.71201(a) 4.83963 
 75˚ 0.33102 1.46174 1.56965(a) 3.17871 4.71201(a) 4.83613 
 90˚ 0.32895 1.45939 1.56965(a) 3.17544 4.71201(a) 4.83237 
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 6.28755 6.84520 7.85398(a) 8.12603 8.93990 10.29274
0.03 0˚ 6.29185 6.84964 7.85392(a) 8.13112 8.94760 10.29754

 15˚ 6.29176 6.84955 7.85392(a) 8.13101 8.94745 10.29744
 30˚ 6.29150 6.84929 7.85392(a) 8.13070 8.94698 10.29715
 45˚ 6.29108 6.84886 7.85392(a) 8.13021 8.94625 10.29669
 60˚ 6.29054 6.84831 7.85392(a) 8.12957 8.94530 10.29608
 75˚ 6.28992 6.84766 7.85392(a) 8.12883 8.94418 10.29538
 90˚ 6.28924 6.84697 7.85392(a) 8.12803 8.94299 10.29463

0.06 0˚ 6.30455 6.86296 7.85375(a) 8.14635 8.97053 10.31187
 15˚ 6.30420 6.86260 7.85375(a) 8.14593 8.96991 10.31148
 30˚ 6.30319 6.86153 7.85375(a) 8.14470 8.96809 10.31032
 45˚ 6.30156 6.85983 7.85375(a) 8.14275 8.96519 10.30848
 60˚ 6.29944 6.85762 7.85375(a) 8.14020 8.96140 10.30609
 75˚ 6.29695 6.85504 7.85375(a) 8.13723 8.95698 10.30329
 90˚ 6.29428 6.85227 7.85375(a) 8.13404 8.95222 10.30029

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十三 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 1=r , °= 90β , 20=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.17182 0.95696 1.57080(a) 2.33755 3.96197 4.71239(a)

0.03 0˚ 0.17873 0.96344 1.57051(a) 2.34498 3.97093 4.71229(a)
 15˚ 0.17859 0.96331 1.57051(a) 2.34484 3.97075 4.71229(a)
 30˚ 0.17821 0.96294 1.57051(a) 2.34440 3.97021 4.71229(a)
 45˚ 0.17759 0.96235 1.57051(a) 2.34370 3.96936 4.71229(a)
 60˚ 0.17678 0.96157 1.57051(a) 2.34279 3.96826 4.71229(a)
 75˚ 0.17583 0.96067 1.57051(a) 2.34173 3.96697 4.71229(a)
 90˚ 0.17481 0.95970 1.57051(a) 2.34060 3.96558 4.71229(a)

0.06 0˚ 0.19795 0.98262 1.56965(a) 2.36709 3.99763 4.71201(a)
 15˚ 0.19747 0.98212 1.56965(a) 2.36650 3.99691 4.71201(a)
 30˚ 0.19607 0.98066 1.56965(a) 2.36477 3.99480 4.71201(a)
 45˚ 0.19383 0.97833 1.56965(a) 2.36202 3.99143 4.71201(a)
 60˚ 0.19086 0.97528 1.56965(a) 2.35841 3.98703 4.71201(a)
 75˚ 0.18733 0.97172 1.56965(a) 2.35421 3.98190 4.71201(a)
 90˚ 0.18348 0.96787 1.56965(a) 2.34969 3.97639 4.71201(a)
        

k  α  7K 8K  9K 10K 11K  12K

0 0˚ 5.71642 7.52062 7.85398(a) 9.32700 10.99557(a) 11.01027 
0.03 0˚ 5.72691 7.53260 7.85392(a) 9.34022 10.99553(a) 11.02257 

 15˚ 5.72670 7.53236 7.85392(a) 9.33995 10.99553(a) 11.02232 
 30˚ 5.72607 7.53164 7.85392(a) 9.33915 10.99553(a) 11.02159 
 45˚ 5.72507 7.53050 7.85392(a) 9.33789 10.99553(a) 11.02041 
 60˚ 5.72377 7.52901 7.85392(a) 9.33625 10.99553(a) 11.01889 
 75˚ 5.72225 7.52727 7.85392(a) 9.33434 10.99553(a) 11.01710 
 90˚ 5.72062 7.52541 7.85392(a) 9.33228 10.99553(a) 11.01519 

0.06 0˚ 5.75822 7.56834 7.85375(a) 9.37962 10.99541(a) 11.05896 
 15˚ 5.75737 7.56737 7.85375(a) 9.37855 10.99541(a) 11.05798 
 30˚ 5.75488 7.56452 7.85375(a) 9.37541 10.99541(a) 11.05509 
 45˚ 5.75091 7.55998 7.85375(a) 9.37041 10.99541(a) 11.05049 
 60˚ 5.74573 7.55406 7.85375(a) 9.36388 10.99541(a) 11.04448 
 75˚ 5.73970 7.54716 7.85375(a) 9.35626 10.99541(a) 11.03745 
 90˚ 5.73320 7.53974 7.85375(a) 9.34808 10.99541(a) 11.02987 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十四 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 1=r , °= 90β , 50=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.07006 0.42956 1.16396 1.57080(a) 2.18360 3.43268 

0.03 0˚ 0.08589 0.44482 1.17985 1.57051(a) 2.20073 3.45096 
 15˚ 0.08561 0.44453 1.17953 1.57051(a) 2.20039 3.45060 
 30˚ 0.08479 0.44367 1.17861 1.57051(a) 2.19938 3.44952 
 45˚ 0.08346 0.44230 1.17715 1.57051(a) 2.19778 3.44780 
 60˚ 0.08170 0.44051 1.17523 1.57051(a) 2.19569 3.44555 
 75˚ 0.07960 0.43841 1.17300 1.57051(a) 2.19326 3.44294 
 90˚ 0.07729 0.43615 1.17059 1.57051(a) 2.19064 3.44013 

0.06 0˚ 0.12126 0.48764 1.22605 1.56965(a) 2.25114 3.50509 
 15˚ 0.12048 0.48658 1.22485 1.56965(a) 2.24981 3.50365 
 30˚ 0.11815 0.48345 1.22133 1.56965(a) 2.24590 3.49941 
 45˚ 0.11436 0.47843 1.21570 1.56965(a) 2.23966 3.49265 
 60˚ 0.10921 0.47179 1.20831 1.56965(a) 2.23149 3.48382 
 75˚ 0.10288 0.46394 1.19964 1.56965(a) 2.22193 3.47350 
 90˚ 0.09561 0.45535 1.19025 1.56965(a) 2.21161 3.46237 
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 4.71239(a) 4.85651 6.41102 7.85398(a) 8.06214 9.78423 
0.03 0˚ 4.71229(a) 4.87598 6.43174 7.85392(a) 8.08417 9.80764 

 15˚ 4.71229(a) 4.87559 6.43131 7.85392(a) 8.08372 9.80716 
 30˚ 4.71229(a) 4.87443 6.43008 7.85392(a) 8.08241 9.80576 
 45˚ 4.71229(a) 4.87259 6.42812 7.85392(a) 8.08032 9.80354 
 60˚ 4.71229(a) 4.87020 6.42556 7.85392(a) 8.07759 9.80064 
 75˚ 4.71229(a) 4.86740 6.42258 7.85392(a) 8.07442 9.79726 
 90˚ 4.71229(a) 4.86440 6.41938 7.85392(a) 8.07101 9.79364 

0.06 0˚ 4.71201(a) 4.93380 6.49336 7.85375(a) 8.14977 9.87738 
 15˚ 4.71201(a) 4.93225 6.49170 7.85375(a) 8.14800 9.87549 
 30˚ 4.71201(a) 4.92769 6.48683 7.85375(a) 8.14280 9.86996 
 45˚ 4.71201(a) 4.92044 6.47907 7.85375(a) 8.13452 9.86114 
 60˚ 4.71201(a) 4.91096 6.46894 7.85375(a) 8.12371 9.84963 
 75˚ 4.71201(a) 4.89989 6.45711 7.85375(a) 8.11110 9.83621 
 90˚ 4.71201(a) 4.88798 6.44439 7.85375(a) 8.09753 9.82177 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十五 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 1=r , °= 90β , 100=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.03513 0.21891 0.60755 1.17564 1.57080(a) 1.91300 

0.03 0˚ 0.06077 0.24787 0.63807 1.20810 1.57051(a) 1.94685 
 15˚ 0.06038 0.24734 0.63748 1.20746 1.57051(a) 1.94617 
 30˚ 0.05922 0.24578 0.63575 1.20558 1.57051(a) 1.94419 
 45˚ 0.05732 0.24327 0.63298 1.20259 1.57051(a) 1.94104 
 60˚ 0.05474 0.23997 0.62935 1.19866 1.57051(a) 1.93691 
 75˚ 0.05157 0.23605 0.62509 1.19408 1.57051(a) 1.93210 
 90˚ 0.04793 0.23178 0.62049 1.18913 1.57051(a) 1.92692 

0.06 0˚ 0.10434 0.31879 0.72079 1.29970 1.56965(a) 2.04434 
 15˚ 0.10344 0.31717 0.71875 1.29736 1.56965(a) 2.04179 
 30˚ 0.10077 0.31236 0.71272 1.29046 1.56965(a) 2.03432 
 45˚ 0.09637 0.30453 0.70300 1.27938 1.56965(a) 2.02235 
 60˚ 0.09030 0.29399 0.69008 1.26477 1.56965(a) 2.00662 
 75˚ 0.08265 0.28116 0.67465 1.24748 1.56965(a) 1.98810 
 90˚ 0.07353 0.26665 0.65760 1.22858 1.56965(a) 1.96798 
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 2.80509 3.83656 4.71239(a) 4.99194 6.25634 7.61587 
0.03 0˚ 2.84007 3.87255 4.71229(a) 5.02891 6.29429 7.65482 

 15˚ 2.83937 3.87183 4.71229(a) 5.02817 6.29353 7.65403 
 30˚ 2.83731 3.86970 4.71229(a) 5.02598 6.29127 7.65171 
 45˚ 2.83403 3.86631 4.71229(a) 5.02249 6.28769 7.64803 
 60˚ 2.82975 3.86190 4.71229(a) 5.01794 6.28301 7.64322 
 75˚ 2.82475 3.85674 4.71229(a) 5.01264 6.27756 7.63761 
 90˚ 2.81938 3.85120 4.71229(a) 5.00693 6.27170 7.63159 

0.06 0˚ 2.94197 3.97815 4.71201(a) 5.13787 6.40647 7.77020 
 15˚ 2.93929 3.97535 4.71201(a) 5.13496 6.40346 7.76710 
 30˚ 2.93139 3.96711 4.71201(a) 5.12642 6.39464 7.75800 
 45˚ 2.91877 3.95395 4.71201(a) 5.11279 6.38057 7.74350 
 60˚ 2.90222 3.93673 4.71201(a) 5.09497 6.36218 7.72455 
 75˚ 2.88279 3.91655 4.71201(a) 5.07411 6.34068 7.70241 
 90˚ 2.86175 3.89474 4.71201(a) 5.05160 6.31749 7.67855 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十六 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 1=r , °= 90β , 1000=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.00352 0.02203 0.06169 0.12087 0.19977 0.29835 

0.03 0˚ 0.04793 0.11531 0.19471 0.29055 0.40132 0.52651 
 15˚ 0.04745 0.11427 0.19309 0.28833 0.39851 0.52314 
 30˚ 0.04604 0.11113 0.18823 0.28170 0.39011 0.51309 
 45˚ 0.04370 0.10595 0.18020 0.27072 0.37624 0.49654 
 60˚ 0.04043 0.09876 0.16905 0.25551 0.35709 0.47379 
 75˚ 0.03625 0.08960 0.15485 0.23619 0.33292 0.44531 
 90˚ 0.03109 0.07846 0.13760 0.21288 0.30407 0.41176 

0.06 0˚ 0.09503 0.22538 0.36470 0.52089 0.69331 0.87962 
 15˚ 0.09408 0.22327 0.36141 0.51637 0.68752 0.87252 
 30˚ 0.09124 0.21695 0.35155 0.50286 0.67019 0.85129 
 45˚ 0.08653 0.20648 0.33523 0.48045 0.64142 0.81606 
 60˚ 0.07996 0.19194 0.31254 0.44925 0.60136 0.76700 
 75˚ 0.07152 0.17339 0.28353 0.40929 0.55001 0.70418 
 90˚ 0.06107 0.15071 0.24801 0.36021 0.48694 0.62723 
        

k  α  7K 8K  9K 10K 11K  12K

0 0˚ 0.41660 0.55449 0.71197 0.88902 1.08559 1.30162 
0.03 0˚ 0.66661 0.82233 0.99440 1.18342 1.38988 1.57051(a)

 15˚ 0.66273 0.81801 0.98969 1.17837 1.38453 1.57051(a)
 30˚ 0.65118 0.80515 0.97568 1.16338 1.36870 1.57051(a)
 45˚ 0.63223 0.78410 0.95283 1.13899 1.34300 1.56517 
 60˚ 0.60633 0.75549 0.92192 1.10613 1.30851 1.52930 
 75˚ 0.57417 0.72023 0.88409 1.06619 1.26680 1.48612 
 90˚ 0.53674 0.67967 0.84100 1.02104 1.21998 1.43794 

0.06 0˚ 1.07869 1.29029 1.51462 1.56965(a) 1.75207 2.00307 
 15˚ 1.07029 1.28060 1.50369 1.56965(a) 1.73993 1.98978 
 30˚ 1.04515 1.25164 1.47100 1.56965(a) 1.70366 1.95009 
 45˚ 1.00348 1.20366 1.41692 1.56965(a) 1.64372 1.88459 
 60˚ 0.94552 1.13704 1.34197 1.56087 1.56965(a) 1.79429 
 75˚ 0.87146 1.05216 1.24684 1.45612 1.56965(a) 1.68063 
 90˚ 0.78114 0.94924 1.13224 1.33083 1.54564 1.56965(a)

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十七 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.1=r , °= 90β , 10=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.32309 1.45309 1.57080(a) 3.16707 4.71239(a) 4.82282 

0.03 0˚ 0.32760 1.45809 1.57051(a) 3.17391 4.71229(a) 4.83068 
 15˚ 0.32750 1.45797 1.57051(a) 3.17375 4.71229(a) 4.83049 
 30˚ 0.32720 1.45763 1.57051(a) 3.17328 4.71229(a) 4.82995 
 45˚ 0.32672 1.45709 1.57051(a) 3.17253 4.71229(a) 4.82908 
 60˚ 0.32609 1.45638 1.57051(a) 3.17154 4.71229(a) 4.82795 
 75˚ 0.32536 1.45556 1.57051(a) 3.17040 4.71229(a) 4.82663 
 90˚ 0.32457 1.45467 1.57051(a) 3.16917 4.71229(a) 4.82521 

0.06 0˚ 0.34076 1.47295 1.56965(a) 3.19428 4.71201(a) 4.85403 
 15˚ 0.34037 1.47249 1.56965(a) 3.19364 4.71201(a) 4.85329 
 30˚ 0.33920 1.47115 1.56965(a) 3.19177 4.71201(a) 4.85114 
 45˚ 0.33735 1.46900 1.56965(a) 3.18878 4.71201(a) 4.84772 
 60˚ 0.33491 1.46619 1.56965(a) 3.18489 4.71201(a) 4.84324 
 75˚ 0.33205 1.46291 1.56965(a) 3.18034 4.71201(a) 4.83801 
 90˚ 0.32895 1.45939 1.56965(a) 3.17544 4.71201(a) 4.83237 
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 6.28755 6.84520 7.85398(a) 8.12603 8.93990 10.29274
0.03 0˚ 6.29315 6.85098 7.85392(a) 8.13266 8.94991 10.29899

 15˚ 6.29301 6.85085 7.85392(a) 8.13250 8.94967 10.29884
 30˚ 6.29262 6.85045 7.85392(a) 8.13204 8.94898 10.29841
 45˚ 6.29200 6.84981 7.85392(a) 8.13130 8.94788 10.29771
 60˚ 6.29120 6.84898 7.85392(a) 8.13035 8.94645 10.29681
 75˚ 6.29025 6.84801 7.85392(a) 8.12923 8.94478 10.29576
 90˚ 6.28924 6.84697 7.85392(a) 8.12803 8.94299 10.29463

0.06 0˚ 6.30962 6.86829 7.85375(a) 8.15249 8.97961 10.31765
 15˚ 6.30910 6.86775 7.85375(a) 8.15186 8.97869 10.31706
 30˚ 6.30759 6.86615 7.85375(a) 8.15002 8.97597 10.31533
 45˚ 6.30517 6.86361 7.85375(a) 8.14709 8.97164 10.31258
 60˚ 6.30200 6.86029 7.85375(a) 8.14327 8.96597 10.30898
 75˚ 6.29829 6.85642 7.85375(a) 8.13882 8.95935 10.30479
 90˚ 6.29428 6.85227 7.85375(a) 8.13404 8.95222 10.30029

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十八 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.1=r , °= 90β , 20=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.17182 0.95696 1.57080(a) 2.33755 3.96197 4.71239(a)

0.03 0˚ 0.18065 0.96531 1.57051(a) 2.34718 3.97360 4.71229(a)
 15˚ 0.18045 0.96512 1.57051(a) 2.34695 3.97332 4.71229(a)
 30˚ 0.17988 0.96456 1.57051(a) 2.34630 3.97253 4.71229(a)
 45˚ 0.17896 0.96367 1.57051(a) 2.34525 3.97125 4.71229(a)
 60˚ 0.17776 0.96251 1.57051(a) 2.34389 3.96959 4.71229(a)
 75˚ 0.17634 0.96115 1.57051(a) 2.34230 3.96766 4.71229(a)
 90˚ 0.17481 0.95970 1.57051(a) 2.34060 3.96558 4.71229(a)

0.06 0˚ 0.20479 0.98990 1.56965(a) 2.37573 4.00819 4.71201(a)
 15˚ 0.20410 0.98916 1.56965(a) 2.37485 4.00711 4.71201(a)
 30˚ 0.20207 0.98698 1.56965(a) 2.37227 4.00395 4.71201(a)
 45˚ 0.19879 0.98351 1.56965(a) 2.36814 3.99891 4.71201(a)
 60˚ 0.19443 0.97896 1.56965(a) 2.36276 3.99234 4.71201(a)
 75˚ 0.18923 0.97363 1.56965(a) 2.35647 3.98466 4.71201(a)
 90˚ 0.18348 0.96787 1.56965(a) 2.34969 3.97639 4.71201(a)
        

k  α  7K 8K  9K 10K 11K  12K

0 0˚ 5.71642 7.52062 7.85398(a) 9.32700 10.99557(a) 11.01027 
0.03 0˚ 5.73005 7.53619 7.85392(a) 9.34418 10.99553(a) 11.02625 

 15˚ 5.72973 7.53583 7.85392(a) 9.34378 10.99553(a) 11.02588 
 30˚ 5.72879 7.53475 7.85392(a) 9.34259 10.99553(a) 11.02478 
 45˚ 5.72729 7.53304 7.85392(a) 9.34070 10.99553(a) 11.02302 
 60˚ 5.72534 7.53080 7.85392(a) 9.33823 10.99553(a) 11.02073 
 75˚ 5.72306 7.52820 7.85392(a) 9.33536 10.99553(a) 11.01806 
 90˚ 5.72062 7.52541 7.85392(a) 9.33228 10.99553(a) 11.01519 

0.06 0˚ 5.77066 7.58256 7.85375(a) 9.39531 10.99541(a) 11.07331 
 15˚ 5.76939 7.58111 7.85375(a) 9.39371 10.99541(a) 11.07185 
 30˚ 5.76566 7.57685 7.85375(a) 9.38901 10.99541(a) 11.06756 
 45˚ 5.75973 7.57006 7.85375(a) 9.38153 10.99541(a) 11.06071 
 60˚ 5.75198 7.56121 7.85375(a) 9.37176 10.99541(a) 11.05174 
 75˚ 5.74294 7.55086 7.85375(a) 9.36035 10.99541(a) 11.04122 
 90˚ 5.73320 7.53974 7.85375(a) 9.34808 10.99541(a) 11.02987 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表二十九 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.1=r , °= 90β , 50=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.07006 0.42956 1.16396 1.57080(a) 2.18360 3.43268 

0.03 0˚ 0.08987 0.44909 1.18444 1.57051(a) 2.20575 3.45636 
 15˚ 0.08947 0.44866 1.18397 1.57051(a) 2.20524 3.45581 
 30˚ 0.08829 0.44738 1.18260 1.57051(a) 2.20373 3.45419 
 45˚ 0.08638 0.44534 1.18041 1.57051(a) 2.20134 3.45162 
 60˚ 0.08382 0.44267 1.17754 1.57051(a) 2.19821 3.44826 
 75˚ 0.08074 0.43954 1.17420 1.57051(a) 2.19456 3.44434 
 90˚ 0.07729 0.43615 1.17059 1.57051(a) 2.19064 3.44013 

0.06 0˚ 0.13218 0.50295 1.24348 1.56965(a) 2.27058 3.52620 
 15˚ 0.13111 0.50141 1.24171 1.56965(a) 2.26860 3.52405 
 30˚ 0.12791 0.49686 1.23651 1.56965(a) 2.26279 3.51774 
 45˚ 0.12264 0.48953 1.22818 1.56965(a) 2.25351 3.50766 
 60˚ 0.11540 0.47979 1.21722 1.56965(a) 2.24134 3.49448 
 75˚ 0.10633 0.46817 1.20430 1.56965(a) 2.22707 3.47904 
 90˚ 0.09561 0.45535 1.19025 1.56965(a) 2.21161 3.46237 
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 4.71239(a) 4.85651 6.41102 7.85398(a) 8.06214 9.78423 
0.03 0˚ 4.71229(a) 4.88176 6.43790 7.85392(a) 8.09074 9.81463 

 15˚ 4.71229(a) 4.88117 6.43727 7.85392(a) 8.09007 9.81391 
 30˚ 4.71229(a) 4.87944 6.43542 7.85392(a) 8.08810 9.81182 
 45˚ 4.71229(a) 4.87668 6.43248 7.85392(a) 8.08497 9.80849 
 60˚ 4.71229(a) 4.87309 6.42865 7.85392(a) 8.08088 9.80414 
 75˚ 4.71229(a) 4.86890 6.42418 7.85392(a) 8.07612 9.79908 
 90˚ 4.71229(a) 4.86440 6.41938 7.85392(a) 8.07101 9.79364 

0.06 0˚ 4.71201(a) 4.95649 6.51765 7.85375(a) 8.17570 9.90501 
 15˚ 4.71201(a) 4.95418 6.51517 7.85375(a) 8.17306 9.90219 
 30˚ 4.71201(a) 4.94739 6.50790 7.85375(a) 8.16529 9.89392 
 45˚ 4.71201(a) 4.93656 6.49631 7.85375(a) 8.15292 9.88074 
 60˚ 4.71201(a) 4.92240 6.48116 7.85375(a) 8.13676 9.86352 
 75˚ 4.71201(a) 4.90584 6.46346 7.85375(a) 8.11787 9.84341 
 90˚ 4.71201(a) 4.88798 6.44439 7.85375(a) 8.09753 9.82177 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表三十 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.1=r , °= 90β , 100=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.03513 0.21891 0.60755 1.17564 1.57080(a) 1.91300 

0.03 0˚ 0.06624 0.25551 0.64665 1.21745 1.57051(a) 1.95672 
 15˚ 0.06570 0.25474 0.64578 1.21650 1.57051(a) 1.95571 
 30˚ 0.06410 0.25247 0.64322 1.21371 1.57051(a) 1.95276 
 45˚ 0.06146 0.24881 0.63912 1.20924 1.57051(a) 1.94805 
 60˚ 0.05783 0.24395 0.63373 1.20340 1.57051(a) 1.94189 
 75˚ 0.05329 0.23816 0.62738 1.19654 1.57051(a) 1.93469 
 90˚ 0.04793 0.23178 0.62049 1.18913 1.57051(a) 1.92692 

0.06 0˚ 0.11665 0.34165 0.74998 1.33348 1.56965(a) 2.08119 
 15˚ 0.11545 0.33939 0.74706 1.33008 1.56965(a) 2.07746 
 30˚ 0.11187 0.33267 0.73842 1.32004 1.56965(a) 2.06648 
 45˚ 0.10591 0.32166 0.72441 1.30386 1.56965(a) 2.04885 
 60˚ 0.09758 0.30666 0.70564 1.28238 1.56965(a) 2.02559 
 75˚ 0.08684 0.28812 0.68298 1.25679 1.56965(a) 1.99806 
 90˚ 0.07353 0.26665 0.65760 1.22858 1.56965(a) 1.96798 
        

k  α  7K 8K 9K 10K 11K  12K

0 0˚ 2.80509 3.83656 4.71239(a) 4.99194 6.25634 7.61587 
0.03 0˚ 2.85034 3.88317 4.71229(a) 5.03986 6.30555 7.66640 

 15˚ 2.84929 3.88209 4.71229(a) 5.03874 6.30440 7.66521 
 30˚ 2.84622 3.87891 4.71229(a) 5.03546 6.30103 7.66175 
 45˚ 2.84132 3.87384 4.71229(a) 5.03024 6.29566 7.65622 
 60˚ 2.83491 3.86723 4.71229(a) 5.02343 6.28865 7.64902 
 75˚ 2.82743 3.85951 4.71229(a) 5.01548 6.28048 7.64062 
 90˚ 2.81938 3.85120 4.71229(a) 5.00693 6.27170 7.63159 

0.06 0˚ 2.98106 4.01903 4.71201(a) 5.18030 6.45036 7.81549 
 15˚ 2.97709 4.01487 4.71201(a) 5.17599 6.44589 7.81088 
 30˚ 2.96543 4.00266 4.71201(a) 5.16330 6.43276 7.79733 
 45˚ 2.94675 3.98314 4.71201(a) 5.14304 6.41181 7.77571 
 60˚ 2.92218 3.95751 4.71201(a) 5.11648 6.38438 7.74742 
 75˚ 2.89323 3.92739 4.71201(a) 5.08531 6.35223 7.71430 
 90˚ 2.86175 3.89474 4.71201(a) 5.05160 6.31749 7.67855 

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表三十一 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同轉速與不同傾斜角的自然頻率 

( 5.1=r , °= 90β , 1000=η ) 

k  α  1K  2K  3K  4K  5K  6K  
0 0˚ 0.00352 0.02203 0.06169 0.12087 0.19977 0.29835 

0.03 0˚ 0.05437 0.12967 0.21696 0.32099 0.43997 0.57302 
 15˚ 0.05375 0.12828 0.21480 0.31804 0.43622 0.56849 
 30˚ 0.05188 0.12411 0.20834 0.30920 0.42498 0.55494 
 45˚ 0.04875 0.11715 0.19756 0.29445 0.40626 0.53244 
 60˚ 0.04434 0.10738 0.18241 0.27374 0.38005 0.50108 
 75˚ 0.03855 0.09464 0.16265 0.24680 0.34617 0.46089 
 90˚ 0.03109 0.07846 0.13760 0.21288 0.30407 0.41176 

0.06 0˚ 0.10797 0.25433 0.40979 0.58261 0.77241 0.97653 
 15˚ 0.10672 0.25152 0.40542 0.57665 0.76477 0.96717 
 30˚ 0.10297 0.24312 0.39233 0.55874 0.74183 0.93906 
 45˚ 0.09669 0.22910 0.37049 0.52882 0.70348 0.89208 
 60˚ 0.08783 0.20936 0.33972 0.48662 0.64934 0.82575 
 75˚ 0.07617 0.18359 0.29949 0.43129 0.57828 0.73876 
 90˚ 0.06107 0.15071 0.24801 0.36021 0.48694 0.62723 
        

k  α  7K 8K  9K 10K 11K  12K

0 0˚ 0.41660 0.55449 0.71197 0.88902 1.08559 1.30162 
0.03 0˚ 0.72035 0.88259 1.06044 1.25454 1.46541 1.57051(a)

 15˚ 0.71510 0.87669 1.05395 1.24751 1.45793 1.57051(a)
 30˚ 0.69941 0.85905 1.03458 1.22661 1.43569 1.57051(a)
 45˚ 0.67343 0.82996 1.00273 1.19235 1.39933 1.57051(a)
 60˚ 0.63742 0.78986 0.95907 1.14564 1.35000 1.57051(a)
 75˚ 0.59172 0.73942 0.90465 1.08786 1.28939 1.50949 
 90˚ 0.53674 0.67967 0.84100 1.02104 1.21998 1.43794 

0.06 0˚ 1.19348 1.42279 1.56965(a) 1.66446 1.91875 2.18600 
 15˚ 1.18239 1.40998 1.56965(a) 1.64996 1.90259 2.16824 
 30˚ 1.14909 1.37152 1.56965(a) 1.60644 1.85414 2.11502 
 45˚ 1.09344 1.30730 1.53384 1.56965(a) 1.77341 2.02646 
 60˚ 1.01495 1.21686 1.43178 1.56965(a) 1.66019 1.90257 
 75˚ 0.91220 1.09880 1.29906 1.51356 1.56965(a) 1.74288 
 90˚ 0.78114 0.94924 1.13224 1.33083 1.54564 1.56965(a)

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表三十二 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同細長比與不同轉速的自然頻率 

( 1=r ， °= 0α ， °= 0β ， =η 8.1, 8.15) 

η  k  1K  2K  3K  4K  5K  6K  

8.1 0 0.38396 1.57080(a) 1.57185 3.34110 4.71239(a) 4.71882 
 0.01 0.38413 1.56853 1.57456 3.34161 4.71163 4.72002 
 0.02 0.38465 1.56624 1.57818 3.34314 4.71017 4.72281 
 0.03 0.38550 1.56434 1.58229 3.34568 4.70873 4.72644 
 0.04 0.38668 1.56284 1.58689 3.34924 4.70749 4.73075 
 0.05 0.38819 1.56171 1.59198 3.35379 4.70648 4.73568 
 0.06 0.39002 1.56096 1.59759 3.35934 4.70570 4.74123 
 0.07 0.39216 1.56055 1.60370 3.36587 4.70513 4.74740 
 0.08 0.39460 1.56048 1.61034 3.37336 4.70475 4.75418 
 0.09 0.39733 1.56073 1.61750 3.38180 4.70455 4.76157 
 0.1 0.40033 1.56130 1.62518 3.39118 4.70451 4.76955 
        

8.15 0 0.38210 1.56877 1.57080(a) 3.33673 4.71239(a) 4.72653 
 0.01 0.38227 1.56694 1.57307 3.33724 4.71203 4.72734 
 0.02 0.38279 1.56477 1.57657 3.33877 4.71114 4.72957 
 0.03 0.38365 1.56297 1.58059 3.34132 4.71007 4.73289 
 0.04 0.38484 1.56155 1.58512 3.34489 4.70902 4.73705 
 0.05 0.38636 1.56050 1.59015 3.34946 4.70810 4.74197 
 0.06 0.38821 1.55981 1.59569 3.35502 4.70735 4.74757 
 0.07 0.39036 1.55948 1.60175 3.36157 4.70677 4.75384 
 0.08 0.39282 1.55947 1.60834 3.36909 4.70637 4.76075 
 0.09 0.39557 1.55979 1.61545 3.37756 4.70614 4.76830 
 0.1 0.39860 1.56041 1.62310 3.38696 4.70606 4.77647 
        

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表三十三 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同細長比與不同轉速的自然頻率 

( 1=r ， °= 0α ， °= 0β ， =η 8.2, 8.3) 

η  k  1K  2K  3K  4K  5K  6K  

8.2 0 0.38026 1.56568 1.57080(a) 3.33233 4.71239(a) 4.73394 
 0.01 0.38043 1.56465 1.57227 3.33285 4.71216 4.73462 
 0.02 0.38095 1.56292 1.57535 3.33439 4.71157 4.73658 
 0.03 0.38181 1.56133 1.57916 3.33694 4.71078 4.73965 
 0.04 0.38302 1.56006 1.58354 3.34052 4.70994 4.74366 
 0.05 0.38455 1.55913 1.58846 3.34510 4.70916 4.74851 
 0.06 0.38641 1.55855 1.59391 3.35068 4.70850 4.75411 
 0.07 0.38858 1.55830 1.59990 3.35725 4.70797 4.76043 
 0.08 0.39106 1.55838 1.60642 3.36479 4.70760 4.76743 
 0.09 0.39383 1.55877 1.61348 3.37329 4.70737 4.77510 
 0.1 0.39688 1.55947 1.62107 3.38272 4.70729 4.78341 
        

8.3 0 0.37662 1.55950 1.57080(a) 3.32349 4.71239(a) 4.74786 
 0.01 0.37679 1.55912 1.57162 3.32401 4.71227 4.74845 
 0.02 0.37732 1.55826 1.57383 3.32555 4.71195 4.75019 
 0.03 0.37820 1.55730 1.57702 3.32813 4.71148 4.75301 
 0.04 0.37942 1.55649 1.58096 3.33172 4.71095 4.75682 
 0.05 0.38098 1.55591 1.58555 3.33633 4.71043 4.76156 
 0.06 0.38286 1.55562 1.59074 3.34195 4.70995 4.76714 
 0.07 0.38507 1.55562 1.59650 3.34855 4.70957 4.77351 
 0.08 0.38759 1.55592 1.60284 3.35614 4.70929 4.78065 
 0.09 0.39040 1.55651 1.60974 3.36468 4.70913 4.78851 
 0.1 0.39349 1.55738 1.61720 3.37418 4.70910 4.79706 
        

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表三十四 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同細長比與不同轉速的自然頻率 

( 1=r ， °= 0α ， °= 0β ， =η 8.4, 8.5) 

η  k  1K  2K  3K  4K  5K  6K  

8.4 0 0.37303 1.55330 1.57080(a) 3.31458 4.71239(a) 4.76057 
 0.01 0.37321 1.55317 1.57137 3.31510 4.71232 4.76113 
 0.02 0.37375 1.55285 1.57304 3.31665 4.71212 4.76279 
 0.03 0.37464 1.55249 1.57565 3.31924 4.71182 4.76552 
 0.04 0.37588 1.55219 1.57909 3.32286 4.71147 4.76926 
 0.05 0.37746 1.55207 1.58325 3.32749 4.71112 4.77396 
 0.06 0.37938 1.55216 1.58808 3.33314 4.71081 4.77956 
 0.07 0.38162 1.55249 1.59354 3.33978 4.71055 4.78601 
 0.08 0.38417 1.55307 1.59963 3.34741 4.71038 4.79327 
 0.09 0.38702 1.55391 1.60631 3.35601 4.71031 4.80130 
 0.1 0.39016 1.55501 1.61359 3.36555 4.71034 4.81008 
        

8.5 0 0.36951 1.54707 1.57080(a) 3.30560 4.71239(a) 4.77207 
 0.01 0.36970 1.54707 1.57125 3.30612 4.71234 4.77263 
 0.02 0.37024 1.54709 1.57259 3.30769 4.71221 4.77427 
 0.03 0.37114 1.54717 1.57477 3.31029 4.71202 4.77698 
 0.04 0.37240 1.54735 1.57775 3.31393 4.71179 4.78071 
 0.05 0.37401 1.54768 1.58147 3.31859 4.71156 4.78542 
 0.06 0.37595 1.54819 1.58591 3.32426 4.71136 4.79108 
 0.07 0.37822 1.54889 1.59103 3.33094 4.71121 4.79763 
 0.08 0.38081 1.54982 1.59680 3.33861 4.71113 4.80503 
 0.09 0.38371 1.55096 1.60322 3.34726 4.71114 4.81325 
 0.1 0.38689 1.55233 1.61027 3.35686 4.71124 4.82224 
        

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表三十五 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同細長比與不同轉速的自然頻率 

( 1=r ， °= 0α ， °= 90β ， =η 8.1, 8.15) 

η  k  1K  2K  3K  4K  5K  6K  

8.1 0 0.38396 1.57080(a) 1.57185 3.34110 4.71239(a) 4.71882 
 0.01 0.38428 1.57076(a) 1.57223 3.34164 4.71238(a) 4.71923 
 0.02 0.38524 1.57067(a) 1.57336 3.34324 4.71235(a) 4.72047 
 0.03 0.38682 1.57051(a) 1.57526 3.34592 4.71229(a) 4.72252 
 0.04 0.38903 1.57029(a) 1.57791 3.34966 4.71222(a) 4.72539 
 0.05 0.39185 1.57000(a) 1.58130 3.35445 4.71212(a) 4.72905 
 0.06 0.39527 1.56965(a) 1.58544 3.36029 4.71201(a) 4.73349 
 0.07 0.39927 1.56924(a) 1.59030 3.36717 4.71187(a) 4.73870 
 0.08 0.40383 1.56876(a) 1.59590 3.37507 4.71171(a) 4.74464 
 0.09 0.40894 1.56822(a) 1.60220 3.38398 4.71153(a) 4.75130 
 0.1 0.41457 1.56761(a) 1.60921 3.39388 4.71133(a) 4.75865 
        

8.15 0 0.38210 1.56877 1.57080(a) 3.33673 4.71239(a) 4.72653 
 0.01 0.38242 1.56915 1.57076(a) 3.33727 4.71238(a) 4.72695 
 0.02 0.38338 1.57029 1.57067(a) 3.33888 4.71235(a) 4.72821 
 0.03 0.38498 1.57051(a) 1.57219 3.34156 4.71229(a) 4.73031 
 0.04 0.38720 1.57029(a) 1.57485 3.34531 4.71222(a) 4.73323 
 0.05 0.39004 1.57000(a) 1.57826 3.35012 4.71212(a) 4.73696 
 0.06 0.39347 1.56965(a) 1.58241 3.35598 4.71201(a) 4.74149 
 0.07 0.39750 1.56924(a) 1.58729 3.36287 4.71187(a) 4.74680 
 0.08 0.40209 1.56876(a) 1.59290 3.37080 4.71171(a) 4.75286 
 0.09 0.40722 1.56822(a) 1.59923 3.37973 4.71153(a) 4.75965 
 0.1 0.41288 1.56761(a) 1.60626 3.38966 4.71133(a) 4.76715 
        

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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表三十六 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同細長比與不同轉速的自然頻率 

( 1=r ， °= 0α ， °= 90β ， =η 8.2, 8.3) 

η  k  1K  2K  3K  4K  5K  6K  

8.2 0 0.38026 1.56568 1.57080(a) 3.33233 4.71239(a) 4.73394 
 0.01 0.38058 1.56607 1.57076(a) 3.33287 4.71238(a) 4.73437 
 0.02 0.38155 1.56721 1.57067(a) 3.33449 4.71235(a) 4.73565 
 0.03 0.38315 1.56912 1.57051(a) 3.33718 4.71229(a) 4.73779 
 0.04 0.38539 1.57029(a) 1.57179 3.34094 4.71222(a) 4.74077 
 0.05 0.38824 1.57000(a) 1.57520 3.34576 4.71212(a) 4.74457 
 0.06 0.39169 1.56965(a) 1.57937 3.35164 4.71201(a) 4.74919 
 0.07 0.39574 1.56924(a) 1.58427 3.35855 4.71187(a) 4.75460 
 0.08 0.40035 1.56876(a) 1.58990 3.36650 4.71171(a) 4.76078 
 0.09 0.40551 1.56822(a) 1.59625 3.37546 4.71153(a) 4.76771 
 0.1 0.41120 1.56761(a) 1.60331 3.38541 4.71133(a) 4.77535 
        

8.3 0 0.37662 1.55950 1.57080(a) 3.32349 4.71239(a) 4.74786 
 0.01 0.37694 1.55988 1.57076(a) 3.32403 4.71238(a) 4.74830 
 0.02 0.37792 1.56104 1.57067(a) 3.32566 4.71235(a) 4.74964 
 0.03 0.37954 1.56296 1.57051(a) 3.32836 4.71229(a) 4.75185 
 0.04 0.38180 1.56564 1.57029(a) 3.33214 4.71222(a) 4.75495 
 0.05 0.38469 1.56908 1.57000(a) 3.33699 4.71212(a) 4.75890 
 0.06 0.38818 1.56965(a) 1.57328 3.34290 4.71201(a) 4.76370 
 0.07 0.39227 1.56924(a) 1.57821 3.34985 4.71187(a) 4.76932 
 0.08 0.39693 1.56876(a) 1.58388 3.35784 4.71171(a) 4.77574 
 0.09 0.40215 1.56822(a) 1.59027 3.36685 4.71153(a) 4.78294 
 0.1 0.40789 1.56761(a) 1.59738 3.37686 4.71133(a) 4.79088 
        

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 

 



96 

 

表三十七 旋轉傾斜 Timoshenko 梁在不同細長比與不同轉速的自然頻率 

( 1=r ， °= 0α ， °= 90β ， =η 8.4, 8.5) 

η  k  1K  2K  3K  4K  5K  6K  

8.4 0 0.37303 1.55330 1.57080(a) 3.31458 4.71239(a) 4.76057 
 0.01 0.37336 1.55368 1.57076(a) 3.31512 4.71238(a) 4.76103 
 0.02 0.37435 1.55484 1.57067(a) 3.31676 4.71235(a) 4.76241 
 0.03 0.37599 1.55678 1.57051(a) 3.31948 4.71229(a) 4.76471 
 0.04 0.37828 1.55948 1.57029(a) 3.32328 4.71222(a) 4.76792 
 0.05 0.38120 1.56295 1.57000(a) 3.32815 4.71212(a) 4.77202 
 0.06 0.38473 1.56717 1.56965(a) 3.33409 4.71201(a) 4.77700 
 0.07 0.38886 1.56924(a) 1.57214 3.34108 4.71187(a) 4.78283 
 0.08 0.39357 1.56876(a) 1.57784 3.34911 4.71171(a) 4.78950 
 0.09 0.39884 1.56822(a) 1.58428 3.35817 4.71153(a) 4.79697 
 0.1 0.40464 1.56761(a) 1.59143 3.36823 4.71133(a) 4.80522 
        

8.5 0 0.36951 1.54707 1.57080(a) 3.30560 4.71239(a) 4.77207 
 0.01 0.36985 1.54746 1.57076(a) 3.30615 4.71238(a) 4.77255 
 0.02 0.37085 1.54863 1.57067(a) 3.30779 4.71235(a) 4.77399 
 0.03 0.37251 1.55058 1.57051(a) 3.31053 4.71229(a) 4.77637 
 0.04 0.37482 1.55330 1.57029(a) 3.31435 4.71222(a) 4.77969 
 0.05 0.37777 1.55679 1.57000(a) 3.31924 4.71212(a) 4.78394 
 0.06 0.38134 1.56104 1.56965(a) 3.32521 4.71201(a) 4.78909 
 0.07 0.38552 1.56604 1.56924(a) 3.33224 4.71187(a) 4.79514 
 0.08 0.39028 1.56876(a) 1.57179 3.34031 4.71171(a) 4.80205 
 0.09 0.39560 1.56822(a) 1.57826 3.34942 4.71153(a) 4.80979 
 0.1 0.40146 1.56761(a) 1.58546 3.35954 4.71133(a) 4.81835 
        

(a)：表示該自然頻率對應的振態為軸向振態 
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圖一 無傾斜角的旋轉梁結構三視圖 
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圖二 具傾斜角的旋轉梁架構 
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圖三 (a)Lagwise bending vibration  (b)撲翼振動(Flapping vibration) 
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圖四 旋轉傾斜梁的俯視圖 
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圖六 梁的變形圖 

2X

3X

z

y

P

Q

1X

2X

Q

y

v

θ

γ

P

O

s

ux+

ϕ



102 
 

 

 

1x

N
Ll =

L

1 2 m m  +1 N
2x 3x mx 1+mx 2+mx Nx 1+Nx

..... .....

lm )1( −

22F

12F

21F

11F

2M

1M

s

1

2

1X

2X

圖七 作用於梁中任一小段的端點負荷 

圖八 梁的分段元素 



103 
 

10 100 1000
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

η
20

K
 iT  / 

K
 iE  1

 2
 3
 4
 5
 6

50050

i

 

 

 

圖九 旋轉傾斜梁在不同細長比下側向振態對應的自然頻率之比值 

( 0=k ,  °= 0α ,  °= 90β ,  1=r ) 
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圖十 旋轉傾斜梁在不同細長比下側向振態對應的自然頻率之比值 

( 06.0=k ,  °= 0α ,  °= 90β ,  1=r ) 
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圖十一 旋轉傾斜梁在不同細長比下側向振態對應的自然頻率之比值 

( 06.0=k ,  °= 30α ,  °= 90β ,  1=r ) 
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圖十二 不同轉速下的第一至第六個振動模態 

        ( 1=r , °= 0α , °= 0β , 10=η ) 
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圖十三 不同轉速下的第一至第六個振動模態 

        ( 1=r , °= 0α , °= 0β , 50=η ) 
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圖十四 不同傾斜角的第一至第四個自然頻率( 1=r , °= 90β , 100=η )
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圖十六 不同轉軸半徑在不同傾斜角時對應側向振態的自然頻率( °= 90β , 10=η ) 
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圖十七 不同細長比的自然頻率與轉速之特徵值曲線 

       ( 1=r ， °= 0α ， °= 0β ， 1.8=η , 8.15, 8.2) 
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圖十八 不同細長比的自然頻率與轉速之特徵值曲線 

        ( 1=r ， °= 0α ， °= 0β ， 3.8=η , 8.4, 8.5)
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圖十九 不同轉速下的第一至第六個振動模態 

        ( 1=r , °= 0α , °= 0β , 1.8=η ) 
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圖二十 不同轉速下的第一至第六個振動模態 

        ( 1=r , °= 0α , °= 0β , 15.8=η ) 
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圖二十一 不同細長比的自然頻率與轉速之特徵值曲線 

        ( 1=r ， °= 0α ， °= 90β ， 1.8=η , 8.15, 8.2) 
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圖二十二 不同細長比的自然頻率與轉速之特徵值曲線 

        ( 1=r ， °= 0α ， °= 90β ， 3.8=η , 8.4, 8.5) 
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圖二十三 轉速為零的第一至第六個振動模態 

          ( 1=r , °= 0α , °= 90β , 2.8=η ) 
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圖二十四 不同轉速下的第二與第三個振動模態 

          ( 1=r , °= 0α , °= 90β , 2.8=η ) 
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