
 

國 立 交 通 大 學 
 

機械工程學系 
 

博 士 論 文 
 

 

 

 

 

挫屈梁在側向負荷下的幾何非線性分析 

Geometrical nonlinear analysis of buckled beams under lateral 

loadings 

 

 

 

 

 

 

研 究 生：蔡明旭 

指導教授：蕭國模  博士 

 

 

中 華 民 國 一 百 年 七 月 



挫屈梁在側向負荷下的幾何非線性分析 

Geometrical nonlinear analysis of buckled beams under lateral 

loadings 

 

研 究 生： 蔡明旭  Student： Ming-hsu Tsai 

   

指導教授： 蕭國模 博士 Advisor： Dr. Kuo-Mo Hsiao 

 

 

國 立 交 通 大 學 

機 械 工 程 學 系 

博 士 論 文 

 

A Thesis 

Submitted to Department of Mechanical Engineering 

College of Engineering 

National Chiao Tung University 

in Partial Fulfillment of the Requirements 

for the Degree of 

Doctor of Philosophy 

in 

Mechanical Engineering 

July 2011 

Hsinchu, Taiwan, Republic of China 

 

 

中華民國一百年七月 



I 

挫屈梁在側向負荷下的幾何非線性分析 

Geometrical nonlinear analysis of buckled beams under lateral loadings 

 

研究生：蔡明旭                          指導教授：蕭國模博士 

 

國立交通大學機械工程學系博士班 

                                 

 

摘要 

 

  挫屈梁在本文中指的是一細長直梁受到超過其臨界端點軸向壓縮位移

形成，本研究的第一個目的是探討挫屈梁的初始變形與自然振動，第二個

研究目的是探討雙端拱起固定角度的挫屈梁受到側向負荷時的幾何非線性

行為，本文中使用方法的是共旋轉有限元素法與數值程序。 

本文利用非線性梁理論的一致線性化、d’Alembert 原理和虛功原理在當

前的元素座標上推導梁元素的節點變形力和節點慣性力，為了考慮軸向與

側向變形間的耦合，在推導內力時保留至應變的二次項，將元素節點內力

對元素節點變形參數與節點加速度微分，即可得到元素切線剛度矩陣與質

量矩陣。 

將挫屈梁的系統運動方程式用泰勒級數在穩態變形的位置展開，取到

一次項，即為線性振動的運動方程式。 

本文使用基於弧長法和牛頓-拉福森法的增量迭代法解非線性平衡方
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式，探討不同細長比之挫屈梁在不同端點壓縮位移的初始變形，同時以子

空間迭代法求得挫屈梁的自然振動頻率與其對應的振動模態，本文使用在

平衡方程式中增加臨界條件的延伸系統來追蹤在不同軸向壓縮與不同雙端

拱起角度下的挫屈梁受到側向負荷的臨界點的摺線，並以二分法求摺線的

轉折點，來分析不同邊界條件下各種臨界點發生的門檻。 
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Abstract 

 

    The buckled beam considered here is a slender and originally straight beam 

compressed axially beyond the critical buckling axial displacement. The first 

objective of this paper is to investigate the deformed configuration and free 

vibration of the buckled beam. The second objective of this paper is to 

investigate the geometrically nonlinear behavior of clamped buckled beams with 

both ends fixed at an adjustable angle subjected to lateral load. The co-rotational 

finite element formulation is used here. A numerical procedure is proposed here. 

    The element deformation nodal forces and inertia nodal forces are 

systematically derived by consistent linearization of the fully geometrically 

non-linear beam theory using the d'Alembert principle and the virtual work 

principle in the current rotating element coordinates. In this paper the terms up 

to the second order of deformation parameters and their spatial derivatives are 

retained in element nodal forces. The element tangent stiffness matrix and mass 

matrix may be obtained by differentiating the element nodal force vector with 

respect to the element nodal parameters and their second time derivative, 
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respectively. 

  The governing equations for linear vibration are obtained by the first order 

Taylor series expansion of the equation of motion at the static equilibrium 

position of the buckled beam. 

  An incremental-iterative method based on the Newton-Raphson method 

combined with constant arc length of incremental displacement vector is 

employed for the solution of nonlinear equilibrium equations to investigate the 

post-buckling configuration of clamped beams with different slenderness ratios 

under different axial compression. The subspace iterative method is used here to 

find the natural frequencies and its corresponding vibration mod of buckling 

beam. An extended system generated by augmenting equilibrium equations with 

a criticality condition is employed to trace the fold lines of the critical points for 

the buckling beams with different axial compression and adjustable angle 

subjected to a lateral load. The threshold of the initial lateral deflection for the 

existence of the critical point is determined by the bisection method. 
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第一章 導論 

 

本文中挫屈梁，指的是如圖 1-1（a）所示之細長直梁受到端點軸向位

移時，若壓縮量達到挫屈臨界值時，梁會發生側向挫屈，如繼續施加軸

向壓縮，則該梁會如圖 1-1（b）所示以第一挫屈模態朝垂直於軸方向的側

方向拱起[28,34,40,43]，其大小可以用梁中點的側向位移 表示， 的大小

與有非線性的關係，通常很小的，即可使此挫屈梁有很大的側向位移

及旋轉[40]。 

如圖 1-1（b）所示之挫屈梁在將其軸向兩端固定（clamped-clamped）

後，再施加側向的負荷，這時梁的行為表現與曲梁類似，文獻上有很多關

於曲梁的分析，其平衡路徑會受到側向拱起高度 的影響，當 較小時，其

位移－負荷曲線存在如圖 1-2 所示之極限點（limit point)（點 aL1 ,
aL2）[42]，

有跳躍挫屈（snap through buckling）的現象，且在同一負荷下存在兩個穩

定的平衡位置（bistable）[40]，當側向拱起高度 較大時，其位移－負荷曲

線存在如圖 1-2 所示之極限點（點 bL1 ,
bL2）及分歧點（bifurcation point）（點

bB1 ,
bB2 ）[42]，若分歧點先出現，則先有分歧挫屈（bifurcation buckling）的

現象。如圖 1-2 所示，在梁結構發生跳躍行為後（不論是分歧點先出現或是

極限點先發生），其位移－負荷曲線在側向力為零時存在雙穩態，即梁結構

存在兩個穩定平衡位置（點 aSS 21 , 及點 bSS 21 , ），這種機械特性很廣泛的被

運用。   

微機電系統（micro electro mechanical systems，MEMS）常利用挫屈梁

的動態或靜態挫屈後行為（post-buckling behavior），來設計或製造機械結構

部分的元件，微機電在本質上是一種整合機械結構和電子線路的跨領域加

工技術，主要可以分為感測器（sensors）與致動器（actuators），前者是泛

指能將物理量（例如量測機械、熱、生物、化學、光學和磁性等現象）轉
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換成電子訊號之電子式能量轉換器（transducer）， 致動器則相反，能將電

能轉換成物理量，在挫屈梁拱起高度較低（如 10/ h ，h 是梁的斷面高度）

時，因為它的側向挫屈都很早發生，擁有容易跳躍的特性，常被應用在微

小力的感測器[35]，例如門檻加速度開關（threshold acceleration switches），

當拱起高度較高（如 100/ h ）時，因為其撓曲剛度很小，在挫屈前側方

向有較大的變形（位移及旋轉）空間，故可當大行程致動器的重要元件

[36-38,41 ]，像是光學快門（optical shutters）、光學交換器（optical crossbar 

switches）、微繼電器（micro-relays）、微閥體（micro-valves）[20]等。 

致動器與感測器在工作時，機械結構部分需要表現移動、定位，來控

制或表現一些我們所需要的結果或目的，為了能達到預期的效果，在設計

與分析時，必須能精確的預測及描述挫屈梁受力時的靜態與動態行為，包

含側向挫屈負荷、挫屈後行為、結構變形、挫屈模態、振動模態等。  

        文獻[43]中，Tseng 等人以假設模態法，假設其側向振動位移為前兩個

挫屈模態的組合，分析挫屈梁受大幅度基礎振動的非線性振動，並且用實

驗驗證其分析結果，所使用的梁如圖 1-1，尺寸為 inLT 18 ， inh 021.0 ，

inb 5.0 ，不過文獻中僅分析拱起高度很小（ 5.1/ h ）的範圍，而且只有

探討第一模態的振動，發現挫屈梁第一模態的非線性振動有超諧運動（super 

harmonic motion, SPHM）的現象。 

        文獻[34]中以 Runge-Kutta（RK-4）的數值積分法解非線性運動方程式，

來分析挫屈梁受到正弦均佈力的非線性動態反應，發現第一模態的非線性

振動有 1.挫屈位置的微小振動，2.跳躍的混沌運動（chaotic motion），3.

二個挫屈位置間的跳躍路徑上大幅振動，[34]考慮的拱起高度為 2/ h 。 

        文獻[35]分析二個中間固定的平行曲梁受側向負荷的位移，梁的形狀為

直梁受軸力壓縮後之第一挫屈模態，文中假設其側向位移為直梁受軸力之

各種挫屈模態組合，用模態分析與有限元素分析來模擬不同初始拱起高度
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曲梁之側向負荷與中點位移的關係與挫屈後行為，用來預測、解釋、設計

這種平行梁結構的雙穩態行為，分析尺寸為 mLT 3000 ， mh 10 ，

mb 540 ，拱起高度 m 60 的曲梁，同時與實驗結果互相印證。 

        文獻[31]考慮了曲梁製造時的初始殘留應力，分析梁受側向分佈力時的

形狀變化，因為一個挫屈梁通常是直梁受軸向壓力製造，但是之前的文獻

在分析原本製造形狀為曲梁時很少考慮殘留應力，文中考慮的梁形狀尺寸

為 mmLT  3000,2000 ， mh 5 ， mb 10 ，拱起高度 m 30 ，探討

曲梁的平衡路徑、跳躍行挫屈與雙平衡位置，同時也有與實驗結果比較，

結果相當吻合。 

    文獻[38]將 mLT 560 ， mh 5.0 ， mb 590 的直梁軸向跨度壓縮到

m500 ，拱起高度為 m 5.90 ，再將支撐在其上的顯微鏡片旋轉 15 ，

文中將挫屈梁視為非線性彈簧，用實驗測量及內插法求此非線性彈簧之位

移負荷曲線，但是並沒有用理論分析或數值模擬挫屈梁的非線性行為。 

        文獻[4]分析拱起高度較高（ 100/ h ）時的兩端固定挫屈梁，受到大

幅度振動的動態行為，並且以微結構尺寸的實驗佐證，實驗的拱起高度達

到 h200 ，[4]中發現當挫屈梁受到大幅度振動時可會發在兩個平衡位置

間生動態的跳躍現象，並且有簡諧（simple harmonic motion, SHM）與超諧

運動，與實驗的對照相符，不過實驗本身只針對跳躍現象的發生與振動的

頻率、震幅做比對，並沒有詳細的其他更詳細的數據對照。 

        在拱起高度較小（ 10/ h ）的時候，梁挫屈前後的變形很小，故忽

略梁的軸向位移的平衡方程式，在靜態行為時的分析結果相當準確，文獻

上[15,18,31,35,40]也提供了分析與實驗結果的佐證，在動態分析的部分，文

獻[34,43]中假設側向振動位移為前兩個挫屈模態的組合，得到的結果與實

驗大致吻合，但是文中理論的推導只有在 2/ h 的情形下，在更高的拱起

高度下並沒有提供可靠的運動方程式與實驗對照。 
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        當拱起高度較大（ 100/ h ）時，文獻在靜態分析時仍然只考慮側向

位移[4-6,15,18,28,31,34,35,40,41,43]，並沒有考慮到軸向位移在大拱起高度

時可能不能忽略，在動態分析上仍然引用[34,43]的假設模態法，假設其側

向振動位移為直梁受軸力之挫屈模態的組合（通常假設為前兩個挫屈模態

的組合），且結構的軸向力為均勻分佈，但是大拱起高度的振動頻率與振動

模態與挫屈前的直梁差異性非常大，與挫屈模態可能有更大的出入，假設

模態法在 很大時的適用性值得進一步探討。 

本研究的主要目的為考慮幾何非線性，以有限元素法探討不同拱起高

度 之下的軸向、側向位移、軸力分佈與變化情形和變形過程中的振動模

態，同時也分析挫屈梁在結構中點受側向集中負荷或集中力矩時結構的變

形，驗證文獻[4-6,15,18,28,31,34,35,40,41,43]中關於假設模態法的適用範

圍。本文也分析不同邊界條件時平衡路徑上的臨界點，這些臨界點可以對

應位移或負荷連成曲線（如圖 5-3[12]），被稱為摺線（fold lines）或臨界子

集合路徑（critical subset paths）[12-14]，這些摺線上的轉折點（turning points）

也是跳躍行為發生的門檻，本文在計算時利用 Eriksson 的廣義增量迭代法

[3,12-14]，增加約束條件到原本的平衡方程式中，形成延伸系統（extended 

system），直接計算挫屈點的摺線，省去當邊界邊界條件改變時重複計算平

衡路徑的步驟，也配合二分法來尋找這些摺線的轉折點，研究負荷改變時

挫屈點發生的門檻條件（例如拱起高度 或結構細長比）。 

在分析自然振動部分，自然振動的頻率方程式可視為一廣義的標準特

徵值問題（generalized standard eigenvalue），本文以子空間迭代法(subspace 

iteration method) [2]解廣義的標準特徵值問題，追蹤受負荷過程中主要與

次要平衡路徑上結構自然振動頻率與振動模態的變化，並比較振態與挫屈

模態在不同 的差異。  

本文在第二章中先以梁變形前的形心軸之長度為獨立變數推導梁元
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素，利用文獻[22-26]中的梁元素為基礎，再以虛功原理與有限元素法配合

非線性梁理論的一致線性化（consistent linearization），推導梁元素節點慣性

力和節點變形力，將元素的節點力轉到總體座標後組合成系統的非線性運

動方程式，為了求得在梁的大變形情下數值解的準確性，文中將在保留應

變至二次項的情形下推導梁元素的剛度矩陣與變形節點內力。 

在第三章中說明了梁結構在幾何非線性分析與挫屈行為的數值計算方

法與程序，利用文獻[22-26,46]提出的的非線性計算程序與第二章推導的剛

度矩陣與元素內力，結合 Eriksson 的延伸系統[3,12-14]建立一個多階段的程

式，來分別計算不同階段受負荷情形下的變形行為，在側向的跳躍式挫屈

部分，使用系統的切線剛度矩陣的行列式值是否為零作為挫屈的判斷準

則，並以挫屈模態當作擾動位移去進行次要平衡路徑的迭代[7,42]，得到完

整的平衡路徑，在直接計算挫屈點與摺線時，文獻[28]中必須要取得挫屈模

態（特徵向量）來進行迭代，但是在平衡路徑曲線變化很大的情形下，最

後迭代的結果可能會收斂到與期望中不同類型的挫屈點，本文的改善方法

是首先以子空間法選取需要的模態，並在迭代過程中隨時檢查模態的正確

性，配合文獻[17,29]的 eigenanalys-free method 與特徵值直接計算法[28]來

得到特徵向量，使迭代的結果為所需要的挫屈點，並加速迭代過程。 
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第二章   理論推導 

 

    本章採用一致性共旋轉有限元素推導法分析平面梁結構的幾何非線性

靜態行為及在靜態平衡點的微小振動之自然頻率和振態。梁元素之節點變

形力、節點慣性力、剛度矩陣及慣性矩陣都是在當前的元素座標上推導。 

 

2.1 基本假設 

   本文推導梁元素時，做了以下的假設： 

(1) Euler-Bernoulli 假說成立。 

(2) 梁元素的形心軸之單位長度伸長量（unit extension）為均勻的(uniform)。 

(3) 梁元素的變形位移與旋轉為小位移與小旋轉。 

(4) 梁元素的應變為小應變。 

    如果元素的尺寸足夠小，則基本假設(3)一定可以滿足。基於假設(4)，

本文使用工程應變（engineering strain）與工程應力作為梁元素的應變與應

力之度量，為了推導方便，本文中工程應變是由與其對應的Green strain求

得。 

   

2.2 座標系統描述 

    本文是使用有限元素法，將梁分割成若干個兩個節點的梁元素，節點1

及節點2為元素的兩個端點。為了描述系統的運動與梁元素的位移、變形，

本文定義了兩組座標系統（圖2-1）： 

(1) 總體座標系統（Global coordinates） 1X 、 2X  

    梁結構的節點座標、節點位移、節點速度、節點加速度、系統的運動

方程式均在此座標系統中定義。 

(2) 元素座標系統（Element coordinates） 1x 、 2x  
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    元素座標系統是建立在每一梁元素當前的變形位置上，如圖2-1所示，

元素座標系統的原點是定義在節點1上， 1x 軸的方向為梁元素兩節點連線的

方向， 2x 軸的方向由右手定則決定，本文中梁元素的位移、變形、速度、

加速度及運動方程式，均在此座標中定義。 

元素方程式首先建立在元素座標上，然後經由標準的座標轉換，轉換

至對應總體座標系統，元素座標系統與總體座標系統關係可表示成 

        xAX GE                                           (2.2.1) 








 


ee

ee
GE 


cossin

sincos
A ， },{ 21 xxx ， },{ 21 XXX            

    本文以{ }代表行矩陣， e 為元素座標之 1x 軸與總體座標之 1X 軸的夾

角。 

 

2.3 梁元素的變形描述 

    本文是在元素座標上描述梁元素的變形與幾何形狀。由 2.2 節中的基本

假設可知，梁元素的變形可由其形心軸在元素座標上的位移及其斷面的旋

轉決定。本文採用梁元素變形前形心軸的長度為獨立變數。 

 

2.3.1 梁元素的位移 

    圖 2-2 中的 Q 點為梁中的任意點，P 點為 Q 點在形心軸上的對應點，

即 P 點與 Q 點位於梁的同一斷面上。在元素座標上，P 點在梁變形前後的

位置向量可分別表示為 }0,{x 與 )},(),,({ txvtxxp 。其中 t 為時間， ),( txxp 及

),( txv 分別是 P 點在 1x 與 2x 軸方向的座標。Q 點在梁變形前後的位置向量可

分別表示如下 

        0r },{ yx        

        r = }cos,sin{ vyyx p                             (2.3.1) 



8 

其中 x、y 分別為梁變形前 Q 點在 ix (i=1,2）軸的座標，為 1x 軸和形心軸

的切線向量的夾角。 sin 及 cos 可表示成如下 

          x
x v

v

x

v

x

v

s

x

s

v
,1

11

1
sin 0

0

,

0



 




















        (2.3.2) 

        2/122/12 )1()sin1(cos  





s

xp
                  (2.3.3) 

        10 








x

s

x

xs                                   (2.3.4) 

其中 s 為 o 點到 P 點間形心軸在變形後的弧長，而 0 為形心軸的單位伸長

量。由(2.3.3)至(2.3.4)式， ),( txx p 可以表示成下式 

          x
xp dxvutxx 0

2/12
,

2
01 ])1[(),(                      (2.3.5) 

其中 1u 為節點 1 在 1x 方向上的位移，由元素座標系統的定義，其值為零，

但其變分及對時間的微分並不為零。 

由小變形的假設，利用近似式 )
2

1
1(])1[( 2

,0
2/12

,
2

0 xx vv   ，(2.3.5)式

可表示成 

          x
xp dxvutxx 0

2
,01 )

2

1
1(),(                          (2.3.6) 

由 (2.3.6)式及基本假設(2)可以得到形心軸的單位伸長量 0  




 L
xdxv

LL

Ll
0

2
,0 2

1                                 (2.3.7) 

        12 uuLl   

其中 L為梁變形前的長度，l 為梁之形心軸變形後的弦長， 2u 為節點 2 在 1x

方向的位移。 

 

2.3.2 梁元素之應變 
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將(2.3.2)及(2.3.3)式代入(2.3.1)式在小變形的假設下，利用近似式 

21/22

2

1
1)-(1   ，可以將位置向量r重新寫成如下 

       })
2

1
1(,{ 2 vyyxp  r                                 (2.3.8) 

    本文中的應變採用工程應變。為了推導上的方便，本文中先推導出

Green strain ij ，再由Green strain求得與其對應之工程應變。Euler梁的Green 

strain非為零的應變只有 11 ，可表示成 

        )1(
2

1
1111  ggt                                      (2.3.9) 

其中 

        
x



r

g1                                             (2.3.10) 

將 (2.3.8) 式 代 入 (2.3.10) 式 ， 可 得 1g 的 分 量 11g 和 12g 如 下

xx yvg ,
2
,011 2

1
1    

xx yvg ,,12                                      (2.3.11) 

(2.3.11)式中對 x的一次微分，可以表示成

       

xxxxx vv ,
0

,,02
0

, 1

1

)1(

1











 xxv,

01

1




           

(2.3.12) 

將(2.3.1)式中及(2.3.12)式中 x, 分別代入(2.3.11)式，可以將 11g 和 12g 重新

寫成如下 

)1(2

1
1

0

,2
,011 




 xx
x

v
yvg  

2
0

,,
,12

)1( 
 xxx

x
vv

yvg                            (2.3.13) 
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將 (2.3.13) 式 代 入 (2.3.9) 式 ， 在 小 變 形 的 假 設 下 ， 利 用 近 似 式

)1(
)1(

1
0

0






，且保留變形參數及其微分到二次項，可將應變 11 表示如

下 

2
,

2
,

2
0011 2

1

2

1
xxxx vyyv                          (2.3.14) 

Green strain 11 與工程應變 11e 間的關係如下[8] 

        1)21( 2/1
1111  e                                  (2.3.15) 

當應變很小時(2.3.15)式可以用下列近似值代替 

2
111111 2

1  e                                      (2.3.16) 

由(2.3.14)式及(2.3.16)式，且保留變形參數及其微分到二次項，可得工程應

變 11e 如下 

xxyve ,0011 )1(                                  (2.3.17) 

    本文中假設梁元素變形後的形心軸的側向位移 )(xv 為 x 的三次

Hermitian 多項式。因此(2.3.8)式之 )(xv 可表示成 

         },,,{},,,{)( 22114321 vvvvNNNNxv t
b

t
buN        (2.3.18) 

        )2()1(
4

1 2
1  N ， )1)(1(

8
2

2  
L

N ，                  

        )2()1(
4

1 2
3  N ， )1)(1(

8
2

4  
L

N ，           (2.3.19) 

        
L

x2
1                                         (2.3.20) 

其中 )2,1( jv j 是v在節點 j 的節點值， jv 則是
x

v
v




 在節點 )2,1( jj 之節

點值， )41( iNi 代表形狀函數(shape function)。 
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2.3.3 梁元素之應變變分和位置向量變分及速度和加速度 

因本文用虛功原理及d’Alembert原理推導節點內力，所以需要應變的變

分，位置向量的變分及速度和加速度。其推導如下： 

    將(2.3.17)式變分可以得到 

        xxxx vyyve ,00,011 )1(                         (2.3.21) 

將(2.3.7)式變分可以得到 0 表示如下; 

0   L
xb

t
b dxv

LL 0 ,
12 1

)
u-u

( Nu  b
t
ba

t
aL

GuGu  
1

  (2.3.22) 

其中 

        au },{ 21 uu  

        bu },,,{ 2211 vvvv                                     

        }1,1{aG                                                         

        dxvGGGG xbbbbbb   ,4321 },,,{ NG                  (2.3.23) 

將(2.3.22)、(2.3.23)代入(2.3.21)式，可以將 11e 重新寫成如下 

])1(
)1(

[
)1(

0
,,

11 y
L

yv

L

yv
e bb

xxt
ba

t
a

xx  





 NGuGu  (2.3.26) 

由(2.3.8)式可得位置向量r的變分如下 

r },{},{ 21 vyxyrr p                 (2.3.27) 

將(2.3.6)式變分後再將(2.3.22)式代入，可以得到 

        dxvv
L

x
x x

x
xb

t
a

t
ap ,0 ,b   GuNu                   (2.3.28) 







 


2

1
,

2

1 
aN                                   (2.3.29) 

其中 au 、 bu 、 bG 和已在(2.3.20)及(2.3.23)式中定義。 

將(2.3.2)移項分別對θ和v變分可以得到 
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xx vvv ,0,0x,0 )1())1((cos          (2.3.30) 

   b
t
ba

t
a

x
xx L

v
vv GuGu  

,
1,)(1, 000 (2.3.31) 

將(2.3.28)、(2.3.29)及(2.3.30)式代入(2.3.27)式，位置向量的變分 r 的分量

可以寫成 

1r a
t
ab

t
by NuNu   )1( 0  b

t
bx L

x
yv Gu  0, 

x
xx dxvv0 ,,   

2r b
t
bNu b

t
bxx vyvy Nu   ,

2
00,

2
0 )1()1(                   (2.3.32) 

因為梁元素為小變形，所以 xv, 在元素較多時都將趨近於零，故在計算

慣性力時，上式中畫底線的項可以忽略。將(2.3.25)式代入(2.3.32)式並忽略

加底線的項可得 

xa
t
a vyr ,01 )1(   Nu  

b
t
br Nu 2                                        (2.3.33) 

梁的速度可以由 (2.3.8)式中的位置向量對時間做一次微分求得  

},{ 21 rr  r 2211 ee rr                                          

 yxr p 1  

  yvr 2                                         (2.3.34) 

其中 )(
.

表示對 )( 時間的微分。 

梁的絕對加速度可由(2.3.34)式對時間微分一次求得 

},{ 21 rr  r 2211 ee rr    

其中 

 yxr p 1  

  yyvr  2
2                                   (2.3.35) 

將(2.3.6)式分別對時間做微分一次及微分二次，可以得到
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dxvvxux x
x

xp ,0 ,01     

        dxvvvxux xx
x

xp )( ,,0
2
,01                           (2.3.36) 

將(2.3.2)式 ,xx vv )-1(
1

1
sin 0,

0



 


  分別對時間做微分一次及微分

二次，可以得到 

xx vv ,0,0 )1(     

        xxx vvv ,0,0,0 2)1(                             (2.3.37) 

將(2.3.7)式對時間做微分一次，可以得到 

dxvv
L x

L
xa

t
a ,0 ,0

1
  uG                              (2.3.38) 

將(2.3.2)、(2.3.36)、(2.3.37)及(2.3.38)式代入(2.3.35)式，我們可以將加速度r

重新寫成 

        dxvvvdxvr x
xxx

L
xa

t
a  


 0 ,,

2
,0

2
,1 )(

2

1



uN  

                 ])
11

(2)1[( ,0,,0 ,,0 xxx
L

xa
t
ax vvdxvv

LL
vy    uG  

        2
,0,02 ])1[( xx vvyvr     

                 ]2)1[()1( ,0,0,0,0 xxxx vvvvy           (2.3.39) 

將上式中含有v或 xv, 等位移量之加底線項忽略，可將加速度r 重新寫成 

        ]
2

)1[(
2

1
,,00

2
,0

2
,1 xa

t
ax

x
x

L
xa

t
a v

L
vydxvdxvr  uGuN 


 

 

        2
,02 ])1[( xvyvr                                   (2.3.40) 

 

2.4 梁元素的節點內力 
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本文利用虛功原理及 d’Alembert 原理在座標上求對應於元素節點參數

的元素節點內力。若給端點 j ( j = 1, 2 )一個虛位移 ju 、 jv 和 j ，則

由虛功原理可知，對應於該端點的虛位移、外力所作的虛功 extW 等於內力

所作的虛功 intW 即 

intext WW                                           (2.4.1) 

在本推導中 extW 為元素的節點內力 f 對節點虛位移 q 所做的功，可

表示成 

        
  b

t
ba

t
a

tW fufufq ext                         (2.4.2) 

其中 

},,,,,{ 222111   vuvuq                        (2.4.3) 

},{ 21 uua   u                                      (2.4.4) 

},,,{ 2211   vvb u                                (2.4.5) 

},,,,,{ 2221212111


 mffmfff                            (2.4.6) 

 I
a

D
aa ff fff  },{ 1211                               (2.4.7) 

 I
b

D
bb mfmf fff  },,,{ 222121                        (2.4.8) 

    其中  au 為軸方向的虛位移，  bu 為側向的虛位移， 
af 、 

bf 為對應於

 au 、  bu 的節點力， j (j =1,2)為節點 j 的轉角， 
ijf ( i =1,2,j =1,2)為節點 j

在 ix 方向的節點力， 
jm (j =1,2)為節點 j 的力矩， D

af 及 D
bf 為與變形有關的

節點內力， I
af 及 I

bf 為與慣性力有關的節點內力。 

內力所作的虛功又分成虛應變所造成的虛功及將慣性力(質量與負的

加速度之乘積)併入徹體力(body force)所作的虛功，故內力所作的虛功可以

表示成： 
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        b
t
ba

t
aW fufufq   t

int dVdVeEe V
t

V rr   1111   (2.4.9) 

其中 

        },,,,,{ 222111 vvuvvu  q                         (2.4.10) 

        },{ 21 uua  u                                     (2.4.11) 

        },,,{ 2211 vvvvb  u                               (2.4.12) 

        },,,,,{ 2221212111 mffmfff                           (2.4.13) 

        I
a

D
aa ff fff  },{ 1211                               (2.4.14) 

        I
b

D
bb mfmf fff  },,,{ 222121                         (2.4.15) 

其中 q 為對應於元素虛應變 11e 和虛位移 r 的節點虛位移，f 為對應於 q

的等效節點力， jm ( j = 1, 2 )為對應於虛位移 jv ( j = 1, 2 )的廣義

力矩。E為楊氏係數，為梁的密度，V 為梁在未變形前的體積，r 為加速

度。(2.4.9)式中，右式的第一項為應力所作的虛功，第二項為慣性力所作的

虛功。 

    由(2.3.23)、(2.3.31)式可得 

 qTq                                          (2.4.16) 

21
 TTT                                         (2.4.17) 





































0
22

1
0

1

1

1000

010000

001000

0010

000010

000001






L

v

L

v

L

v

L

v

T                   (2.4.18) 
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42322212

413121112

00

000000

000000

00

000000

000000

bbbb

bbbb

GvGvGvGv

GvGvGvGv
T              (2.4.19) 

將(2.4.2)、(2.4.9)及(2.4.16)式代入(2.4.1)式可得 

        fTf t
                                            (2.4.20) 

由(2.4.6-8)、(2.4.13-15)、(2.4.18-19)及(2.4.20)式可得 

b
t
baaa fTff                                        (2.4.21) 

        



























L

v

L

v

L

v

L

v

ba

''
00

''
00

22

11

T                                    (2.4.22) 

b
t
bb fTf 

                                           (2.4.23) 

21
bbb  TTT   tbb vv G0G0 21

0

0

1000

0100

0010

0001





























  (2.4.24) 

將(2.3.17)、(2.3.26)式代入(2.4.9)式右邊第一項，並保留變形參數到二

次項，可以得到應力所做的虛功 

V dVE 11
t
11 ee  

axx
t
a dxv

L

EI
EA Gu ]

)1(
[ 2

,
0

0 



  

 ])1(
)1(

[ ,
2

0b
2
,

0
,0  


  dxvEIdxv

L

EI
dxvEA xxbxxxb

t
b NGNu  (2.4.25) 
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其中 dAyA
2I 為慣性矩，A為梁的斷面積，積分的範圍是從 0 到 L。 

將(2.3.40)、(2.3.33)式代入(2.4.9)式右邊第二項，並保留變形參數對時

間的微分到二次項，可以得到慣性力所做的虛功                                 

dVt rr 
2
1   

dVrrrr ])()[( 2211     

})
2

1
({ 0

2
,0

2
, dxdxvdxvAdxA x

x
L

xaa
t
aa

t
a 


 

 NuNNu  

}
)1(

2)1({ ,
0

,
2

0 dxv
L

I
dxvIdxvA xba

t
axbb

t
b   

  NuGNNu
  

(2.4.26) 

由(2.4.25)及(2.4.26)式代入(2.4.9)式可求得對應於 au 和 bu 的節點力

向量為： 

I
a

D
aa fff                                                                                                                

  axxa
D
a dxv

L

EI
EA GGf 


 2

,
0

0
)1(                            (2.4.27) 

  dxdxvdxvAdxA
x

x
L

xaa
t
aa

I
a )

2

1
(

0
2
,0

2
,  


 

 NuNNf                     (2.4.28) 

I
b

D
bb fff                                                                                                                               

    dxvEIdxvEA xxbxb
D
b ,

2
0,0 )1( NNf  bxxdxv

L

EI
G


 2

,
0 )1( 

 (2.4.29) 

   
 

dxv
L

I
dxvIdxvA xba

t
axbb

I
b ,

0
,

2
0

1
2)1(   

 NuGNNf
  (2.4.30) 

其中 D
if ),( bai  為元素變形節點內力， I

if ),( bai  為元素慣性節點內力節點

內力。 

由(2.4.13-15)、(2.4.6-8)、(2.4.18)、(2.4.19)式，(2.4.20)式的顯示可表示

如下 

DDDDD ffm
L

v
m

L

v
fff 12122

2
1

1
121112 





             (2.4.31) 
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112211
2211

2121 b
DD

b
DD GffG

L

vmvm
ff 


              (2.4.32) 

312223
2211

2222 b
DD

b
DD GffG

L

vmvm
ff 


              (2.4.33) 

212102
2211

101 )1()1( b
D

b
D GfmG

L

vmvm
mm 


    (2.4.34) 

412204
2211

202 )1()1( b
D

b
D GfmG

L

vmvm
mm 


    (2.4.35) 

  由(2.4.27)、(2.4.29)式可以得到 

)444(
)1( 2

221
2

12
0

012 vvvv
L

EI
EAf D 


              (2.4.36) 

1m )24()1( 21
2

0 vv
L

EI                             (2.4.37) 

2m )42()1( 21
2

0 vv
L

EI        (取到一次項)         (2.4.38) 

再將(2.4.36)-(2.4.38) 式代入(2.4.31)式，可以得到 

)24()1()(
)1(4

21
2

12
2

0
2

221
2

12
0

012 vvv
L

EI
vvvv

L

EI
EAf D 

   

        )42()1( 2
2212

2
0 vvv

L

EI    

        dxv
L

EI
EA xx 2

,00   (保留到三次項)                (2.4.39) 

由(2.4.21)與(2.4.39)式可以得到 

        axxa
D
a dxv

L

EI
EA GGf  2

,00                        (2.4.40) 

由(2.4.23)、(2.4.24)及(2.4.29)式，保留部分的三次項，可以得到 

D
bf   dxvEI xxb

t
b ,

2
0

1 )1([ NT  bvmvm G)( 2211    dxvEA xb ,0 N  

]
)1( 2

,
0 


 bxxdxv

L

EI
G


=   dxvEI xxb

t
b ,

2
0

1 )1([ NT  ],12   dxvf xb
D N

  



19 

  






























)42(

)1)((/6

)24(

)1)((/6

)1(

21

021

21

021

0

vv

vvL

vv

vvL

L

EI






  dxvf xb
Dt

b ,12
1 NT 
        (2.4.41) 

在元素的節點慣性力推導部分，我們忽略慣性力中節點參數與其對時間微

分的耦合項，故 

        II ff                                             (2.4.42) 

由(2.4.28)、(2.4.30)式可以得到 

      dxdxvdxvAdxA x
x

L
xaa

t
aa

I
a

I
a )

2

1
( 0

2
,0

2
, 


 

 NuNNff    (2.4.43) 

      dxv
L

I
dxvIdxvA xba

t
axbb

I
b

I
b ,, 2     NuGNNff


     (2.4.44) 

 

2.5 元素的剛度矩陣 

    依元素切線剛度矩陣的定義可得 

      





q

f
k






D

                                                                                  (2.5.2) 

其中 k 為元素切線剛度矩陣， Df 為元素變形節點內力， qd 表示節點參數

向量 q 之真實擾動量。 Df 可以由(2.4.40)、(2.4.41)式中的 D
af 、

D
bf 組成，

元素切線剛度矩陣 k 可由下列的次矩陣組合而成。 





 




a

D
a

aa
u

f
k t

aaL

EA
GG t

aaxxdxv
L

EI
GG 2

,2
                           (2.5.3) 














 








b

b

b

D
a

b

D
a

ab
u

u

u

f

u

f
k 1

,
02 b

t
bxxa dxv

L

EI



TNG                      (2.5.4) 





 




a

D
b

ba
u

f
k t

axxb
t

b dxvEI GNT   ,
1

02                                            (2.5.5) 
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b

b

b

D
b

b

D
b

bb
u

u

u

f

u

f
k 1

12
1

b
t

bb
Dt

b dxf 


 TNNT                                          

                                            12
0

1 ))1(( b
t

bb
t

b dxEI   TNNT           (2.5.6) 

 

2.6 元素的質量矩陣 

    元素的質量矩陣 m 可表示成 






q

f
m





I

                                          (2.6.1) 

其中 If 可以由(2.4.43)、(2.4.44)式中的 I
af 、

I
bf 組成， q 是元素的節點加

速度，可以表示成  

        },,,,,{ 222111 
 vuvuq                               (2.6.2) 

m 為一對稱矩陣，可由下列的次矩陣，利用直接勁度法[23]組合而成 

        
j

I
i

ij u

f
m







 ,                                    (2.6.3) 

其中 baji ,,  ， },{ 21 uua  u ， },,,{ 2211   vvb u      

由(2.6.3)、(2.4.43)和(2.4.44)式可得  

         
aam dxA t

aa
a

I
a 




 NN
u

f 



                            (2.6.4) 

         0
u

f
m 





b

I
a

ab 


                                      (2.6.5) 

         0
u

f
m 





a

I
b

ba 


                                      (2.6.6) 

         
bbm dxIdxA t

bb
t
bb

b

I
b  




 NNNN
u

f 


 RT mm        (2.6.7) 
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2.7 系統平衡方程式 

    本研究考慮的負荷有力負荷及位移負荷兩種，所以非線性系統的運動

方程式可表示成 

        0),(),(  PQQFQΨ fddλλ                          (2.7.1) 

其中Ψ為系統的不平衡力，F為系統節點內力，Q為系統的節點位移， d 為

位移負荷參數， dQ 為參考位移負荷向量， f 為力負荷參數，P 為參考力負

荷向量，其中F由系統節點變形力 DF 、系統節點慣性力 IF 組成。 DF 及 IF

可由(2.4.40)–(2.4.44)式中的元素節點變形力、元素節點慣性力從當前的元素

座標轉換到總體座標後組合而成。本研究在每一增量平衡迭代的過程中，

將 d 或是 f 的值固定，(2.7.1)式中之在迭代中代表 d 或是 f 中可變動的

負荷參數。 

  若不考慮慣性力，則(2.7.1)式為非線性平衡方程式。若將(2.7.1)式在靜

態平衡的位置，用泰勒級數展開到一次項，則可得到系統在靜態平衡點的

線性振動方程式 

0QKQM                                         (2.7.2) 

其中M為系統的質量矩陣，Q 為系統的節點加速度，K為系統的切線剛度

矩陣，Q為靜態平衡點算起的系統節點位移。M、K是由元素的質量矩陣、

切線剛度矩陣從當前的元素座標轉換到總體座標後組合而成。 

若振動方程式(2.7.2)式存在自然振動頻率，則其解的形式可以表示如下 

tie ΦQ                                            (2.7.3) 

其中Φ是振態，是自然振動頻率。將(2.7.3)式代入(2.7.2)式可得 

MΦKΦ 2                                        (2.7.4) 

(2.7.4)式為一廣義特徵值問題，振動模態Φ是特徵向量，特徵值是 2 。 
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第三章   數值計算方法與程序 

 

    本章將說明挫屈梁在不同位移負荷及/或力負荷下的幾何非線性分析

及線性自由振動分析所需要用到的數值計算方法。本文的挫屈梁是指如圖

1-1 所示之直梁，受軸向壓縮引起側向挫屈的梁，本文以梁中點拱起的高

度 作為挫屈梁挫屈的程度。壓縮量與梁中點拱起的高度 有一非線性關

係，本文中視壓縮位移為位移負荷求得中點拱起高度為 的挫屈梁，並探

討挫屈梁的的的自然振動頻率及振態，接著在挫屈梁的中點施加側向力負

荷 P，探討挫屈梁的幾何非線性行為，挫屈梁受側力的平衡路徑上可能會有

極限點、分歧點，在極限點有不穩定平衡路徑，會產生跳躍現象，在分歧

點有穩定或不穩定的次要平衡路徑。本文採用牛頓—拉福森（Newton - 

Raphson）法配合弧長控制（arc - length control）法[9]的增量迭代法，來求

得完整的平衡路徑。 

    在平衡路徑上的臨界點(極限點、分歧點)，系統切線剛度之行列式值

為零，可用來決定挫屈梁之臨界點的位置。因本文要追蹤不同（或 ）之

挫屈梁的臨界點，即臨界點的摺線[12]，如用上述方法，需要大量的計算，

為節省計算量，本文中使用 Eriksson[12-14]中延伸系統的觀念，即將挫屈時

切線剛度矩陣絕對值最小的特徵值為零，當作約束條件，得到一平衡方程

式的延伸系統，可以直接求得平衡路徑上的臨界點。在追蹤不同之挫屈

梁的臨界點時，為節省計算量，不再重新計算其平衡路徑，而直接由目前

之臨界點對應的力/位移負荷及平衡位置，將一增量力/位移負荷加到原來

的臨界力/位移負荷，當作對應於某一未知 / CRP 之挫屈梁的臨界力/位移

負荷，將 / P 當作位移/力負荷參數，使用正交軌線法[16]得到一個初始增

量負荷參數與初始增量位移，然後再回到延伸系統求得新的臨界力/位移負
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荷對應的  / CRP 。延伸系統中附加的條件可以根據計算的目的更動

[12-14]，用於弧長控制法與計算特徵值與特徵向量。 

本文使用子空間法[2]，求出廣義特徵值問題(2.7.4)式的特徵值 2 及對

應的特徵向量Φ。在直接計算挫屈負荷時，若將質量矩陣取為單位矩陣，

則(2.7.4)式可以寫成 IΦKΦ g ，該標準特徵值問題，在平衡路徑上的臨界

點，有一特徵值為零，與其對應之特徵向量是挫屈模態。 

本章將在 3.1 節中詳述本文需要的各種數值方法，在 3.2 節說明整個數

值程序迭代的流程。 

 

3.1  數值方法 

本研究考慮的負荷有力負荷及位移負荷兩種，在每一增量平衡迭代的

過程中，將(2.7.1)式之平衡方程式中之 d 或是 f 的值固定。 

 

3.1.2  增量迭代法 

增量迭代法通常用來分析結構的幾何非線性分析，若第 I 個增量的平衡

位置為已知，其位移向量為 IQ ，負荷參數為 I ，則可以求得這個平衡位置

的系統切線剛度 TK ，且第 I+1 個增量的初始增量位移可以用尤拉預測值

（Euler predictor）求得 

TrQ                                            (3.1.2) 

其中 Tr 是第 I 次增量的切線解，在力負荷時， 

PrK TT                                            (3.1.3) 

在位移負荷時，       

PTT FrK                                           (3.1.3) 

其中




F

FP ，  是第 I+1 增量初始增量負荷參數，本文配合弧長控制法
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[9]，選用 

        
T

t
T rr


                                         (3.1.5) 

其中 Q 是初始增量位移的弧長，  之正負號則與 I
t
T Qr  的正負號一

致， IQ 為上一增量中收斂的增量位移。 

迭代過程中對增量的修正，即位移改正量和負荷改正量，詳見 3.1.6 節

之弧長控制法。 

 

3.1.3  收斂準則 

本文以系統的不平衡力的 weighted Euclidean norm 作為迭代時的誤差

度量，當負荷為力負荷時，收斂準則表示為 

        tole
N

e 
P

Ψ


                                    (3.1.6) 

當負荷為位移負荷時，收斂準則表示為 

        tol
R

ee 
F

Ψ
                                        (3.1.7) 

其中N 表離散系統的自由度數， RF 為系統節點反力向量， tole 為一給定之容

許誤差值。 

 

3.1.4  延伸系統（Extended system） 

    考慮一個靜態力學平衡的離散化模型，可定義一個延伸系統的控制方

程式[12-14] 


















0

0

ZG

ZΨ

)(

)(
                                       (3.1.8) 
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其中Ψ是N 個平衡方程式的集合，G 是 M 個輔助條件的集合，這些條件在

平衡狀態上定義的約束條件，系統的解 Z 由位移Q與控制變數組合而成，

當我們改變邊界條件、材料常數或是要求得臨界情形，可以不需要重新計

算平衡路徑，可由延伸系統求得新的結構行為，而延伸系統的解可以由牛

頓—拉福森增量迭代法求出。 

本文在求解的過程中，包括直接計算臨界直，弧長控制法，均應用延

伸系統的解法，輔助條件 G 都是位移 Q 與負荷的函數，本文選擇以替換

G 的方法，來保持計算過程中 G 為一維的方程式，即 1M ，在迭代過程中

所需要的微分矩陣與改正量在本文中可以表示為為 

























G

ΨQ

GG

ΨΨ

Q

Q








,,

,,
                            (3.1.9) 

其中 TKΨ Q , 為切線剛度，當負荷是力負荷時 PΨ , ，負荷為位移負荷時

 



F

FΨ P, 。 

 

3.1.5  延伸系統延遲分解法（Postponed factorization of an extended system） 

如果一個矩陣可以表示成延伸系統的模式： 

























h

g

f

e

DC

BA
                                   (3.1.10) 

在計算過程中可以不破壞子矩陣 A、B、C、D 的結構，將 e、f 以下列流程

分開解出[12] 

        ))(())(( 111 gAChBACDf                        (3.1.11) 

        fBAgAe )()( 11                                   (3.1.12) 

本文在應用上選取 C 為一維方程式，所以 f 為(3.1.9)式之，e 為 Q ， BA 1

為 0
1 rΨK 

T ，是標準牛頓法的改正量， gA 1 為 TT rΨK 
,

1 ，是切線解。 
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3.1.6  弧長控制法（Arc-length method） 

    弧長控制法[9]，將每一增量的增量負荷  與增量位移 Q 均視為未知

數，以增量位移的長度  當作平衡方程式的約束條件， 

        02  QQtL                                 (3.1.13) 

L 可以視為延伸系統中的輔助方程式，則由(3.1.8)式可得延伸系統 


















0

0Ψ

L
                                         (3.1.14) 

由(3.1.9)式，可得(3.1.14)式在迭代過程的微分矩陣與改正量 

        

























LLL

ΨQΨΨ

Q

Q








,,

,,
                           (3.1.15) 

其中 

        tL QQ  2,                                         (3.1.16) 

        0, L                                             (3.1.27) 

由(3.1.11)式，負荷參數修正量可以表示成 

        
T

t

t L

rQ

rQ






2

2 0                                   (3.1.18) 

其中 TKΨ Q , 是系統切線剛度矩陣，在力負荷時， ,Ψ 為參考力負荷 P，

PKr 1 TT 是參考力負荷 P 的切線解，在位移負荷時， ,Ψ 為




F

FP ，

PTT FKr 1 ， 0r 是標準牛頓法中，不平衡力的位移改正量，可以表示如下 

          PQFΨrK 0T                             (3.1.19) 

(3.1.18)式中，L 通常可以忽略不計，所以(3.1.18)式之負荷參數改正量可以

近似成 
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T

t

t

rQ

rQ




 0                                       (3.1.20) 

由(3.1.12)式，位移改正量 Q 可以表示成 

TrrQ   0                                       (3.1.21) 

 

3.1.7  特徵值直接計算法（Direct computation of eigenvalues） 

標準特徵值問題可以表示成 

ΦAΦ g                                           (3.1.22) 

其中 g為矩陣A的特徵值，Φ為對應 g的特徵向量，本節中 TKA  為在平衡

位置的切線剛度矩陣，因為每個平衡位置的 TK 都有對應的特徵值，所以 g

可以表示成Q的函數  Qg ，若將對應於 g 的特徵向量單位化，則 

1ΦΦt                                            (3.1.23) 

(3.1.22)式之特徵值問題可以表示成一延伸系統[14] 

 















 
1

0

ΦΦ

ΦKΦQ
t

T
tg

                              (3.1.24) 

(3.1.22)式之延伸系統，在迭代過程的微分矩陣與改正量可以表示成 

        
 

  



























10 )1(

)1( 0Φ

Φ

ΦK
i

i

ti

i
T

g
                          (3.1.25) 

我們可由以下的迭代求出 TK 的特徵值與對應的特徵向量，令 

         i
T ΦKΘ 1                                        (3.1.26) 

        
ΘΦ ti

ig
)(

)1( 1
                                      (3.1.27) 

        )1()1(   ii gΘΦ                                      (3.1.28) 

當 gtol
ii e )()1( ΦΦ ，其中 gtole 為一給定之特徵值容許誤差值，我們將得
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到 )1(  igg 、 )1(  iΦΦ 。                             

 

3.1.8  臨界值直接計算法（Direct computation of critical points） 

    平衡路徑的臨界點通常指極限點或分歧點，在臨界點系統切線剛度矩

陣 TK 的行列式值為 0，所以 TK 有一個特徵值 0g ，即 ΦΦK 0T ，所以

0g 可以視為臨界條件，將其加入平衡方程式可得一延伸系統[3]  

        
 
















 

0)(

0

Q

PQF

g

λ
                                  (3.1.29) 

(3.1.29)式之延伸系統，在迭代過程的微分與改正量可以表示成 

        
 
  






 
















 

Q

PQFQPK

Q g

λ

g
T




0,
                      (3.1.30) 

特徵值 g 對系統位移向量 Q 的微分向量 Q,g 可以近似成[3] 

            QKΦQK
Φ

Q TT

t

g  


,                        (3.1.31) 

其中 是一個常數 

        6

1
10max 


 i

Ni
Q                                   (3.1.32) 

iQ 是整體位移的第 i 個分量，N 表離散系統的自由度數， 大小限制在在

 38 10,10  間。 

    由3.1.5節中延伸系統的延遲解法之(3.1.11)式可以得到負荷參數的改正

量 

    
Tg

gg

r

r

Q

Q

,

, 0                                      (3.1.33) 

以及由(3.1.12)式，得到增量位移改正量 
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        TrrQ   0                                       (3.1.34) 

0r 是(3.1.19)式中標準牛頓法中，不平衡力的位移改正量。 

 

3.1.9  正交軌線法（Orthogonal trajectory accession）  

    增量迭代過程中的負荷參數修正量，也可以使用文獻[16]所提的正

交軌線法得到，其方法是在由N 維的位移向量與負荷參數所組成的 1N 維

空間中，令 

         t
T 1,rt                                            (3.1.35) 

          ,Qn t                                        (3.1.36) 

        0tnt                                             (3.1.37) 

其中 tn 為包含負荷參數改正量 Q 與增量位移改正量的 1N 維修正量，

t 是將參考負荷P 或 PF 的切線解向量 Tr 放大一維，將(3.1.34)式帶入(3.1.37)

式整理，可以得到負荷參數改正量 

        
T

t
T

T
t

rr

rr




1
0                                       (3.1.38) 

將再帶回(3.1.34)式則可以得到增量位移改正量 TrrQ   0 。 

 

3.1.10  免特徵值分析法（Eigenanalys-free method） 

    文獻[17,29]中提出一個的方法，可以不需要進行特徵值的計算，直接

在剛度矩陣的 tLDL 分解（ tLDL -decomposed stiffness matrix）運算中得到

一個最接近 0 的近似特徵值，當特徵值靠近 0  0.0,0.0  gg 時，它對應

的近似特徵向量 

  j
t

j eLS
1

                                        (3.1.39) 

其中 j 是對角矩陣 D 中絕對值最小的位置， je 是第 j 維純量等於 1，其他部
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分為 0 的N 維單位向量。 

這個方法同時可以得到近似特徵值 

2
j

jD
g

S
                                           (3.1.40) 

其中 jD 是對角矩陣D中第 j 個分量，當我們的平衡位置越靠近臨界負荷，

即特徵值越靠近 0，所求得的近似特徵值與特徵向量也越靠近真正的值。 

    這個方法所花費的計算時間非常少，因為剛度矩陣的分解 tLDLK  在

進行平衡路徑的迭代的過程中會一直被重複計算， tL 矩陣有上三角結構特

性，所以解 jj
t eSL  得到 jS 。 

 

3.1.11  子空間法（Subspace method） 

    分析結構振動的自然振動頻率，要求解方程組 MΦKΦ 2 ，其中K

是系統剛度矩陣，M是系統質量矩陣，可以把他當作廣義特徵值問題 

BΦAΦ g                                         (3.1.41) 

來求解，本文採用子空間法 [2]，求出特徵值 g及對應的特徵向量Φ，而在

程式中當我們需要計算標準特徵值（standard eigenvalue problem）問題

ΦAΦ g 時，令 IB  單位矩陣（Identity matrix）。 

    子空間法以將 N 維的大型特徵值問題近似的轉化為一個P維向量空間

的小型特徵值問題，從而使求解的問題縮小，節省計算時間，但是當遇到

特徵值為負的，無法求出答案，所以本文在計算之前首先利用 3.1.10 的免

特徵值分析法[17,29]，這個方法會提供一個切線剛度的近似特徵值(3.1.40)

式，雖然這個近似值在它距離 0 越遠時越不準確，但是它的正負號與真正

的特徵值解是相同的，所以一旦發現它是負號時，在運算中給一常數 c，讓

方程組(3.1.41)成為 

  MΦΦMK 'gc                                   (3.1.42) 
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其中 0'  cgg ，如此可以順利迭代求出特徵值 g。 

 

3.1.12  臨界點種類的判別 

    臨界負荷在系統剛度中是特徵值為 0 時，即 0KΦ 的負荷，但是臨界

負荷有可能是是極限點或是分歧點，它們在平衡路徑上的意義是不同的，

極限點是一個區域的極端值，而分歧點存在次要平衡路徑，當本文利用文

獻[30]中的方法，以切線剛度 K 的特徵向量Φ與參考負荷向量P 的正交性

來判別： 








point.n bifurcatio ,0

          point.limit  ,0

PΦ

PΦ
t

t

                       (3.1.43) 

在數值計算上，我們採取一個誤差容許量 crie 來當作判別條件， 








point.n bifurcatio 

          point.limit  

cri

cri
t

e

e

PΦ

PΦ
                     (3.1.44) 

其中[30]建議 crie 可以視結構條件決定，取在  37 10,10  區間中。 

 

3.2  數值程序 

本文數值程序分成多階段進行，在每個階段我們會分別決定邊界條件

與負荷參數，以及求解的目標（求得平衡路徑、臨界點或振動分析），其流

程圖如下： 
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1

STOP 

1 CC NN

YES 

NO 

數值程序流程圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

輸入初始值 

結構幾何、材料性質 
負載條件、求解類型 

增量數、最大迭代數及收斂時的容許誤差 
階段數 maxNC 、每一階段增量數 maxI  

計算線性剛度、線性解 
0CN  

開始第 NC 階段分析

計算第一個增量代所需資料 
0I  

初始增量  、增量位移 Q 、弧長   

A

CMAXC NN 

B
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新增量   1II  
與增量位移 QQQ  1II

新系統剛度 IK  
節點內力、不平衡力

Eigenanasys-free method
近似特徵值 g、近似特徵向量Φ

特徵值直接計算法
求出特徵值 g、特徵向量Φ

B

延伸系統直接計算臨界值 
改正量、改正位移 Q  

  、 QQ  、 Q  

第 I次增量迭代過程 

弧長控制法 
改正量、改正位移 Q  

  、 QQQ 
YES 

NO 

 選擇求解
種類 

gtolg ee 

YES 

NO 

平衡路徑

臨界點 

判斷 Tr 上的參考負荷
自由度是否變號[14] C 

選擇求解
種類 

摺線上的轉折點

NO 

YES 

臨界點的摺線

二分法求 turning points
更改力負荷 f 或 

位移負荷 d

0g

YES NO 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B C

B

B

tolee 

C 
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下一增量所需資料 

記錄原來負荷與位移 

給一固定力負荷 f  

或位移負荷 d  

目前平衡位置的 0r 、 Tr  

正交軌線法 
新增量  、 Q 、   

計算新增量   
新增量位移 Q  

新弧長   
1 II  2

3 

C

NO 

選擇求解
種類 

平衡路徑 

maxQQC 

YES 

臨界點 

 

   

     

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

B

B 
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1 

2 

        計算平衡路徑、臨界點與動態分析有不同程序： 

一、計算平衡路徑 

      
CQI

QPINIT





max

max                                 (3.1.45) 

      TrQ    

      
2

Tr                                       

          其中 PINIT 是給定的初始增量倍率， maxQ 是參考自由度的期

望最大位移， CQ 是參考自由度的位移解， maxI 是每一增量內更新

有效剛度矩陣的最大次數。 

 二、計算臨界點 

            解（3.1.40）式，由（3.1.44）式選擇適合的 g，Φ，代入（3.1.33）

式，得到 

        
Tg

gg

r

r

Q

Q

,

, 0                                     (3.1.46) 

        TrrQ  0  

        Q  

 

    計算下一次增量的初始猜值  、  、 Q  

I
I K

Kmax                                      (3.1.47) 

T
t
T rr


  

TrQ    
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3 

其中 I 是第 I 個增量所使的弧長， maxK 是給定的每一增量

最大迭代數， IK 是第 I 個增量迭代至平衡所使用的迭代數。 

             正負號之決定方法如下：若 0 TrQ ，則  的正負號與

第 I 個增量相同，反之則相反。 

         

        因為參考自由度改變，利用正交軌線法求新增量猜值  、  、 Q  

T
t
T

T
t

rr

rr




1
0                                      (3.1.48) 

        0rrQ  T  

        
2Q  
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第四章  挫屈梁的初始變形及自由振動分析 

 

    圖 1-1（a）所示為一長方形斷面的細長直梁，其長為 TL ，寬為 b，高

為 h，該梁兩端受到側向夾持，一端受軸向壓縮，當壓縮量到達挫屈臨界

值，會造成側向挫屈，如繼續施加軸向壓縮，則該梁會如圖 1-1（b）所示

朝側向拱起，文獻上通常稱其為挫屈梁，稱該變形為挫屈梁的初始變形，

並用 h/ 表示挫屈的程度，其中 梁中點的側向位移，文獻上通常假設其形

狀為該梁的第一挫屈模態[1,4-6,28,34,36-38,40,43]。文獻上有不少挫屈梁振

動的研究[1,4-6,11,18,19,27,28,31,34-38,40,41,43-45]，其中大都是 h/ 較小

(例如 10/ h )的淺挫屈梁，文獻[27,28]用淺拱（shallow arch）理論探討淺

挫屈梁之自然振動頻率及模態的解析解，並以實驗驗證其結果。文獻[43]

中，假設挫屈梁之側向振動位移為該挫屈梁對應之直梁之前兩個挫屈模態

的組合，用淺拱理論、Galerkin’s method 及假設模態法，探討淺挫屈梁

（ 5.1/ h ）之自然振動頻率及受基礎振動的非線性振動，並且用實驗驗

證其分析結果。由文獻[11,27,28,43]的分析及實驗可以發現，當 h/ 很小時，

不同細長比 的挫屈梁，若 h/ 相同，則有相同的無因次自然頻率

214 )/( TALEI ，其中為自然頻率、E 為彈性模數，I 為梁斷面的二次矩、

為密度、A 為斷面積， TL 為長度。當 h/ 很大（例如 100/ h ）時，文

獻上一般假設不同細長比的挫屈梁仍具有相同的無因次自然頻率，但缺乏

理論、實驗或數值結果的驗證。文獻[4]用淺拱理論、採用文獻[11,27,28]的

自然頻率及與文獻 [42]幾乎一樣的方法探討非淺挫屈梁（non-shallow 

buckled beam）（ 200/ h ）受基礎振動的非線性振動，並且以微結構尺寸

的實驗，驗證其分析結果，但並沒有提供可信的比較結果。文獻上在探討

挫屈梁的振動時，不管梁之細長比及 h/ 的大小，都假設其初始變形該梁

的 第 一 挫 屈 模 態 ， 其 軸 向 正 向 力 （ normal force ） 為 均 勻 分 佈
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[4-6,15,18,28,31,34,35,40,41,43]，但甚少探討這些假設的適用範圍。文獻上

在探討挫屈梁的的非線性振動時一般都採用假設模態法，且假設振動為該

挫屈梁之前幾個挫屈模態的組合，或是對應之直梁的前幾個振動模態的組

合，但假設振動為該挫屈梁初始變形之振動模態的組合應較合理

[11,27,28]。所以用假設模態法探討挫屈梁的非線性振動時，首先必須能精

確的決定挫屈梁的初始變形、自然振動的頻率及振態，但文獻仍缺乏非淺

挫屈梁之初始變形及自然振動的研究。所以本章中將採用第二章的共旋轉

有限元素法，探討細長比及 h/ 對非淺挫屈梁之初始變形及自然振動的影

響，本研究將以第三章中的弧長控制法求得挫屈梁之初始變形，再用 3.1.11

的子空間法求挫屈梁的自然振動頻率及振態。本章將在 4.1 節探討挫屈梁初

始變形並與解析解比較，以了解解析解的準確性及適用範圍，在 4.2 節探討

挫屈梁的自然振動頻率及振態並與文獻上的解析解及實驗結果比較。 

本章中分析時，僅考慮長方形斷面的梁，梁的材料及幾何常數如下：

彈性模數 211 /101.2 mNE  ，密度 3/7874 mkg ，長度 mLT 64.0 ，寬

度 mb 21095.1  ，高度 TLh 12 ，其中為細長比。在分析時除另有

說明外，都使用細長比 96.5818 ，高度 mh 41081.3  的梁，並將其離

散為 64 個元素。 

 

4.1  挫屈梁的初始變形 

兩端受到側向夾持的固端梁，一端受軸向壓縮，當壓縮量到達其挫

屈臨界值 CR 時，會發生挫屈現象，此時的軸向反力稱為挫屈負載 CRP ，由

材料力學可以得知[21]  

2

24

T
CR

L

EI
P


                                          (4.1) 
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TCR
TCR

CR L
AE

LP                                   (4.2) 

2

24


 CR                                            (4.3) 

212 )/( IALT                                         (4.4) 

其中 CR 為挫屈時的應變，為細長比、A 為斷面積，I 為慣性矩。 

固端梁的挫屈模態可表示成[15]  

)
2

cos1(
2

)(
TL

x
xv


                                                                    (4.5) 

其中 為梁中點的側向位移。 

當 CR 時，梁的變形主要是撓屈變形，若假設其軸向的伸長變形可

以忽略不計， 1
TL


，且其側向位移為其第一個挫屈模態，則其軸向位移

可以近似成 

TTTT

CR

L

x

L
x

L
x

L
xu

 2
sin

164
)(

2

2

22




                                       (4.6) 

由(4.3)、(4.4)及(4.6)式，長方形斷面梁之 與的關係可表示成 

1
3

2
 

h
                                        (4.7) 

cr /                                            (4.8) 

其中 1 。 

(4.5)及(4.7)式被廣泛地使用在挫屈梁的振動研究[4-6,15,18,28,31,34,35, 

40,41,43]上，但甚少探討其適用範圍。當 1
TL


時，可以發現(4.7)、(4.8)

式的無因次位移與細長比無關，但由(4.4)及(4.7)式可得 

hLT




 12
                                           (4.9) 
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所以由(4.9)式可以發現，對細長比不同的梁，使 1
TL


之 h/ 的範

圍應不一樣。 

由曲率的定義、近似式 11  CR 及(4.5)式，可得挫屈梁的曲率 

)
2

cos(1
3

4

)1(

1
2

2

212 L

x

L

h

v T

 


                                         (4.10) 

其 中
dx

dv
v  。 由 挫 屈 梁 的 邊 界 條 件 及 對 稱 性 可 知

0)()2/()0(  TT LvLvv ，所以由(4.7)及(4.10)式可知在梁兩端及中點的

曲率為 

2

2

2

2

0
2

1
3

4

TT LL

h                                                               (4.11) 

由挫屈梁的邊界條件及對稱性可知挫屈梁兩端 Y 方向的反力及中點 Y

方向的內力為零，故以一半的挫屈梁為自由體（free-body），利用力矩的平

衡可得挫屈梁端點軸向反力 CRPP  ，其中 CRPP  為(4.1)式的挫屈負載。所

以在 1
TL


及(4.5)式的假設下挫屈梁端點軸向反力為挫屈負載，此一近似

解被廣泛地使用在挫屈梁的振動研究[4-6,15,18,28,31,34,35,40,41,43]上，但

甚少探討其適用範圍。 

梁斷面最大的撓曲應變發生在上下表面，由(4.11)式可以得到挫屈梁兩

端及中點的最大撓曲應變為 

T
b Lh

h 









2

2

2

2

2

0
max 1212

1
3

24

2
                     (4.12) 

若挫屈梁在彈性範圍內使用，則細長比較小的梁，其容許的挫屈程度

h/ 或 TL/ 都較小。 

本節中稱由(4.5) - (4.12)式得到的結果為解析解。本節中採用第三章中
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的弧長控制法解非線性平衡方程式，用切線剛度之行列式值為零，作為判

斷挫屈的準則，並用[46]的方法求挫屈模態，再以挫屈模態為擾動位移，使

挫屈梁進入次要平衡路徑，求得挫屈梁之初始變形，並比較本文非線性分

析的結果與解析解的結果。 

圖 4-1 – 4-6 為本文的結果，圖 4-1 為梁的挫屈模態圖，圖 4-2 為挫屈梁

的無因次中點側向位移 h/ -無因次壓縮量 )/( cr 曲線，圖 4-3 為挫屈

梁的無因次側向位移 /)(xv 的分佈圖，圖 4-4 為挫屈梁的無因次軸向位移

/)(xu 的分佈圖，圖 4-5 為無因次端點軸向反力 CRPP / -梁中點的側向位移

TL/ 的曲線，圖 4-6 為無因次端點軸向正向力 CRPxF /)( - TLx / 的曲線。圖

4-1 的第一挫屈模態與 (4.5)式幾乎完全重合，由圖 4-2 可以發現當

30/ h ，不同細長比的梁之 h/ - 曲線及解析解幾乎重合，但當

120/ h 時，解析解和 3000 之 h/ - 曲線的差異逐漸增加。由本文的

數值結果發現，當 200/ h 時， 3000 的梁之撓屈應變小於 0.003，通常

仍在彈性範圍內，所以 3000 左右之挫屈梁的 h/ 可以超過 200，但解析

解(4.7)式約有 4%的誤差。由圖 4-3 及 4-4 可以發現不同細長比及無因次

壓縮量 )/( cr 之挫屈梁的無因次側向及軸向位移 /)(xv 、 /)(xu 的分

佈曲線與(4.5)及(4.6)式的解析解幾乎重合。由圖 4-5 可以發現不同細長比

的梁之 CRPP / - TL/ 曲線幾乎重合；當 TL/ << 1 時， 1/ CRPP ，所以解

析解 1/ CRPP 是一個很好的近似解；但當 TL/ 約為 0.19 時，

05.1/ CRPP ，但解析解不管 TL/ 的大小， CRPP / 都等於 1，所以在挫屈程

度較大時，解析解之軸向反力的誤差應不可忽略。在挫屈程度較大時，本

文的結果與文獻[19]中假設梁無伸長變形之 elastica 的結果非常接近，所以

當挫屈程度較大時，挫屈梁的軸向伸長變形可以忽略不計的假設應是恰當

的。由(4.7)及(4.9)式可知，圖 4-2 中對應於無因次壓縮量 )/( cr 之
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1
4




為無因次側向位移 TL/ 的解析解，其值與本文非線性分析的數值

解非常接近，由圖 4-6 可以發現當 TL/ 的值相同時，不同細長比之挫屈

梁的無因次端點軸向正向力 CRPxF /)( - TLx / 的分佈曲線幾乎完全重合，由

圖 4-7 亦可以發現隨著 TL/ 的增加，軸向正向力沿軸向的變化愈大，故均

勻軸向正向力的假設在無因次側向位移 TL/ 較大時應不適用。 

 

4.2  挫屈梁的自然振動頻率及振態 

由挫屈梁在初始變形位置的切線剛度矩陣及質量矩陣，可得挫屈梁線

性振動的運動方程式(2.7.2)。本節用 3.1.11 節的子空間法求挫屈梁的自然

振動頻率及振態。本節中稱對應於第 i 個振態的自然振動頻率為 i ，當 i

是奇數時，挫屈梁振態中的軸向和側向分量分別是反對稱和對稱的，當 i

是偶數時，挫屈梁的振態中的軸向和側向分量分別是反對稱和反對稱的。

本節中探討了挫屈梁之無因次自然振動頻率 214 )//( Ti mLEI 及振態，其中

Am  為梁的線密度，與無因次壓縮量 )/( cr 、無因次側向挫屈位移

h/ 或 TL/ 、及細長比的關係。本文的數值分析發現， 500 ， 4.24/ h  

( 169.0/ TL )， 0120.0max b ； 1000 ， 3.90/ h  ( 313.0/ TL )，

0126.0max b ； 3000 ， 271/ h  ( 313.0/ TL )， 3max 1020.4 b 。

因本文中假設應變為小應變且在彈性限內，所以本節中對不同細長比的挫

屈梁，考慮不同的最大無因次側向挫屈位移 h/ 或 TL/ 。 

圖 4-7 – 4-18 為本文的結果，圖 4-7 為梁的無因次自然振動頻率

214 )//( Ti mLEI -無因次壓縮量 )/( cr 曲線，圖 4-8 為挫屈梁的無因次

自然振動頻率 214 )//( Ti mLEI -無因次側向位移 h/ 的曲線( 3/ h ,i=1, 

2)，圖 4-9 為挫屈梁的無因次自然振動頻率 214 )//( Ti mLEI -無因次側向位
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移 h/ 的曲線( 8/ h ,i=1-7)，圖 4-10 為挫屈梁的無因次自然振動頻率

214 )//( Ti mLEI -無因次側向位移 h/ 的曲線( 200/ h ,i=1-6)，圖 4-11 為

挫屈梁的無因次自然振動頻率 214 )//( Ti mLEI -無因次側向位移 TL/ 的曲

線( 3.0/ TL ,i=1-6)，圖 4-12 為挫屈梁的前六個振動模態( 1/ h )，圖

4-13 為挫屈梁的前六個振動模態( 5/ h )，圖 4-14 為不同無因次壓縮量

)/( cr 之挫屈梁的前八個振動模態( 500 ， 151
3

2
1   ， 2X 分

量)，圖 4-15 為不同無因次壓縮量 )/( cr 之挫屈梁的前八個振動模態

( 500 ， 151
3

2
1   ， 1X 分量)，圖 4-16 為不同無因次壓縮量

)/( cr 之挫屈梁的前八個振動模態( 10000 ， 151
3

2
1   ， 2X

分量)，圖 4.17 為不同無因次壓縮量 )/( cr 之挫屈梁的前八個振動模態

( 10000 ， 3001
3

2
20   ， 2X 分量)，圖 4-18 為不同無因次壓縮量

)/( cr 之挫屈梁的前八個振動模態( 10000 ， 3001
3

2
20   ，

1X 分量)。 

由圖 4-8 可以發現固端梁在挫屈前後，對應於第一及第二個振態之自然

振動頻率的變化，在挫屈前( 10   )時， i ( i=1,2)隨著 增加而減少，在

挫屈時( 1 )， 01  ；在挫屈後( 1 )， 1 隨著 增加而增加，且在

5.3 ( 8.1/ h )左右超越 2 ， 2 幾乎沒有改變。由圖 4-9 可以發現，當

5.1/ h ，本文的 1 與[43]的實驗及分析結果、[11,27,28]的分析結果都很

接近，當 5.1/ h ，本文的 1 與[11,27,28]的分析結果很接近，但偏離[43]

的實驗及分析結果，[43]提到 5.1/ h 時，其實驗結果是不可靠的。本文的

2 與[11,27,28]的分析結果很接近。由圖 4-9 可以發現，當 8/ h ，本文的
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i  (i =1-7)與[14,27,28]的分析結果很接近。在[11,27,28]中，當 i 是偶數時，

不管 h/ 及細長比的大小， 214 )//( Ti mLEI 為一個常數，由圖 4-10 可以

發現，當 2i ， 200/ h 時， 214
2 )//( TmLEI 幾乎沒有變化，但在 6,4i

時，隨著 h/ 增加及細長比減少， 214 )//( Ti mLEI 逐漸變小；當 1i ，

200/20  h 時， 214 )//( Ti mLEI 幾乎沒有變化，但在 5,3i 時，隨著 h/

增加及細長比減少， 214 )//( Ti mLEI 逐漸變小。由圖 4-10 亦可以發現當

10/ h ， 500 的挫屈梁幾乎有相同的 214 )//( Ti mLEI ；當 50/ h ，

3000 的挫屈梁幾乎有相同的 214 )//( Ti mLEI ；當 100/ h ， 3000 的

挫屈梁之 214 )//( Ti mLEI 有相當的差異。所以當 10/ h 時，對 500 的

挫屈梁， h/ 是很好的無因次側向位移，所以當 100/ h 時，對 3000 的

挫屈梁， h/ 仍不是一個很好的無因次側向位移。由圖 4-11 可以發現，當

02.0/ TL ， 1000 的挫屈梁的 214 )//( Ti mLEI 有相當的差異，所以

TL/ 不是很好的無因次側向位移；當 05.0/ TL ， 3000 的挫屈梁幾乎

有相同的 214 )//( Ti mLEI ，所以 TL/ 是很好的無因次側向位移；當

1.0/ TL ， 1000 的挫屈梁幾乎有相同的 214 )//( Ti mLEI ，所以 TL/ 是

很好的無因次側向位。 

由圖 4-12 - 4-18 可以發現，當 15)/(1
3

2
1  h 時，細長比

500 、 96.5818 、 10000 的挫屈梁，若有相同的 h/ ，則其振態中

的側向分量都很接近，但 500 之振態中的軸向分量遠大於 96.5818 、

10000 之振態的軸向分量，若 h/ 不同時，振態中對稱的側向分量有很

大的變化，但不對稱的側向分量幾乎沒有變化，本文的結果與[27]的結果一

致。當 20)/(1
3

2
 h 時，細長比 10000 的挫屈梁，其振態的側
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向分量幾乎沒有變化，但其振態的軸向分量變化很大，且和 1
320

2
 、

500 的挫屈梁振態的軸向分量很接近。 
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      第五章      挫屈梁受側向負荷之幾何非線性分析 

 

本章中擬探討的挫屈梁與第四章中的挫屈梁的定義相同，但為了本章

的完整性，本章中將挫屈梁的定義再簡單的說明如下：圖 5-1 所示為一長方

形斷面的細長直梁，其長為 TL ，斷面寬為 b，斷面高為 h，該梁兩端受到側

向夾持，一端受軸向壓縮造成側向挫屈，以第一挫屈模態的形狀朝側向

拱起，本章中稱此挫屈後的梁為挫屈梁。令 為挫屈梁中點 C 的初始側向

高度，本章中以軸向壓縮及 C 點的初始高度 當作挫屈梁的挫屈程度。

當挫屈梁受到側向負荷時，其平衡路徑之負荷-位移曲線上，通常有極限點

和分歧點等臨界點，這些點對應的負載稱為臨界負載（critical load）。挫屈

梁要從第一個穩態變成第二個穩態，須克服臨界負載，所以在設計及分析

挫屈梁時，精確的臨界負載是很重要的。 

本章將分析不同細長比、不同軸向壓縮（拱起高度 ）的挫屈梁，C

點受到側向集中負荷 P 或是集中力矩 M 時（如圖 5-1（b）、（c）），其平衡

路徑及臨界負載的變化，本章中僅考慮矩形斷面的直梁，採用的彈性模數

211 /101.2 mNE  ，密度 33 /10874.7 mkg ，長度 mLT 64.0 ，斷面寬

度 mb 21095.1  ，高度 TLh 12 ，其中為細長比。在分析時除另有

說明外，都使用斷面高 mh 41081.3  ，細長比 96.5818 的梁，並將其

離散為 64 個元素。 

 

5.1  挫屈梁受集中負荷之非線性分析 

    本節將探討不同細長比、不同軸向壓縮 (拱起高度 )的挫屈梁，中點

C受到側向集中負荷P時的平衡路徑及臨界負載（如圖5-1（b））。令 為挫

屈梁中點C的初始側向高度， C 、 Cv 、 Cu 分別為為中點C受負荷P後的側向

高度，側向與軸向位移。圖5-2為無因次軸向壓縮量 3,2.2,7.1 時的側向
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負荷
EI

PLT
2
-側向位移

h

vC
曲線，其中 CR ， CR 為第一個側向挫屈模

態發生時的軸向壓縮量，由圖5-2可以發現平衡路徑上的臨界點發生情形隨

 不同而有變化，  1.7、2.2和3都存在兩個極限點 dujL j ,,  ，但是分歧

點 dujB j ,,  只發生在  2.2和3，而分歧點發生極限點之前，意即分歧點

發生在穩定區則只有在  3時。在研究不同 的挫屈梁受側向負荷的非線

性行為時，比較有價值的資料通常是隨著 變化的各個臨界點，例如進入

次要平衡路徑的分歧點，或是發生跳躍現象的極限點，但是如果隨著邊界

條件或是結構材料常數的改變，每次都重新計算平衡路徑，將花費龐大的

計算量，因此本章使用第三章3.1.4節的延伸系統與3.1.5節的延伸系統延遲

分解法，延伸系統為將平衡方程式加上輔助條件的廣義增量迭代法，再以

3.1.8節的臨界值直接計算法當作輔助條件，直接由臨界點上取得猜值做增

量迭代，計算下一個邊界條件或結構條件上的臨界點，同時以3.1.12節的

(3.1.44)式來判別臨界點是極限點或是分歧點。圖5-3將不同 的挫屈梁平衡

路徑視為多維度空間中的曲面，空間中臨界點的集合即為摺線（fold lines），

廣義增量迭代法可以沿著摺線追蹤不同 的臨界點。圖5-4為圖5-3在負載與

側向位移平面上的投影，圖5-5為圖5-3在負載與軸向壓縮平面上的投影，透

過投影我們可以把空間中的摺線對應我們需要的參數上。 

    圖 5-6 為 10 時挫屈梁中點 C 的初始側向高度、分歧點高度 B
CR 與

極限點高度 L
CR 在無因次化高度

h
C -軸向壓縮位移 平面的摺線圖，圖 5-7

為 10 時挫屈梁的分歧點負載 B
CRP 與極限點負載 L

CRP 在無因次化負載


EI

PLT
2

-軸向壓縮位移 平面的摺線圖，圖 5-6,5-7 中 LT點是極限點摺線的

轉折點（turning point），也就是極限點在軸向壓縮位移逐漸增加時開始發生
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的地方，由圖 5-6,5-7 可發現挫屈發生後（ 1 ）後極限點就出現了， BT

點是分歧點摺線的轉折點，即是分歧點在軸向壓縮增加時開始出現的地

方，大約出現於 045.2 ，該點對應的端點軸向壓力為固端受軸向壓力的

第二個挫屈負荷
2

766.80

L

EI
，該點對應的 0B

CRP 。BL點則為分歧點和極限點相

交的地方，表示這個點在平衡路徑上既是分歧點也是極限點，由這些臨界

點的轉折點 BL、LT、BT可以發現在 55.2045.2   時分歧點高度比極限點

低，所以在結構施加往下的負載時會先碰到極限點，表示平衡路徑上分歧

點會發生在極限點之後，即結構歪斜的現象會發生在平衡路徑的不穩定區

內，在 55.2 則是平衡路徑上分歧點會先發生。 

    圖 5-8 為 80 時， 410,500 的挫屈梁中點 C 的初始側向高度、分

歧點高度 B
CR 與極限點高度 L

CR 在無因次化高度
h
C -軸向壓縮位移 平面

的摺線圖，圖 5-9 為同情形下分歧點負載 B
CRP 與極限點負載 L

CRP 在無因次化

負載 
EI

PLT
2

-軸向壓縮位移 平面的摺線圖，在 80 （ 10
h


）時， 500

的挫屈梁最大撓曲應變由（4.12）式可知約為 3105  ，仍在結構的彈性範

圍內，由圖 5-8,5-9 可以得知在 80 時 500 的臨界點的無因次化結果與

410 的結果相當吻合，故可以得知在彈性範圍內，不同細長比的挫屈梁

臨界點的負載與高度的無因次化結果很接近。 

圖 5-10 為 410,3000,1000 的梁結構在 4103 （拱起高度約

200
h


）時中點 C 的分歧點高度 B

CR 與極限點高度 L
CR 在無因次化高度

h
C -軸向壓縮位移 平面上的摺線圖，圖中也加入中點 C 初始側向高度的

解析解 Analy. 供參考比較，圖 5-11 為同情形下分歧點點負載 B
CRP 與極限點負
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載 L
CRP 在無因次化負載 

EI

PLT
2

-軸向壓縮位移  平面上的摺線圖，由圖

5-10,5-11 可以發現當 3102 時，不同細長比的臨界點無因次化高度與負

載幾乎重合，但是當 3102 時， 1000 的結果與 410,3000 的結果逐

漸分歧，而當 4101 時， 3000 的結果與 410 的結果差異也越來越

大，故可知隨著無因次軸向壓縮距離 的增加，不同細長比的無因次化臨

界點摺線差異也逐漸增加，細長比越小的，差異越大。 

由圖 5-10 也可知隨著 的增加，挫屈梁的初始高度 摺線與分歧點高

度 B
CR 摺線始終很接近，但是極限點高度 L

CR 的摺線則與初始高度 摺線差

距越來越大，同時由圖 5-11 可以發現極限點負載 L
CRP 與分歧點負載 B

CRP 差異

越來越大，表示隨著結構拱起高度越來越高，分歧點都還是很快就會發生，

但是極限點發生的高度越來越低，負載越來越大，表示越不容易發生。即

挫屈梁受側向及中負載時，在到達分歧點負載 B
CRP 時，即會由分歧點進入不

對稱的不穩定平衡路徑，再回到對稱的穩定平衡路徑。 

 

5.2  挫屈梁受集中力矩之非線性分析 

    文獻[38]在拱起高度 181
h


的挫屈梁上中點上架設一顯微鏡片，接著

在施加一個集中力矩將鏡片旋轉一個角度，文中將挫屈梁視為非線性彈

簧，用實驗測量及內插法求此非線性彈簧之位移負荷曲線，但是並沒有數

值模擬的結果，為了了解非淺挫屈梁集中力矩與旋轉位移之間的關係，本

節在挫屈梁結構中點C上施加一個集中力矩M（如圖5-1（c）），來探討挫屈

梁受到力矩的結構變化， 為挫屈梁在未受負荷情形下中點C的初始側向位

移，本節所分析的為無因次軸向壓縮 30000 CR （ 96.5818 ，初

始高度 197/ h ）的挫屈梁， Cv 、 Cu 、 C 分別為為中點C受集中力矩M後
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的側向、軸向與旋轉位移，圖5-12為受集中力矩M的挫屈梁中點C之無因次

化集中力矩
EI

MLT -側向位移
h

vC
曲線圖，圖5-13為對應圖5-13上各點的結構

變形圖，圖5-14為無因次化集中力矩
EI

MLT -軸向位移
h

uC 曲線圖，由圖5-12

可以發現當施加集中力矩時，側向位移先增加，通過極限點之後側向位移

增加但力矩減少，在d點時結構的形狀剛好跟初始形狀透過 1X 軸上下對稱，

接著平衡路徑上的側向位移又逐漸減少，回到初始位置a，圖5-15為無因次

化集中力矩
EI

MLT -旋轉位移 C 曲線圖，可以發現變形過程中集中力矩與旋

轉位移非常接近線性關係。 
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      第六章      彈性固端曲梁受中點側力的穩定性分析 

 

    Pippard [33]的實驗中，將如圖 6-1(a)所示長度為 TL 之長方形斷面的細

長直梁兩端施加軸向壓縮位移及轉角，使其形成跨度為、兩端轉角為

的固端曲梁（如圖 6-1(b)），然後在其中點 C 施加側向力負載 P，在加載

過程中，轉角或/及無因次跨度 TL 不同的固端曲梁可能有不同的非線性

行為，例如: 結構由穩定變成不穩定，或結構由對稱或變成不對稱，即歪

斜，或結構有不同形式的的挫屈行為，如跳躍式挫屈或分歧式挫屈等。

圖 6-2 為文獻[33]由實驗在 - TL 平面得到的摺線，即不同的穩定或不穩

定行為發生時，轉角及跨度 TL 的臨界值，文獻[33]中稱其為相圖（phase 

diagram）。圖 6-2 中，C 區觀測到的變形為穩定的變形，沒有跳躍現象也沒

有歪斜，區域 L 在變形過程中有跳躍現象，不過會保持對稱，區域 B 則存

在分歧點，結構會歪斜，區域 B 又可分為 uB 與 sB ，其中區域 uB 在結構歪

斜後馬上變成不穩定，區域 sB 在結構歪斜後仍然會保持穩定，在圖 6-2 左

上角的虛線區域，結構歪斜後會自身互相接觸，無法繼續施加負載，圖 6-2

左上角的虛線為預估的猜測值。因文獻[33]的負載為力負載，故僅能觀察由

對稱的穩定平衡狀態進入對稱的不平衡狀態、或不對稱的平衡狀態或不平

衡狀態。文獻 [33]的實驗採用兩種尺寸的矩形梁，其彈性模數都是

211 /101.2 mNE  ，第一種長度 mLT 64.0 ，斷面寬度 mb 21095.1  ，斷

面高度 mh 41081.3  ，其細長比為 96.5818 ，第二種長度 mLT 99.0 ，

斷 面 寬 度 mb 21054.2  ， 斷 面 高 度 mh 41081.3  其 細 長 比 為

2.9001 ，文獻[33]提到這兩種尺寸的梁在 - TL 平面得到的摺線有細微

的小差異，但主要行為結果與區塊是相同的，這可能是細長比不同造成的，

但因其細長比都相當大，故差異不大。文獻[33]中似乎沒有探討圖 6-2 是否

適用於細長比較小的梁。 
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文獻[32]使用線性穩定分析來探討文獻[33]的固端曲梁受中點側力時，

其平衡路徑上分歧點與極限點發生的位置，同時在數值計算過程中使用打

靶法（shooting method），尋找這些臨界點發生的臨界值，再搭配最小能量

法分析彈性梁穩定狀態下的最後變形，圖 6-3 為文獻[33]合併這兩個方法，

在 - TL 平面得到的摺線，其中黑色實線為線性穩定分析結果，區域 I 為

平衡路徑上不存在極限點與分歧點，所以變形是連續的，區域 II 為平衡路

徑上極限點先發生，所以有跳躍現象，區域 III 為平衡路徑上分歧點先發生，

所以結構會歪斜，菱形虛線為最小能量法的分析結果，區域 B 為結構在跳

躍前後(II B)或歪斜前後(III B)都是對稱的，區域 III C 為結構會先穩定歪斜

接著發生跳躍行為，最後再回到對稱，區域 III D 為構會先穩定歪斜，接著

發生跳躍行為，但最後不會回到對稱，由圖 6-3 可以知道兩種方法各有限

制，線性穩定分析無法區分歪斜後的區域 III B、III C、III D，最小能量無

法知道跳躍行為過程中的變形，所以無法區分 II B、III B，另外區域 IV、

V 在為文獻[33]的實驗中，結構在歪斜後會發生自身互相接觸，所以文獻[33]

在圖 6-2 中左上角以虛線為估測值。文獻[32]使用數值分析，不考慮結構的

自身互相接觸，可以得到明確的臨界值，但文獻[32]的 IV 區，在線性穩定

分析與最小能量法兩種方法的計算結果是互相抵觸的，線性穩定分析預估

結構會先歪斜，接著回到對稱，接著再發生跳躍行為，但是最小能量法顯

示結構歪斜後便不會再回到對稱，文獻[33]在部分 IV 區中觀察到對稱結

構，文獻[32]認為 IV 區可能是個亞穩態（metastability）的區域。 

文獻[33]及[32]主要在探討細長比很大的曲梁，受中點側力時，穩定平

衡路徑上各種的臨界狀態在 - TL 平面的摺線，並未探討不穩定平衡路徑

的臨界狀態在 - TL 平面的摺線，文獻[33]及[32]亦沒有探討細長比對臨界

負載及臨界狀態的影響。 

本章中將在6.1節探討細長比對曲梁受中點側力P之臨界負載及臨界狀
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態的影響，試圖找出適用於不同的無因次位移、負載及跨度。在 6.2 節探

討不同及 TL 之曲梁受中點側力 P 之完整的平衡路徑上各種臨界狀態發

生時對應的、 TL 及負載。 

    本章中使用 3.1.4 節的延伸系統與 3.1.5 節的延伸系統延遲分解法，以

3.1.8 節的臨界值直接計算法當作延伸系統的輔助條件。本章中使用的數值

程序可簡單說明如下（詳見第三章）： 

(一)將側向力負載 P 視為變動的力負荷參數，求得在某ㄧ固定及 TL 之

平衡路徑上，臨界點的負載 CRP 。在計算臨界值時，使用 3.1.10 節的免特徵

值分析法，並搭配 3.1.11 節的子空間法，以節省計算時間，同時以 3.1.12

節的(3.1.45)式來判別臨界點是極限點或是分歧點。 

(二)選一 CRP 。 

(三)將已得到的 CRP 加上 CRP 後，將其固定(固定力負荷參數)，視其為對應

某未知跨度 TL 的臨界點負載，然後將軸向壓縮位移視為變動的位移負

荷參數，可求得對應新的臨界點負載的跨度 TL 。 

(四)回步驟(二)，直到求得在某ㄧ固定，臨界點在P - TL 平面的摺線與

轉折點。 

(五)將原加上某一  後，取 0 CRP ，回步驟(三)。 

    臨界狀態之摺線的轉折點對應的及 TL ，在 - TL 平面的連線，即

為臨界狀態在 - TL 平面的摺線。 

本章中計算時除另有說明外，皆採用文獻[33]中的第一種梁，在探討不

同細長比之臨界負載及臨界狀態的分析時，梁的長度固定為 mLT 64.0 ，僅

改變長方形斷面高度 h，以符合不同的細長比 hLT12 。本章中在分析

時使用 64 個元素。 

 

6.1  曲梁之初形與其受側向負載負載的無因次化分析 



54 

    令 )(xv 為曲梁之初形的側向位移，其中 x 為梁軸的 Lagrange 座標，即

梁軸變形前的座標， TLx 0 ，由第四章中知道  0 時，不同細長比的

挫屈梁在側向挫屈後，若
CR


 相同，其中為軸向壓縮位移，
2

24




CR

為挫屈時的軸向位移，則有相同的 h 及無因次化結構初形 hxv )( ，其中

為梁中點的側向位移，圖 6-4 為  0 、 3h 時， 500 與 96.5818

的初形比較。但是當  0 時，即使很小且 TL 接近 1 時，有相同 h 但

不同的曲梁，也不會有相同的初形，由圖 6-5 可見  1.0  、 3h 時，

500 與 96.5818 的無因次化初形 hxv )( 有相當的差異，所以 hxv )( 不

適合當做不同之曲梁的無因次化初形。本章中的曲梁可視為將壓縮量為

的挫屈梁（如圖 6-1(b)的虛線所示）施加及轉角而得到，因挫屈梁的側向

位移是發生在 CR 後才發生，所以曲梁的無因次跨度應表示成

)( CRTL  較 合 理 ， 在  很 小 且 TL 接 近 1 時

TCRCRT LL )()(   。由圖 6-6 及圖 6-7 可見不同的曲梁，若有相

同的 )( CRTL  ，則有相同的無因次的初形 TLxv )( 。 

    第五章中可以得知在  0 時，不同的挫屈梁之無因次挫屈負載


EI

LP TCR
2

- 曲線幾乎重合，但是當  0 時，即使很小且 TL 接近 1 時，

有相同的 ，但不同的曲梁，不會有相同的 
EI

LP TCR
2

， 
EI

LP TCR
2

- 曲線不

適用於曲梁。圖 6-8 - 6-10 為  1.0 、 5 、 20 時，不同的曲梁之極限點

無因次挫屈負載
EI

PLT
2

-無因次跨度
CRTL 


平面的摺線圖，圖中 TL 為極限

點發生的臨界點（轉折點)，圖 6-11 為不同的曲梁之極限點摺線的轉折點

TL 在 - )( CRTL  平面的摺線圖。由圖 6-8 - 6-10 可見不同的曲梁之
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轉折點 TL 對應的 )( CRTL  之值幾乎完全一樣，但無因次極限點負載

EI

LP T
L

CR
2

- )( CRTL  曲線卻不相同，不過隨著及細長比的增加，不同

的曲梁之
EI

LP T
L

CR
2

- )( CRTL  曲線的差異逐漸消失。以上的討論也許可以

說明當考慮不同的曲梁時，為何文獻[33]中臨界狀態在 - TL 平面的摺

線會有些微的差異。當 TL 的範圍不是很小時， )( CRTL  和 TL 的值

應非常接近，所以本章中以後的小節中都用 TL 為無因次跨度。 

 

6.2  受中點側力之曲梁在完整的平衡路徑上之臨界狀態 

 

6.2.1 極限點的摺線及轉折點 TL  

    圖6-12為  20 的曲梁受中點側力P時，位移-負載曲線上的極限點在

無因次負載
EI

PLT
2

-無因次跨度 TL 平面的摺線圖，在圖中同一個 TL/ 對應

的二個負載，為位移-負載曲線上，二個極限點之無因次負載，摺線的尖端

)20(LT  稱為  20 之極限點的轉折點，在轉折點，上下二個極限點退化成

一點，該點對應的跨度 TL 為  20 時，極限點開始發生的跨度，若跨度

大於該跨度，則位移-負載曲線上沒有極限點。文獻[14]提到當極限點摺線

上的兩點在其轉折點的兩側時，此兩點的切線解 PKr 1 TT 中，對應參考負

荷自由度的元素會變號，由本文的數值分析中發現確有此特性，所以本文

中用此特性來決定極限點摺線上的轉折點。在  20 之轉折點對應的平衡

位置，稍微改變曲梁端點轉角(例如 19 )，可求得 19 在
EI

PLT
2

- TL 平
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面之摺線及轉折點，重複上述步驟，即可得到不同的 )(LT  對應的跨度及負

載。圖6-13為極限點與其轉折點 TL 在負載
EI

PLT
2

-跨度 TL 平面的摺線。 

 

6.2.2 分歧點的摺線、轉折點 TB 及分歧點在穩定區發生的臨界點 LB  

        圖6-14為  20 的曲梁受中點側力P時，位移‐負載曲線上的分歧點在

EI

PLT
2

‐ TL 平面的摺線圖，在圖中同一個 TL/ 對應的二個負載，為位移-負

載曲線上，二個分歧點之無因次負載，摺線的尖端 )20(BT  稱為  20 之分

歧點的轉折點，在轉折點，上下二個分歧點退化成一點，該點對應的跨度

TL 為  20 時，分歧點開始發生的跨度，若跨度大於該跨度，則位移-

負載曲線上沒有分歧點。由本文的數值分析中發現，當分歧點摺線上的兩

點在其轉折點的兩側時，此兩點的切線解 PKr 1 TT 中，對應參考負荷自由

度的元素不會變號，所以本文中以跨度為負載參數，使用二分法，求得分

歧點在
EI

PLT
2

‐ TL 平面摺線的轉折點 TB 。在  20 之轉折點對應的平衡位

置，稍微改變曲梁端點轉角(例如  21 )，可求得  21 時，分歧點在

EI

PLT
2

‐ TL 平面的摺線及轉折點，重複上述步驟，即可得到 )(BT  對應的跨

度及負載。圖6-15為分歧點與其轉折點在在負載
EI

PLT
2

-跨度 TL 平面的摺

線。 

    圖6-16為將圖6-12及圖6-13中，  20 時，
EI

PLT
2

‐ TL 平面的極限點與

分歧點的摺線畫在同ㄧ圖中，圖中可以發現兩條曲線相切在 L
UB 、 L

DB ，相

切時的物理意義為極限點與分歧點同時發生。令 S 、 A 分別為結構在平衡
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路徑上對稱振態及反對稱振態之最小自然振動頻率，在極限點摺線上，

0S ，在對稱變形的不穩定區， 02 S 在對稱變形的不穩定區， 02 S ，

在分歧點摺線上 0A 。圖6-17為在分歧點摺線 2
S ‐ TL 與最 2

A ‐ TL 曲

線，因為在分歧點摺線上，所以 0A ，當 S 也同時為0時，即是切點 L
UB 、

L
DB 。由圖6-16可見，當跨度 TL 介於對應於切點 L

UB 和轉折點 TB 對應的跨

度 TL 間時，分歧點對應的挫屈負載小於極限負載，且由圖6-17可見，在

該跨度間 02 S ，故當  20 ，在該跨度 TL 間，平衡路徑上極限點會先

發生，分歧點發生在不穩定區；當跨度 TL 小於轉折點 TB 對應的 L
UB 跨度

TL 時，分歧點對應的挫屈負載小於極限負載，且由圖6-17可見，在該跨

度間 02 S ，故當  20 ，在跨度 TL 小於切點 L
UB ( LB )對應的跨度 TL

時，平衡路徑上分歧點會比極限點先發生，即發生在穩定區。隨著增加，

分歧點的摺線會逐漸變形，出現上下兩個轉折點 T
UB 、 T

DB (= TB )，圖6-18

為  76 時，極限點與分歧點的摺線，由圖6-18可以發現當跨度 TL 小於

對應 T
UB 與 T

DB 的 TL/ 時，有ㄧ小區間的跨度對應兩個極限點、四個分歧點。      

由本文的數值分析中發現，若分歧點摺線上的兩點在切點 L
UB 兩側時，此兩

點的切線解 PKr 1 TT 中，對應參考負荷自由度的元素會變號，因此本文中

沿用與求極限點的轉折點 TL 同樣的方法來決定 L
UB ， L

UB 即是分歧點在穩定

區發生的臨界點 LB 。圖6-19為極限點的轉折點 TL 、分歧點的轉折點 T
UB 、

T
DB (= TB )、及分歧點在穩定區發生臨界點，切點 LB (= L

UB )在 - TL 平面

的摺線（相圖）。由圖6-19可以發現 T
UB 大約開始出現於  74 ， T

DB 在很

小時即已出現，到 120 仍存在，但是在 120 附近，當跨度 TL 小於

對應 LB 、 T
UB 、 T

DB 的 TL/ 時，結構在到達第二分歧點前，通常已經歪斜，

且不會回到對稱的主平衡路徑（詳見6.2.3節），所以在實驗上很難被觀測到。 
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6.2.3  曲梁由分歧點進入不對稱狀態後，再回到對稱狀態的臨界點 RA 、 LA  

    曲梁由分歧點進入次要平衡路徑後，會從對稱狀態變成不對稱的歪斜

狀態，若持續施加負荷，曲梁可能由歪斜回到對稱狀態，也可能一直歪斜，

無法再回到對稱狀態。圖6-20為  20 、 35.0/ TL 時，曲梁中點C的負荷

-側向位移曲線圖，圖6-21為對應圖6-20的曲梁的變形圖，圖6-20中， 1B 為

主平衡路徑上第一個分歧點， 1L 為次要平衡路徑上第一個極限點，由圖6-21

可以發現曲梁在歪斜後不會回到對稱。圖6-22為  20 、 44.0
TL


時，曲

梁中點C的負荷-側向位移曲線圖，圖中 1B 為主平衡路徑上第一個分歧點， 1L

為次要平衡路徑上第一個極限點，曲梁的變形在通過極限點後，會由不對

稱變形漸漸的回到對稱的變形。圖6-23為對應圖6-22各點的曲梁的變形圖。 

圖6-24為  20 時的負荷-側向高度曲線圖，由圖6-24可以發現在

415.0/35.0  TL 時平衡路徑將不會回到對稱， 45.0/416.0  TL 時平衡

路徑會回到對稱，圖6-25為圖6-24中次要平衡路徑上第一個極限點(平衡路

徑上第二個臨界點)的摺線，圖6-26是次要平衡路徑上第一個臨界點在
EI

PLT
2

-

跨度
TL


的摺線，摺線的轉折點 RA 為平衡路徑是否回到對稱的臨界點，但

是由圖6-26可以發現 418.0/415.0  TL 時會有三個臨界點，例如點B、D、

F為 417.0
TL


的三個臨界點。圖中虛線部分的臨界點中，下面的部分（曲

線CDE）為分歧點，上面的部分（曲線EFG）為極限點。圖6-27為  20 、

417.0
TL


時，曲梁中點C的負荷-側向位移曲線圖，圖中 1B 為主平衡路徑
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上第一個分歧點， 1L 為次要平衡路徑上第一個極限點，曲梁的變形在通過

極限點後，會由不對稱變形漸漸的回到對稱的變形， 2L 為次要平衡路徑第

二個極限點， 2L 、 2B 是經由延伸矩陣針對極限值所求出，其中 2B 為次要平

衡路徑上第二個分歧點，實際計算不同
TL


之梁的平衡路徑時，結構是否回

到對稱的臨界點發生在 LA ，圖6-26中，虛線部分為經由延伸矩陣針對極限

值所求出，不過這些點上結構繼續施加負載，依然會產生平衡路徑，圖6-28

為對應圖6-26的最小自然振動頻率模態，可以發現在 LA 時參考負荷自由度

剛好會為0，故可以使用振動模態取代切線解當作收斂判別條件，而摺線上

的尖點 RA 則使用二分法求出。圖6-29為  20 、 60 時平衡路徑上第二個

臨界點負載的摺線，與摺線的兩個臨界點 RA 、 LA 的負載-跨度摺線，圖6-30

為 RA 、 LA 的角度-跨度摺線。 

 

6.2.4 由分歧點進入次要平衡路徑後結構是否穩定的臨界點S 

    曲梁在第一個分歧點進入次要平衡路徑後如果是穩定的，則歪斜的現

象在實驗中將被觀測到，圖6-31為曲梁在  20 時進入次要平衡路徑的負

荷-側向高度曲線圖，可以發現 55.0/ TL 時第二個極限點消失，表示平衡

路徑在分歧點之後斜率是負的，即曲梁的結構為不穩定，圖6-32為曲梁在

 20 時各種臨界點在負載
EI

PLT
2
-跨度 TL/ 平面上的摺線圖，由圖可以發

現點S是第平衡路徑上二個極限點出現的地方，同時也是由分歧點進入次要

平衡路徑後結構是否穩定的臨界點，這個負載-跨度的相圖中同時也反映出

TL 、 TB 、 LB 、 RA 、 LA 各個轉折點。 

    圖6-33為全部臨界值轉折點在角度 -跨度 TL/ 平面上的摺線圖，圖

6-34為本文結果與文獻[32]、[33]結果比較圖，黑色方塊為文獻[33]的結果，
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空心圓形為文獻[32]的結果，黑色實線點為本文的結果，可以發現本文分析

結果與文獻[32]、[33]大部分的情形相當接近，將每一種物理行為的區塊都

區隔出來，但是也與與文獻上結果存在一些差異，本文將會在下面解釋這

些細節。 

    在文獻中[33]提到的B區，即本文中 TL 左側、 T
UB 右側、S右側所包括的

區域，在最小能量法的計算中平衡路徑會有一個有跳躍現象，但是跳躍前

後都保持對稱，在線性穩定分析中B區包含II、III區，II區是對稱的特徵值

先變號，表示結構跳躍行為開始後仍保持對稱，III區則是反對稱的特徵值

先變號，表示結構開始跳躍行為時也同時歪斜，本文的點 LB 為極限點與分

歧點同時發生的點，區隔II、III區，由圖6-16與圖6-18可以發現在固定角度

時，分歧點的轉折點 TB 會發生在 LB 與 TL 中間，當 TL/ 介於 TB 與 LB 間時，

表是結構在不穩定的跳躍過程中，先是保持對稱，接著會變成不對稱，這

個現象在實驗中不會被觀測到，故文獻[33]和[32]都沒有 T
DB 這條摺線。 

    當 T
UB 出現後，當角度中 T

DB 同時存在時，表示對稱結構的平衡路徑中

會有二個分歧點，通常第二個分歧點會發生在不穩定區，即平衡路徑會先

歪斜再回到對稱，接著發生跳躍現象，然後在不穩定的跳躍過程中又遇到

分歧點變成歪斜，最後又回到對稱的穩定狀態，但實際分析平衡路徑後，

結構在歪斜後是否回到對稱會先受到轉折點 LA 影響，若結構在歪斜後不會

回到對稱，則第二個分歧點便不會在主要平衡路徑上發生，同時在約

140 時， LA 與 T
UB 會重合。 

文獻[32]的IV區在線性穩定分析與最小能量法兩種方法的計算結果是

互相抵觸的，線性穩定分析預估結構會先歪斜，接著回到對稱，接著再發

生跳躍行為，但是最小能量法顯示結構歪斜後便不會再回到對稱，文獻[32]

認為可能是個亞穩態的區域，IV區在本文中分成二個區塊，右下角為 T
UB 左
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側、 LB 右側、 LA 右側圍成的小型狹長區域，因為在 LA 的右邊，所以結構

會回到對稱，又因為在 T
UB 左側，所以本區域中的結構平衡路徑即同文獻[32]

以線性穩定分析的結果，在IV區的左上角，以 LB 右側、 LA 左側、 TL 左側

圍成的區塊，則因為在 LA 的左邊，則平衡路徑歪斜後便不會回復對稱，與

最小能量法的分析相同，本文的結果解釋了文獻[32]兩種方法互相抵觸的部

分，同時對照文獻[33]的結果，實驗觀測到的行為與 T
UB 左側、 LB 右側、 LA

右側圍成的區域相符，文獻[33]中左上角由虛線圍成的區域為猜想，並非實

際結果，故也與本文結果相符。 

文獻[32]的V區，與IV區一樣出現兩種方法的結果抵觸的情形，線性穩

定分析顯示結構沒有極限點但有分歧點，預估結構會歪斜後在第二個臨界

點回到對稱，但是最小能量法卻顯示結構歪斜後便不會再回到對稱，在本

文中V區即是圖6-33左上角 LA 左側、 TL 右側所包圍的區域，在 TL 的右邊顯

示結構保持對稱的平衡路徑上沒有極限點，在 LA 的左邊顯示結構歪斜後不

會回到對稱，由文獻[32]的IV、V區可以知道，結構歪斜後的變化無法由線

性穩定分析預估，不過在結構保持對稱時線性穩定分析可以提供一個可靠

的結果。 
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      第七章      結論 

 

    本文採用一致性共旋轉有限元素法，探討不同細長比、不同壓縮位移

的非淺挫屈梁之初始變形及自然振動頻率及振態、挫屈梁受中點側力的非

線性反應及平衡路徑上的各種臨界點在負荷－跨度(壓縮位移)平面的褶

線，還有探討不同跨度及固端轉角的曲梁受中點側力的非線性反應及平衡

路徑上的各種臨界點在固端轉角－跨度平面的褶線。 

本文在當前的元素座標上，以尤拉梁正確的變形機制、非線性梁理論

的一致線性化及虛功原理推導梁元素節點慣性力和節點變形力。本文用牛

頓—拉福森法配合弧長控制法的增量迭代法解非線性平衡方程式，求得完

整的平衡路徑，並用延伸系統法，求得平衡路徑上臨界點的摺線與摺線的

轉折點，探討不同跨度的挫屈梁與不同跨度及固端轉角的曲梁之各種臨界

狀態及負載。 

    由本研究可以得到以下結論： 

1. 本文非淺挫屈梁之初始變形的結果與文獻上假設梁無伸長變形之結

果非常接近，所以非淺挫屈梁的變形主要應是撓曲變形。 

2. 非淺挫屈梁之軸向正向力的分佈有相當的變化，所以非淺挫屈梁之

振動分析，不應假設其分佈是均勻的。 

3. 淺挫屈梁之無因次化自然振動頻率，僅與挫屈梁的拱起高度和梁斷

面厚度的比值( h/ )有關，與梁的細長比( )無關，這與文獻上的結

論相同。但非淺挫屈梁，即 h/ 較大的挫屈梁， h/ 相同但不同

時，其無因次化自然振動頻率不同；當挫屈梁的拱起高度和梁長度

的比值( TL/ )較大時，非淺挫屈梁之無因次化自然振動頻率，僅與

挫屈梁之 TL/ 的比值有關，與梁的細長比( )無關。所以淺挫屈梁

與非淺挫屈梁應採用不同的無因次化側向變形，不同細長比的挫屈
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梁才有相同的無因次化自然振動。 

4. 不同細長比的挫屈梁受側力時，其平衡路徑上之臨界點對應的無因

次化負載與無因次化高度很接近。臨界點摺線的轉折點對應的壓縮

位移，為挫屈梁之平衡路徑上出現臨界點的門檻。 

5. 本文分析不同跨度及固端轉角的曲梁受中點側力的非線性反應，及

平衡路徑上的各種臨界點在固端轉角－跨度平面的褶線，由本文的

結果可以解釋文獻上實驗的各種結果，及檢驗文獻上不同分析方法

得到的結果之正確性。同時本文非線性分析的結果亦提供了文獻上

實驗沒有或很難觀測到的現象，及線性穩定分析或最小能量法無法

得到的結果，如在不穩定區及不對稱區的行為。 

    本文只有由挫屈梁之初始變形與自然振動分析，去檢驗文獻上用假設

模態法探討挫屈梁之非線性振動行為時，挫屈梁的初形、假設模態、軸力

變化與自然振動頻率等基本假設是否恰當，若要檢驗動態分析的結果，則

需進行挫屈梁的動態歷時分析及穩態分析。 
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圖 1-1 直梁一端受軸向壓縮及側向挫屈示意圖 
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圖 1-2 挫屈梁受側向集中力 P 的位移-負荷曲線圖 
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圖 2-1 元素座標系統及總體座標系統關係圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2-2 梁的變形圖 

 

2

O

1x

1X
oX

oY

2X

1 2

e
1

2x

1
P

Q
y

1x

2x

s

)(xv

)(xxp



1

2x

1x
y

x

Q



72 

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

Mode 1

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
V

(x
)

x / L

 

Mode 2

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
V

(x
)

x / L

Mode 3

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
V

(x
)

x / L

 

 

Mode 4

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
V

(x
)

x / L

 

Mode 5

M
od

el
 d

ef
le

ct
io

n 
V

(x
)

x / L

 

 

Mode 6

x / L

 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
V

(x
)

 

 

圖 4-1 固端梁的挫屈模態 
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圖 4-4 挫屈梁的無因次軸向位移
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圖 4-5 挫屈梁的無因次端點軸向反力 CRPP / -中點側向位移 TL/ 曲線 



77 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.8

0.9

1.0

1.1

  )10(1
4 2



                                                

F
(x

)
P

C
R

 

x / LT

 

 

  34   38   38   312   312

 

 

 

 

 

圖 4-6 挫屈梁的無因次端點軸向正向力 CRPxF /)( - TLx / 的分佈曲線 



78 

 

 

 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

10

20

30

40

50

60

70






i 

/ (
E

I 
/ m

L T
4 )1/

2



 

 

 

 

圖 4-7 固端梁的無因次自然振動頻率 214 )//( Ti mLEI -無因次壓縮量

)/( cr 曲線 
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圖 4-8 挫屈梁的無因次自然振動頻率 214 )//( Ti mLEI -無因次側向位移 h/

的曲線( 3/ h ,i =1,2)  
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圖 4-9 挫屈梁的無因次自然振動頻率 214 )//( Ti mLEI -無因次側向位移 h/

的曲線( 8/ h ,i =1,7)  
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圖 4-10 挫屈梁的無因次自然振動頻率 214 )//( Ti mLEI -無因次側向位移

h/ 的曲線( 200/ h ,i =1,6) 
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圖 4-11 挫屈梁的無因次自然振動頻率 214 )//( Ti mLEI -無因次側向位移

TL/ 的曲線( 3.0/ TL ,i =1,6) 



83 

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.0 0.5 1.0
-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

  103U
        V Mode 1

 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
U

(x
),

 V
(x

)

x / L

Mode 2
  103U
        V

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
U

(x
),

 V
(x

)

x / L

 

 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
U

(x
),

 V
(x

)

x / L

Mode 3
  103U
        V

 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
U

(x
),

 V
(x

)

x / L

Mode 4
  103U
        V

 

 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
U

(x
),

 V
(x

)

x / L

Mode 5
  103U
        V

 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n 
U

(x
),

 V
(x

)

x / L

Mode 6
  103U
        V

 

圖 4-12 挫屈梁的前六個振動模態( 1/ h ， 1
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圖 4-13 挫屈梁的前六個振動模態( 5/ h ， 1
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圖 4-14 挫屈梁的前八個振動模態( 500 ， 151
3

2
1   ， 2X 分量) 
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圖 4-15 挫屈梁的前八個振動模態( 500 ， 151
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圖 4-16 挫屈梁的前八個振動模態( 10000 ， 151
3

2
1   ， 2X 分量) 



88 

  20    40    100    200    300 1
3

2


410 

 

Mode 1

       

Mode 2

 

Mode 3

       

Mode 4

 

Mode 5

       

Mode 6

 

Mode 7
       

Mode 8

 

 

 

圖 4-17 挫屈梁的前八個振動模態( 10000 ， 3001
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2
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圖 4-18 挫屈梁的前八個振動模態( 10000 ， 3001
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圖 5-1 挫屈梁結構中點 C 受側向集中力 P 或集中力矩 M 的結構圖 
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圖 5-2 挫屈梁受側向集中力 P 的
h

v

EI

PL CT 


2

曲線圖( 3,2.2,7.1 )
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圖 5-3 挫屈梁受側向負荷在多維度空間中平衡路徑與摺線關係圖 
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圖 5-4 挫屈梁的
h

v

EI

PL CT 
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曲線及其極限點 
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圖 5-5 挫屈梁的 
EI

PLT
2

曲線及其極限點 
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圖 5-6 挫屈梁臨界點在 


h
C 平面的摺線圖( 10 ) 
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圖 5-7 挫屈梁臨界點在  
EI

PLT
2

平面的摺線圖( 10 ) 
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圖 5-8 不同細長比挫屈梁臨界點在 



h
C 平面的摺線圖( 80 ) 
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圖 5-9 不同細長比挫屈梁臨界點在  
EI

PLT
2

平面的摺線圖( 80 ) 
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圖 5-10 不同細長比挫屈梁臨界點在 



h
C 平面的摺線圖( 4103 ) 
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圖 5-11 不同細長比挫屈梁臨界點在  
EI

PLT
2

平面的摺線圖( 4103 ) 
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圖 5-12 挫屈梁受集中力矩 M 的
h

v

EI

ML CT 
 曲線圖 
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圖 5-13 挫屈梁受集中力矩 M 的結構變形圖 
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圖 5-14 挫屈梁受集中力矩 M 的
h

u

EI

ML CT  曲線圖 

 

 

 



104 
 

-0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8
-8

-4

0

4

8

  M
L T

 / 
E

I

C(rad) 

a
b

c

e

d

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5-15 挫屈梁受集中力矩 M 的 C
T

EI

ML
 曲線圖 
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圖 6-1 跨度為、兩端轉角為θ之曲梁的初始變形 

b

h

2X

1X

TL

CA B

C

2X

1X
A B





P

2/2/

 

)(a

)(b



106 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

40

80

120

160

200



l/ LT

C

L

Bs

Bu

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6-2 臨界點在 - TL 平面的摺線([33]的實驗結果) 
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圖 6-3 臨界點在 - TL 平面的摺線(文獻[32]的分析結果) 
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圖 6-4 挫屈梁之無因次側向位移
h

xv )(
分佈圖( 3h 、  0 ) 
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圖 6-5 曲梁之無因次側向位移
h

xv )(
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圖 6-6 曲梁的無因次側向位移
TL

xv )(
分佈圖( 998945.0)(  CRTL ，
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圖 6-7 曲梁的無因次側向位移
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xv )(
分佈圖( 95.0TL ，  20 ) 
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圖 6-8 極限點在
EI

PLT
2

- 
CRTL 


平面的摺線圖(  1.0 ) 
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圖 6-9 極限點在
EI

PLT
2

- 
CRTL 


平面的摺線圖(  5 ) 
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圖 6-10 極限點在
EI

PLT
2

- 
CRTL 


平面的摺線圖(  20 ) 
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圖 6-11 極限點摺線的轉折點 TL 在 -
CRTL 


平面上的摺線圖 



116 

0.965 0.970 0.975 0.980 0.985 0.990 0.995

0

10

20

30

P
L T

2  
/ E

I 

LT (20)

l/ LT

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6-12 極限點在
EI

PLT
2

- TL 平面上的摺線圖(  20 ) 
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圖 6-13 極限點與其轉折點在
EI

PLT
2

- TL 平面的摺線圖 
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圖 6-14 分歧點在
EI

PLT
2

- TL 平面上的摺線圖(  20 ) 
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圖 6-15 分歧點與其轉折點在
EI

PLT
2

- TL 平面的摺線圖 
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圖 6-16 分歧點、極限點在
EI

PLT
2

- TL 平面上的摺線與其切點、轉折點

(  20 ) 
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圖 6-17 分歧點摺線上對稱及反對稱振態之自然振動頻率的平方 2
S 與 2

A -

跨度 TL 的變化圖(  20 ) 
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圖 6-18 分歧點、極限點在
EI

PLT
2

- TL 平面上的摺線與其切點、轉折點

(  76 ) 
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圖 6-19 轉折點 TL 、 T
UB 、 T

DB 、 LB 在 - TL 平面的摺線 
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圖 6-20 曲梁中點 C 的負荷-側向位移曲線圖（  20 ， 35.0
TL


） 
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圖 6-21 曲梁的變形圖(  20 ， 35.0
TL
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圖 6-22 曲梁中點 C 的負荷-側向位移曲線圖(  20 ， 44.0
TL


) 
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圖 6-23 曲梁的變形圖(  20 ， 44.0
TL
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圖 6-24 曲梁中點 C 的負荷-側向高度曲線（  20 ， 45.0~35.0
TL
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圖 6-25 次要平衡路徑上第一個臨界點在
EI

PLT
2

- TC L 平面上的摺線

（  20 ， 45.0~35.0
TL
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圖 6-26 次要平衡路徑上第一個臨界點在
EI

PLT
2

- TL 平面上的摺線

（  20 ， 42.0~41.0
TL


） 
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圖 6-27 曲梁中點 C 的負荷-側向位移曲線(  20 ， 417.0
TL


) 
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圖 6-28 對應圖 6-26 中 A~F 各點的最小自然振動頻率之振態 
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圖 6-29 次要平衡路徑上第一個臨界點在
EI

PLT
2

- TL 平面上的摺線

（  20 、  60 ） 
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圖 6-30 轉折點 AL、AR在
TL


 平面上的摺線 
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圖 6-31 曲梁中點 C 的
EI

PLT
2

- TC L 曲線圖（  20 ， 55.0~5.0
TL


） 
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圖 6-32 各種臨界點在
EI

PLT
2

-
TL


平面上的摺線圖（  20 ） 
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圖 6-33 各種臨界點在 -
TL


平面的摺線 
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圖 6-34 各種臨界點在 -
TL


平面的摺線與文獻結果比較 
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