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摘       要 

 

本論文探討應用順滑模控制(Sliding Mode Control)技術於 μ-split

煞車控制。當車子左右兩側輪胎行駛的路面摩擦力有顯著的差別時，

我們稱該路面為 μ-split 路面。車子在 μ-split 路面上煞車時，因為左

右兩側摩擦力不同，車子會開始在 μ-split 路面上打轉或者偏駛到其他

車道去。因此，我們應用順滑模控制對於外在干擾和系統不確定項有

著穩健性的優點，使車子在 μ-split 路面上仍有穩健的煞車控制。為了

使順滑模控制技術能應用在各種 μ-split 路面上，我們進而設計出一個

路面觀測器，觀測器能判斷車子在何種路面下煞車，並告知順滑模控

制器切換適合的控制律。 
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ABSTRACT 

 

This thesis studies the μ-split braking control issues. When a vehicle 

performs braking on a μ-split road, it usually starts to spin, deviates from 

its desired path and, even worse, might rollover because of the different 

friction between the tire and the road of the two sides. Due to the 

remarkable benefits of the Sliding Mode Control (SMC) design, including 

rapid response, robustness to disturbances and/or uncertainties and ease of 

implementation, this thesis investigates the robust μ-split braking control 

through the SMC design by appropriately adjusting the four wheel slip 

ratios. Besides, an observer which is able to effectively detect the road 

information is also presented to realize the slip ratio adjustment. 

Simulation results demonstrate the benefits of the proposed scheme.  
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第 1 章 

緒論 

 

 

1.1 研究背景與動機 

車輛行駛的安全性和穩定性一直是很重要的一塊研究領域，大多數車輛事

故發生的原因皆是駕駛無法對前方突然出現的障礙物或突發狀況做出正確的操

控動作而發生意外事故。正確操控動作的判斷依據包含車輛與障礙物之間的距

離，其他車道的狀況以及路面的狀況…等等。駕駛通常會因為缺乏處理危機狀

況的經驗而做出不恰當的操控行為，因此需要控制系統輔助駕駛渡過車輛危安

狀況。本篇在討論一個特殊的路面安全問題－車子在 μ-split 路面上煞車。當車

輛行駛的輪胎路徑上，左右兩側的輪胎-路面摩擦係數有顯著的不同時，我們稱

這樣的路面為 μ-split。車子在 μ-split 路面下定速通過或輕微煞車時，對其操控

影響並不大，而且 μ-split 路面很難用肉眼去察覺，因此駕駛很難發覺自己已經

身處在不利的駕駛環境下；但若車輛在 μ-split 路面上有急煞的動作，因為左右

兩邊輪胎-路面摩擦係數顯著的不同，車子兩邊的抓地力不一樣，將會產生偏離

角度（yaw angle）以及側向速度（lateral velocity），使得車子開始打轉甚至偏

離到其他車道去，若車子後方或者左右有貼近的車輛，將會造成嚴重的車輛危

安事故；因此，我們需要額外的控制器來輔助車輛能在煞車中安全的通過 μ-split

路面。 

現今已有許多文獻探討如何在 μ-split 路面上達到安全的煞車控制，如：內

部模組控制（ Internal Model Control）[1]，回路內含硬體之類比控制

（Hardware-In-the-Loop Control）[2]，後輪差動器控制輔助[3]，[4]，PID 控

制法[5]…等等。根據[6]我們知道車子在 μ-split 路面上煞車時，若將車子的偏
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移率（yaw rate）控制於零，車子將不會產生打轉或者偏離到其他車道，並能使

車子有安全的煞車控制；接著，我們期望在偏移率為零的情況下，車子的煞車

距離最短，因此我們藉由調整反鎖死煞車系統（Anti Brake System）的滑移率

達到上述的控制目的。反鎖死煞車系統被設計在防止輪胎鎖死的狀況下，使輪

胎產生最大的煞車力道，根據布克哈特輪胎模型（Burckhardt tire model） [7]，

我們知道輪胎在不同的路面下－乾地、溼地、雪地，適當的調整輪胎滑移率可

使輪胎獲得最大的煞車力道，因此，我們希望設計出一個控制器，當車子在μ

-split 路面上煞車時，藉由控制器調整車子左右兩側的輪胎滑移率，使得車子

左右兩側的輪胎-路面摩擦力相等並且達到最短煞車距離的效果，意即我們需將

兩側的輪胎-路面摩擦數皆調至抓地效果較差一側所能獲得的最大輪胎-路面摩

擦係數；當車子左右兩側的胎-路面摩擦數時，意即抓地力相等，此時車子的旋

轉動能為零，也將不會產生偏移率。 

[8]和[1]分別嘗試著用模糊控制（Fuzzy Control）以及內部模組控制解決

μ-split 路面上煞車問題，但皆無法藉由調整控制器內部的參數改變系統輸出的

收斂速度，設計上比較缺乏彈性。[6]則是利用 PID 控制器，調整車輛過彎時

的前輪內胎煞車力矩，但因車子左右兩側的車輛-輪胎摩擦係數仍有顯著的差

距，車子的滑移率和側向速度收斂效果不佳，也因為 PID 控制器內部的微分項，

使得外在干擾對 PID 控制器的影響極大。順滑模控制技術（Sliding Mode Control,

簡稱 SMC）擁有響應速度快，設計簡單，以及對於外在干擾和系統不確定項有

著穩健性的優點，並且藉由調整控制器的參數，我們可以改變系統輸出的收斂

速度，設計上較為彈性；因此，我們希望藉由順滑模控制技術達到 μ-split 路面

上安全的煞車控制。現今已有文獻利用順滑模控制技術來解決 μ-split 路面上的

煞車問題[9]，[10]。[10]將車輛的非線性動態系統簡化成線性動態系統的問

題，但只在特定平衡點下的解決 μ-split 路面上的煞車控制問題；在[9]中，控

制輸入有八個：四個輪胎的操控角（steering angle）以及煞車力矩，系統輸出

追蹤（output tracking）也為八個：四個輪胎滑移率（slip ratio）以及煞車力矩



 

 3

（braking torque）。本篇論文考慮的車輛動態系統為非線性系統，同樣地利用順

滑模控制技術，但只需適當的調整車子左右兩側的輪胎滑移率，也能達到μ

-split 路面上安全的煞車控制 。 

實際駕駛情況中，車子在 μ-split 路面上煞車前，可能會先在一般路面上(路

面左右兩側摩擦係數相等)煞車一段距離後，才進入 μ-split 路面，在上述的研

究中[1]，[2]，[3]，[4]，[5]，[9]，都是將控制器帶入已經進入 μ-split 路面

的車子，並無交代任何機制去判斷車子是否從一般路面(路面左右兩側摩擦係數

相等)進入 μ-split 路面。在本篇論文中，我們設計出一個路面觀測器，路面觀

測器能在車子煞車過程中偵測煞車路面是否有變換，並判斷新的煞車路面為何

種路面，進而告知控制器切換至合適的控制律，達到 μ-split 路面上安全的煞車

控制目的。車輛控制流程方塊圖如圖 1.1 所示。 

 

 

圖 1.1 控制流程方塊圖 
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1.2 論文架構 

 本論文架構如下：第二章為預備知識，在此章節我們會介紹順滑模控制理

論，布克哈特輪胎模型以及四輪車輛動態模型。第三章我們會利用四輪車輛動

態方程式以及最小二乘方法（Least squares method），估算出車子左右兩側的輪

胎-路面摩擦係數 lμ̂ 、 rμ̂ ，並利用 lμ̂ 、 rμ̂ 的數值設計出一套路面演算法來判

斷車子是否進入新的煞車路面並判斷車子在何種路面下煞車。第四章為應用順

滑模控制技術於 μ-split 煞車控制，我們在此章節介紹 SMC 控制律的設計，並

模擬車子在 μ-split 路面的煞車。我們的模擬分 μ-split 路面煞車模擬與三段式路

面煞車模擬兩部分，在 μ-split 路面煞車模擬中我們藉由 SMC 調整車子左右兩

側的滑移率，模擬 μ-split 路面煞車中 rl μμ = ，另外為了有個比較對象，我們模

擬 μ-split 路面煞車中 rl μμ ≠ ，並將兩種模擬結果進行分析比較；接著，為了證

明第三章我們設計出來的路面觀測器能在車子煞車過程中即時判斷路面的變換

並且判斷新煞車路面的種類，我們結合 SMC 與路面觀測器，並模擬車子在一

條三段式的路段上煞車，我們從模擬結果觀察路面觀測器能否即時判斷車子進

入新的煞車路面和判斷車子在何種路面下煞車。第五章提出結論與未來研究方

向。 
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第 2 章 

預備知識 

 

 

2.1 順滑模控制器之設計 

順滑模控制(sliding mode control，SMC)的特點在於利用不連續的控制輸

入，使系統最後會被限制在一個預先決定的順滑面(sliding surface)上，而受控

系統的行為則是由順滑面來規範。當順滑函數為 0，狀態軌跡沿著順滑面滑行

的運動方式稱為順滑模式(sliding mode)，示意圖如圖 2.： 

順滑函數s = 0

x(0)

順滑面

順滑模式

 

圖 2.1 順滑模式示意圖 

 

一般來說，順滑模控制的順滑面多半設計成線性的順滑函數，而系統在順

滑面上時的動態階數則會比原始系統階數要少，因此也減輕了設計的複雜度。

總而言之，順滑模控制器的設計主要分成二個步驟[11]-[14]；首先是選取適當

的順滑面，當系統狀態維持在此順滑面上時會產生我們所要的表現；第二個是
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決定控制律使系統能在有限時間內到達順滑面並且維持在順滑面上，下面主要

就是說明此控制律的設計。我們考慮一非線性動態系統如下： 

 ( ) ( ) duxGxfx +⋅+= oo&               （2.1）

其中 nRx∈ 為狀態變數， nRu∈ 為控制輸入， ( ) n
o Rxf ∈ 以及 ( ) mn

o
×∈RxG 為平

滑函數，d為系統不確定性(uncertainty)或外在干擾(external disturbance)所造成 

的擾動(perturbat ion)。接著我們定義系統輸出以及輸入-輸出關係等式 

（input-output relation equation）如下： 

 

( )

( )
( ) ( ) uxGxfy ⋅+=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
pk

p

k

y

y
M

1
1

       （2.2）

pRy∈ 為系統輸出， ( )pkk ,,L1 為相對階數（relative degree）， pn RR:f → 以及

mpn ×→ RR:G 。在這裡我們考慮 pm = ，並假設 ( )xG 在 0x ≠ 情況下為一個非

奇異（Nonsingular）矩陣。設計控制律的目的為使系統輸出追蹤參考輸出

（reference output），意即 dyy → ， dy 為參考輸出軌跡。另外定義輸出誤差及

順滑模面為： 

 ( ) ( ) ( )ttt dy-ye =  （2.3）

 ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) 012

2
1

1 =++++= −
−

− teateateatets iiii
k

iki
k

ii
i

i

i &L  
（2.4）

在 這 裡 ija ， pi ,,L1= ， 11 −= ikj ,,L ， 且 對 應 的 特 徵 多 項 式 

( ) ( ) 12
2

1
1

ii
k

ki
k aaaP i

i

i ++++= −
−

− λλλλ L 為 赫 威 茲 多 項 式 （ H u r w i t z  

polynomials）。 
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然後我們考慮設計控制律 equ 和 reu [15]，其功用分別為使系統狀態維持在順滑

平面以及在有限時間內使系統狀態到達順滑面，而其對應的條件則分別為 

( ) 0=ts& 和 ( ) ( ) iiii ststs ⋅−<⋅ η& ， 0>η 。設計 equ 時先令 equu = ，將u帶入（2.2）

及（2.4）求得令 ( ) 0=ts& 的解，可得到 

 ( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++−

+++−

⋅−=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

−

teateayf

teateayf

u

u

pp
k

pkp
k

pdp

k
k

k
d

eq
m

eq

p

p

p &L

M

&L

M

1
1

1

111
1

11111
1

1
1

1

1

 x

 x

xG    （2.5）

為了保證順滑模為一個不變集合（invariant set），我們定義 

 ( ) ( ) i
re
j

m

j
iji dugts +⋅= ∑

=1
x&     （2.6）

然後我們假設 ( )td ii x,ρ≤ ， ( ) 0>ti x,ρ 。令 reeq uuu += ，從（2.6）我們可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⋅⋅=⋅ ∑
=

i
re
j

m

j
ijiii dugtststs

1

x&     （2.7）

( )xijg 為 ( )xG 的 ( )ji, -位元，我們選擇 reu 如下 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+

⋅+
⋅−=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

ppp
re
p

re

s

s

u

u

sgn

sgn
xG

ηρ

ηρ
MM

111
1

1

    （2.8）

代入（ 2 . 7 ）可得到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tstsstststs iiiiiiiiii ⋅−≤⋅+⋅+⋅−≤⋅ ηρρη sgn& ， 

因此最後完整的控制律為（2.5）和（2.8）的總和。  
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2.2 布克哈特輪胎模型（Burckhardt tire model） 

 車輛在煞車時，輪胎產生的牽引力 tracF 與地面施加在輪胎上的正向力 NF 成

正比[16]： 

 Ntrac FF ⋅= μ    （2.9）

μ稱之為路面摩擦係數，其數值會隨著路面的變化有所不同。煞車中的滑移率λ

定義為： 

 
V

rV w ϖ
λ

⋅−
=   （2.10）

V 為車輛的縱向速度， wr 為輪胎半徑，ϖ 為輪胎轉速。布克哈特輪胎模型提供

路面摩擦係數μ與滑移率λ之間的非線性關係等式[16]： 

 ( )[ ] Vcc ecec ⋅⋅−− ⋅⋅−−⋅= λλ λμ 42
31 1    (2.11）

4321 cccc ,,, 的數值隨著路面的不同而改變，如表 2.1： 

表 2.1 布克哈特輪胎模型在不同路面下的參數 

 1c  2c  3c  4c  

乾地 1.2801 23.99 0.52 0.02 

溼地 0.857 33.822 0.347 0.02 

雪地 0.1946 94.129 0.0646 0.02 

 

路面摩擦係數μ與滑移率λ的關係曲線如圖 2.2 所示，我們可以觀察出，輪胎

在乾地、濕地、雪地路面下的最大路面摩擦係數以及對應的滑移率分別為

（ ddμ , ddλ ）、（ wwμ , wwλ ）、（ ssμ , ssλ ）。若我們希望在乾地路面下路面摩擦係

數為 wwμ ，則因將滑移率調至 dwλ ，如圖 2.3 所示；若我們希望在乾地路面下路

面摩擦係數為 ssμ ，則因將滑移率調至 dsλ ，如圖 2.4 所示；若我們希望在溼地
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路面下路面摩擦係數為 ssμ ，則因將滑移率調至 wsλ ，如圖 2.4 所示。 

再來，路面摩擦係數μ與滑移率λ的關係曲線會隨著縱向速度V 而有些微的變

化，連帶的影響 ddλ 、 wwλ 、 ssλ 、 dwλ 、 dsλ 、 wsλ 、 ddμ 、 wwμ 、 ssμ 的數值，我

們在這裡整理出 ddλ 、 wwλ 、 ssλ 、 dwλ 、 dsλ 、 wsλ 、 ddμ 、 wwμ 、 ssμ 在不同縱向

速度下的數值，如表 2.2 所示： 

0  0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1  
0  

0.4

0.6

1  

1.2

1.4

λ

 μ

 

 
乾地

溼地

雪地

λddλwwλss

μdd

μww

μss

 

圖 2.2 μ與λ的關係曲線 

0  0.1 .15 .1 .25 .3
0  

0.4

0.6

1  

1.2

1.4

λ

 μ

 

 
乾地

溼地

雪地

λwwλdw

μww

 

圖 2.3 乾地下路面摩擦力為 wwμ 的對應滑移率 
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0   0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
0  

0.4

0.6

1  

λ

 μ

 

 
乾地

溼地

雪地

λss
λwsλds

μss

 

圖 2.4 乾地、濕地下路面摩擦力為 ssμ 的對應滑移率 

 

表 2.2  ddλ 、 wwλ 、 ssλ 、 dwλ 、 dsλ 、 wsλ 、 ddμ 、 wwμ 、 ssμ  

在不同縱向速度下的數值 

 smV 30=  smV 20=  smV 10=  smV 1=  

ddλ  0.1267 0.1419 0.15 0.1608 

wwλ  0.1041 0.1118 0.1188 0.1301 

ssλ  0.0505 0.0518 0.0542 0.0588 

dwλ  0.0397 0.0407 0.0418 0.0429 

dsλ  0.0066 0.0067 0.0067 0.0068 

wsλ  0.0073 0.0074 0.0075 0.0075 

ddμ  1.069 1.1 1.133 1.166 

wwμ  0.7474 0.7637 0.7815 0.7993 

ssμ  0.184 0.1859 0.1879 0.1898 
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2.3 四輪車輛動態介紹 

 我們參考[17]的四輪車輛動態模型，為了簡化問題，我們一樣只考慮偏航

平面（yaw plane）的動態。四輪車輛模型以及動態方程式如下所示：

 

圖 2.5 四輪車輛模型 

 

 yxx VmFV ⋅Ω+=&   （2.11）

 xyy VmFV ⋅Ω−=&   （2.12）

1l2l

rrR  

rlR  
flR

frL  rrL

rlL

xV
x

y
yV

frR

satδ

Ω

3l  

flL
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )2323

33

11

lLlRlLlR

lsLcRlsLcR

lcLsRlcLsRI

rrrrrlrl

satfrsatfrsatflsatfl

satfrsatfrsatflsatflzz

⋅−⋅+⋅−⋅−+

⋅⋅+⋅+⋅⋅−⋅−+

⋅⋅+⋅−+⋅⋅+⋅−=Ω⋅

δδδδ

δδδδ&

  （2.13）

 sδδδτ +−=⋅ &   （2.14）

 ( ) ( ) rrrlsatfrsatfrsatflsatflx RRsLcRsLcRF −−⋅−⋅−+⋅−⋅−= δδδδ   （2.15）

 ( ) ( ) rrrlsatfrsatfrsatflsatfly LLcLsRcLsRF ++⋅−⋅−+⋅+⋅−= δδδδ   （2.16）

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅Ω+

⋅Ω+
−⋅=

3

1

lV
lV

CL
x

y
satflfl δ   （2.17）

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅Ω−

⋅Ω+
−⋅=

3

1

lV
lV

CL
x

y
satfrfr δ   （2.18）

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω+

−Ω
⋅=

3

2

lV
Vl

CL
x

y
rlrl   （2.19）

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω−

−Ω
⋅=

3

2

lV
Vl

CL
x

y
rrrr   （2.20）

 .,,,, rrrlfrflNR =⋅= αμ ααα     （2.21）

      
( )21

2

2 ll
lgmN fl +⋅
⋅⋅

= ，
( )21

2

2 ll
lgmN fr +⋅
⋅⋅

= ，  （2.22）

   
( )21

1

2 ll
lgmNrr +⋅
⋅⋅

= ，
( )21

1

2 ll
lgmNrl +⋅
⋅⋅

=    （2.23）

 ( )[ ] xVcc ecec αα λ
α

λ
α λμ 42

31 1 −− ⋅⋅−−⋅=    (2.24）
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 rrrlfrfl
V

rV

x

wx ,,,, =
⋅−

= α
ϖ

λα     （2.25）

      rrrlfrfl
J

TNr

w

w ,,,, =
−⋅⋅

= α
μ

ϖ ααα
α   &   （2.26）

 rrrlfrfl
JV

NrTr
V

V

wx

ww

x

x ,,,,)1( 2

=
⋅

⋅⋅−⋅
+

−⋅
= α

μλ
λ αααα
α   

&
&   （2.27）

四輪車輛的中心點為車子的重心點（CG：center of gravity）；以中心點為起點，

朝車頭方向為正向的 x 座標，朝車子右手邊方向為正向的 y 座標；m 為四輪車

的總質量； xV 和 yV 分別為車子速度在 x 座標以及 y 座標上的分量； xF 和 yF 分

別為外力施加在 x 座標以及 y 座標上的分量；Ω為 z 座摽上（與 yaw plane 垂直）

的旋轉角速度； zzI 為車體垂直方向上的轉動慣能（moment of inertia）； αC 為輪

胎的過彎剛性（cornering stiffness）， rrrlfrfl ,,, =α ， rrrlfrfl ,,, 分別代表車子

的左前、右前、左後以及右後位置； 1l 、 2l 分別為車子中心點到前輪、後輪的

垂直距離， 3l 為車子中心點到左右輪胎座標的垂直距離； satδ 為車子操控輪胎角

度（steering wheel angle） δ 的實際輸出，定義為：        
1616
πδπδ >= ifsat ；

       
1616
πδπδ −<−= ifsat ； ( )    -    sin 

161616
πδπδπδ <<= ifsat ， sδ 為 SMC 產生了操

控角度，τ 為時間常數；和 s分別為cos和 sin的運算式； αR 與 αL 為輪胎-路面

之間的縱向與側向力， rrrlfrfl ,,, =α ；在這裡我們採用布克哈特輪胎模型[16]

模擬輪胎-路面的縱向力，如（2.21）-（2.23）所示， g 為重力加速度； αμ 為

輪胎-路面的摩擦力， 4321 cccc ,,, 的數值可由[5]得知； αλ 為輪胎的滑移率，在

本論文我們只考慮煞車動作，因此滑移率的公式如（2.25）所示；接著我們利

用公式（2.26），對（2.25）進行微分，得到滑移率的動態公式為（2.27）式，

αϖ 為輪胎轉速， wr 為輪胎半徑， wJ 為輪胎轉動慣量（inertia moment of wheel），

αT 為煞車力矩。 
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第 3 章 

μ-split 路面觀測器的設計 

 

 

車子在 μ-split 路面上煞車前，可能會先在一般路面上(路面左右兩側摩擦係數相

等)煞車一段距離後，才進入 μ-split 路面，現今已有許多文獻探討如何在 μ-split

路面上達到安全的煞車控制[1]，[2]，[3]，[4]，[5]，[9]，這些參考文獻都是將

控制器帶入已經進入 μ-split 路面的車子，並無交代任何機制去判斷車子是否從

一般路面進入 μ-split 路面，若無任何機制告知控制器在路面切換的瞬間切換控

制律，車子會因為左右兩邊輪胎-路面摩擦係數不一樣而產生偏移角度（yaw 

angle），車子可能因此開始打轉，或者在駕駛無法控制的情況下偏離到其他車

道去，產生危安事故。因此如何偵測 μ-split 路面是一個很重要的問題。已經有

許多文獻提出用影像處理技術觀測路面狀況[18]，[19]，但這樣一來開發成本相

對會提高。因此，我們將利用系統狀態及動態估測出車子左右兩側的輪胎-路面

摩擦係，並根據估測值以及車子左右兩側的滑移率設計出一個路面觀測器，路

面觀測器的主要功能有兩種： 

1. 車子煞車過程中，偵測煞車路面是否有變換。 

2. 車子煞車過程中煞車路面變換時，判斷新的煞車路面為何種路面。 

在3.1裡我們利用2.3裡的車輛動態方程式以及最小二乘方法（Least squares 

method），估測出車子左右兩側的輪胎-路面摩擦係，在 3.2 裡我們會解說如何

從估測值偵測煞車路面是否有變換。另外在 3.3，我們設計出一套路面歸納法，

藉由路面演算法，在煞車路面變換時，路面觀測器能立即判斷煞車路面的變換

並且判斷新的煞車路面為何種路面，進而告知控制器切換控制律，使車子左右

兩側的輪胎-路面摩擦係數恢復一致。 
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3.1 利用最小二乘方法估測車輛兩側的輪胎-路面摩擦係

數 

我們首先用車輛動態的三個方程式（2.13）、（2.15）、（2.16）推導出一個超

定的（Overdetermined）線性等式，推導過程如下： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) 331331

231

2323

33

11

lRlRRlslcRlcls

lLLlsLLlcLL
lLlRlLlR

lsLcRlsLcR

lcLsRlcLsRI

rrrlfrsatsatflsatsat

rrrlsatfrflsatfrfl

rrrrrlrl

satfrsatfrsatflsatfl

satfrsatfrsatflsatflzz

⋅+⋅−⋅⋅−⋅+⋅⋅+⋅

−⋅+−⋅⋅+−+⋅⋅+=

⋅−⋅+⋅−⋅−

+⋅⋅+⋅+⋅⋅−⋅−

+⋅⋅+⋅−+⋅⋅+⋅−=Ω⋅

δδδδ

δδ

δδδδ

δδδδ

  

  

  

&

   （3.1）  

 
( ) ( )
( ) rrrlsatfrsatflsatfrfl

rrrlsatfrsatfrsatflsatflx

RRsRcRsLL

RRsLcRsLcRF

−−⋅−−⋅+−=

−−⋅−⋅−+⋅−⋅−=

⋅ δδδ

δδδδ
  （3.2）

 
( ) ( )
( ) satfrsatflrrrlsatfrfl

rrrlsatfrsatfrsatflsatfly

sRsRLLcLL

LLcLsRcLsRF

δδδ

δδδδ

⋅−⋅−++⋅−=

++⋅−⋅−+⋅+⋅−=
  （3.3）

 

因為 .,,,  , rlrrfrflNR == αμ ααα ，並且車子同一側的前後輪胎-路面摩擦係數相

等 rrrfrlrlfl μμμμμμ ====   , ，因此我們可再將上面的三個等式化簡如下： 

( ) ( ) ( )
( )[ ] ( )[ ] rrrfrsatsatlrlflsatsat

rrrlsatfrflsatfrflzz

NlNlslcNlNlcls

lLLlsLLlcLLI

μδδμδδ

δδ

⋅⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅−+

⋅+−⋅⋅+−+⋅⋅+=Ω⋅

313331

231

   

&
  （3.4） 

 ( ) ( ) ( ) rrrfrsatlrlflsatsatfrflx NNsNNcsLLF μδμδδ ⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+−=   （3.5）

 ( ) rfrsatlflsatrrrlsatfrfly NsNsLLcLLF μδμδδ ⋅⋅−⋅⋅−++⋅−=   （3.6）
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我們再將（3.4）、（3.5）、（3.6）整理成一個矩陣等式 

 

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡Ω

r

l

r

l

y

x

KK
KK
KK

J
J
J

F
F

μ
μ

μ
μ

xKxJ

xx
xx
xx

x
x
x

3231

2221

1211

3

2

1
&

  （3.7）

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] zzrrrlsatfrflsatfrfl IlLLlsLLlcLLJ 2311 ⋅+−⋅⋅+−+⋅⋅+= δδx   （3.8）

 ( ) ( ) satfrfl sLLJ δ⋅+−=x2   （3.9）

 ( ) ( ) rrrlsatfrfl LLcLLJ ++⋅−= δx3   （3.10）

 ( ) ( )[ ] zzrlflsatsat INlNlclsK ⋅−⋅⋅+⋅−= 33111 δδx   （3.11）

 ( ) ( )[ ] zzrrfrsatsat INlNlslcK ⋅+⋅⋅−⋅= 31312 δx   （3.12）

 ( ) rlflsat NNcK −⋅−= δx21   （3.13）

 ( ) rrfrsat NNsK −⋅−= δx22   （3.14）

 ( ) flsat NsK ⋅−= δx31   （3.15）

 ( ) frsat NsK ⋅−= δx32   （3.16）

矩陣等式（3.7）可轉成如下： 

 

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−Ω

r

l

y

x

KK
KK
KK

JF
JF
J

μ
μ

xx
xx
xx

x
x
x

3231

2221

1211

3

2

1
&

  （3.17）
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矩陣 ( )xJ 及 ( )xK 的每個矩陣位元可從車輛的狀態x求得，Ω& 的數值可以從陀螺

儀得知[20]；從（3.18）、（3.19）裡，我們可由加速感測器得知 xV& 以及 yV& [21]，

[22]，進而得知 xF 及 yF 的數值。 

 ( )yxxyxx VVmFVmFV ⋅Ω−⋅=⇒⋅Ω+= &&   （3.18）

 ( )xyyxyy VVmFVmFV ⋅Ω+⋅=⇒⋅Ω−= &&   （3.19）

公式（3.17）即為一個超定的線性等式，我們用最小二乘方法求得近似 lμ 及 rμ

的估測值 lμ̂ 、 rμ̂ ，公式如下： 

 ( )
( )
( )
( )⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−Ω

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

x
x
x

KKK
ˆ
ˆ

3

2

11

JF
JF
J

TT

y

x
r

l

&

μ
μ

  （3.20）

我們用 Matlab 模擬，比較實際摩擦係數 lμ 、 rμ 與估測的摩擦係數 lμ̂ 、 rμ̂ ，誤

差值約在 0.001 以內。 

 

3.2 利用 lμ̂ 、 rμ̂ 偵測煞車路面是否變換 

接下來我們利用（3.20）求得的 lμ̂ 、 rμ̂ ，偵測煞車路面是否變換。為了閱

讀的方便，在後面的內容中，我們有以下的定義： 

 煞車路面變換前的路面定義為路面 A，變換後的路面定義為路面 B。 

 以[左側,右側]表示煞車路面的左右側路面狀況（舉例： [乾地,乾地]表示路

面左右兩側皆為乾地，[濕地,乾地]表示左側為溼地，右側為乾地的 μ-split

路面）。 

首先我們假設車子在控制器的調整下，在路面 A 的煞車中左右兩側的輪胎-路

面摩擦係數相等，意即 rl μμ = 。我們以煞車路面從[乾地,乾地]變換為[濕地,乾

地]為例，介紹如何利用 lμ̂ 、 rμ̂ 偵測煞車路面是否變換。在[乾地,乾地]路面下
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煞車，我們利用控制器調整輪胎轉速，將車身左右兩側滑移率調整到 ddλ ，意

即 ddrl λλλ == ，此時左右兩側的輪胎-路面摩擦係數為 ddμ ，也代表車子獲得最

大煞車效果，如圖 3.1 所示。當車子從[乾地,乾地]進入[濕地,乾地]的瞬間，因

為左側輪胎滑移率仍維持在 ddλ ，但此時左側路面為溼地，因此左側輪胎-路面

摩擦係數從原本的 ddμ 下降到 wdμ ，用布克哈特輪胎模型解釋則如圖 3.2 所示。

因為 73640.== wdl μμ ， 0691.== ddr μμ ，左右兩側輪胎-路面摩擦係數有一明

顯的誤差值 33260.=− lr μμ ，這個誤差值使得車身左右兩側的抓地力不同，將

會使得車身產生順時針的打轉，並往車道的右邊偏移。因此，當左右兩側輪胎-

路面摩擦係數不一樣，意即 rl μμ ≠ ，我們可以判斷煞車路面已經變換。我們可

以用 3.1 節的方法，求得近似 lμ 和 rμ 的數值， ll μμ =ˆ 、 rr μμ =ˆ ，來判斷煞車

路面是否變換。 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0  

0.2

0.4

0.6

1  

1.2

1.4

λ

 μ

 

 
乾地
溼地μl=μr=μdd

λl=λr=λdd  

圖 3.1 煞車路面為[乾地,乾地] ，左右兩側的輪胎-路面摩擦力 
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0  

0.2

0.4

0.6

1  

1.2

1.4

λ

 μ

 

 
乾地
溼地

μr=μdd

μl=μwd

λl=λr=λdd  

圖 3.2 煞車路面由[乾地,乾地]變成[溼地,乾地]的瞬間，左側的輪胎-路面摩擦力 

 

3.3 利用 lμ̂ 、 rμ̂ 判斷新的煞車路面 

在得知煞車路面變換後，接下來必須判斷新的煞車路面為何種路面。在這

裡我們設計一套演算法，藉由演算法，我們能在煞車路面變換時立即判斷新煞

車路面的種類。我們考慮的路面有乾地、溼地以及雪地，加上車身左右兩側的

因素，路面的組合共有 9 種，如表 3.1 所示： 

表 3.1 煞車路面的種類 

       右側 

   左側 
乾地 溼地 雪地 

乾地 [乾地,乾地] [乾地,溼地] [乾地,雪地] 

溼地 [溼地,乾地] [溼地,溼地] [溼地,雪地] 

雪地 [雪地,乾地] [雪地,溼地] [雪地,雪地] 

演算法的判斷依據有六個數值，分別是車子進入路面Ｂ瞬間的兩側輪胎-路面摩

擦係數 lμ̂ 、 rμ̂ ， 車子進入路面Ｂ前的兩側輪胎-路面摩擦係數 lμ̂ ′、 rμ̂ ′，以及

車子左右兩側的滑移率 lλ 、 rλ 。 
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演算法分為兩個步驟，步驟如下，步驟一、二分別會在 3.3.1 及 3.3.2 裡討論。 

步驟一：藉由 lμ′ˆ 、 rμ′ˆ 、 lλ 、 rλ 來判斷路面Ａ為何種路面 

步驟二：得知路面Ａ的種類後，藉由 lμ̂ 、 rμ̂ 、
l

l
λ
μ̂
、

r

r
λ
μ̂

判斷路面Ｂ為何種路面。 

 

3.3.1 利用 lμ̂ ′、 rμ̂ ′、 lλ 、 rλ 判斷路面Ａ的種類 

路面 A 的種類如表 3.1 所示共有 9 種，我們假設在控制器的調整下，車子在路

面 A 的煞車中左右兩側的輪胎-路面摩擦係數相等。倘若路面 A 為一般路面，

控制目的為煞車中獲得最大煞車效果，以[乾地,乾地]為例，我們將兩側的滑移

率調至 ddλ ，此時左右兩側的輪胎-路面摩擦係數為 ddμ 並獲得最大煞車效果，

如圖 3.3 所示；若路面 A 為 μ-split 路面，煞車控制首要目的為左右兩側的輪胎

-路面摩擦係數相等，再求最大煞車效果，以[乾地,溼地]為例，在溼地一側的滑

移率需調至 wwλ ，而乾地一側為了得到相同的輪胎-路面摩擦係數，必須將滑移

率降至 dwλ ，此時車身兩側的摩擦係數皆為 wwμ ，如圖 3.3 所示。 

從上述我們可知，當路面 A 為 μ-split 路面時，兩側的輪胎-路面摩擦係數皆需

調整至抓地力較差那一側能獲得的最大輪胎-路面摩擦係數，因為此時左右兩側

輪胎-路面摩擦係數相等，我們定義 rl μμμα ′=′=′ ˆˆˆ 。我們可以從 αμ̂′ 的數值大致推

測出路面 A 的種類，我們首先歸納出 3 個可能性群組： 

[ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]溼地雪地乾地雪地雪地溼地雪地乾地雪地雪地

溼地乾地乾地溼地溼地溼地

乾地乾地

,,,,,,,,,ˆ
,,,,,ˆ

,ˆ

⇒=′
⇒=′
⇒=′

ss

ww

dd

μμ
μμ
μμ

α

α

α

 

 

在 2.2 節裡我們介紹到，隨著縱向速度 xV 的變化， ddμ 、 wwμ 、 ssμ 的數值會有

微小的變化，因此我們將條件設的更為彈性，上面的歸納法可整理如下： 

[ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]溼地雪地乾地雪地雪地溼地雪地乾地雪地雪地

溼地乾地乾地溼地溼地溼地

乾地乾地

,,,,,,,,,.~.ˆ
,,,,,.~.ˆ

,.~ˆ

⇒=′
⇒=′

⇒=′

2010
8060

211

α

α

α

μ
μ
μ
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當 αμ̂′ 介於 1~1.2 時，路面 A 只有[乾地,乾地]的可能性。而當 αμ̂′ 介於 0.6~0.8

時，路面 A 的可能性為[溼地,溼地]，[溼地,乾地]，[乾地,溼地]三種，若 rl λλ = ，

則路面 A 為[溼地,溼地]；若 rl λλ ≠ ，則路面 A 為[溼地,乾地]或者[乾地,溼地]，

而滑移率數值較小的一側為乾地。以[乾地,溼地]為例，為了使左右兩側輪胎-

路面摩擦係數相等，左側滑移率需低於右側滑移率，如圖 3.4 所示。 

0  0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1  
0  

0.4

0.6

1  

1.2

1.4

 

 

λ

 μ

乾地

溼地

雪地μdd

μww

λdw λww λdd  

圖 3.3 路面 A 為[乾地,乾地]、[乾地,溼地] ，左右兩側的輪胎-路面摩擦力 

0  0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1  
0  

0.4

0.6

1  
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1.4

λ
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乾地

溼地

^
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圖 3.4 路面 A 為[乾地,溼地] ，左右兩側的輪胎-路面摩擦力 
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當 αμ̂′ 介於 0.1~0.2 時，路段 A 的可能性為[雪地,雪地]，[雪地,乾地]，[雪地,溼

地]，[乾地,雪地]，[溼地,雪地]五種。在此條件下，若 rl λλ = ，則路段 A 為[雪

地,雪地]；若 rl λλ ≠ ，我們由 αμ̂′ 與 ),( rlMin λλ 的比率來判斷路段 A 的種類。以

圖 3.5 舉例，首先我們假設右側為雪地，因此 lrlMin λλλ =),( ，我們利用
lλ

μαˆ ′
判

斷左側為溼地或乾地。為了更清楚的解說如何從
lλ

μαˆ ′
的斜率判斷路面 A 的種

類，我們放大圖 3.5 中的灰色粗框部份，如圖 3.6 所示。當右側為雪地，左側在

乾地的路面下需將滑移率調至 lλ =0.0066， lμ̂ ′才能最近似 ssμ ；左側若為溼地的

話滑移率則要調至 lλ =0.0073， lμ̂ ′才能最近似 ssμ 。因為 lλ 的數值很小，拿來當

判斷的依據略嫌粗略，我們選擇
lλ

μαˆ ′
斜率值做為評斷依據，以圖 3.6 為例，當左

側為乾地時， 7727
00660
18330 .

.

.ˆ
==

′

lλ
μα ；當左側為溼地時， 2325

00730
18420 .
.
.ˆ

==
′

lλ
μα 。

我們以
lλ

μαˆ ′ 的斜率作為判斷左側為乾地或溼地的依據。 

考慮 ssμ 隨 xV 不同會有微小變化值，我們做出以下結論： 

lλ
μαˆ ′ =27~28，左側為乾地。 

lλ
μαˆ ′ =25~26，左側為溼地。 

 

因此，藉由 lμ′ˆ 、 rμ′ˆ 、 lλ 、 rλ 我們可判斷路面 A 的種類，我們將其整理成一個

演算法流程圖，如圖 3.7 所示。 
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圖 3.5 路面 A 的右側為雪地,左側為乾地或濕地 
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圖 3.6 路面 A 的右側為雪地,左側為乾地或濕地（紅框放大） 
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圖 3.7 判斷路面 A 的演算流程圖 
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3.3.2 利用 lμ̂ 、 rμ̂ 、 lλ 、 rλ 判斷路面 B 的種類 

在得知路面 A 的種類後，我們用進入路面 B 瞬間的兩側輪胎-路面摩擦係

數 lμ̂ 、 rμ̂ 和
l

l

λ
μ̂

、
r

r

λ
μ̂

的斜率值判斷路面 B 的種類，路面 B 的種類一樣有 9 種，

如表 3.1所示。根據 3.3.1的演算法結果，路面A的種類可分為一般路面或μ-split

路面兩類，接下來，我們分別介紹如何在路面 A 為一般路面或μ-split 路面的

時候判斷路面 B。 

 

3.3.2.1 路面 A 為一般路面 

我們先考慮路面 A 為一般路面，以[乾地,乾地]的路面來舉例，藉由 lμ̂ 、 rμ̂

和
l

l

λ
μ̂

、
r

r

λ
μ̂

來判斷路面 B 的種類。車子在進入路面 B 之前，為了在路面 A 達

到最大煞車效果，兩側的滑移率調整到 ddλ ，此時車子能得到最大輪胎-路面摩

擦係數 ddμ ，如圖 3.8 所示。當車子進入路面 B 的瞬間，兩側的滑移率仍維持

在 ddλ ，但輪胎-路面摩擦力會隨著路面變換，藉由 rl μμ ≠ 可得知車子進入了新

的煞車路面。我們觀察
α

α

λ

μ̂
的斜率值來判斷路面 B 兩側的路面，如圖 3.9 所示。 

首先我們來判斷路面 B 的左側路面，若路面 B 的左側為乾地，車子進入路

面 B 的瞬間，左側輪胎-路面摩擦係數 ddl μμ =ˆ , 6357
140

0691
.

.
.ˆ

===
dd

dd

l

l

λ
μ

λ
μ

；若路

面 B 的左側為溼地，車子進入路面 B 的瞬間，左側輪胎-路面摩擦係數 wdl μμ =ˆ , 

265
140

73640
.

.
.ˆ

===
dd

wd

l

l

λ
μ

λ
μ

；若路面 B 的左側為雪地，車子進入路面 B 的瞬間，左

側輪胎-路面摩擦係數 sdl μμ =ˆ , 2171
140

17060
.

.
.ˆ

===
dd

sd

l

l

λ
μ

λ
μ

。同樣的的方法可用來

判斷路面 B 的右側路面。考慮到
dd

dd

λ
μ

、
dd

wd

λ
μ

、
dd

sd

λ
μ

的數值會隨著 xV 而有些微的

變化，我們將判斷的標準設的更為彈性，並得到以下的演算法： 
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路面 A 為 [乾地,乾地]時， 

7>
l

l

λ
μ̂

⇒路面 B 的左側為乾地 

57 >>
l

l

λ
μ̂

⇒路面 B 的左側為溼地 

12 >>
l

l

λ
μ̂

⇒路面 B 的左側為雪地 

上述的演算法同樣地可判斷路面 B 的右側。當路面 A 為[溼地,溼地]和[雪地,雪

地]時，利用上述的斜率判斷法即可得知路面 B 的種類，我們在圖 3.13 會做個

總結。 
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圖 3.8 路面 A 為[乾地,乾地]路面，左右兩側輪胎-路面摩擦力 
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圖 3.9 路面 A 為[乾地,乾地]，路面 B 兩側路面的判斷法 
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3.3.2.2 路面 A 為 μ-split 路面 

 現在考慮路面 A 為 μ-split 路面，我們以[溼地,乾地]為例，藉由 lμ̂ 、 rμ̂ 和

l

l

λ
μ̂

、
r

r

λ
μ̂

來判斷路面 B 的種類。車子進入路面 B 的之前，因車子在路面 A 的

左右兩側的輪胎-路面摩擦係數相等 wwrl μμμ == ，所以兩側的滑移率分別為

dwr λλ = , wwl λλ = ，如圖 3.10 所示。 

首先我們判斷路面 B 的左側路面。車子再進入路面 B 的瞬間，左側的滑移

率仍維持在 wwλ ，但輪胎-路面摩擦力會隨著路面變換，因此 rl μμ ≠ ，由此可得

知車子進入了新的煞車路面。我們觀察
l

l

λ
μ̂

的斜率值來判斷路段 B 的左側路面，

如圖 3.11 所示。若路面 B 左側為乾地，車子進入路面 B 的瞬間，左側輪胎-路

面摩擦係數 1μμ =lˆ , 06610
10470
05411 .

.
.ˆ

===
wwl

l

λ
μ

λ
μ

；若路面 B 左側為溼地，車子進

入路面 B 的瞬間，左側輪胎-路面摩擦係數 wwl μμ =ˆ , 137
10470
74740

.
.
.ˆ

===
ww

ww

l

l

λ
μ

λ
μ

； 

若 路 面 B 左 側 為 雪 地 ， 車 子 進 入 路 面 B 的 瞬 間 ， 左 側 2ˆ μμ =l , 

6841
10470
176402 .

.

.ˆ
===

wwl

l

λ
μ

λ
μ

。 

再來我們判斷路面 B 的右側路面。車子再進入路面 B 的瞬間，右側的滑移

率仍維持在 dwλ ，但輪胎-路面摩擦力會隨著路面變換，我們一樣觀察
r

r

λ
μ̂

的斜率

值來判斷路面 B 右側的路面，如圖 3.12 所示。若路面 B 右側為乾地，車子進

入路面 B 的瞬間，右側輪胎-路面摩擦係數 wwr μμ =ˆ , 8318
03970
74760

.
.
.ˆ

===
dw

ww

r

r

λ
μ

λ
μ

；

若路面 B右側為溼地，車子進入路面 B的瞬間，右側輪胎-路面摩擦係數 3μμ =rˆ , 

23615
03970
604903 .

.

.ˆ
===

dwr

r

λ
μ

λ
μ

；若路面 B 右側為雪地，車子進入路面 B 的瞬間，右

側輪胎-路面摩擦係數 4μμ =rˆ , 6094
03970
18303 .

.
.ˆˆ

===
dwr

r

λ
μ

λ
μ  

考慮到
wwλ
μ1 、

ww

ww

λ
μ

、
wwλ
μ2 、

dw

ww

λ
μ

、
dwλ
μ3 、

dwλ
μ4 的數值會隨著 xV 而有些微的變化，

我們將判斷的標準設的更為彈性，並做出以下的演算法： 
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當路面 A 為[溼地,乾地]的路面時， 

58.
ˆ
>

l

l

λ
μ

，路面 B 的左側路面為乾地 

68 >>
l

l

λ
μ̂

，路面 B 的左側路面為溼地 

12 >>
l

l

λ
μ̂

，路面 B 的左側路面為乾地 

18>
r

r

λ
μ̂

，路面 B 的右側路面為乾地 

514515 .
ˆ

. >>
r

r

λ
μ

，路面 B 的右側路面為溼地 

45 >>
r

r

λ
μ̂

，路面 B 的右側路面為雪地 

上述的演算法，可套用在路面 A 為任意 μ-split 路面上。由 3.3.2 的兩個小節， 

我們可整理出一個完整的演算法，此歸納法在得知路面 A 的種類後，藉由 lμ̂ 、

rμ̂ 、
l

l

λ
μ̂

、
r

r

λ
μ̂

即可判斷路面 B 的路面，演算法流程圖如圖 3.13、圖 3.14、圖

3.15 所示。 
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圖 3.10 路面 A 為[溼地,乾地]，左右兩側的輪胎-路面摩擦力 
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圖 3.11 路面 A 為[溼地,乾地]，路面 B 的左側路面判斷法 
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圖 3.12 路面 A 為[溼地,乾地]，路面 B 的右側路面判斷法 
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 圖 3.13 判斷路面 B的演算法流程圖 1
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圖 3.14 判斷路面 B的演算法流程圖 2
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圖 3.15 判斷路面 B的演算法流程圖 3
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第 4 章  

應用順滑模控制技術於 μ-split 的煞車控制 
 

 

4.1 問題描述 

 車子在 μ-split 路面上煞車時，以[溼地,乾地]為例，如圖 4.1 所示，若車子

兩側輪胎轉速一樣，意即滑移率一樣 rl λλ = ，因為輪胎在溼地的抓地效果較

差，位於溼地的左側輪胎-路面摩擦係數 lμ 會低於右側輪胎-路面摩擦係數，而

當 rl μμ ≠ 時，車子會有順時針方向的偏移率和側向加速度產生，並因此產生打

轉或者偏移到其他車道。我們知道在μ-split 路面下煞車， 0=Ω 才能防止車

子產生打轉或者偏移到其他車道[6]，而當兩側的輪胎-路面摩擦係數一致時

rl μμ = ，兩側輪胎-路面的縱向力相等 rl RR = ，此時車子的旋轉動能（yaw 

rotation moment）為零，也將不會產生偏移率，意即 0=Ω 。因此，我們嘗試用

順滑模控制技術調整車子左右兩側的滑移率 lλ , rλ ，使車子在μ-split 路面煞

車中左右兩側輪胎-路面摩擦係數相等，並在此條件下達到煞車距離最短的控制

目的。 

 

 

 

圖 4.1 μ-split 路面下煞車 
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4.2 控制律設計 

首先我們將（2.11）-（2.14）和（2.27）的 8個車輛動態整理成如（4.1）： 

 ( ) ( ) uxGxfx ⋅+= oo&                  （4.1）

x 為 車 輛 狀 態 變 數 ， [ ]Trrrlfrflyx VV λλλλδ ,,,,,,,x Ω= ； u 為 控 制 輸 入

[ ]Trrrlfrfls TTTT ,,,,u δ= ； ( ) 8Rxf ∈o 以及 ( ) 58×∈RxG o 為平滑函數且 0)0(f =o ，

T)(⋅ 代表矩陣或向量的轉置。我們選擇偏移率及四個輪胎滑移率為系統輸出

[ ]Trrrlfrfl λλλλ ,,,,y Ω= ，並推導出輸入-輸出關係等式（input-output relation 

equation），推導過程如下： 

 

( ) ( )[

( ) ( )
( ) ( )]2323

33

111
1

lLlRlLlR

lsLcRlsLcR

lcLsRlcLsR
I

y

rrrrrlrl

satfrsatfrsatflsatfl

satfrsatfrsatflsatfl
zz

⋅−⋅+⋅−⋅−+

⋅⋅+⋅+⋅⋅−⋅−+

⋅⋅+⋅−+⋅⋅+⋅−=Ω=

        

        δδδδ

δδδδ&&

 

   （4.2）

( ) ( )

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+=Ω=

rr

rl

fr

fl

s

T
T

T

T

gggggfy

δ

151413121111         x&&&&   （4.3）

( ) ( ) flfl Tgfy ⋅+== xx 2222 λ&&   （4.4）

( ) ( ) frfr Tgfy ⋅+== xx 3333 λ&&   （4.5）

( ) ( ) rlrl Tgfy ⋅+== xx 4444 λ&&   （4.6）
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( ) ( ) rrrr Tgfy ⋅+== xx 5555 λ&&   （4.7）

( ) ( )x,,x 51 ff L 以及 ( ) ( )x,,x 5511 gg L 的推導過於冗長，在本篇論文裡我們不贅

述，詳細推導過程請參閱後面附錄。 

我們再將（4.3）-（4.7）式整理成下面的矩陣等式： 

( ) ( ) uxxf ⋅+=
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1
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0000
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&

&

&

&

&&

    （4.8）

（4.8）為系統輸入-輸出關係等式， 58 RR:f → 以及 558 ×→ RR:G ，相對階數

為 [ ]11112         。這裡我們假設 ( )xG 在 0x ≠ 情況下為一個非奇異矩陣。為了達到

0→Ω 的控制目的，我們可由第三章介紹的路面觀測器得知車子在何種路面下

煞車，並根據路面的種類，適當調整四個輪胎的滑移率，使車身兩側輪胎-路面

摩 擦 係 數 一 致 ， 因 此 我 們 定 義 參 考 輸 出 （ Reference output ） 為

[ ]Trrrlfrfld
****      y λλλλ0= 。接著我們定義輸出誤差為： 
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根據第 2 章順滑模控制設計方式，我們首先需要選取適當的順滑面，使得在順

滑平面上的系統輸出最終能達到穩定。在這裡我們選取順滑平面為 
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5111 aa ,,L ＞0。接著我們要設計控制律，使得系統狀態在有限時間內會到達順

滑平面而且會持續維持在順滑平面上。根據傳統順滑模控制設計程序，我們選

擇 

 reeq uuu +=      （4.11）

equ 是為了使系統狀態能持續維持在順滑平面上，即設計控制律使 0=is& 。因此

我們可以得到 
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另外一部分的控制律 reu 是為了讓系統狀態在有限時間內到達順滑平面，參考傳

統順滑模控制設計程序，我們可以設計 reu 為 

 ( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅
⋅

⋅
⋅
⋅

⋅−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= −

)sgn(
)sgn(
)sgn(
)sgn(
)sgn(

xGu

55

44

33

22

11

1

s
s
s
s
s

T

T

T

T

re
rr

re
rl

re
fr

re
fl

re

re

η
η
η
η
ηδ

 （4.13）
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 iii
T

i sss η−≤&      （4.14）

iη 為大於零的常數，根據（4.14）我們可以保證系統狀態在有限時間內會到達

順滑平面[15]。為防止切跳現象（chatter），當 ε≤is ，我們將（4.13）裡的 )sgn( is

替換成
ε

is
。 0>ε 為邊界層寬度（boundary layer width）。將（4.12）、（4.13）

帶入（4.11），得到最後完整的控制律為： 
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4.3 應用順滑模控制技術於 μ-split 煞車控制 

 在得到（4.15）的控制律後，接下來我們應用 SMC 於 μ-split 的煞車控制模

擬，本篇的模擬分為 μ-split 路面煞車模擬和三段式路面煞車模擬兩部分。 

首先，為了證明在 μ-split 路面下煞車中，車子的左右兩側的輪胎-路面摩

擦係數一致時， 0→Ω ，在 μ-split 路面煞車模擬中，我們模擬車子在[溼地,乾

地]的 μ-split 路面下煞車，並利用 4.2 節裡介紹的 SMC，調整左右兩側的滑移

率，使車子在煞車過程中 rl μμ = ，並觀察模擬結果；接著，我們同樣利用 SMC

調整車子左右兩側的滑移率，使車子在煞車過程中 rl λλ = 但 rl μμ ≠ ，並將模擬

結果與上述的模擬結果進行比較。 

 在三段式路面煞車模擬中，為了驗證第三章我們設計出來的路面觀測器能

在車子煞車過程中即時判斷路面的變換並且判斷新煞車路面的種類，我們結合

SMC 與路面觀測器，模擬車子在一條三段式的路面上煞車，路段的種類依序為
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[乾地,乾地]，[溼地,乾地]，[雪地,溼地]。我們從模擬結果觀察路面觀測器是

否能立刻判斷煞車路面的變換以及判斷新煞車路面的種類，並告知控制器切換

至適合控制律，以達到 μ-split 路面下安全的煞車控制目的。 

 

4.3.1 μ-split 路面煞車模擬 

 在 μ-split 路面煞車模擬中，我們的模擬環境為 [溼地,乾地]的煞車路面， 

如圖 4.2 所示。為了使車子在煞車過程中左右兩側的輪胎-路面摩擦係數相等， 

並在此條件下煞車距離最短，我們必須將左右兩側的輪胎-路面摩擦係數調整至 

抓地效果較差那一側所能獲得的最大輪胎-路面摩擦係數，在此模擬環境中，溼 

地為抓地效果較差的一側，根據 2.2 節裡的介紹，輪胎在溼地路面煞車下能獲 

得的最大輪胎-路面摩擦係數為 wwμ ，而此時的滑移率為 wwλ ，而如果輪胎在乾

地路面下想獲得同樣的輪胎-路面摩擦係數，則滑移率需調整至 dwλ 。因此，我

們利用 SMC 將左右兩側的滑移率分別調整至 wwl λλ = ， dwr λλ = ，此時兩側的

輪胎-路面摩擦係數皆為 wwμ ，而為了達到此目的，我們將參考輸出設定成

[ ] [ ]Tdwwwdwww
T

rrrlfrfld λλλλλλλλ                y *
 

*
 

** 00 == ，進行煞車中 rl μμ = 的模擬，並觀察模擬

結果。接著，為了進行比較，在同樣的模擬環境中，我們將車子左右兩側的滑

移率調整至 ddrl λλλ == ，此時乾地一側的輪胎-路面摩擦係數可獲得最大輪胎-

路面摩擦係數 ddμ ，但溼地一側的輪胎-路面摩擦係數則為 wdμ ，且 wddd μμ ≠ ，

如圖 4.3 所示。我們同樣利用 SMC 將左右兩側的滑移率皆調整至 ddλ ，進行煞 

車中 rl μμ ≠ 的模擬，參考輸出設定為 [ ] [ ]Tdddddddd
T

rrrlfrfld λλλλλλλλ                y *
 

*
 

** 00 == ，

我們將模擬結果並與上述的模擬結果進行分析比較。 
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圖 4.2 μ-split 煞車路面 
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圖 4.3 μ-split 路面煞車模擬中， ddrl λλλ == 時左右兩側的輪胎-路面摩擦力 

在本節模擬，車輛狀態變數 [ ]Trrrlfrflyx VV λλλλδ ,,,,,,,x Ω= ，系統輸出

[ ]Trrrlfrfl λλλλ ,,,,y Ω= ， 參 考 輸 出 [ ]Trrrlfrfld
**** ,,,,y λλλλ0= ， 輸 出 誤 差

[ ]Trrrrrlrlfrfrflfld
**** ,,,,yye λλλλλλλλ −−−−Ω=−= ，控制輸入 [ ]Trrrlfrfls TTTT ,,,,u δ= 。 

車 輛 模 型 參 數 來 自 [3] 和 [16] ， 分 別 為 kg1300=m ， kgN89.=g ，

2kgm1620=zzI ， m11 =l ， m4512 .=l ， m72503 .=l ，

radN3850==== rrrlfrfl CCCC ， m330.=wR ， 2kgm032.=wJ ；控制律的參

數 ， 我 們 設 定 310−=τ ， 310−=ε ， 154321 ===== ηηηηη ， 

15141312111 ===== aaaaa ；布克哈特輪胎模型的參數有三組： 

乾地－ 020  520  9923  28011 4321 .,.,.,. ==== cccc  

溼地－ 85701 .=c , 020  3470  82233 432 .,.,. === ccc  

雪地－ 06460  12994  19460 321 .,.,. === ccc , 020 4 .=c  
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在本節模擬中， ( ) [ ]T00000007270  ,  ,  ,  ,  ,  ,  , .x = 。圖 4.4 至圖 4.8 為我們的模擬

結果，藍色曲線為煞車中 rl μμ ≠ 的模擬結果，紅色曲線為煞車中 rl μμ = 的模

擬結果。圖 4.4 及圖 4.5 為系統的狀態變數，從圖 4.4 中出我們可看當車子煞

車過程中 rl μμ ≠ 時，車子的縱向速度下降的比較快，在 SMC 的控制下，偏移

率及滑移率雖然最後收歛於零，但車子已經因偏移率及滑移率的產生而不在安

全的煞車控制內了；相對的，當車子煞車過程中 rl μμ = 時，車子的縱向速度雖

然下降的比較慢，但偏移率以及側向速度皆趨近於零。圖 4.5 為車子四個輪胎

的滑移率，從圖中可觀察出車子在 SMC 的控制下，當煞車中 rl μμ = 時，兩側

滑移率分別為 wwl λλ = ， dwr λλ = ；煞車中 rl μμ ≠ 時，兩側滑移率皆為 ddλ 。圖

4.6 為系統控制輸出，在 rl μμ = 的煞車模擬中，因為溼地的抓地效果較差，為

了防止左側輪胎在瞬間急煞的過程中產生打滑，左側煞車力道的上升速度會低

於右側的煞車力道。圖 4.7 為順滑變數，我們可觀察當煞車過程中 rl μμ = 時，

52 ss − 能在極短的時間內收歛於零， 1s 也達到漸近穩定的控制；但是當煞車過

程中 rl μμ ≠ 時，即使用 SMC 去控制， 1s 也無法有效抑制下來。接著，我們模

擬煞車過程中的軌跡路線，如圖 4.8 所示，從圖可看出，當煞車過程中 rl μμ =

時，雖然煞車距離較長，但車子的偏移距離極小，車子不至於偏移到其他車道

去；反之當煞車過程中 rl μμ ≠ 時，煞車的距離雖然縮短，但因為偏移率和側向

速度的產生，車子開始打轉並往右側車道偏移，從模擬結果可看出車子偏移了

70 公分左右，要是車子右側有貼近的車輛，將會造成車輛碰撞事故。 
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圖 4.4 μ-split 路面煞車模擬的系統狀態變數（1） 
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圖 4.5 μ-split 路面煞車模擬的系統狀態變數（2） 
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圖 4.6 μ-split 路面煞車模擬的系統控制輸入 
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圖 4.7 μ-split 路面煞車模擬的順滑變數 
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圖 4.8 μ-split 路面煞車模擬的煞車軌跡路線 

 

 

4.3.2 三段式路面煞車模擬 

 在三段式路面煞車模擬中，我們模擬車子在一條三段式的路面上進行煞

車，路段的種類依序為[乾地,乾地]，[溼地,乾地]，[雪地,溼地]，如圖 4.9

所示。為了在各個路段都能達到安全的煞車控制，車子在每個路段下兩側的輪

胎-路面摩擦係數都需要相等，我們同時希望在此條件下煞車的距離最短，為達

到上述的控制目的，車子左右兩側的輪胎-路面摩擦係數需要調整至抓地效果較

差那一側所能獲得的最大輪胎-路面摩擦係數。我們藉由 SMC 調整兩側的滑移

率使車子兩側能獲得上述的摩擦係數，接著根據 2.2 節的布克哈特輪胎模型，

我們整理出車子在各種路面煞車中，為了使左右兩側的輪胎-路面摩擦係數相等

並且在此條件下煞車距離最短，SMC 參考输出所對應的數值，如表 4.1 所示。

我們將 SMC 與路面觀測器結合後進行煞車模擬，我們設定的模擬情況為，車
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子首先在乾地路面下煞車，經過 11 =t 秒後車子進入了[溼地,乾地]的 μ-split 路

面；經過 522 .=t 秒後車子進入[雪地,溼地]的 μ-split 路面。從模擬結果觀察路

面觀測器是否能立刻判斷煞車路面的變換以及判斷新煞車路面的種類，並告知

控制器切換至適合控制律，以達到安全煞車的控制目的。 

 

 

                  A 路面           B 路面            C 路面 

圖 4.9 三段式路面 

 

表 4.1 各種路面狀況下的參考输出 

路面種類 [左側,右側] 參考输出 

 [乾地,乾地] [ ]TddddddddDD λλλλ         y 0=  

 [乾地,溼地] [ ]TwwdwwwdwDW λλλλ         y 0=  

 [乾地,雪地] [ ]TssdsssdsDS λλλλ         y 0=  

 [溼地,溼地] [ ]TwwwwwwwwWW λλλλ         y 0=  

 [溼地,乾地] [ ]TdwwwdwwwWD λλλλ         y 0=  

 [溼地,雪地] [ ]TsswssswsWS λλλλ         y 0=  

 [雪地,雪地] [ ]TssssssssSS λλλλ         y 0=  

 [雪地,乾地] [ ]TdsssdsssSD λλλλ         y 0=  

 [雪地,溼地] [ ]TwssswsssSW λλλλ         y 0=  
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 在本節模擬中，車輛狀態變數、系統輸出、參考輸出、輸出誤差、控制輸

入、車輛模型參數、控制律的參數、布克哈特輪胎模型的參數皆與 4.3.2 小節

的設定相同。圖 4.10 至圖 4.14 為我們的模擬結果圖。圖 4.10 及圖 4.11 為系

統的狀態變數，我們從圖 4.11 中可觀察出，在 11 =t 及 521 .=t 的瞬間，路面觀

測器皆能判斷新的煞車路面的種類，並告知控制器切換參考輸出，參考輸出在

煞車過程中的切換順序為

[ ] [ ] [ ]TwssswsssSW
T

dwwwdwwwWD
T

ddddddddDD λλλλλλλλλλλλ         y        y        y 000 =→=→=

，使得車身左右兩側的輪胎-摩擦係數恢復一致，車子的偏移率也因此收斂於 

零，並將側向力也控制於零。圖 4.12 為系統控制輸入，車子的的煞車力道在

11 =t 及 521 .=t 的時候各降低了一次，原因是為了使滑移率降低，轉速必須升

高的關係。圖 4.13 是順滑變數， 51 ss − 在 11 =t 及 521 .=t 分別有兩次的震盪，

但皆能再順滑膜控制下歸於零。我們同樣模擬車子的軌跡路線，如圖 4.14 所

示，從中我們可以看出，為了使車子左右輪胎-路面摩擦係數恢復一致，最後車

子左右兩側的輪胎-路面摩擦係數皆為 ssμ ，輪胎-路面摩擦力因此變得很小，車 

子煞車到停止所需要的煞車距離也跟著拉長。 
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圖 4.10 三段式路面煞車模擬系統的狀態變數（1） 
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圖 4.11 三段式路面煞車模擬的系統的狀態變數（2） 
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圖 4.12 三段式路面煞車模擬的系統的控制輸入 
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圖 4.13 三段式路面煞車模擬的順滑變數 
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圖 4.14 三段式路面煞車模擬的煞車軌跡路線 
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第 5 章 

結論與未來研究方向 

 

 

5.1 結論 

 在本篇論文中，我們將SMC應用在μ-split路面的煞車控制，當車子在μ-split

路面下煞車的時候，車子左右兩側的輪胎-路面摩擦係數會不同，我們利用 SMC

使車子左右兩側的輪胎-路面摩擦係數恢復成一致，在第四章的模擬結果中，我

們可看出當車子在 μ-split 路面下煞車時，若左右兩側的輪胎-路面摩擦係數相

等，偏移率以及側向速度幾乎為零，車子此時擁有安全的煞車控制。再來，車

子可能會先在一般路面上煞車一段距離後才進入 μ-split 路面，因此我們在第三

章設計出一個路面觀測器，路面觀測器能判斷車子是否進入煞車路面以及判斷

新煞車路面的種類，在第四章的模擬結果中，路面觀測器能判斷車子進入煞車

路面以及判斷新煞車路面的種類，並將路面的種類告知 SMC，進而切換參考輸

出，使車子左右兩側的輪胎-路面摩擦係數恢復成一致。 
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5.2 未來研究方向 

1. 系統中的擾動以及煞車促動器（actuator）的退化，都會影響車子的煞車控

制，可以嘗試利用 SMC 對於外在干擾和系統不確定項有著穩健性的優點

來解決。 

 

2. 輪胎-路面的摩擦係數會隨著路面的吸水程度以及路面材質的不同而有細

微的變化，得到更精準的輪胎-路面的摩擦係數可使 SMC 的煞車控制效果

更好。 

 

3. 本篇只考慮直線的 μ-split 路面下煞車，在彎道的 μ-split 路面下煞車時，車

子左右兩側的輪胎-路面摩擦係數同樣地必須相等，但參考輸出中的偏移率

需要有所調整，如何決定過彎中的參考輸出為另一個研究議題。 
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附錄 

在這裡我們介紹 ( ) ( )x,,x 51 ff L 以及 ( ) ( )x,,x 5511 gg L 的推導。 

首先我們由（4.2）式推導出 ( )x1f 和 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x  , x  , x  , x  , x 1514131211 ggggg ，我們

將（4.2）做微分，得到下列的等式： 
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（A.1）

再將（A.1）細分為（A.2）、（A.3）、（A.4）三部份以方便計算 

 [ ( ) ( ) ( ) ⎥⎦
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（A.3）

 [ ( ) ( ) ( ) ]3313131
1 lLLlslcLlslcL
I

y rlrrsatsatfrsatsatfl
zz

⋅+−⋅+⋅⋅+⋅−⋅−= ⋅ &&&&&& δδδδ_  （A.4）

我們先計算 αR& 、 αL& 、 satδ& ， rrrlfrfl ,,,=α ，首先為了求得 αR& ，我們對（2.21）

進行微分 
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我們定義 
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最後可得到 

 αααα TkkR RR ⋅+= 21
&   rrrlfrfl ,,,=α  （A.6）

再來我們計算 αL& ，對（2.17）-（2.20）進行微分 
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（A.7）－（A.10）即可轉換為（A.11）－（A.14） 

 ( )Lflsatflfl kCL −⋅= δ&&   （A.11）

 ( )Lfrsatfrfr kCL −⋅= δ&&   （A.12）

 Lrlrlrl kCL ⋅=&   （A.13）

 Lrrrrrr kCL ⋅=&   （A.14）

接著我們計算 satδ& ， ( )δπδ sin 
16

=sat ，微分之後可得到 ( ) δδπδ && ⋅= cos 
16sat ，帶入

（2.14）式可得到下式 

 ( ) ( )δδ
τ

δπδ −⋅⋅= ssat
1

16
cos &   （A.15）
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定義 ( )
τ

δπ
δ

1
16

⋅= cos k ，（A.15）即可轉換為 

 ( )δδδ δ −⋅= ssat k&   （A.16）

接下來我們分別計算 11_y&& 、 21_y&& 、 31_y&& ，首先我們將（A.6）帶進（A.2） 
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定義 ( ) ( ) ( ) 3113113111 lkklclsklclskk rlRrrRsatsatfrRsatsatflR ⋅−+⋅−⋅−⋅+⋅−= ⋅⋅Ω δδδδ_ ，（A.17）即可

轉換成（A.18）式 
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接下來我們將（A.16）帶進（A.3）式裡 
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定義

( )[ ( ) ( ) ( )]313131312 lclsLlclsLlslcRlslcRk satsatfrsatsatflsatsatfrsatsatfl ⋅−⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅−⋅⋅= ⋅Ω δδδδδδδδ  _



 

 57

，（A.19）即可轉換為 
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接下來我們將（A.11）－（A.14）帶進（A.4）裡
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最後我們將（A.18）、（A.20）、（A.22）帶回（A.1）裡 
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我們定義 
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