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摘要 

本論文探討單輸入單輸出之二次多項式系統之穩健輸出追蹤及內

部狀態穩定化議題，所探討的不確定因素來自系統本身的一個參數的

估計值與真實值間的誤差。先利用預備回授(preliminary feedback)

使無干擾系統(nominal system)達到輸出追蹤並找出對應的平衡

點，再利用控制李亞普諾夫(Control Lyapunov Function)理論設計

控制律，使系統在有參數不確定因素下達成輸出追蹤並使狀態收斂到

無干擾系統的平衡點，同時達到穩健輸出與內部狀態穩定的性能表

現。所提出的方法改善了論文[1]利用可變結構控制技術來設計輸出

追蹤律但無法保證其內部狀態穩定之缺點。所獲得的結果也應用於變

壓器控制之電力系統的電壓調節研究。模擬結果驗證了所設計穩健控

制律之有效性。 
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ABSTRACT 

 

This thesis investigates the issues of robust output tracking and 

internal state stabilization for a class of SISO uncertain second-order 

polynomial systems. The uncertainty comes from a parameter error 

between the true value and its estimation. First, a preliminary feedback is 

employed to achieve both output tracking performance and stability of the 

associated equilibrium point for the nomial system. Second, we design an 

additional controller using a known Control Lyapunov Function such that 

the output tracking performance and the internal system stabilization can 

simultaneously be achieved. The proposed scheme improves the design of 

[1] in which the internal states might be unstable during the output 

tracking procedure. The analytical results are also applied to a 

tap-changer control based power system for voltage regulation. 

Simulation results demonstrate the use and the benefits of the proposed 

scheme. 
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Chapter 1  

 

緒論 
 

 

 

 

 

 

 

 

1.1 研究背景研究背景研究背景研究背景 

 

由於某些實際系統無法經由單一回授使系統穩定，必須透過控制律切換來使

系統穩定，例如:在 [2]、 [3]、 [4]中所提的非完整系統，經由 Brockett’s  

condition[2]、[5]可知無法使用單一回授使其穩定，在[6]使用了切換式系統的概

念來解決這問題。若系統需要兩組控制器輸入切換來達到穩定的目的，我們可以

將第一組控制律與受控體當作一個系統，將第二組控制律與受控體當作另一個系

統，此種形式也是屬於切換式系統的一種。 

由於有些實際系統其系統動態方程式是多項式的形式，像是磁浮系統[7]、

電磁震盪器 (electromagnetic oscillator) [8]之研究，其系統動態方程式是以二次

多項式呈現，所以多項式系統已逐漸引起大家的注意。 
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針對多項式系統的研究，文獻[7]、[9]-[10]都有探討。文獻[7]針對一個自由

度的磁浮系統(Levitation system)，其系統形式為一個單輸入的二次多項式系統，

在某些條件下利用二階順滑模式控制(sliding mode control)設計控制律，使系統達

到穩定的效果。文獻[9]針對單輸入的的多項式系統利用控制李亞普諾夫函數

(Control Lyapunov Function，CLF) 探討使系統穩定的條件及對應穩定控制律的

建構，並將其結果應用到穩定磁浮系統上[7]。文獻[10]將文獻[9]的結果推廣到多

輸入的二次多項式系統，利用 CLF 找出使系統穩定得條件及對應之穩定的控制

律的建構，並能將使系統穩定的控制律作參數化，並探討片段連續的穩定控制律

之存在條件及設計。此外文獻 [9]及 [10]都不考慮系統不確定因素 (model 

uncertainty)及外在干擾(external disturbance) 。 

 

 

1.2 研究動機研究動機研究動機研究動機 

 

針對單輸入單輸出具有不確定因素之二次多項式系統在非控系統不存在平

衡點的情況下，論文[1]透過可變結構控制理論設計控制律，使系統達到穩健輸

出追蹤的目的，但系統內部狀態在輸出追蹤過程中可能因不滿足達成輸出追蹤所

需的假設條件而造成系統不穩定的現象發生。 

在本論文中，我們將針對單輸入單輸出具有參數不確定因素之二次多項式系

統在非控系統不存在平衡點的狀況下，先針對無干擾系統利用預備回授使系統達

到輸出追蹤並找出對應的平衡點，接著在設計控制律使系統在有參數不確定因素

下達成輸出追蹤並使狀態收斂到無干擾系統的平衡點，如此則可以達到穩健輸出

追蹤與內部狀態穩定的目的。 

在本論文中，我們也將針對二項式系統輸出追蹤及內部狀態穩定化所獲得的

結果應用到以變壓器控制之電力系統中[11]之電壓調節上，此電力系統原始模型
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是由 Dobson 和 Chiang[17]所提出，系統模型中包含發電機、無限匯流排與非線

性負載，並且系統會呈現有電壓崩潰的現象 [12-13,16-17]，其電壓崩潰發生於鞍

點分歧處(saddle node bifurcation)附近[17-18]。發生電壓崩潰現象的原因可歸納於

電力系統操作在穩定邊界，負載損耗增加所造成[13,18]。為了使系統能達到電壓

調節的目的，因此我們在原始系統加入控制點，在原始系統加入一個變壓器(tap 

changer)。當負載損耗有所變化時，利用調整變壓器來達到電壓保持穩定值，避

免電壓崩潰的發生。對於變壓器用於電力系統的效果，在文獻[15,19-21]有被討

論。 

我們將針對二項式系統輸出追蹤及內部狀態穩定化所獲得的結果應用到以

變壓器控制之電力系統之電壓調節問題。在論文[1]利用可變結構控制設計來設

計以變壓器控制之電力系統的控制律，在滿足適當假設條件下，論文[1]證明電

壓調節的功能，但是在電壓調節過程中系統內部狀態可能會不滿足其所提出之假

設條件，造成不穩定的現象發生。在本論文中，我們針對以變壓器控制之電力系

統中之無干擾系統，先利用預備回授使系統達到電壓調節並找出對應的平衡點，

再在以控制李亞普諾夫函數的理論所設計的控制律，使系統在有參數不確定因素

時達成電壓調節並使狀態收斂到無干擾系統的平衡點，達到同時電壓調節與維持

內部狀態穩定的功能。 

 

 

1.3 論文架構論文架構論文架構論文架構 

 

此篇論文主要可分為下列四章，第二章介紹控制李亞普諾夫的理論，以及切

換式系統的概念，然後介紹 Dobson 和 Chiang[17]所提出的電力系統，在原始系

統模型中加入一個變壓器[11]之後得到的系統模型，接著介紹在論文[1]針對單輸

入單輸出的二次多項式系統，系統相對階數為一階，以可變結構設計控制律，達
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到輸出追蹤的目的。第三章針對單輸入單輸出的二次多項式系統，系統相對階數

為一階，先針對無干擾系統利用預備回授使系統達到輸出追蹤並找出對應的平衡

點，在以控制李亞普諾夫的理論設計控制律，使系統在有參數不確定因素下達成

輸出追蹤並使狀態收斂到無干擾系統的平衡點，同時達到輸出追蹤及內部狀態穩

定的目的。第四章將第三章介紹的控制律應用於變壓器調節的電力系統，以電力

系統的變壓器為控制輸入點，調整變壓器匝數比來達到電壓調節的目的並使內部

狀態穩定，並且比較以第三章設計出的控制律與可變結構控制律兩者的效能。第

五章是將此篇論文作一個總結，並且提供一些未來的研究方向。 
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Chapter 2  

 

預備知識 
 

 

 

 

 

 

 

 

2.1 控制李亞普諾夫函數控制李亞普諾夫函數控制李亞普諾夫函數控制李亞普諾夫函數 

 

考慮一個非線性系統如下: 

  )x(fx =&          且  00f =)(                (2. 1) 

要判斷系統 (2. 1)平衡點在原點的穩定度，我們可以使用李亞普諾夫函數

(Lyapunov function)來判斷系統在原點的穩定度，給定一個連續可微的純量函數

)x(V ，若為系統(2. 1)的李亞普諾夫函數，必須滿足下列兩個條件: 

條件 1 : 0)0( =V 且 0x,x0)x( ≠∈∀> ψV                                         

條件 2:      0xxx ≠∈∀< ,     0)( ψV&                                           
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其中ψ為原點的鄰域，由李亞普諾夫直接方法(Lyapunov Direct Method)，我們可

以得到原點為區域漸進穩定，在原點的鄰域ψ的狀態都會收斂到原點，但是由李

亞普諾夫直接方法(Lyapunov Direct Method)來判斷系統在平衡點穩定度，只能在

系統只包含狀態變數。在系統包含狀態和未知控制律時，是不是能用李亞普諾夫

理論來判斷系統是否可以被穩定化，在 Artstein 和 Sontag[22]將李亞普諾夫函數

(Lyapunov Function)的概念推廣到控制李亞普諾夫函數，將李亞普諾夫理論的概

念推廣到系統包含未知控制律時，系統是否可以被穩定化。 

考慮一個非線性控制系統如下: 

)u,x(fx =&                                (2. 2) 

我們可以使用控制李亞普諾夫函數判斷(2. 2)式系統是否可被穩定化，給定一個

正定且連續可微的純量函數 )x(V ，若 )x(V 為系統(2. 2)的控制李亞普諾夫函數，

必須滿足下列兩個條件:  

條件 3: 0)0( =V 且 0x,x0)x( ≠∈∀> ψV        

條件 4 : 0x,x)u,x(),x(
u

≠∈∀<∇ ψfV  0inf
 

 

若可以找到控制李亞普諾夫函數，則針對空間每一點狀態一定可以找到控制力使

控制李亞普諾夫函數遞減。針對非線性仿射系統(affine system) [23]，由[24] 

Sontag提出，若能找到控制李亞普諾夫函數，Sontag提出建構連續控制律使控制

李亞普諾夫遞減，達到狀態收斂到平衡點的目的。我們以下面例子說明 

 

考慮一個非線性系統如下: 

uxgxfx )()( +=&                             (2. 3) 

我們選取平滑純量函數 )(xV ，並且可以得到 

))()(()( uxgxfxVV +⋅∇=&  

uxbxa )()( +=  
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其中 )()()( xfxVxa ⋅∇= 、 )()()( xgxVxb ⋅∇= ，我們利用下面條件 

由文獻[24] ，針對(2. 3)式為非有理項(ration case)，若存在平滑控制李亞普諾夫

函數 )(xV ，若 )(xV 滿足小控制特性(small control property) ，我們可以建構連續

控制律為 

)(

)()()(

xb

xbxaxa
u

42 ++
−=                            (2. 4) 

控制律選取如(2. 4)式可以使控制李亞普諾函數 )(xV 遞減，達到狀態收斂的目的。 

 

一般而言對於實際系統我們沒有一套建構控制李亞普諾夫函數的方法，但對

於一些特殊系統，我們知道如何建構控制李亞普諾夫函數，這也是目前在使用控

制李亞普諾夫函數常遇到的問題。 

 

 

2.2 切換式系統切換式系統切換式系統切換式系統 

 

切換式系統一般來說是指系統包含數個子系統及有一套切換規則切換這數

個子系統，其子系統可由微分方程式或差分方程式來表示。為何要研究切換式系

統，其動機有很多，像是模糊控制(fuzzy control)，適應性控制(adaptive control)，

可變結構控制(variable structure control)這種有多重模式的控制技術，可以將切換

式系統的概念應用上去，除此之外，在[2]、[3]、[4] 中所提到的非完整系統

(nonholonomic control system)這類型的系統，經由 Brockett’s condition[2] 、[5]可

知無法只用單一回授控制使其穩定，在[6]中使用切換式系統的概念來解決這問

題。 

對同一個系統來說，若需要兩個控制律切換才能使系統穩定，我們可以將第

一個控制律與受控體當作為一個子系統，將第二個控制律與受控體當作為一個子



 

 8 

系統，此種形式也是切換式系統的一種。 

對於切換式系統，切換律選取是相當重要的，從[25]中，我們可以知道若子

系統都為穩定，但切換律選取不當導致整體系統會不穩定。對於切換式系統，若

子系統都不穩定，從[26]我們也可以知道對於不穩定之系統之間是有可能經過切

換達到穩定的目的。 

 

目前對於切換式系統穩定性分析大多都是使用李亞普諾夫函數(Lyapunov 

function)來分析，這是一個使用能量觀點來分析系統是否穩定的理論，也是一種

常被用來討論系統穩定性的方法。 

若子系統之間穩定切換律存在，卻可能出現有限時間內無限次切換的現象

(zeno)，這是我們不想要的，所以我們希望建構有限時間進行有限次切換(nonzeno)

之切換律，並且在這個切換律下達成穩定的目的，Decarlo 提出改善 zeno 的切換

策略[26]，我們以下面這個例子來說明 Decarlo 所提的切換策略 

 

考慮以下切換式系統: 

xx iA=&    ,   },{ 21=i    , nℜ∈x  

此時系統包含兩個子系統且子系統為線性系統，控制目標是希望透過適當切換律

使系統狀態收斂到原點。 

一般切換式系統常會碰到如圖 2.1 之切換狀況，即系統可能在某一切換面上進行

來回不斷切換，這種在切換面上發生有限時間內無限次切換的現象(zeno)，雖然

仍可能會使系統狀態收斂到原點，但是我們這種現象通常不是我們不想要的。假

設選擇切換面一或切換面二作為系統的切換面，皆會在切換面上進行來回不斷切

換，在[26]，Decarlo 提出改善 zeno 的切換策略，切換概念如圖 2.2 所示，切換

面一為子系統一切換到子系統二的切換點，切換面二為子系統二切換到子系統一

的切換點，並且在切換面一與切換面二所夾的區域無論使用子系統一或子系統二
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皆會使狀態往原點收斂，如此一來可改善 zeno 現象並使系統狀態收斂到原點。 

 

圖 2.1: 原始切換法則 

 

圖 2.2: 新的切換法則 

 

 

 

 

切換面一 

切換面二 

子系統一 

子系統二 

子系統一 

子系統二 

切換面 
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2.3 電力系統模型電力系統模型電力系統模型電力系統模型 

 

本節中，我們主要是研究 Dobson 和 Chiang [17] 的電力系統數學模型。利

用 Dobson 和 Chiang 的模型，並且在原始模型中加入一個變壓器 (tap 

changer)[11]，以變壓器的匝數比作為控制器輸入，達到電壓調節的目的。 

    在電力系統模型中，主要包含了無限匯流排、非線性負載、變壓器、負載平

衡電容與發電機，其模型描述可以分為負載模型與電力系統模型兩大部分，其描

述如下： 

負載模型：非線性負載模型的表示是採用於 Walve[27]，並且在[17]將其化簡，

其非線性模型是描述在感應馬達動態與 PQ 負載在並聯情況之下。而馬達與 PQ

負載所組成的非線性模型，表示如下： 

)  (   10 VTVKδKP PP pvpw
&& ++++=                   (2. 5) 

2
210    VKVKδKQQQ qvqvqw ++++= &                  (2. 6) 

在此， 0P 與 0Q 分別代表馬達中所消耗的有效功率與無效功率， 1P 與 1Q 是表示為

PQ 負載的消耗功率。 

電力系統模型：原始模型中加入變壓器的圖形表示於圖 2.3(a)。在模型中，發電

機的動態方程式可利用搖擺方程式(swing equation)獲得，表示如下： 

mmmmmmmmmm θYE-θδ-δVYEPωdδM sin)sin(-  2+++=&&          (2. 7) 

在此，M 、 md 與 mP 分別表示發電機的慣量、阻尼與機械功率。在模型中，包含

一個負載平衡電容C ，來使電壓能提升到標么值為 1.0 的附近。為了方便使用，

我們利用戴維寧等效將C 、 0Y 、 0E 化簡，其表示如下： 

                  ( ) 2
1

0
1－

0
2－

0
2

00 cos2-1      θCYYCEE +=′  
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                  ( ) 2
1

0
1－

0
2－

0
2

00 cos2-1    θCYYC YY +=′  

                  












+=′
0

1－
0

0
1－

0
00

cos-1

sin
arctan    

θCY

θCY
θθ  

明顯地，利用戴維寧等效結果 00YE ′′ 與 00YE 是相同的，其等效圖形表示於圖 2.3(b)。 

 

 

(a) 

 

(b) 

圖 2.3:電力系統模型(a)原始電力系統模型加上變壓器(b)戴維寧等效 
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    計算其網路中所消耗功率，在網路中無效功率損耗與有效功率損耗可以表示

如下： 

( ) )sin(
 

1
-)sin(    ,, 000 mmmmm -θδ-δVYE

n
θδVYEVδδP +′′=            

2

200 sin
1

sin VθY
 n

θY mm 







+′′+                     (2. 8) 

( ) )cos(
 

1
)cos(    ,, 000 mmmmm -θδ-δVYE

n
θδVYEVδδQ ++′′=  

2

200 cos
 

1
cos　- VθY

n
θY mm 








+′′                     (2. 9) 

由(2. 5)-(2. 7)以及(2. 8)-(2. 9)，我們可以得到電力系統的動態方程式如下： 

 ωδm    =&                                                     (2. 10) 

mmmmmmmmm θYEθδ-δVYE
 n

PωdωM sin)sin(
1

-    2++++=&     (2. 11) 

10
2

2 --),,(--   QQVδδQVKVK δK mqvqvqw +=&                  (2. 12) 

       ( )VK-KKKVKKVKK pvqwqvpwqvpwpvqw += 2
2    &  

( )( ) ( )( )1010 --,,---,, QQVδδQKPPVδδPK mpwmqw+     (2. 13) 

我們的系統參數是採用於[17]，其參數值如下： 

負載參數 

0.4=pwK ， 0.3=pvK ， -0.03=qwK ， -2.8=qvK ， 2.12 =qvK ， 8.5=T ， 0.60 =P ，

1.30 =Q ， 01 =P  

網路與發電機參數 

20.00 =Y ， -5.00 =θ ， 1.00 =E ， 12.0=C ， 8.00 =′Y ， -12.00 =′θ ， 2.50 =′E ，

5.0=mY ， -5.0=mθ ， 1.0=mE ， 1.0=mP ， 0.05=md ， 0.3=M  

全部的參數以標么值(per unit value)為單位，其角度以度數表示。 
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    我們令 mδx =1 ， ωx =2 ， δx =3 ， Vx =4 ，
 n

u
1

= ，由(2. 10)-(2. 13)，我們

可將動態方程式表示為 

 

21       xx =&                                                               (2. 14) 

[ ]uxxxxx  )-sin(0.087316.66670.1667-1.8807        31422 ++=&              (2. 15) 

( )34
2
443 -0.0873cos666.6667-334.129793.3333-43.3333         xxxxx +=&       

[ ] uxxxQ )-cos(0.0873166.6667-33.3333 3141 ++  

3
22

4166.0325 dux ++                                              (2. 16) 

)-cos(0.0873104.575253.0961-14.52297.0327-         34
2
444 xxxxx ++=&    

         134 5.2288-)-sin(0.08737.8431 Qxx+  

[ ] u xxxxxx )-sin(0.08731.9608)-cos(0.087326.1438 314314 ++++  

4
22

426.2152- dux +                                               (2. 17) 

其中 T
43 ),,0,0(  dd=d 代表系統可能具有的不確定因素或外在干擾。有兩種類型的

d在文獻[17,23]中提到，其中一種起因於負載的變動，也就是 1Q 隨著電力的需求

所產生的變動；另一種則來自於動態感應馬達模型的參數。 
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2.4 VSC設計控制律設計控制律設計控制律設計控制律達到二項式之穩健輸出追蹤達到二項式之穩健輸出追蹤達到二項式之穩健輸出追蹤達到二項式之穩健輸出追蹤 

考慮一個非線性系統如下 

dxgxgxfx +++= 2
21 )()()(    uu&                    (2. 18) 

)h( x=y                               (2. 19) 

其中 nℜ∈x 為系統狀態變數， ℜ∈u 為控制輸入， ℜ∈y 為控制輸出及 nℜ∈d 為

模型的不確定因素或外部雜訊。假設 )(⋅f 、 )(1 ⋅g 、 )(2 ⋅g 及 )h(⋅ 為平滑向量場。因

為動態方程式(2. 18)中有 2u 項，我們可以得知此動態方程式不是非線性仿射系統

(nonlinear affine system)。在本章中，我們將利用可變結構控制設計出一個控制器

u，使得系統輸出即使在有不確定因素與外部雜訊干擾的情況下，依然可以達到

所要的輸出值 )(tyd ，完成 )()( tyty d→ 當 ∞→t 。 

 

針對(2. 18)- (2. 19)，由論文[1]可以利用可變結構控制設計出一個控制律，使

系統輸出即使在有不確定因素與外部雜訊干擾下，依然可以達到所要的輸出值，

完成 )()( tyty d→ 當 ∞→t 。 

我們選定順滑面為 

0=−= )()()( tytyts d                          (2. 20) 

若系統狀態到達順滑面並且維持在順滑面上，則輸出追蹤就可以達成，因此控制

器必須有到達順滑平面與保持在順滑平面的控制能量。 

我們選擇控制器為 

reeq uuu +=                              (2. 21) 

其中 reu 要使得系統狀態在有限時間到達順滑面， equ 要使系統狀態保持在順滑面

中。從(2. 18)- (2. 20)我們可以得到 

dyhuhuhhs && −⋅∇+⋅∇+⋅∇+⋅∇= d)x(g)x(g)xf( 2
21  
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�   d⋅∇+++= hγβuαu 2
                                     (2. 22) 

其中 h∇ 為 )x(h 的梯度向量， )x(g)x( 2⋅∇== hαα ， )x(g)x( 1⋅∇== hββ  ， 

dyhγγ &−⋅∇== )x(f)x( ，並利用下面假設 

假設假設假設假設 2.1  在控制期間 02 ≠⋅∇= )x(ghα  

假設假設假設假設 2.2  存在一個非負函數 ),x( tκ ，且 ),x(d tκh ≤⋅∇  

 假設 2.1 代表系統(2. 18)- (2. 19)的相對階數為 1，並且 2u 永遠不會消失。除

此之外，我們也藉由假設 2.2 限制d的上限。 

為了保持系統狀態維持在順滑平面， equ 是選擇無雜訊存在時滿足 0=)(ts&  

當 0=⋅∇ dh ，由(2. 22)可得 

α

β
u eq

2

∗±−
=

∆∆∆∆
                           (2. 23) 

其中 

αγβ 42 −=∗∆∆∆∆                             (2. 24) 

滿足(2. 23)的 equ 有兩個，在此我們先選取 

α

β
u eq

2

∗−−
=

∆∆∆∆
                           (2. 25) 

equ 的選取是為了系統狀態在有限時間到達順滑面，系統必須滿足迫近條件 

)()()( tsηtsts −≤&                            (2. 26) 

其中 η為正數，我們利用下面假設 

假設假設假設假設 2.3  函數 ),x( t
α

κ−
⋅

∗

4

∆∆∆∆
為正值。並且存在一個正數 η，使得在控制期間 
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0
4

≥−−
⋅

=
∗

ηtk
α

tW ),x(),x(
∆∆∆∆

                    (2. 27) 

假設 2.3 意味著(2. 22)拋物線極值的絕對值必須大於不確定因素或外在干擾

的上限值 ),x( tκ ，也就是 ∗∆∆∆∆ 不會因d的大小變動導致 0≤∗∆∆∆∆  

在此，我們選取 reu 為 

))(( ts
α

u re sgn
2 ⋅

=
∗∆∆∆∆

                         (2. 28) 

由論文[1]，我們知道在滿足假設 2.3 系統將滿足迫近條件，在有限時間到達順

滑面。由上述的討論我們可以得到控制律為 

))(( ts
αα

β
u sgn

22 ⋅
+

−−
=

∗∗ ∆∆∆∆∆∆∆∆
                    (2. 29) 

若我們在(2. 23)式選擇 equ 為正號，由論文[1]我們可以得到控制律為 

))(( ts
αα

β
u sgn

22 ⋅
−

+−
=

∗∗ ∆∆∆∆∆∆∆∆
                    (2. 30) 

因此，我們有下列的結果 

定理 2.1  若系統(2. 18)- (2. 19)滿足假設 2.1、2.2 及 2.3，控制律選定為(2. 29)或

(2. 30)，則系統將可達成輸出追蹤 dyty →)( 之性能。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 17

 

Chapter 3  

 

二次多項式系統之穩健輸出追蹤 
 

 

 

 

 

 

要使二次多項式系統達到穩健輸出追蹤，論文[1]利用可變結構控制來設計

控制律及提出所需的假設條件，但是在輸出追蹤的過程中系統狀態可能不滿足所

提出的假設條件。為了要使系統達到穩健輸出及維持內部狀態穩定，本論文先針

對無干擾系統(nominal system)利用預備回授(preliminary feedback)使系統達到輸

出追蹤並找出對應的平衡點，本論文所討論的不確定因素來自系統本身一個參數

的估計值與真實值之間的誤差，即此參數會隨時間改變並且此參數可由參數估計

值與參數不確定因素組成，對應的無干擾系統的平衡點可能隨估測參數變化而變

化，接著再設計控制律使系統在有參數不確定因素下達成輸出追蹤並使系統狀態

收斂到無干擾系統的平衡點，如此則同時可以達到穩健輸出追蹤及內部狀態穩定

的目的。 

在本章中，我們將探討使二次多項式系統達到穩健輸出追蹤的方法。在 3.1

節中，我們介紹考慮的系統形式，以及希望達到的控制目標。在 3.2 節中，我們

介紹控制律的設計及需要滿足的假設條件。 
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3.1 問題描述問題描述問題描述問題描述 

考慮如下之單輸入單輸出之二次多項式系統: 

)(p)x(g)x(g)x(fx 21 tuu +++= 2
&                     (3. 1) 

)x(hy =                                 (3. 2) 

其中 nℜ∈x 為系統狀態變數， ℜ∈u 為控制輸入， ℜ∈y 為系統輸出， nt ℜ∈)(p 為

系統其中一個參數且會隨時間改變，假設 )(p t 可寫成如下型式 )(d)(p)(p ttt += 0  

，其中 )(d t0 代表我們事先可以預測或是量測到的系統參數， )(d t 為系統參數的

不確定因素。假設 )f(⋅ 、 )(g1 ⋅ 、 )(g2 ⋅ 為平滑向量場。由於系統動態方程式有 2u 項，

我們可以得知此動態方程式不是非線性仿射系統(nonlinear affine system)[23]。主

要的控制目標是設計控制器使系統在具有參數不確定因素的情況下，依然可以達

到所要的輸出值 dy ，完成 dyty →)( ，且 dy 為常數，當 ∞→t ，及內部動態要維

持穩定。 

 

3.2 控制律設計控制律設計控制律設計控制律設計 

考慮無干擾系統之動態方程式如下: 

)(p)x(g)x(g)x(fx 21 tuu 0
2 +++=&                   (3. 3) 

)x(hy =                                (3. 4) 

由於 )(d t 一般是無法預測的，先針對無干擾系統設計預備控制律使無干擾系統達

到輸出追蹤下並找出對應的平衡點，此時系統必須滿足下列的(3. 5)與(3. 6)式 

00
2
00000 =+++ )(p)x(g)x(g)x(f 21 tuu                    (3. 5) 

00 =− dyh )x(                                 (3. 6) 
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 我們要解滿足(3. 5)與(3. 6)的解，此時有 1+n 個方程式與 1+n 個變數，假設滿足

(3. 5)與(3. 6)的解的解存在，則我們可以解得滿足輸出追蹤對應的平衡點 0x 與控

制律 0u ，由於系統已知的估測參數 )(p t0 會隨著時間改變，對應滿足輸出追蹤的

平衡點 0x 與控制律 0u 會隨著 )(p t0 改變。接著我們希望在有參數不確定因素 )(d t

的情況下，我們能設計控制律使系統狀態收斂到平衡點 0x 達到輸出追蹤與內部

狀態穩定的目的。 

設計控制器為: 

vtuu += )(0                               (3. 7) 

其中 )(tu0 為針對無干擾系統使系統達到輸出追蹤對應解出的預備回授，v為使系

統狀態在有系統參數不確定因素下能克服參數不確定因素使系統達到輸出追蹤

及系統狀態收斂到平衡點 0x 的控制律。 

定義狀態誤差為: 

)(xxe t0−=                               (3. 8) 

其中 [ ]Tnxxxt 020100 L=)(x 為針對無干擾系統利用預備回授達成輸出追蹤

下對應解出之平衡點， [ ]Tnxxx L21=x 為系統狀態。 

 

由(3. 1)- (3. 2)與(3. 7)- (3. 8)，我們可將原始系統動態方程式整理為: 

)(d),e(g),e(g),e(fe 21 tvtvtt newnewnew +++= 2
&                (3. 9) 

                             

其中 

dt

td
ttuttutttnew

)(x
)(p)())(xe(g)())(xe(g))(xe(f),e(f 0

0
2
0020010 −++++++=  

)())(xe(g))(xe(g),e(g tuttt
new 002011 2 +++=  

))(xe(g),e(g tt
new 022 +=  
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其中
dt

td )(x0 代表無干擾系統的平衡點隨時間的變化率，由於參數估計值隨時間變

化率
dt

td )(p0 我們可以獲得，且無干擾系統的平衡點對參數估計值的變化率

)(p

)(x

t

t

0

0

∂

∂
我們也可以求得，所以

dt

td )(x0 我們可以透過鍊鎖律(chain rule)得知。 

接著我們針對(3. 9)式的動態方程式，設計控制律 v使在有系統參數不確定因

素情形下使 0→e ，則可以達到穩健輸出追蹤與內部狀態穩定的目的。        

一般我們要使狀態誤差收斂到原點，我們可以選取控制李亞普諾夫函數，並

設計控制律使控制李亞普諾夫函數遞減，來達到系統狀態誤差收斂的目的，但可

能找不到平滑(smooth)或連續的控制律使控制李亞普諾夫函數遞減，本論文將使

用切換控制律來達到控制李亞普諾夫函數遞減的目的。  

針對(3. 9)式的系統，我們選取控制李亞普諾夫函數 

PeeTV
2

1
=                                 (3. 10) 

由(3. 9)式與(3. 10)式可得 

)(Pde tcbvavV T+++= 2&                         (3. 11) 

 

其中
new

Ttaa 2Pge),e( == ，
new

Ttbb 1Pge),e( == ， new
Ttcc Pfe),e( == ，且 a、b

可能在某些區域等於零。 

當 a不為零時，(3. 11)式等號右邊為 v的二次多項式，我們可以在滿足一些

假設條件下設計控制律 v使系統之控制李亞普諾夫函數遞減，當 a為零且b 不為

零時，(3. 11)式等號右邊為 v的一次多項式，我們可以設計另一個控制律 v使控

制李亞普諾夫函數遞減，當 a、b 等於零，v不會出現在(3. 11)中，v無法決定V&

的正負號，若此時不加控制( 0=v )仍能使落在 a、b 等於零區域的狀態誤差會收

斂到原點，則系統狀態誤差即可達到收斂到原點的目標。 
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我們利用下面假設 

假設假設假設假設 3.1  假設存在正定矩陣P，可使得 0=a 發生在 00 =−+ dyth ))(xe(  

假設假設假設假設 3.2  存在非負函數 ),e( tρ ，使得 ),e(Pde tρT ≤  

假設 3.1 代表(3. 11)式等號右邊的 2v 項在 00 =−+ dyth ))(xe( 會消失，此時

為非線性仿射系統。除此之外，假設 3.2 說明了 )(Pde tT 上限。 

因為 0=a 發生在 00 =−+ dyth ))(xe( ，我們以 10 ε≤−+ dyth ))(xe( 作為控制

律切換的分界點，其中 1ε 為很小的值，即以 10 ε≤−+ dyth ))(xe( 為 0≈a 的情形，

代表 0≈a 時(3. 11)等號右邊可以近似為 v的一次多項式。除此之外，b 可能在使

00 =−+ dyth ))(xe( 的某些子區域等於零，我們以 2ε≤b 作為控制律切換分界

點，其中 2ε 為很小的值，以 2ε≤b 為 0≈b 的情形，當 0≈a 、 0≈b 時，代表無

法透過 v改變V& 的正負號，此時若控制律選取為 0=v 仍能使落在 a、b 等於零區

域的狀態誤差會收斂到原點，則系統狀態誤差即可達到收斂到原點的目標。。 

  

當 0≠a ，在(3. 11)式，等號右邊是 v的二次多項式形式，且一般來說d是無

法預測的，考慮V& 在最差情況下，由(3. 11)式及假設 3.2 可得 

),e( tρcbvavV +++= 2&                         (3. 12) 

定義∆∆∆∆ 為(3. 12)式的判別式 

)),e(( tρcab +−= 42∆∆∆∆                        (3. 13) 

由於 a、b 可能在某些區域等於零，我們可分為四個情形討論分別為 0>a 、

0<a 、 0≈a 且 0≠b 、 0≈a 且 0≈b 的情況，設計適當的控制律及對應穩定的條

件。 
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考慮 0>a 的情況: 

當 0>a 時，(3. 11)的拋物線頂點高度不會因不確定因素或外在干擾的上限值

),e( tρ 而出現大於等於 0，才能設計控制律使 0<V& ，如圖 3.1 所示。我們利用下

面的假設 3.3 並設計控制律。 

假設假設假設假設 3.3  當 0>a ，在 10 ε=−+ dyth ))(xe( 的鄰域存在不變集合(invariant set)且

滿足 0>∆∆∆∆ ，我們將這個不變集合以 1ΩΩΩΩ 表示。 

 

控制律選取 

一般來說d是無法預測的，我們選取 v使得 0<V& ，我們選取 v為 

a

b
v

2
−=                                (3. 14) 

由假設 3.3，在 1ΩΩΩΩ 這不變集合裡，使用(3. 14)的控制律使控制李亞普諾夫函數遞

減，達到狀態誤差收斂的目的。 

 

考慮 0<a 的情況: 

當∆∆∆∆ 為負值且 0<a ，代表此時拋物線頂點的高度不會因為d的大小變動而使拋

物線頂點高度大於等於零，此時拋物線開口向下，此時任意的 v 皆可使 0<V& ，

如圖 3.2 所示，所以，我們將控制律選取如(3. 15)可使 0<V& 。當∆∆∆∆ 為正值且 0<a ，

代表此時拋物線頂點的高度不會因為d的大小變動而使拋物線頂點高度小於等

於零，此時拋物線開口向下，我們一定可以找到 v使 0<V& ，我們將控制律選取

如(3. 16)可使 0<V& ，如圖 3.3 所示，我們利用下面的假設 3.4 並設計控制律。 

 

假設假設假設假設 3.4  當 0<a ，在 10 ε=−+ dyth ))(xe( 的鄰域存在不變集合，我們將這個不

變集合以 2ΩΩΩΩ 表示 
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當 0<a ，控制律選取 

一般來說d是無法預測的，當∆∆∆∆ 為負值，我們選v使 0<V& ，我們選取 v

為(3. 15)式  

a

b
v

2
−=                               (3. 15) 

一般來說d是無法預測的，當∆∆∆∆ 為正值，我們選 v使得 0<V& ，，我們選取 v為(3. 

16)式，並利用下面假設 3.5 

)(asgn
aa

b
v

∆∆∆∆
+−=

2
                        (3. 16) 

由假設 3.4，在 2ΩΩΩΩ 這不變集合裡，使用(3. 15)或(3. 16)的控制律可使控制李亞普

諾夫函數遞減，達到狀態誤差收斂的目的。 

 

考慮 0≈a 、 0≠b 的情況: 

當 0≈a 、 0≠b ，V& 可以進似成 v的一次多項式形式，我們利用下面假設 3.5 並

設計控制律。 

假設假設假設假設 3.5  當 0≈a ，在 10 ε≤−+ dyth ))(xe( 區域存在不變集合使狀態不會進入

0>a 、 0<∆∆∆∆ 造成狀態誤差發散的情形，我們將此不變集合以 3ΩΩΩΩ 表示並且

313 ΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩ ⊆∩ 、 323 ΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩ ⊆∩ ，如圖 3.4 所示。 

 

當 0≈a ，由(3. 11)可以得到 

PdeTcbvV ++≈&                       (3. 17) 

當 0≈a 、 0≠b ，由(3. 17)式我們選取控制律 v為 

b

btc
v

50.),e( −ρ−−
=                        (3. 18) 

當 0≈a 、 0≠b ，由假設 3.1、假設 3.2 以及(3. 18)控制律選取，不會因d的大小
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變動而使 0≥V& 。 

假設 3.5 代表使用(3. 18)的控制律在 3ΩΩΩΩ 這不變集合內能維持 0≈a ，且使控制李

亞普諾夫函數遞減，使落在 3ΩΩΩΩ 區域的狀態誤差收斂。 

 

考慮 0≈a 、 0≈b 的情況: 

當 0=a 、 0=b 時，無法透過 v改變V& 的正負號，我們利用下面假設 3.6 並設計

控制律。 

假設假設假設假設 3.6 當 0=a 、 0=b ，控制律選取(3. 19)，在此情況下系統狀態誤差會收斂

到原點。 

當 0≈a 、 0≈b ，我們選取的控制律 v為 

0=v                                 (3. 19) 

假設 3.6 代表當 0=a 、 0=b 時，無法透過 v改變V& 的正負號，此時若控制律選

取為 0=v 仍能使落在 a、b 等於零區域的狀態誤差會收斂到原點，則系統狀態誤

差即可達到收斂到原點的目標。 

 

 

定理 3.1 在系統(3. 9)滿足假設 3.1、3.2，在 0>a 滿足假設 3.3，控制律選取為(3. 

14) ，在 0<a 滿足假設 3.4，控制律選取為(3. 15)或(3 16)， 0≈a 、 0≠b 滿足假

設 3.5，控制律選取為(3. 18)，在 0≈a 、 0≈b 滿足假設 3.6，控制律選取為(3. 19)，

則在 321 ΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩ ∪∪ 的區域我們可以達到使狀態誤差收斂到原點之目的，因此系

統將可以達到輸出追蹤與內部狀態穩定的目的。 
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圖 3.1: 0>a ， 0>∆∆∆∆ ，(3.10)示意圖 

 

圖 3. 2: 0<a ， 0<∆∆∆∆  ，(3.10)示意圖 
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圖 3.3: 0<a ， 0<∆∆∆∆ ，(3.10)示意圖 

 

圖 3.4: 收斂區域式意圖 
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Chapter 4  

 

應用於變壓器控制之電力系統的電

壓調節研究 
 

 

 

 

 

 

在本章中我們將應用 3.2 節中設計的控制律於 Dobson 和 Chiang[17]的電力系統

模型，在原始模型中加入一個變壓器[11]，如 2.3 節所介紹的電力系統模型，以

變壓器為控制輸入點，藉由調整變壓器的匝數比，使系統負載電壓能穩定在我們

希望的電壓值，來達到電壓調節的功能及內部狀態穩定的目的。在 4.1 節中，為

在 Dobson 和 Chiang的電力系統模型加入變壓器，推導系統動態方程式表示式。

在 4.2 節中，我們將 3.2 節中針對單輸入單輸出的二次多項式系統設計的控制律

應用於電力系統中，設計出適合的控制律，應用於電力系統使系統達到電壓調節

與維持內部狀態穩定的目的，並且討論可以達到電壓調節與內部狀態穩定的範

圍，並分析模擬結果。在 4.3 節中，我們將 3.2 節設計出的控制律與 VSC 設計出

的控制律作一些效能的比較。 
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4.1 系統動態方程式系統動態方程式系統動態方程式系統動態方程式 

在 2.3 節中，將 Dobson 和 Chiang [17] 的電力系統模型加入一個變壓器[11]，經

過參數的選取與整理得到(2. 17)-(2. 20)式，在本論文中，我們假設d只來自於 1Q

的變動，我們可將(2.17-(2.20)表示成如下的形式 

                                                                     

我們可將(2.17-(2.20)表示成如下的形式 

)(pxgxgxfx tuu +++= 2
21 )()()(&                      (4. 1) 

其中 
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=

1

1

22885

333333

0

0

Q

Q

.

.
p  

    21       )( xf =x  

    22 0.1667-1.8807      )( xf =x  

    ( )34
2
443 -0.0873cos666.6667-334.129793.3333-43.3333      )( xxxxf +=x  

)-cos(0.0873104.575253.0961-14.52297.0327-      )( 34
2
444 xxxxf ++=x  

)-sin(0.08737.8431 34 xx+  

    0      )(1,1 =xg  

    )-sin(0.087316.6667      )( 3141,2 xxxg +=x  

    )-cos(0.0873166.6667-      )( 3141,3 xxxg +=x  

    )-sin(0.08731.9608)-cos(0.087326.1438      )( 3143141,4 xxxxxxg +++=x  
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    0      )(2,1 =xg  

    0      )(2,2 =xg  

    2

42,3 166.0325      )( xg =x  

    2

42,4 26.2152-      )( xg =x  

    0      1 =p  

    0      2 =p  

    13 33.3333      Qp =  

    14 5.2288-      Qp =  

其中 1Q 為系統中的一個參數，代表負載的無效功率消耗，我們可以將 1Q 以 

1101 QQQ ∆∆∆∆+= 表示，其中 1Q 代表實際的負載無效功率消耗， 10Q 代表量測的負

載無效功率消耗， 1Q∆∆∆∆ 代表負載無效功率的誤差量。 

則我們可以將d表示成如下的形式: 

dpp += 0  

其中 



















−
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−
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1

1

10
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0

22885

333333

0

0

  ,  

22885

333333

0

0

Q

Q

Q

Q

∆∆∆∆

∆∆∆∆

.

.
d

.

.
p  

則電力系統可以表示成如下的形式 

dpxgxgxfx ++++= 0
2

21 )()()( uu&                   (4. 2) 

在此，我們選擇系統電壓為系統輸出 

4xy =                                  (4. 3) 

我們定義電壓調節值 1≡dy  
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4.2 控制律設計控制律設計控制律設計控制律設計 

4.2.1 系統平衡點分析系統平衡點分析系統平衡點分析系統平衡點分析: 

考慮無干擾系統如下: 

0
2

21 )()()( pxgxgxfx +++= uu&                      (4. 4) 

由於控制目標是讓負載電壓固定穩定在 1，我們針對無干擾系統設計預備控制律

0u 使負載電壓固定在 1，並找出對應之平衡點 0x ，則必須滿足下列(4. 5)-(4. 8) 

                  

200 x=                                                                      (4. 5)                                                                                                                                     

0301020 -sin(0.087366671616670880710 uxxx )... ++−=                      (4. 6)                  

1030 33333308730cos666766612972840 Qx .).(.. +−−=    

  2
003010 032516608730cos6667166 uuxx .).(. ++−−                    (4. 7)                 

103030 2288508730sin84317 08730cos57521046059450 Qxx .).(.).(.. −−+−+−=

      030103010 08730sin9608108730cos143826 uxxxx )].(.).(.[ −++−++  

2

0215226 u.−                                                           (4. 8)                                                      

由(4. 5)-(4. 8)中，要解得符合的平衡點 0x 與 0u 並非容易，且 0x 與 0u 的值會

隨 10Q 值變化而變化，由(4. 9) 可以得知 020 =x ，我們利用”AUTO”來求得(4. 

10)-(4. 13)的平衡點與 0u 。經由”AUTO”計算後，我們可以得到兩組衡點與 0u 為

正的解，分別為{ Txxx ],,[ 01301101 0= 、 01u }及{ Txxx ],,[ 02302102 0= 、 02u }，我們將

兩組平衡點與 0u 分別以實現與虛線來表示如圖 4.1 所示，同時也可以得到兩組衡

點與 0u 為負的解，我們將兩組平衡點與 0u 分別以實現與虛線來表示如圖 4.2 所
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示，但 0u 為負，由於控制輸入點為變壓器匝數比倒數， 0u 為負得到負的匝數比

與實際系統不符，故選用 0u 為正的解。由圖 4.1 我們可以觀察在 451210 .≥Q 就無

平衡點與 0u 存在。接下來我們將利用系統線性化來判斷所得的平衡點是否為穩

定的平衡點。 
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圖 4.1: 0u 為正值，平衡點 0x 與 0u 對 10Q 的變化 
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0

u
0

 Q
10  

圖 4.2: 0u 為負值，平衡點與 0u 對 10Q 的變化 
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4.2.2 穩定點分析穩定點分析穩定點分析穩定點分析: 

 

利用 4.2.1 所得的平衡點與 0u 進行線性化分析，來判斷系統在 14 =x 是否有穩定

平衡點存在，我們令 ],,[e 321 eee= ，在此 

1011 xxe −=  

2022 xxe −=  

3033 xxe −=  

 

其中 ),,( 302010 xxx 分別代表 ),,( 321 xxx 的平衡點將系統(4. 5)-(4. 8)對平衡點進行

線性化，可得 

ee 0A=&                                (4. 9) 

                                

在此 

















=

3331

2322210

0

010

aa

aaaA  

0301021 08730cos666716 uxxa ).(. +−−=  

1667022 .−=a  

0301023 08730cos666716 uxxa ).(. +−=  

0301031 08730sin666716 uxxa ).(. −+=  

0301031 08730sin666716 uxxa ).(. −+=  

030103033 08730sin666716608730sin6667666 uxxxa ).(.).(. −+−−−=  

 

 

將由 4.2.1 節所得的平衡點 01x 、 02x 與控制律 01u 、 02u 分別帶入(4. 9)，其中
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平衡點為 01x 控制律為 01u 時，所得到 0A 特徵值的實部對 10Q 變化如圖 4.3(a)所

示，由圖 4.3(a)我們可以知道特徵值實部皆在左半平面，故加入 01u 所得的平衡點

01x 為一個穩定平衡點；當平衡點為 02x 控制律為 02u 時，所得到 0A 特徵值的實部

對 10Q 變化如圖 4.3(b)所示，由圖 4.3(b)我們可以知道當 21110 .≤Q 特徵值實部皆

在右半平面，故當 21110 .≤Q 加入 02u 所得的平衡點 02x 為一個不穩定平衡點。 

 

 

8 9 10 11 12
-120

-100

-80

                                                          Q
10

8 9 10 11 12
-92

-90

-88

                                                          Q
10

8 9 10 11 12

-0.15

-0.1

                                                          Q
10

8 9 10 11 12
0

1

2

3

                                                          Q
10

8 9 10 11 12
-0.14

-0.12

-0.1

                     (a)                                  Q
10

8 9 10 11 12
-3

-2

-1

0

                     (b)                                  Q
10

 

圖 4.3: (a)左邊三圖代表平衡點為 01x 控制律為 01u ， 10Q 對三個特徵值的影響 

       (b)右邊三圖代表平衡點為 02x 控制律為 02u ， 10Q 對三個特徵值的影響 
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4.2.3 控制律設計控制律設計控制律設計控制律設計 

 

在 4.2.1 節中，我們設計預備控制律使無干擾系統滿足輸出追蹤並找出對應

的平衡點，在 4.2.2 節中，我們利用線性化技術探討系統平衡點的穩定度。接下

來我們將 3.2 節針對單輸入單輸出的二次多項式系統設計控制律的方法，設計控

制律使系統在有參數不確定因素d下，達到電壓調節與系統狀態收斂到無干擾系

統的平衡點，如此則可同時達到輸出追蹤與內部狀態穩定的功能。 

我們設計控制律為 

vtuu += )(0                              (4. 10)                             

其中 0u 為針對無干擾系統使達到輸出追蹤對應解出的預備回授，且 0u 的值會隨

10Q 值變化而變化， v為使系統在有不確定因素下能克服參數不確定因素使系統

達到輸出追蹤及系統狀態收斂到平衡點 0x 的控制律。 

定義狀態誤差為 

)(xxe t0−=                              (4. 11) 

其中 [ ]10 30100 xxt =)(x 為針對無干擾系統使達到輸出追蹤下對應解出之平

衡點，且 )(x t0 的值會隨 10Q 變化， x為系統狀態 

由(4. 10)、(4. 11)，我們可將(4. 2)重新整理得到 

d)(eg)(eg)(efe +++= 2
21 ,,, vtvtt newnewnew

&               (4. 12) 

其中 

dt

td
ututtnew

)(x
p))(x(eg))(x(eg))(xf(e),e(f 0
0

2
0020010t −++++++=  

)())(xe(g))(x(eg),e(g tuttnew 002011 2t +++=  

))(x(eg),e(g tnew 022 t +=  
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=

4

3

2

1

d

d

d

d

d  

dt

(t)dx
etfnew,

10
21 −=)(e,  

)())()(()()(e, tutxetxeeetfnew, 0303101422 0.0873sin116.66670.16671.8807 ++−−++−=

)0.0873cos1666.6667334.1297574.9261284.1297 3034
2
443 )(()()(e, txeeeetfnew, −−+−++=

         )())()(()( tutetxee 03031014 x0.0873cos1166.6667 −−+++−    

dt

(t)dx
Qtue 30
10

2
0

2
4 33.33331166.0325 −+++ )()(  

))(()()(e, txeeeetf new, 3034
2
444 0.0873cos1104.575253.096191.669345.6059 −−++−−−=

          ))(() txee 3034 0.0873sin17.8431( −−++    

          )())()(() tutxetxee 03031014 0.0873cos126.1438( −−++++      

)())()(() tutxetxee 03031014 0.0873sin11.9608( −−++++  

10
2
0

2
4 5.2288126.2152( Qtue −+− )()  

0=)(e, tg1new,1  

))()(()()(e, txetxeetg new, 303101421 0.0873sin116.6667 ++−−+=  

)()())()(()()(e, tuetxetxeetg new, 0
2

4303101431 1332.0650.0873cos1-166.6667 ++−−+++=

))()(()()(e, txetxeetg new, 303101441 0.0873cos126.1438 −−+++=  

)()())()(()( tuetxtxee 0
2

43031014 152.4304e0.0873sin11.9608 +−−−++++

02new,1 =)(e, tg  
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02new,2 =)(e, tg  

2
432 1166.0325 )()(e, += etg new,  

2

442 126.2152 )()(e, +−= etg new,  

01 =d  

02 =d  

13 33.3333∆ Qd =  

14 5.2288∆Qd −=  

由 4.1.1 小節我們可以知道 10x 、 30x 、 0u 會隨 10Q 變化如圖 4.1 所示，我們可

以利用曲線契合(curve fitting)得到 10x 、 30x 對 10Q 的函數，並且 10Q 對時間的變化

我們一般可以量測的到，由鍊鎖律(chain rule)我們可以得知
dt

(t)dx10 、
dt

(t)dx30 。 

由於(4. 12)式，我們可以知道
dt

(t)dx
ee 10
21 −=& ，由圖 4.1 若 10Q 變動不大則

dt

(t)dx10 很小，則 21 ee ≈& ，若能使 21 ee + 收斂到零，則可以使 1e 、 2e 收斂到零。 

我們定義 [ ]Teeee 4321 +=)e(z  

並且可以得到 

d)(eg)(eg)(ef)e(z ′+′+′+′= 2
21 ,,, vtvtt newnewnew&             (4. 13)  

  

其中 
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∆∆∆∆
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)())()(()()(e, tutxetxeeeetfnew, 03031014221 0.0873sin116.66670.16671.8807 ++−−++−+=′

          
dt

(t)dx10−  

)0.0873cos1666.6667334.1297574.9261284.1297 3034
2
442 )(()()(e, txeeeetfnew, −−+−++=′

         )())()(()( tutxetxee 03031014 0.0873cos1166.6667 −−+++−    

dt

(t)dx
Qtue 30
10

2
0

2
4 33.33331166.0325 −+++ )()(  

))(()()(e, txeeeetfnew, 3034
2
443 0.0873cos1104.575253.096191.669345.6059 −−++−−−=′

          ))(() txee 3034 0.0873sin17.8431( −−++    

          )())()(() tutxetxee 03031014 0.0873cos126.1438( −−++++      

)())()(() tutxetxee 03031014 0.0873sin11.9608( −−++++  

10
2
0

2
4 5.2288126.2152( Qtue −+− )()  

))()(()()(e, txetxeetg new, 303101411 0.0873sin116.6667 ++−−+=′  

)()())()(()()(e, tuetxetxeetg new, 0
2

4303101421 1332.0650.0873cos1-166.6667 ++−−+++=′

))()(()()(e, txetxeetg new, 303101431 0.0873cos126.1438 −−++++=′  

)()())()(()( tuetxetxee 0
2

43031014 152.43040.0873sin11.9608 +−−−++++

02new,1 =′ )(e, tg  

2
422 1166.0325 )()(e, ++=′ etg new,  

2
432 126.2152 )()(e, +−=′ etg new,  

01 =′d  

12 33.3333∆ Qd +=′  

13 5.2288∆Qd −=′  
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首先，我們選取控制李亞普諾夫函數: 

PzzTV
2

1
=                              (4. 14)                            

其中 

















= −

−

1

10

10
4

8

P  

並且可以得到 

zPz && TV =  

 ]d)(eg)(eg)(ef[Pz ′+′+′+′= 2
21 ,,, vtvtt newnewnew

T  

dPz ′+++= Tcbvav2
                                      (4. 15) 

其中 ),e(gPz ta new
T

2
′= ， ),e(gPz tb new

T
1
′= ， ),e(fPz tc new

T ′= 。一般來說d′是無法

預測的。   

其中 

2
443 1215226016603250 ))(..( +−= eeea  

))()(()( txetxeeeb 30310144 0.0873cos126.1438 −−++++=  

   )()())()(()( tueetxetxeee 0
2

4430310144 152.43040.0873sin11.9608 +−−−++++  

)()())()(()( tueetxetxeee 0
2

4330310143
-4 1332.0650.0873cos110*166.6667- ++−−+++

   ))()(())( txetxeeee 303101421
-8 0.0873sin1(10*16.6667 ++−−+++  

))(()({ txeeeeec 3034
2
444 0.0873cos1104.575253.096191.669345.6059 −−++−−−=            

))(() txee 3034 0.0873sin17.8431( −−++  

   )())()(() tutxetxee 03031014 0.0873cos126.1438( −−++++     
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)())()(() tutxetxee 03031014 0.0873sin11.9608( −−++++  

})() 10
2
0

2
4 5.2288126.2152( Qtue −+−  

)0.0873cos1666.6667334.1297574.9261284.129710 3034
2
443

4 )(()({ txeeeee −−+−+++ −

   )())()(()( tutetxee 03031014 x0.0873cos1166.6667 −−+++−         

})()(
dt

(t)dx
Qtue 30
10

2
0

2
4 33.33331166.0325 −+++  

2221
8 0.16671.8807(10 eeee −+++ − ){           

})())()(()(
dt

(t)dx
tutxetxee 10

03031014 0.0873sin116.6667 −++−−++  

1413
4 228851033333 QeQeT ∆∆∆∆∆∆∆∆ .*.dPz −=′ −  

  

由 a的形式且 3e 代表負載電壓的相角誤差， 3e 的值介在 π20 ~ ，可知 0=a 發生

在 04 =e ，滿足假設 3.1。 

由 1413
4 228851033333 QeQeT ∆∆∆∆∆∆∆∆ .*.dPz −=′ −             

         )).*.( 143
4 2288510333333 Qee ∆∆∆∆+≤ −   

定義 143
4 2288510333333 Qeetρ ∆∆∆∆).*.(),e( += − 則滿足假設 3.2 

考慮V& 最差情況下，由(4. 15)可得 

),e( tρcbvavV +++= 2&                        (4. 16) 

定義∆∆∆∆ 為(4. 20)式的判別式 

)),e(( tρcab +−= 42∆∆∆∆                         (4. 17) 

 

因為 0=a 發生在 04 =e ，我們以 14 ε=e 當控制律切換的分界點， 1ε 為很小的值，

以 14 ε−<e 為 0>a 的情形， 14 ε>e 為 0<a 的情形， 14 ε≤e 為 0≈a 的情形，在此
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我們選取 3
1 10−=ε ，代表 0≈a 時，(4. 16)式等號右邊可以近似 v的一次多項式，

此時我們需要切換控制律使控制李亞普諾夫函數遞減。 

當 0≈a ，其中b 可能在某些區域發生等於 0，當 04 =e 時， 0=b 發生在 03 =e

如圖 4.4 所示，我們以 2ε=b 當控制律切換的分界點， 2ε 為很小的值，以 2ε≤b

為 0≈b 的情形，以 2ε>b 為 0≠b 的情形，。 

當 0≈a 、 0≈b 時，代表此時無法透過 v改變V& 的正負號，且此時 03 ≈e 、

04 ≈e ，此時控制律選取為 0=v ，若系統狀態誤差在此情況下會收斂到原點，則

可以達到狀態誤差收斂到原點的目的。 

當 0≈a ，系統則在 0≈a 、 0≈b 的情形與 0≈a 、 0≠b 的情形，在這兩種情

況下作切換，達到狀態誤差收斂到原點的目標，如圖 4.5 所示 

由於 a、b 可能在某些區域等於零，我們可分為四個情形討論分別為 0>a 、

0<a 、 0≈a 且 0≠b 、 0≈a 且 0≈b 的情況，設計適當的控制律及對應穩定的條

件。 

 

考慮 0>a 的情形: 

當 0>a ，控制律選取 

一般來說d′是無法預測的，我們選取 v使得 0<V& ，我們選取 v為 

a

b
v

2
−=                                 (4. 18) 

當 0>a ，必須在滿足 0>∆∆∆∆ 的限制我們才可以設計控制律使控制李亞普諾夫函數

遞減，若在滿足 0>∆∆∆∆ 的區域內存在某個區域 ),e( t1ΩΩΩΩ ，且 ),e( t1ΩΩΩΩ 為不變集合，

則 ),e( t1ΩΩΩΩ 為可達成使狀態誤差收斂的區域。 

 

由(4. 13)、(4. 16)及(4. 17)的形式，我們可以知道滿足 0>∆∆∆∆ 將受到 1e 、 2e 、 3e 、
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4e 、 10Q 及 1Q∆∆∆∆ 的影響，因此，若選定 10Q ， 1Q∆∆∆∆ 值不同，則滿足 0>∆∆∆∆ 的狀態區

域 1e 、 2e 、 3e 、 4e  的區域也會不同。 

當 0>a ，必須再滿足 0>∆∆∆∆ ，才能設計控制律使控制李亞普諾夫函數遞減，達到

狀態誤差收斂的目的，令 }),e(|e{),e( 0>= tt ∆∆∆∆ΩΩΩΩ ，若 ),e( tΩΩΩΩ 內存在不變子集合

),e( t1ΩΩΩΩ ，則 ),e( t1ΩΩΩΩ 為 0>a 時可達成狀態誤差收斂的區域。 

我們以下面這個例子來說明，考慮 10Q =9， 201 .=Q∆∆∆∆ ， 304 .−=e ，我們可以在空

間中畫出滿足 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域，如圖 4.6 所示。在圖 4.6 中，圖形在 1e 的方向上

是週期的，因此我們擷取範圍在 ππ ~− 來表示，圖中黃色的曲面代表的是

0=),e( t∆∆∆∆ 的等高曲面，兩個黃色曲面所夾的區域是 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域，以外則是

0<),e( t∆∆∆∆ 的區域，我們可以知道 3e 要介在某個範圍才能使 0>),e( t∆∆∆∆ ，藍色的曲

面代表的是將
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得到 03 =e& 的圖形，兩個藍色區面所夾的是

03 <e& 的圖形，以外則是 03 >e& 的圖形，因此我們可以發現在 0>),e( t∆∆∆∆ 區域內存

在不變集合，同樣的方式當 10Q =9， 201 .=Q∆∆∆∆ ， 104 .−=e ，從圖 4.7 可以發現滿

足 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域的區域會變大， 3e 範圍越大，在 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域仍存在不變

集合，並且 3
4 10−→e 滿足 0>),e( t∆∆∆∆ 範圍越大，在 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域依然存在不變

集合。接著考慮 10Q =9， 201 .=Q∆∆∆∆ ， 02 =e ，我們可以在空間中畫出滿足 0>),e( t∆∆∆∆

的區域，如圖 4.8 所示。在圖 4.8 中，圖形在 1e 的方向上是週期的，因此我們擷

取範圍在 ππ ~− 來表示，圖中黃色的曲面代表的是 0=),e( t∆∆∆∆ 的等高曲面，黃色

曲面以上是 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域，以下則是 0<),e( t∆∆∆∆ 的區域，我們可以知道 3e 要介

在某個範圍 0>),e( t∆∆∆∆ ，藍色的曲面代表的是將
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得到 03 =e& 的圖

形，藍色曲面以上的是 03 <e& 的圖形，以下則是 03 >e& 的圖形，因此我們可以發

現在 0>),e( t∆∆∆∆ 區域存在不變集合，，同樣的方式當 10Q =9， 201 .=Q∆∆∆∆ ， 22 =e ，

從圖 4.9 可以發現滿足 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域幾乎沒有什麼變化，在 0>),e( t∆∆∆∆ 依然存

在不變集合。 
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因此當 0>a ，我們可以在 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域估計出不變集合 ),e( t1ΩΩΩΩ ，且在 ),e( t1ΩΩΩΩ

這不變集合裡，由於控制李亞普諾夫函數會遞減，達到狀態誤差收斂的目的。 

 

考慮 0<a 的情形: 

一般來說d′是無法預測的，當 0<∆∆∆∆ ，我們選 v使 0<V& ，我們選取 v為  

a

b
v

2
−=                                (4. 19) 

一般來說d′是無法預測的，當 0>∆∆∆∆ ，我們選 v使得 0<V& ，，我們選取 v為 

)(asgn
aa

b
v

∆∆∆∆
+−=

2
                         (4. 20) 

當 0<a ，我們一定可以找到控制律使控制李亞普諾夫函數遞減，若在滿足 0<a

的區域內存在某個區域 ),e( t2ΩΩΩΩ ，且 ),e( t2ΩΩΩΩ 為不變集合，則 ),e( t2ΩΩΩΩ 為可達成使

狀態誤差收斂的區域。 

 

我們以下面這個例子來說明，考慮 10Q =9， 201 .=Q∆∆∆∆ ， 304 .=e ，我們可以在空

間中畫出滿足 ),e( tΩΩΩΩ 的區域如圖 4.10 所示。在圖 4.9 中，圖形在 1e 的方向上是週

期的，因此我們擷取範圍在 ππ ~− 來表示，圖中黃色的曲面代表的是 0=),e( t∆∆∆∆ 的

等高曲面，兩個黃色曲面所夾的區域是 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域，以外則是 0<),e( t∆∆∆∆ 的

區域，在 0<),e( t∆∆∆∆ 的區域，我們可以選取控制律
a

b
v

2
−= 使控制李亞普諾夫函數

遞減，我們將
a

b
v

2
−= 代入 3e& ，藍色的曲面代表的是將

a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得到

03 =e& 的圖形，兩個藍色區面所夾的是 03 <e& 的圖形，以外則是 03 >e& 的圖形，

因此我們可以發現在 0<a 區域存在不變集合，同樣的方式當 10Q =9， 201 .=Q∆∆∆∆ ，

104 .=e ，從圖 4.11 可以發現滿足 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域的區域會變大， 3e 範圍越大，

仍存在不變集合。接著考慮 10Q =9， 201 .=Q∆∆∆∆ ， 02 =e ，我們可以在空間中畫出

滿足 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域，如圖 4.12 所示。在圖 4.12 中，圖形在 1e 的方向上是週期
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的，因此我們擷取範圍在 ππ ~− 來表示，圖中黃色的曲面代表的是 0=),e( t∆∆∆∆ 的

等高曲面，黃色曲面以下是 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域，以上則是 0<),e( t∆∆∆∆ 的區域，我們

可以知道 3e 要介在某個範圍 0>),e( t∆∆∆∆ ，藍色的曲面代表的是將
a

b
v

2
−= 代入 3e&

所得到 03 =e& 的圖形，藍色區面以下的是 03 <e& 的圖形，以上則是 03 >e& 的圖形，

因此我們可以發現在 0<a 區域存在不變集合，，同樣的方式當 10Q =9，

201 .=Q∆∆∆∆ ， 22 =e ，從圖 4.13 可以發現滿足 0>),e( t∆∆∆∆ 的區域幾乎沒有什麼變化，

在 0<a 依然存在不變集合。 

 

因此當 0<a ，我們可以在 0<a 的區域估計出不變集合 ),e( t2ΩΩΩΩ ，且在 ),e( t2ΩΩΩΩ 這

不變集合裡，由於控制李亞普諾夫函數會遞減，達到狀態誤差收斂的目的。 

 

考慮 0≈a 、 0≠b 的情形: 

由(4. 16)可以得到 

),e( tρcbvV ++≈&                          (4. 21) 

選取控制律為: 

b

btρc
v

50.),e( −−−
=                        (4. 22) 

當 0≈a ，我們需要估計收斂範圍，避免系統狀態誤差進入 0>a 、 0<∆∆∆∆ ，造成

狀態誤差發生發散的情形。我們以下面這個例子說明，考慮 10Q =9， 201 .=Q∆∆∆∆ ，

3
4 10−−=e ，我們將(4. 292 式控制律代入 4e& 、 3e& ，可以在空間中畫出 4e& 相關的圖

形如圖 4.14 所示，圖中黃色曲面代表的是 04 =e& 的等高曲面，兩個黃色曲面所夾

的是 04 >e& 的區域，以外則是 04 <e& 的區域，我們可以發現 3e 要在某個範圍才能

使 04 >e& ，圖中藍色區面代表的是 03 =e& 的等高曲面，兩個藍色區域所夾的是

03 <e& 的區域，接著同樣考慮 10Q =9， 201 .=Q∆∆∆∆ ， 3
4 10−−=e ，我們我們將(4. 29)
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式控制律代入 4e& ，可以在空間中畫出 4e& 的圖形如圖 4.15 所示，圖中藍色曲面代

表的是 04 =e& 的等高曲面，兩個藍色曲面所夾的是 04 >e& 的區域，圖中黃色曲面

代表的是 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，兩個黃色曲面所夾是 0>∆∆∆∆ 的區域，因此我們可以估

計出集合 ),e( t3ΩΩΩΩ 使其內之狀態不會進入 0>a 、 0<∆∆∆∆ 造成狀態誤差發生發散

的情形 ， 並且使 323 ΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩ ⊆∩ ),e(),e( tt 、 313 ΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩ ⊆∩ ),e(),e( tt 。 

 

考慮 0≈a 、 0≈b 的情形: 

選取控制律為: 

0=v                                 (4. 23) 

當 0≈a 、 0≈b ，代表此時無法透過 v改變V& 的正負號，此時控制律選取為 0=v ，

若系統狀態誤差會收斂到原點，則可達到狀態收斂誤差收斂到原點的目標，當

0≈a 、 0≈b 代表 04 ≈e 、 03 ≈e 。 

接著我們讓 04 =e 、 03 =e ，判斷 0=v 此時系統是否為穩定 

考慮 10Q 固定，此時系統可表示為: 

21 ee =&  

0303101422 0.0873sin116.66670.16671.8807 uxexeeee )()( ++−−++−=&  

我們可將此時系統表示為 

0-sin(0.08736667168807116670 03010111 =+−−−+ uxxeee )... &&&              (4. 24) 

我們考慮 810 =Q ，此時 16535010 .=x ， 3
30 10515411 −×−= .x ， 4444410 .=u ，將

此時 10x 、 30x 、 0u 值代入(4. 28)，可得 

0-57sin(-0.079087405248807116670 111 =−−+ )... eee &&&                      (4. 25) 

針對(4. 25)且 079570
2

1 .−≤
π

e 選取李亞普諾夫函數: 

57)cos(-0.0790740524)]-57sin(-0.079074052488071
2

1
1
0

2
1 ...[ +−∫ −+= dyyeV

e
&  
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57)cos(-0.0790740524-57cos(-0.079074052488071
2

1
   11

2
1 .).. +−−= eee&  

並且可得 

016670 2
1 ≤−= )(. eV &&  

0=V& 發生在 01 =e& ，當 01 =e& 、 079570
2

1 .−≤
π

e ，由(4. 25)我們可以得到 

0-57sin(-0.0790874052488071 11 ≠+= ).. ee&& 除了在 01 =e ，當 079570
2

1 .−≤
π

e ，

系統狀態誤差會收斂到 011 == ee & 。 

同樣方式，針對 10Q 固定，我們可以證明當 0≈a 、 0≈b ，系統為區域穩定，並

且收斂範圍會隨 10Q 增加而縮小。我們針對 910 =Q 與 1110 =Q 可以畫出 0≈a 、

0≈b 系統的收斂範圍如圖 4.16 與 4.17 所示。 

 

 因此在 ),e(),e(),e( ttt 321 ΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩΩ ∪∪ 的區域狀態誤差且 1e 、 2e 落在當 0≈a 、

0≈b 的收斂範圍裡，則即使在有不確定因素下依然可以使狀態誤差收斂到原

點，代表系統在有不確定因素下達成輸出追蹤的目的並且能夠收斂到無干擾系統

的平衡點。 
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4.2.4 模擬結果模擬結果模擬結果模擬結果 

為了方便起見，我們將 0>a 時的系統搭配前述的控制律((4.18)式)，我們以

系統一表示；將 0<a 的系統搭配前述的控制律((4. 19)式或(4. 20)式)，我們以系

統二表示；將 0≈a 、 0≠b 的系統搭配前述的控制律((4. 22)式)，我們以系統三表

示；將 0≈a 、 0≈b 搭配前述的控制律((4. 23)式)，我們以系統四表示。但是若按

照前面的切換法則，可能在系統三與系統四之間產生切跳現象，我們舉下面例子

說明，考慮 01 =Q∆∆∆∆ 的情形，當 1110 =Q 時，我們選定初始值 ].,.,.,.[x 313050600 =

進行模擬，如圖 4.18 所示。為了減輕切跳現象，我們重新定義 0≈a 時系統三與

系統四之間的切換法則，當在系統三時，當 2ε<b 則切換到系統四，當在系統四

時當 3ε>b ，則切換到系統三，其中 3ε 為很小的值且 23 ε>ε ，如圖 4.19 所示。

在此選取 4
2 10−=ε ， 3

3 105 −=ε * 。 

首 先 考 慮 01 =Q∆∆∆∆ 的 情 形 ， 當 1110 =Q 時 ， 我 們 選 定 初 始 狀

].,.,.,.[x 313050600 = 進行模擬，此時使無干擾系統電壓固定在 1，所得的平衡點

與 0u 皆為固定值，觀察初始電壓誤差為正值，觀察是否能達到電壓調節並使狀

態收斂到無干擾系統的平衡點，模擬結果如圖 4.20 所示。圖 4.20(a)是控制過程

中的 1Q 值，圖 4.20(b)- 4.20(e)分別是狀態的變化情形，圖 4.20(f)是控制過程中

的變壓器變化顯示，圖 4.20(g)- 4.20(j)分別是狀態的變化情形，圖 4.20(k)是控制

過程中的切換信號，圖 4.20(l)是控制過程中的u 值，由 4.20(e)我們可以看出電壓

由 1.3 收斂於 1，達到電壓調節的目的，而且由 4.20(g)- 4.20(i)可以看出狀態與無

干擾系統平衡點誤差會逐漸收斂到 0，達到內部狀態穩定的功能。接下來，一樣

在 1110 =Q ，我們選定初始值 ].,.,.,.[x 901020500 = ，觀察初始電壓誤差為負值，

模擬結果如圖 4.21 所示，由 4.21(e)可以看出電壓由 0.9 收斂於 1，達到電壓調節

的目的，並且由 4.21(g)- 4.21(i) ，可以看出狀態與無干擾系統平衡點誤差會逐漸
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收斂到 0，達到內部狀態穩定的目的。接下來我們考慮 10Q 隨著時間改變時，此

時使無干擾系統的負載電壓固定在 1，所得的平衡點與 0u 值會隨著 10Q 變化而變

化，此時所得的無干擾系統的平衡點與 0u 值會隨時間改變，觀察系統動態變化

情形。圖 4.22，我們設定 )(. tQ sin201010 += ，選定初始狀態 ].,.,.,.[x 111020500 = ，

由 4.22(e)，我們可以觀察電壓由 1.1 收斂到 1，由 4.22(g)- 4.22(i)可以觀察到狀態

與無干擾系統的平衡點的誤差會逐漸收斂到 0，達到內部狀態穩定的功能。在圖

4.23 中，我們使 10Q 在 533 .~=t 時，由 11 上升到 11.5，當 756 ~.=t ，在由 11.5

下降到 11，選定初始狀態 ].,.,.,.[x 901020300 = ，由 4.23(e)，我們可以看出電壓由

0.9 收斂到 1，由 4.23(g)- 4.23(i)可以觀察到狀態與標稱平衡點的誤差會逐漸收斂

到 0，達到內部狀態穩定的目的。 

接下來我們考慮 10Q 值固定及 01 ≠Q∆∆∆∆ 進行模擬。首先選擇 1010 =Q ，

201 .=Q∆∆∆∆ ，選定初始狀態 ].,.,.,.[x 312030400 = ，模擬結果如圖 4.24所示，圖 4.24(a)

是控制過程中的 1Q 值，圖 4.24(b)- 4.24(e)分別是狀態的變化情形，圖 4.24(f)是

控制過程中的變壓器變化顯示，圖 4.24(g)- 4.24(j)分別是狀態的變化情形，圖

4.24(k)是控制過程中的切換信號，圖 4.24(l)是控制過程中的u 值，由於 10Q 值固

定，為了無干擾系統電壓固定在 1，所得的平衡點與 0u 皆為固定值，模擬結果如

圖 4.24 所示，由圖 4.24 (e)，我們可以觀察到電壓從 1.3 收斂到 1，達到電壓調

節的目的，由 4.24(g)- 4.24(i)可以觀察到狀態與無干擾系統的平衡點的誤差會逐

漸收斂到 0，達到內部狀態穩定的目的。接下來，我們考慮 1Q∆∆∆∆ 會隨著時間變動

的 情 形 ， 選 定 1010 =Q ， 1Q∆∆∆∆ 在 2020 .~.− 隨 機 變 動 ， 初 始 狀 態

].,.,.,.[x 312030200 = ，模擬結果如圖 4.25 所示，由 4.25 (e)，可以看出電壓從 1.3

收斂到 1，達到電壓調節目的，由 4.25(g)- 4.25(i)可以觀察到狀態與平衡點誤差

也逐漸收斂到 0，達到內部狀態穩定的目的。 

接下來我們考慮 10Q 隨著時間改變時且 1Q∆∆∆∆ 會隨著時間變動，此時使無干擾

系統的負載電壓固定在 1，所得的平衡點與 0u 值會隨著 10Q 變化而變化，此時所
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得的無干擾系統的平衡點與 0u 值會隨時間改變，觀察系統動態變化情形。圖

4.26 ， 我 們 設 定 )(. tQ sin201010 += ， )(. tQ 3sin101 =∆∆∆∆ ， 選 定 初 始 狀 態

].,.,.,.[x 901020300 = ，由 4.26(e)，我們可以觀察電壓由 0.9 收斂到 1，由 4.26(g)- 

4.26(i)可以觀察到系統狀態與無干擾系統的與平衡誤差收斂到 0，達到電壓調節

與內部狀態穩定的目的。 

在圖 4.27 中，我們使 10Q 在 533 .~=t 時，由 10 上升到 10.5，當 756 ~.=t ，在

由 10.5 下 降 到 10 ， 1Q∆∆∆∆ 在 1010 .~.− 隨 機 變 動 ， 選 定 初 始 狀 態

].,.,.,.[x 313050600 = ，由圖4.27(e)，我們可以觀察電壓由1.3收斂到1，由圖4.27(g)- 

4.27(i)可以觀察到系統狀態與無干擾系統的與平衡誤差收斂到 0，達到電壓調節

與內部狀態穩定的目的。 

由以上模擬結果，我們設計的控制律在系統具有參數不確定因素情形下，依

然可以達到輸出追蹤並使狀態收斂到無干擾系統的平衡點，同時達到輸出追蹤與

維持內部狀態穩定的目的。 
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4.3 VSC與與與與 CLF兩種控制律的比較兩種控制律的比較兩種控制律的比較兩種控制律的比較 

 

4.3.1 VSC控制律設計控制律設計控制律設計控制律設計 

由於電壓調節值 1=dy 。由(2. 23)、(4. 3)可得到順滑平面為 

14 −= xts )(  

並且可以得到 

4xts && =)(             

440
2

42414 dpuggf ++++= )x()x()x( ,,  

4
2  dγβuαu +++=                                   (4. 26) 

其中 )x(,42gα = ， )x(,41gβ = ， 404 pfγ += )x( 。一般來說d是無法預測的，定義

∗∆∆∆∆ 為二次多項式(4. 30)的判別式 

αγβ 4 2 −=∗∆∆∆∆                             (4. 27) 

由(4. 2)式可以知道 2
4215226 xα .−= ，由α的形式可知道在控制期間α會小於 0，

除非發生電壓崩潰的情況，滿足假設 2.1。 ),x(. tQddh κ=≤=⋅∇ 144 22885 ∆∆∆∆ 滿

足假設 2.2，我們知道若存在某個正數 η，使控制期間 0
4

>−−
⋅

∗

ηtk
α

),x(
∆∆∆∆

，則可

以滿足假設 2.3。因此，根據定理 2.1，有兩種控制律可以達到控制目的，在此我

們選取控制律為 

))(( ts
αα

β
u sgn

22 ⋅
+

−−
=

∗∗ ∆∆∆∆∆∆∆∆
                    (4. 28) 



 

 50

由(4. 27)式，我們可以知道 

αγ=∗ 4-   2β∆∆∆∆                                                           

[ ]{ 2

3131
2
4 )-0.08731.9608sin()-(0.087326.1438cos     xxxxx +++=  

[ )-cos(0.0873104.575253.0961-14.52297.0327-104.8608 34
2
44 xxxx +++      

]} 5.2288-)-sin(0.08737.8431 1034 Qxx+                                  (4. 29) 

由定理 2.1 可知道，系統要達成輸出電壓調節，必須滿足假設 2.1-2.3，由定理 2.1

可知道系統要達成輸出電壓調節，必須滿足假設 2.1-2.3，我們由假設 2.2 與(4. 2)

式可以得到 11  5.2288 5.2288-   QQh ∆∆∆∆∆∆∆∆ ≤=⋅∇ d ，若設定假設 2.3 中之 0=η ，

使不等式(2. 30)變成如下的形式 

0 5.2288-
  4

t),( 1 >
α⋅

=
∗

QW ∆∆∆∆
∆∆∆∆

x                    (4. 30) 

由(4. 2)與(4. 29)式的形式，我們可以知道滿足(4.30)式將只受到 1x 、 3x 、 4x 、 10Q

及 1Q∆∆∆∆ 值的影響，因此，若選定 10Q ， 1Q∆∆∆∆ 值不同，則滿足(4. 30)式的狀態變數 1x 、 

3x 、 4x 的區域也會不同，定義滿足(4. 30)的區域為 ( ) { }0t),(  t, >=∗ xxx WΩΩΩΩ ， 

 

選定 10Q 及 1Q∆∆∆∆ 值後，可以在空間中畫出滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，如圖 4.28-4.29 所

示。圖 4.28(a)是 910 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ 時，狀態 1x 、 3x 與 4x 滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，因

為在 1x 方向上，圖形是週期性的，因此我們擷取 ππ= ~-1x 的區域來表示。圖

4.28(b)是 1110 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ 時，，狀態 1x 、 3x 與 4x 滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 。由圖 4.28 可

以觀察到，當 10Q 值愈大時，狀態滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域愈小，也就是系統狀態滿足

( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域會愈小。圖 4.29(a)是 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ 時，狀態 1x 、 3x 與 4x 滿

足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域。圖 4.29(b)是 1010 =Q ， 11 =Q∆∆∆∆ 時，狀態 1x、 3x 與 4x 滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ
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的區域。由圖 4.29 可以觀察到，當 1Q∆∆∆∆ 值愈大時，狀態滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域愈小，

也就是系統狀態可能滿足假設 2.3 的區域會愈小。 

 

 

4.3.2 VSC與與與與 CLF兩種控制律的比較兩種控制律的比較兩種控制律的比較兩種控制律的比較 

 

    本節中我們將探討在 01 =Q∆∆∆∆ 與    01 ≠Q∆∆∆∆ 時，應用 4.2 節設計的控制律與應

用 VSC 設計的控制律，在條件相同的環境下作性能的比較。首先，我們比較兩

種控制律可以達到電壓調節的範圍，我們以下面例子說明。首先考慮 0>a 的情

形，考慮 910 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ， 02 =x 的情況下，我們可以在空間中畫出滿足 0>∆∆∆∆

及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，如圖 4.30 所示，黃色曲面代表的是 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，黃色

曲面以上是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色曲面以下則是 0<∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面以上代表滿

足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，以下則是不滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，同樣的方式考慮 910 =Q ， 

01 =Q∆∆∆∆ ， 22 =x 的情況下，我們可以在空間中畫出滿足 0>∆∆∆∆ 及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，

如圖 4.31 所示，接著我們考慮 910 =Q ， 301 .=Q∆∆∆∆ ， 02 =x 在空間中畫出滿足

0>∆∆∆∆ 及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，如圖 4.32 所示，同樣方式考慮我們考慮 910 =Q ， 

301 .=Q∆∆∆∆ ， 22 =x 在空間中畫出滿足 0>∆∆∆∆ 及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，如圖 4.33 所示，

由圖 4.30-圖 4.33，我們發現當 0>a 時滿足 0>∆∆∆∆ 及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域幾乎一樣。接

著我們考慮 0<a 的情形，考慮 910 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ， 02 =x 的情況下，我們可以

在空間中畫出滿足 0>∆∆∆∆ 及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，如圖 4.34 所示，黃色曲面代表的是

0=∆∆∆∆ 的等高曲面，黃色曲面以下是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色曲面以上則是 0<∆∆∆∆ 的區

域，藍色曲面以下代表滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，以上則是不滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，同
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樣的方式考慮 910 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ， 22 =x 的情況下，當 0<a 我們可以在空間中

畫出滿足 0>∆∆∆∆ 及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，如圖 4.35 所示，我們發現當 0<a 、 01 =Q∆∆∆∆ 時

滿足 0>∆∆∆∆ 及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域幾乎重合，接著考慮 910 =Q ， 301 .=Q∆∆∆∆ ， 02 =x 在

空間中畫出當 0<a 滿足 0>∆∆∆∆ 及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，如圖 4.36 所示，同樣方式考慮

我們考慮 910 =Q ， 301 .=Q∆∆∆∆ ， 22 =x 在空間中畫出當 0<a 滿足 0>∆∆∆∆ 及 ( )t,x∗ΩΩΩΩ

的區域，如圖 4.37，由圖 4.36-圖 4.37 可以發現當 0<a 、 01 ≠Q∆∆∆∆ 時滿足 0>∆∆∆∆ 的

區域會比滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域來的大。 

 雖然使用 VSC 在滿足假設 2.3 條件下，可以使系統達到電壓調節的目的，

但內部狀態可能無法無持滿足假設 2.3 條件。系統要達到電壓調節目的必須滿足

假設 2.3，會影響 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的狀態只有 1x 、 3x 與 4x ，不包含 2x 。由系統的動態方

程式可以知道 21 xx =& ，因此，當系統的初始狀態在 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 區域內的邊界附近時，

此時若 2x 夠大的話，系統狀態有可能會跑出滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，造成不穩定的

情況發生。 使用 4.2 節的控制律，我們可以估計出使收斂區域，使系統達到電

壓調節與內部狀態穩定的功能。考慮下面例子，我們選定 51110 .=Q 、 01 =Q∆∆∆∆ ，

初使狀態選擇 ].,.,,.[x 8002803280 −= ，初始狀態滿足 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域內及 4.2 節設

計的控制率的收斂範圍內進行比較，使用 VSC 的控制律，狀態在經過一段時間

之後，就會跑出 ( )t,x∗ΩΩΩΩ 的區域，隨即發生電壓崩潰的狀況，如圖 4.38 所示。但

是使用 4.2節控制律卻能夠達成電壓調節與內部狀態穩定的功能，如圖 4.39所示。 

 

在電力系統電壓調節中，使用 VSC 控制律為了避免高頻切換的產生，我們

將控制律(4.35)式中的 ))(( tssgn 以 







ε
)(ts

sat 取代，且取 210−=ε 進行模擬。此外，

我們使用 CLF 控制律使系統達到電壓調節與內部狀態穩定的目的，在此我們選
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取 3
1 10−=ε 、 4

2 10−=ε 、 3
2 105 −=ε * 進行數值模擬。 

 接下來，考慮 1010 =Q 、 01 =Q∆∆∆∆ ，選定初始狀態 ].,.,.,.[x 80103040= ，此時

為了使無干擾系統達到電壓調節，所得的平衡點 ],.,,[x 10041000.184530 =  及

1.2025
0

=u ，應用 4.2 節介紹的控制律進行模擬。另外此時經由”MATLAB”計

算可以得到系統應用 VSC 控制的平 ],,,[x̂ 10.0032600.18454= ，接著我們針對這兩

種控制律作效能比較，定義輸出電壓的收斂時間為 

{ }∗∗ ≥∀<= tttxtt f 0.001, 1-)(   min 4                (4. 31) 

也就是狀態 4x 最後一次進入 0.001 1-)(  4 <tx 的區域後就永遠在此區域內的時

間點。比較應用兩種控制律使電壓收斂到我們希望的電壓值所花費的時間、在模

擬期間最大的控制力、花費的能量總合、負載電壓與 1 的誤差平方總和以及狀態

誤差平方總合。模擬結果如圖 4.40-圖 4.51 所示，實線代表使用 CLF 設計的控制

律，虛線代表使用 VSC 設計出的控制律，圖 4.40-4.43 分別為四個狀態的圖形，

圖 4.34 為u 值，圖 4.45 為使用 CLF控制律的切換信號。圖 4.46-4.49 分別為四個

狀態的模擬時間 1 秒的圖形，圖 4.50 為模擬時間 1 秒的u 值，圖 4.51 為模擬時

間 1 秒使用 CLF控制律的切換信號。我們將比較結果整理如表 4.1 所示，其中 ft

為收斂時間，T 為模擬時間，
∞

 )( tu 其模擬期間最大的控制力， ∫
T

dttu
0

2)( 為花

費的能量總和， ( ) dtx
T
∫0

2

4 1-(t) 為負載電壓與 1 的誤差平方總和， dt(t)(t) (
0

T
∫
T

ee 狀

態與平衡點誤差平方總合。 

由圖 4.40-圖 4.51 及表 4.1 的比較，我們可以發現，在 01 =Q∆∆∆∆ 的情況下，我們先

利用預備回授使無干擾系統達到電壓調節並找出對應的平衡點，在以 CLF 設計

的控制律使系統狀態收斂到無干擾系統的平衡點，可以在非常短時間內調節到我

們希望的電壓值，狀態與平衡點的誤差平方上與使用 VSC 設計的控制律差不了

多少。因此，從比較結果來看，我們使用 CLF 設計的控制律在電壓收斂時間、
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負載電壓與 1 的平方誤差都有非常優異的表現，此外兩者的控制律剛開始幾乎一

樣，但在 0540.=t 秒時，使用 CLF設計出的控制律的u 值突然從 0.36 跳到 1.23，

這是因為此時從系統一切換到系統三，之後一段時間維持在系統三，到 090.=t 從

系統三切換到系統四，之後一直維持在系統四，所以控制律並不平滑。 

 

接下來我們考慮 01 ≠Q∆∆∆∆ 的情況下，在 1010 =Q 、 201 .=Q∆∆∆∆ ，比較兩種控制

律的表現。選擇初始狀態 ].,.,.,.[x 801030400 = ，輸出電壓收斂時間為(4. 31)式，

模擬結果如圖 4.52-圖 4.63 所示，實線代表使用 CLF設計的控制律，虛線代表使

用 VSC 設計出的控制律，圖 4.52-4.55 分別為四個狀態的圖形，圖 4.56 為u 值，

圖 4.57 為使用 CLF 控制律的切換信號。圖 4.58-圖 4.61 分別為四個狀態的模擬

時間 1 秒的圖形，圖 4.62 為模擬時間 1 秒的u 值，圖 4.63 為模擬時間 1 秒使用

CLF 控制律的切換信號。由圖 4.52-圖 4.63 及表 4.2 的比較，我們可以發現，在

201 .=Q∆∆∆∆ 的情況下，我們先利用預備回授使無干擾系統達到電壓調節並找出對

應的平衡點，在以 CLF 設計的控制律使系統狀態在有負載不確定因素下收斂到

無干擾系統的平衡點，可以在非常短時間內調節到我們希望的電壓值，狀態與平

衡點的誤差平方上與使用 VSC 設計的控制律差不多。此外，我們使用 CLF設計

的控制律在有不確定因素或外在干擾下，電壓收斂時間、負載電壓與 1 的平方誤

差都有非常優異的表現，另外兩者的控制律剛開始幾乎一樣，但在 0580.=t 秒

時，使用 CLF的u 值突然從 0.36 跳到 0.7，這是因為此時從系統一切換到系統三，

之後一段時間維持在系統三，但此時控制律很不規則，到 10.=t 從系統三切換到

系統四，之後一直維持在系統四。 

 比較兩種控制律，由以上結果觀察，使用 4.2 節設計的控制律改善了使用

VSC 設計的控制律，在電壓調節過程中但無法保證內部狀態穩定的缺點，並且

保留 VSC 響應速度快，對於系統不確定因素較不敏感的優點。 
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表 4.1：CLF與 VSC 控制律的性能比較 

 CLF VSC 

ft  0.056 0.056 

∞
 )( tu  1.4283 1.2144 

∫
T

dttu
0

2)(  14.375 14.294 

( ) dtx
T
∫0

2

4 1-(t)  0.00046 0.0046 

dt
T
∫0

T (t)(t) ( ee  1.6677 1.6755 

{ }∗∗ ≥∀<= tttxtt f 0.001, 1-)(   min 4 ，
∞

 )( tu 為模擬期間最大的控制力， 

∫
T

dttu
0

2)( 為模擬期間花費的能量總和， ( ) dtx
T
∫0

2

4 1-(t) 為模擬期間狀態 4x 與 1 的

誤差總和， dt
T
∫0

T (t)(t) ( ee 為狀態誤差平方總合。 

表 4.2：CLF與 VSC 控制律的性能比較 

 CLF VSC 

ft  0.056 0.056 

∞
 )( tu  2.0101 1.1863 

∫
T

dttu
0

2)(  14.332 13.612 

( ) dtx
T
∫0

2

4 1-(t)  0.00054 0.00054 

dt
T
∫0

T (t)(t) ( ee  1.6039 1.6342 

{ }∗∗ ≥∀<= tttxtt f 0.001, 1-)(   min 4 ，
∞

 )( tu 為模擬期間最大的控制力， 

∫
T

dttu
0

2)( 為模擬期間花費的能量總和， ( ) dtx
T
∫0

2

4 1-(t) 為模擬期間狀態 4x 與 1 的

誤差總和， dt
T
∫0

T (t)(t) ( ee 為狀態誤差平方總合。， 
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圖 4.4: 04 =e ， 0=b 發生的區域 

 

圖 4.5: 0≈a 的切換法則 
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圖 4.6: 黃色曲面是在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 304 .−=e 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，兩

個黃色曲面所夾的區域是 0>∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面為
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 =e& 的

等高曲面，兩個藍色曲面所夾的區域為
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 <e& 的區域。 

 

圖 4.7: 黃色曲面是在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 104 .−=e 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，兩

個黃色曲面所夾的區域是 0>∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面為
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 =e& 的

等高曲面，兩個藍色曲面所夾的區域為
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 <e& 的區域。 
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圖 4.8: 黃色曲面是在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 02 =e 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，黃色

區面以上則是 0>∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面為將
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 =e& 的等高曲

面，藍色區域以上則是
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 <e& 的區域。 

 

圖 4.9: 黃色曲面是在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 22 =e 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，黃色

區面以上則是 0>∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面為將
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 =e& 的等高曲

面，藍色區域以上則是
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 <e& 的區域。 
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圖 4.10: 黃色曲面是在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 304 .=e 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，兩

個黃色曲面所夾的區域是 0>∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面為
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 =e& 的

等高曲面，兩個藍色曲面所夾的區域為
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 <e& 的區域。 

 

圖 4.11: 黃色曲面在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 104 .=e 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，兩個

黃色曲面所夾的區域是 0>∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面為
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 =e& 的等

高曲面，兩個藍色曲面所夾的區域為
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 <e& 的區域。 
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圖 4.12: 黃色曲面是在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 02 =e 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，黃色

區面以下則是 0>∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面為將
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 =e& 的等高曲

面，藍色區域以下則是
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 <e& 的區域。 

 

圖 4.13: 黃色曲面是在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 22 =e 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，黃色

區面以下則是 0>∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面為將
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 =e& 的等高曲

面，藍色區域以下則是
a

b
v

2
−= 代入 3e& 所得 03 <e& 的區域。 
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圖 4.14: 黃色曲面代表在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 3
4 10−−=e 時，將(4. 22)式代入 4e&

所得 04 =e& 的等高曲面，兩個黃色曲面所夾的是 04 >e& 的區域，藍色區面代表將

(4. 22)式代入 3e& 所得 03 =e& 的等高曲面，兩個藍色曲面所夾的是 03 <e& 的區域。 

 

圖 4.15: 黃色曲面是在 910 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ 及 3
4 10−−=e 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲面，

兩個黃色曲面所夾的區域是 0>∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面代表將(4. 22)式代入 4e& 所得

04 =e& 的等高曲面，兩個藍色曲面所夾的是 04 >e& 的區域。 
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圖 4.16: 黑色線內部代表當 03 =e 、 04 =e ，控制律為 0uu = 時， 1e 、 2e 的收斂

範圍，當 910 =Q  
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4
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圖 4.17: 黑色線內部代表當 03 =e 、 04 =e ，控制律為 0uu = 時， 1e 、 2e 的收斂

範圍，當 1110 =Q  
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圖 4.18: 1110 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始電壓為正值，(a) 1Q 值，(b) 狀態 1x ，(c) 狀態

2x ，(d) 狀態 3x ，(e) 狀態 4x (負載電壓值)，(f) 變壓器調節值。 

 

圖 4.19: 0≈a 時新的切換法則 
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圖 4.20: 1110 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始電壓為正值，(a) 1Q 值，(b) 狀態 1x ，(c) 狀態

2x ，(d) 狀態 3x ，(e) 狀態 4x (負載電壓值)，(f) 變壓器調節值，(g) 狀態誤差 1e ，

(h) 狀態誤差 2e ，(i) 狀態誤差 3e ，(j) 狀態誤差 4e ，(k) 切換信號，(l) u 值。 
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圖 4.21: 1110 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始電壓為負值，(a) 1Q 值，(b) 狀態 1x ，(c) 狀

態 2x ，(d) 狀態 3x ，(e) 狀態 4x (負載電壓值)，(f) 變壓器調節值，(g) 狀態誤差 1e ，

(h) 狀態誤差 2e ，(i) 狀態誤差 3e ，(j) 狀態誤差 4e ，(k) 切換信號，(l) u 值。 
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圖 4.22: )(. tQ sin201110 += ， 01 =Q∆∆∆∆ ，(a) 1Q 值，(b) 狀態 1x ，(c) 狀態 2x ，(d) 

狀態 3x ，(e) 狀態 4x (負載電壓值)，(f) 變壓器調節值，(g) 狀態誤差 1e ，(h) 狀

態誤差 2e ，(i) 狀態誤差 3e ，(j) 狀態誤差 4e ，(k) 切換信號，(l) u 值。 
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圖 4.23: 10Q 在 11~11.5 之間變化， 01 =Q∆∆∆∆ ，(a) 1Q 值，(b) 狀態 1x ，(c) 狀態 2x ，

(d) 狀態 3x ，(e) 狀態 4x (負載電壓值)，(f) 變壓器調節值，(g) 狀態誤差 1e ，(h) 狀

態誤差 2e ，(i) 狀態誤差 3e ，(j) 狀態誤差 4e ，(k) 切換信號，(l) u 值。 
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圖 4.24: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，(a) 1Q 值，(b) 狀態 1x ，(c) 狀態 2x ，(d) 狀態 3x ，

(e) 狀態 4x (負載電壓值)，(f) 變壓器調節值，(g) 狀態誤差 1e ，(h) 狀態誤差 2e ，

(i) 狀態誤差 3e ，(j) 狀態誤差 4e ，(k) 切換信號，(l) u 值。 
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圖 4.25: 1010 =Q ， 1Q∆∆∆∆ 在-0.2~0.2 之間變動，(a) 1Q 值，(b) 狀態 1x ，(c) 狀態 2x ，

(d) 狀態 3x ，(e) 狀態 4x (負載電壓值)，(f) 變壓器調節值，(g) 狀態誤差 1e ，(h) 狀

態誤差 2e ，(i) 狀態誤差 3e ，(j) 狀態誤差 4e ，(k) 切換信號，(l) u 值。 
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圖 4.26: )(. tQ sin201010 += ， sin(3t)101 .=Q∆∆∆∆ ，(a) 1Q 值，(b) 狀態 1x ，(c) 狀態

2x ，(d) 狀態 3x ，(e) 狀態 4x (負載電壓值)，(f) 變壓器調節值，(g) 狀態誤差 1e ，

(h) 狀態誤差 2e ，(i) 狀態誤差 3e ，(j) 狀態誤差 4e ，(k) 切換信號，(l) u 值。 
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圖 4.27: 10Q 在 10~10.5 之間變化， 1Q∆∆∆∆ 在-0.1~0.1 之間變動，(a) 1Q 值，(b) 狀

態 1x ，(c) 狀態 2x ，(d) 狀態 3x ，(e) 狀態 4x (負載電壓值)，(f) 變壓器調節值，

(g) 狀態誤差 1e ，(h) 狀態誤差 2e ，(i) 狀態誤差 3e ，(j) 狀態誤差 4e ，(k) 切換

信號，(l) u 值。 
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(a) 

 

(b) 

圖 4.28: 01 =Q∆∆∆∆ 時，狀態 1x 、 3x 、 4x 滿足 ),x( t∗ΩΩΩΩ 的區域， 

(a) 910 =Q ，(b) 1110 =Q 。 
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(a) 

 

(b) 

圖 4.29: 1010 =Q 時，狀態 1x 、 3x 、 4x 滿足 ),x( t∗ΩΩΩΩ 的區域 

(a) 01 =Q∆∆∆∆ ，(b) 11 =Q∆∆∆∆ 。 
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圖 4.30: 黃色曲面是在當 0>a ， 910 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ 及 02 =x 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲

面，黃色區面以上則是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色區面以下則是 0<∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面

以上為滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域，藍色曲面以下為不滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域。 

 

圖 4.31: 黃色曲面是在當 0>a ， 910 =Q ， 301 .=Q∆∆∆∆ 及 02 =x 時， 0=∆∆∆∆ 的等高

曲面，黃色區面以上則是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色區面以下則是 0<∆∆∆∆ 的區域，藍色曲

面以上為滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域，藍色曲面以下為不滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域。 
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圖 4.32: 黃色曲面是在當 0>a ， 910 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ 及 22 =x 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲

面，黃色區面以上則是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色區面以下則是 0<∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面

以上為滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域，藍色曲面以下為不滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域。 

 

圖 4.33: 黃色曲面是在當 0>a ， 910 =Q ， 301 .=Q∆∆∆∆ 及 22 =x 時， 0=∆∆∆∆ 的等高

曲面，黃色區面以上則是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色區面以下則是 0<∆∆∆∆ 的區域，藍色曲

面以上為滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域，藍色曲面以下為不滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域。 
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圖 4.34: 黃色曲面是在當 0<a ， 910 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ 及 02 =x 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲

面，黃色區面以下則是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色曲面以上則是 0<∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面

以下為滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域，藍色曲面以上為不滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域。 

 

圖 4.35: 黃色曲面是在當 0<a ， 910 =Q ， 301 .=Q∆∆∆∆ 及 02 =x 時， 0=∆∆∆∆ 的等高

曲面，黃色區面以下則是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色曲面以上則是 0<∆∆∆∆ 的區域，藍色曲

面以下為滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域，藍色曲面以上為不滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域。 
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圖 4.36: 黃色曲面是在當 0<a ， 910 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ 及 22 =x 時， 0=∆∆∆∆ 的等高曲

面，黃色區面以下則是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色曲面以上則是 0<∆∆∆∆ 的區域，藍色曲面

以下為滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域，藍色曲面以上為不滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域。  

 

圖 4.37: 黃色曲面是在當 0<a ， 910 =Q ， 301 .=Q∆∆∆∆ 及 22 =x 時， 0=∆∆∆∆ 的等高

曲面，黃色區面以下則是 0>∆∆∆∆ 的區域，黃色曲面以上則是 0<∆∆∆∆ 的區域，藍色曲

面以下為滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域，藍色曲面以上為不滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域。 
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圖 4.38: 51110 .=Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 ].,.,,.[x 8002803280 −= 在滿足 ∗ΩΩΩΩ 的區域

內使用 VSC 設計的控制律無法達成電壓調節的例子，(a) 狀態 1x ，(b) 狀態 2x ，

(c) 狀態 3x ，(d) 狀態 4x  

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0

0.5

1

1.5

(a) time

x
1

0 0.1 0.2 0.3 0.4
1.5

2

2.5

3

(b) time

x
2

0 0.1 0.2 0.3 0.4

-0.2

-0.1

0

0.1

(c) time

x
3

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

(d) time

x
4
 (
V
)

 

圖 4.39: 51110 .=Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 ].,.,,.[x 8002803280 −= 使用 4.2 節設計

的控制律並在其收斂範圍的系統狀態圖，(a) 狀態 1x ，(b) 狀態 2x ，(c) 狀態 3x ，

(d) 狀態 4x  
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圖 4.40: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 1x 比較圖 
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圖 4.41: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 2x 比較圖 
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圖 4.42: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 3x 比較圖 
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圖 4.43: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 4x 比較圖 
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圖 4.44: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，u 值比較圖 
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圖 4.45: 使用 CLF控制律的切換信號 
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圖 4.46: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 1x 放大比

較圖 
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圖 4.47: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 2x 放大比

較圖 
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圖 4.48: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 3x 放大比

較圖 
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圖 4.49: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 4x 放大比

較圖 
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圖 4.50: 1010 =Q ， 01 =Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，u 值放大比較

圖 
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圖 4.51: 放大比較時使用 CLF控制律的切換信號 
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圖 4.52: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 1x 比較

圖 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

time

x
2

clf

vsc

 

圖 4.53: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 2x 比較
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圖 4.54: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 3x 比較

圖 
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圖 4.55: 1010 =Q  ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 4x 比

較圖 
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圖 4.56: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，u 值比較圖 
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圖 4.57: 使用 CLF控制律的切換信號 
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圖 4.58: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態 1x 模擬

時間 1 秒比較圖 
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圖 4.59: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，狀態模擬時

間 1 秒比較圖 
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圖 4.60: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，模擬時間 1

秒比較圖 
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圖 4.61: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，模擬時間 1

秒比較圖 
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圖 4.62: 1010 =Q ， 201 .=Q∆∆∆∆ ，初始狀態 [ ]801030400 ....x = ，u 值模擬時

間 1 秒比較圖 
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圖 4.63: 模擬時間 1 秒時使用 CLF控制律的切換信號 
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Chapter 5  

 

結論與未來研究方向 
 

 

 

 

 

 

5.1 結論結論結論結論 

在本論文中，我們針對單輸入單輸出具有不確定因素的二次多項式系統，系

統相對階數為一階時，探討使系統同時能達到輸出追蹤與內部狀態穩定化的議

題。所提出的設計方法改善了論文[1]利用可變結構控制技術來達到穩健輸出追

蹤時所需的假設條件，其所需的假設條件在輸出追蹤的過程中可能無法有效維

持，造成系統不穩定現象發生的問題。此外，再本論文中所探討的系統不確定因

素來自系統本身一個參數的估計值與實際值的誤差，且此參數會隨時間改變。控

制律設計為先針對無干擾系統利用預備回授使系統達到輸出追蹤並找出對應的

平衡點，對應的標稱平衡點也會隨時間改變，再以控制李亞普諾夫理論設計出適

合的控制律，使系統在有參數不確定因素達成輸出追蹤的目的並使狀態收斂到無

干擾系統的平衡點，如此則可以同時達到穩健輸出追蹤與內部狀態穩定的功能。 
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5.2 未來研究方向未來研究方向未來研究方向未來研究方向 

1. 在本論文中，對於系統控制器存在輸入二次項時，所設計的控制器利用於系

統相對階數為一階，當用於相對階數為高階時，是否可以設計出適當的控制

律。 

2. 對於電力系統的電壓調節，是否能使用高階順滑模控制達成電壓調節的目的。 

3. 我們可以估計使狀態收斂到滿足輸出追蹤的區域，但對於系統狀態不落在估

計的收斂區域，是否能設計控制律使狀態進入估計的收斂區域。 
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