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二維度 LOD-FDTD 方法加上 Split-Field PML 

的穩定性分析 

 
 

學生：劉家安 指導教授：陳富強 博士 

國立交通大學電信工程研究所碩士班 
 
 

摘要 

 

本論文先對有限時域差分法(FDTD)和局部單維有限時域差分法(LOD-FDTD)做基

本的介紹與數學推導，而後針對 LOD-FDTD 來進行實驗與分析。第三章介紹對一維度

LOD-FDTD 的研究，其中推導出 LOD-FDTD 兩個時間程序的的差分方程式；而後進行

實驗，模擬高斯波在一維空間的行進。最後運用 Sullivan 所提出的吸收邊界(Absorbing 

Boundary Conditions)來做為模擬的邊界條件。章末透過數學推導，以及觀察長時間後的

行為，做為穩定性的分析。 

第四章是本論文的核心所在，對 LOD-FDTD 方法在二維度的情形進行實驗與分析。

在二維度的情況中，本論文運用 Berenger 所提出的分場完美吸收層(Split-Field Perfectly 

Matched Layer)做為邊界條件的設定。在二維度情況的分析中，本論文把各分量場轉換

為矩陣型式，透過計算各層 PML 放大矩陣的特徵值，來判斷二維度 LOD-FDTD 中的穩

定性，並觀察長時間的行為做為驗證。最後在第五章中，本論文亦提出了新的拆解三維

馬克士威的方法，並把時間加以分割成三個程序。此種拆解是加上 Split-Field PML 的必

要過程，預期將會對 LOD-FDTD 方法的實現有所貢獻。 
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Student: Chia-An Liu Advisors: Dr. Fu-Chiarng Chen 
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Abstract 
 

In the first part of this thesis, we give a friendly introduction and simple mathematical 

derivation to the FDTD method and the LOD-FDTD method. After, we focus on the research 

of the LOD-FDTD method and begin with the 1D case. In the chapter 3, we deduct the 

difference equations of the two procedures, and then simulate a Gaussian pulse exciting and 

proceeding in the 1-D space. The Sullivan ABC is also applied here, as the boundary 

conditions of the simulation space. Last but not least, using mathematical deduction and 

observing the long-term behaviors to do the stability analysis. 

The implementation of the 2-D LOD-FDTD method is presented in the chapter 4. It is not 

only the second part but also the highlight of this thesis. Since the deduction of the difference 

equations and the stability analysis in the 2-D case are both much more complicated than 1-D, 

we specially bring in the Berenger Split-Field PML as the boundary conditions of the 

simulation space. Finally, we transfer the fields into matrix forms and compute the 

eigenvalues of each PML, to know the stability of the 2-D LOD-FDTD method. Long-term 

behaviors observation is also utilized here, as a brief verification of the claim. Last, there also 

propose a new formulation of 3-D LOD-FDTD method in the chapter 5 by departing it into 

three updating procedures. It is a necessary process of adding split-field PML, and will 

contribute to the implementation of 3-D LOD-FDTD. 
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第一章 導論 

(Introduction) 

 

1.1 研究動機 

有限時域差分法 Finite-Difference Time-Domain (FDTD)，自從在 1966 年由 Kane S. 

Yee 所提出後[1]，就一直是模擬電磁波行為的一個非常重要的數值方法。舉凡微波電

路、電磁干擾(EMI)、天線、搖控感測模擬(Remote Sensing)、電磁波能量吸收模擬(SAR)

都是其應用的範疇。 

FDTD 屬於時域上的分析，可以直接地利用把馬克士威爾方程式(Maxwell’s equation)

離散化，寫成差分方程式後即可實現，但相對地也就擁有許多的數學變化。像是 1999

年所提出的交換方向定置法 ADI-FDTD(Alternative-Direction Implicit FDTD)[2]，經過改

良之後的 Envelope ADI-FDTD[3]，或是 2002 年所出現的 Crank-Nicolson-FDTD[4]，都

是為了克服傳統 FDTD 所擁有的數學限制，才發展而成。 

其中，2005 年才開始發展的局部單維有限時域差分法 LOD-FDTD (Locally–One 

-Dimensional FDTD)[6]也是其中一員。經由初步的數學推導，得知它不但可以克服傳統

FDTD 方法數學上的限制，同時也很可能比既有的 ADI-FDTD 方法擁有更穩定的計算。

由於它是近年才被提出來的數值方法，所以現今仍存在許多可能性，許多特性還未被嚴

謹地證實，還正在實驗的階段。 

若能親身參與這個演進的歷史，當然就是吸引我開始做這個研究的主要動力。本研

究中，將會提出 LOD-FDTD 方法在一維度以及二維度環境中的模擬，以及模擬後所得

到的結論。重點會擺在邊界條件(Boundary Conditions)的設定方式，以及對於 LOD-FDTD

穩定性的分析(Stability Analysis)，因為這都是對一個數值方法而言很重要的議題。 
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1.2 論文架構 

本論文大略可分為兩部分，第一部分為 LOD-FDTD 方法在一維度情形下的研究，

第二部分為 LOD-FDTD 方法在二維度情形下的研究。在進入主要研究之前，我會先附

一些基本理論的介紹，讓讀者先有一個完整的背景知識。整個主要實驗的流程，我會先

推導出數學原理，也就是離散化馬克士威爾方程式後，所得的差分方程式，這是把理論

透過程式碼來實現的依據；而透過程式的撰寫，我們可以取得模擬的結果，緊接著再進

行反射係數(Reflection Coefficient)的量測，以及矩陣型式的轉換，來達到我們想要分析

LOD-FDTD 方法的穩定性的目標。 

各個內容的細節，以下分為五個章節來做說明： 

第一章 導論：粗略敘述本論文之研究動機，針對本論文內容作摘要整理。 

第二章 FDTD 及 LOD-FDTD 的基本介紹及理論推導：簡單介紹 FDTD 和 LOD-FDTD

的一些原理和初步的數學推導。 

第三章 一維度 LOD-FDTD 的實驗及穩定度分析：本章將會詳細介紹我們是如何地離

散化方程式，做數學上的推導，包括模擬結果等等都會有嚴密的討論。 

第四章 二維度 LOD-FDTD 的實驗及穩定度分析：所做的流程大概跟第三章相仿，只

是但由於二維度的數學和分析都會複雜許多，所以本章也會介紹一些前章所沒

有出現的分析技巧。 

第五章  結論：將本論文所做的，利用 LOD-FDTD 方法在一維度和二維度上所做的實

驗結果及分析，在此做個總結。章末會附上一些大略的未來發展方向，希望本

研究能達到拋磚引玉之效，吸引先進們共同來努力完成。 
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第二章 FDTD 及 LOD-FDTD 的基本介紹及理論推導 

(Brief Introduction and Mathematical Deduction to the FDTD 

and LOD-FDTD Method) 

 

2.1 簡介 

    在本章的 2.2 中所提到的有限時域差分法(FDTD)，是可以拿來在時域上模擬電磁問

題的數值方法。而後在 2.3 中所提到的局部單維有限時域差分法(LOD-FDTD)，則是本

篇論文所要研究的數值方法，其內容也會在第三章及第四章中完整地呈現。 

 

2.2 有限時域差分法(Finite Difference Time Domain) 

    有限時域差分法(FDTD)是由 Kane S. Yee 在 1966 年所提出的演算法[10]，在電磁學

方面的研究上，FDTD 的使用相當廣泛，舉凡微波電路、電磁干擾(EMI)、天線、搖控

感測模擬(Remote Sensing)、電磁波能量吸收模擬(SAR)都可以使用它來模擬。在電磁學

上的 FDTD 應用，主要是架構在將馬克士威爾方程式(Maxwell’s equation) 寫成差分方程

式，進而將所有不同方向的電場、磁場離散化，因此我們可以算出模擬空間內任一位置

的電場值、磁場值。由於 FDTD 屬於時域上的分析，若要得到頻域上的響應則必須經過

富立業轉換(Fourier Transform) 的後處理。 

 

2.2.1 馬克士威爾方程式的離散化 

由 Yee 所提出來的 FDTD 是針對有限的空間區域，將它劃分成許多的小區域，這些

小區域稱它做單胞(cell)，如圖 2-1 所示，每個單胞上都分佈著各個方向的電場、磁場，

這些電場、磁場都來自將馬克士威爾方程式的微分形式離散化後得到的分佈，以下便由

兩個基本的旋度方程式開始分析： 
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                                                                     (2.1)

                                                                       (2.2)

H
E

t

E
H

t






 




 


 

 
 

首先，將(2.1)式、(2.2)式兩個向量方程式化為(2.3)式~(2.8)式的六個純量方程式： 

1
( )                                                           (2.3)

Hx Ey Ez

t z y
  

 
  

 

1
( )                                                           (2.4)

Hy Ez Ex

t x z
  

 
  

 

1
( )                                                           (2.5)

Hz Ez Ex

t x z
  

 
  

 

1
( )                                                           (2.6)

Ex Hz Hy

t y z
  

 
  

 

1
( )                                                           (2.7)

Ey Hx Hz

t z x
  

 
  

 

1
( )                                                           (2.8)

Ez Hy Hx

t x y
  

 
  

 

其中 代表介電係數(permittivity)，而代表導磁係數(permeability)。 

    而 Yee 所提出的單胞便是將空間全部離散化，空間的離散化便是將空間根據 x 、

、 來做切割，因此被切割到的格子點座標y z ( , , ) ( , , )x y z i x j y k z   

, ,
n
i j kEz

，則 便是

此位置在 Yee 網格中的空間座標，時間的離散化則是將時間根據所選擇的 來切割，

則 t ，因此以 z 方向電場 Ez 為例，當我們標示為 時，所代表的是在位置

時間 n 時的 z 方向電場。有了上述的離散法則，接著便是將上述六個純

量方程式以中央差分的方式離散化，以下說明如何將空間時間離散化的通式，F 表示的

是任意的場量函數： 

( , ,i j

t

)k

n

i x

n

j y 

t

)



( , ,k z t

i. x 方向微分的離散化，
, , 1/ 2, , 1/ 2, ,
n n n

i j k i j k i j kF F F

x x
  


 

 

ii. y 方向微分的離散化，
, , , 1/ 2, , 1/ 2,
n n n

i j k i j k i j kF F F

y y
  


 

 

iii. z 方向微分的離散化，
, , , , 1/ 2 , , 1/ 2
n n n

i j k i j k i j kF F F

z z
  


 

 

iv. 時間 t 微分的離散化，
1/ 2 1/ 2

, , , , , ,
n n n

i j k i j k i j kF F F

t t

  


 
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經由以上的離散化步驟，我們發現無論在空間或時間的離散中，都會出現有半個空

間間隔與半個時間間隔的情況，所以可以知道當我們將它應用到(2.3)式~(2.8)式中，我

們會得到電場與磁場在空間配置上有半個空間間隔的差距，而在時間的運算順序上半個

時間間隔的差距，以下是 ( 2 . 3 ) 式 ~ ( 2 . 8 ) 式經過完整離散化後的表示： 

1/ 2 1/ 2
, , , , , , , , 1 , , , 1,( ) ( )                      (2.9)n n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

t t
Hx Hx Ey Ey Ez Ez

z y 
 

 
 

    
 

 

1/ 2 1/ 2
, , , , , , 1, , , , , 1,( ) ( )                     (2.10)n n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

t t
Hy Hy Ez Ez Ex Ex

x z 
 

 
 

    
 

 

1/ 2 1/ 2
, , , , , , , 1, , , 1, ,( ) ( )                      (2.11)n n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

t t
Hz Hz Ex Ex Ey Ey

y x 
 

 
 

    
 

 

1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
, , , , , 1, , , , , 1 , ,( ) ( )                      (2.12)n n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

t t
Ex Ex Hz Hz Hy Hy

y z 
    

 
 

    
 

 

1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
, , , , , , 1 , , 1, , , ,( ) ( )                      (2.13)n n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

t t
Ey Ey Hx Hx Hz Hz

z x 
    

 
 

    
 

 

1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
, , , , 1, , , , , 1, , ,( ) ( )                      (2.14)n n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

t t
Ez Ez Hy Hy Hx Hx

x y 
    

 
 

    
 

 

其中，我們在切割空間網格時並沒有半個網格的切割，因此空間上半個間隔的位置

都已被其鄰近的整數的網格座標 ( , 所重新表示，而時間上的半個間隔雖然仍保留其

表示方式，但它實際代表的意思是電場與磁場的疊代運算是依序來進行的。 

, )i j k

以上是完整的全波模擬，包含六個場值，而隨著應用在 2D 的模擬時，我們可以將

完整的 Yee 模型化簡為 TE 和 TM 兩種 2D 的模型[12]，如圖 2.1 下方所示，TE 包含的

是 Ex、Ey、Hz 三個場量，TM 包含的是 Hx、Hy、Ez 三個場量，這兩個 2D 模型由於

其相對應原始 Yee 網格的切面是不同的，所以其 2D 的空間配置大小是有稍微不同的，

TM 與 TE 的模擬都將會在本篇論文中使用到。 

 

2.2.2   穩定條件 

    在 FDTD 的模擬當中，我們必須決定空間分割 x 、 y 、 z 以及時間分割 t ，不

當的設定會造成數值的發散，因此為了確保模擬的數值收斂以及準確性，有以下的準則

可做參考，首先必需決定最小波長，通常我們會以激發波源的截止頻率相對應的十分之
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一波長或更小來當作空間分割 x 、 y 、 z ，這樣的分割可以確保高頻的訊號不會因為

一個波長中網格切割數目不夠而造成數值不準確。一旦空間分割決定，時間分割 t 就必

須滿足 Courant criterion，即(2.15)式[11]，否則就會造成數值發散： 

1/ 2
2 2

1

  2

1
)                                                 (2.15)t

y z
   

max

(
1 1

v x
 

而 v 代表的是模擬空間中可能發生的最快波速，一般都以光速 c 來代表。 max o

 

圖 2-1 Yee 網格 

 

 

2.2.3   吸收邊界-完美吸收層(Perfectly Matched Layer) 

    當我們分析的問題是在一個開放的環境底下時，因為 FDTD 只能針對有限的空間來

做網格的切割，因此在面對開放環境的條件時，我們會將模擬環境射設定在包含主要散

射物體及激發波源的空間，而為了確保有開放空間的特性(及沒有反射波由邊界回來)，

我們會使用吸收邊界來截斷電磁波，而近年來較常被拿來使用的是在 1994 年由 Berenger
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所提出的完美吸收邊界(Perfectly Matched Layer)[13]，與以往 Mur 的吸收邊界[14]不同的

是，PML 是藉由吸收邊界的厚度及導電係數 的設定，來做物理上的吸收，而 Mur 的

吸收邊界則是讓波在邊界上滿足特定的微分方程式，來達到數學上的吸收。在本篇論文

中的模擬也都會使用 PML 來當作吸收邊界，以下便介紹 PML 的架構。 

    當我們考慮如圖 2.2 的情況，一個平面波垂直地由真空向介質傳播時，若要在真空

與介質的接面處不造成反射，則真空中的波阻抗與介質中的波阻抗必須是相等的，(2.16)

式表示真空中的波阻抗與介質中的波阻抗，當它們相等時則會滿足(2.17)式。PML 便是

利用這個特性來產生吸收邊界，當圖 2.2 的左側是我們的模擬空間而右側是吸收邊界

時，波由真空打入介質時，由於阻抗匹配，並不會產生反射，再者，波進入介質之後，

由於電導率   與磁導率 *  的存在，因此波會在介質中產生衰減，進而達到吸收的

效果。 

 

圖 2-2 平面波於真空-介質接面傳播示意圖 

    

*

               ;                                                     (2.16)
o

o
o

o
o

j
Z Z

j


 

 



 


 

 

*
                                                                    (2.17)

o o

 
 

  

    雖然上面的情況可以讓波被吸收，但也侷限在垂直入射的情況才能成立，因此為了

滿足從各個角度入射都能得到好的吸收效果，Berenger 提出了新的電導率   與磁導率 
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*  的概念，將它們分成 x xσ     σ * * *y z y z    ，以 x 為例，它會針對電場中往正 x

軸方向與負 x 軸方向傳播的成份來做吸收，我們此處強調成份的意思是當波傾斜入射到

吸收邊界時，一定可以拆解成平行成份與垂直成份，而垂直成份是我們要吸收的。雖然

利用了這樣的方式來吸收，但實際上這樣的吸收材料是不存在的。 

    為了滿足不同成份的場量由不同方向的電導率   與磁導率 *  來吸收，Berenger

進而將所有的場量做分解，如(2.18)式~(2.23)式所示： 

                                                             (2.18)x xy xzE E E 

y yx yzE E E

 

                                                             (2.19)   

z zx zyE E E                                                              (2.20)   

x xy xzH H H                                                            (2.21)   

y yx yzH H H                                                            (2.22)   

z zx zyH H H                                                            (2.23)   

   上述的分量滿足的方程式如(2.24)式~(2.35)式所示： 

                                                       (2.24)xy z
o y xy

E H
E

t y
 

 
 

 
 

                                                     (2.25)yxz
o z xz

HE
E

t z
 


  

 
 

                                                       (2.26)yz x
o z yz

E H
E

t z
 

 
 

 
 

                                                     (2.27)yx z
o x yx

E H
E

t x
 

 
  

 
 

                                                       (2.28)yzx
o x zx

HE
E

t x
 


 

 
 

                                                     (2.29)zy x
o y zy

E H
E

t y
 

 
  

 
 

*                                                  (2.30)xy z
o y xy

H E
H

t y
 

 
  

 
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*                                                     (2.31)yxz
o z xz

EH
H

t z
 


 

 
 

*                                                  (2.32)yx x
o x yx

H E
H

t z
 

 
  

 
 

*                                                  (2.33)yz x
o z yz

H E
H

t z
 

 
  

 
 

*                                                  (2.34)yzx
o x zx

EH
H

t x
 


  

 
 

*                                                     (2.35)zy x
o y zy

H E
H

t y
 

 
 

 
 

    上述十二個分解後的方程式若以 FDTD 的型式來表示時，則如(2.36)式~(2.47)式所

示： 

1 1/ 2 1/ 2
i+1/2,j,k i+1/2,j,k i+1/2,j+1/2,k i+1/2,j-1/2,k *  *(   )      (2.36)n n n n

xy xy z zE CaEx E CbEx H H      

1 1/ 2 1/ 2
i+1/2,j,k i+1/2,j,k i+1/2,j,k+1/2 i+1/2,j,k-1/2 *  *(   )      (2.37)n n n n

xz xz y yE CaEz E CbEz H H      

1 1/ 2 1/ 2
i,j+1/2,k i,j+1/2,k i,j+1/2,k+1/2 i,j+1/2,k-1/2 *  *(   )      (2.38)n n n n

yz yz x xE CaEz E CbEz H H      

1 1/ 2 1/ 2
i,j+1/2,k i,j+1/2,k i+1/2,j+1/2,k i-1/2,j+1/2,k *  *(   )      (2.39)n n n n

yx yx z zE CaEx E CbEx H H      

1 1/ 2 1/ 2
i,j,k+1/2 i,j,k+1/2 i+1/2,j,k+1/2 i-1/2,j,k+1/2 *  *(   )      (2.40)n n n n

zx zx y yE CaEx E CbEx H H      

1 1/ 2 1/ 2
i,j,k+1/2 i,j,k+1/2 i,j+1/2,k+1/2 i,j-1/2,k+1/2 *  *(   )      (2.41)n n n n

zy yx x xE CaEy E CbEy H H      

1/ 2 1/ 2
i,j+1/2,k+1/2 i,j+1/2,k+1/2 i,j+1,k+1/2 i,j,k+1/2 *  *(   )      (2.42)n n n n

xy xy z zH CaHy H CbHy E E     

1/ 2 1/ 2
i,j+1/2,k+1/2 i,j+1/2,k+1/2 i,j+1/2,k+1 i,j+1/2,k *  *(   )      (2.43)n n n n

xz xz y yH CaHz H CbHz E E     

1/ 2 1/ 2
i+1/2,j,k+1/2 i+1/2,j,k+1/2 i+1/2,j,k+1 i+1/2,j,k *  *(   )      (2.44)n n n n

yz yz x xH CaHz H CbHz E E     

1/ 2 1/ 2
i+1/2,j,k+1/2 i+1/2,j,k+1/2 i+1,j,k+1/2 i,j,k+1/2 *  *(   )      (2.45)n n n n

yx yx z zH CaHx H CbHx E E     

1/ 2 1/ 2
i+1/2,j+1/2,k i+1/2,j+1/2,k i+1,j+1/2,k i,j+1/2,k *  *(   )      (2.46)n n n n

zx zx y yH CaHx H CbHx E E     

1/ 2 1/ 2
i+1/2,j+1/2,k i+1/2,j+1/2,k i+1/2,j+1,k i+1/2,j,k *  *(   )      (2.47)n n n n

zy zy x xH CaHy H CbHy E E     
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其中的係數分別是： 

1
2

            ;                         , ,                (2.48)
1 1

2 2

*
1

2
         ;                    , ,         

* *
1 1

2 2

i

o o

i i

o o

i

o o

i i

o o

t t
i

CaEi CbEi i x y z
t t

t t
i

CaHi CbHi i x y z
t t


 

 
 


 

 
 

 



  

 
 

 



  

 
 

       (2.49)

 

圖 2.3 是 2D 的 PML 空間配置示意圖，其中 PML 只有在角落的地方如 A、B、C、

D 處才有兩個方向的吸收，其餘的都是單方向的吸收。倘若只有一層的 PML 是不足以

來作吸收的，所以需要多層的 PML 才能作有效的吸收，所以在滿足阻抗匹配的條件下，

我們將 PML 設定成多層的結構，各層的 與 * 設定都滿足與真空中的波阻抗匹配，但

層與層間的 與 * 是逐漸增加的，則波越往 PML 中傳，衰減地越快，關於 PML 的厚

度及相對應各層的 與 * 設定我們可以藉由決定一個最大的導電率 max ，再根據 max

來分配各層的 與 * ，關於 max 的決定如(2.50)所示，其中 M 代表的是 max 分配時的

冪次，一般為 2～4，N 代表的是 PML 吸收層的厚度，一般為 4～16 層，R(0)代表的是

預定的反射量大小， 代表光速，而各層的oc  與 * 設定，則必須滿足(2.51)式，而最邊

緣處我們仍是用 PEC 層。由於 PML 厚度越厚對於記憶體暫存空間消耗越大，所以一般

都取夠用即可，本篇論文的模擬都以 M=4，N=10，R(0)= 810 來設定 PML。 
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圖 2-3 二維空間中 PML 參數配置圖 

 

 

圖 2-4 PML 吸收層中的參數配置 

max

( 1)
ln (0)                                                                          (2.50)

2
o oM c

R
N x

 
 


 

max( ) ( )    ;   *( ) ( )         n = 1~N  ; i = x,y,z         (2.51)M o
i i i

o

N n
n n n

N

   



   

 

 

 

2.2.4   波源分析 

    一般在 FDTD 中要將波源(Source)引入 FDTD 的計算時，有以下三種不同的型式： 
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i. 硬性波源(Hard source) 

ii. 軟性波源(Soft source) 

iii. 穿透性波源(Transparent source) 

以 2D 的 TE FDTD 模擬為例，若採用硬性波源的饋入，代表的即是強迫波源饋入

點處的 ZE 場從頭到尾都必須滿足波源方程式，這個作法的優點是我們可以確保饋入到

FDTD 網格中的波形和我們給的波源方程式是相同的，但缺點是當反射波遇到波源點

時，此時由於波源點仍必須滿足波源方程式，因此從反射波的觀點來看波源點就如同

PEC 一般，會造成多餘的反射。而軟性波源的饋入，則是在波源饋入點處的 ZH 場的疊

代方程式後面加上波源方程式，我們可以發現，這個方法改善了硬性波源對於反射波而

言是 PEC 的缺點，當波源完全饋入 FDTD 網格之後，波源點的 ZH 場疊代方程式仍滿足

一般的疊代，所以反射波經過波源點時就不會再被反射了，但使用軟性波源時，就不再

能保證波源點激發的 ZE 場會與波源方程式相同。除了以上兩種較常被拿使用的波源饋

入方式，另外還有一種叫做穿透性波源的饋入[15]，它綜合了上述兩種波源饋入的優點，

即饋入與給定的波源方程式相同的能量進入 FDTD 網格，此外，又保證當反射波遇到波

源點時不會造成額外的反射，它採用的方式是以硬性波源的饋入方式在波源點激發一大

小為 1 的脈衝(delta impulse)，記錄下每一時間步階時波源點四周磁場對波源點的貢獻，

我們叫它作脈衝響應(impulse response)，接著我們要產生一修正方程式，由我們所要激

發的波源與之前的脈衝響應彼此旋積(convolution)而得，而真正的模擬時，是使用軟性

波源的饋入，但每一時間步階必須減掉一個與修正方程式相對應時間的修正項，因此我

們可以預期饋入的的波形會與波源方程式相同，且不會造成多餘的反射，但是在 2D 

FDTD 的模擬時，由於修正項不易收斂到 0，而會維持在某一定值，所以在模擬經過一

定的時間之後，容易造成數值的發散，並不理想，但在 3D FDTD 模擬時則不會有這個

問題。綜合上述的優缺點，為了不要作太多的數學修正，所以在本論文中的波源都採硬

性波源的饋入方式。 
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2.3 局部單維有限時域差分法(Locally One-Dimensional FDTD) 

 

局部單維有限時域差分法(LOD-FDTD)是在 2005 年所被提出，改良 FDTD 的一個演

算法。最原始的 FDTD 方法由於存在穩定條件的限制(Courant Stability Condition)，但如

果用了隱式(Implicit Difference Equtions)的方式來拆解馬克士威爾方程式，由數學上來

看，則可以跳脫穩定條件的限制。所以，事實上已有不少既定的改良方法被提出，像是

1999 年的交換方向定置法 ADI-FDTD(Alternative-Direction Implicit FDTD)，或是在 2002

年的 Crank-Nicolson-FDTD，都是由 1966 年，最原始的有限時域差分法所長期演進而來。

而本篇論文所要針對討論的，是 LOD-FDTD 方法。 

 

2.3.1   馬克士威爾方程式(Maxwell’s Equations)的離散化 

 

我們以 2D-TE 的情況來做討論，也就是說，在以下的推導中，我只會考慮 xE 、 、

以及 三個場。 

yE

zH

 

我們先來回顧一下馬克士威爾方程式： 

E
H

t

H
E

t





 
  


   

 

           (2.52) 
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拆解方程式，並且對 xE 、 、以及 三個場來討論： yE zH

x z

y z

yxz

E H

t y

E H

t x
EEH

t y







    
 

  

x

 
    

      (2.53) 

 

我們定義 

 Tx y zU E E H           (2.54) 

 

把拆解後的馬客士威爾方程式寫成矩陣的形式： 

1
0 0

1
0 0

1 1
0

x x

y y

z z

y
E E

E E
t x

H H

y x





 

 
     

                 
   


  

      (2.55) 

 

再把矩陣拆開成兩個部分矩陣： 

1
0 00 0 0

1
0 0 , 0 0 0

1
1 0 0

0 0

y

A B
x

y
x







                           

      (2.56) 
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所以我們可以重寫方程式為： 

( )U A B U
t


 


        (2.57) 

 

離散化後可得： 

1 1

( )(
2

n n nU U U U
A B

t

  
 


)

n

      (2.58) 

1
1 1

2 2 2 2

n n
n n nU U A A B B

U U U
t


 

   


nU      (2.59) 

1( ) (
2 2 2 2

nt t t t
) nI A B U I A B U   

          (2.60) 

 

根據 LOD-FDTD 的分離法則，採用簡單的近似方法，忽略掉高次項，並且一次對一個

方向來做處理， 

當 time step = n 到 n+1/2 時： 

1

2( ) ( )
2

n nt t

2
I A U I A U

 
        (2.61) 

當 time step = n+1/2 到 n+1 時： 

1
1 2( ) ( )

2 2

nnt t
I B U I B U

 
        (2.62) 

 

對於 time step = n 到 n+1/2 所做的運算，我們稱為「第一時間程序」，以下則繼續寫出

第一時間程序的矩陣： 

1

2( ) ( )
2

n nt t

2
I A U I A U

 
        (2.63) 
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1

2
1 0 0 1 0 0

0 1 0 1
2 2

0 1 0 1
2 2

n n

x x

y y

z z

E E
t t

E E
x x

H H
t t

x x

 

 



  
  
     

                           
     











   (2.64) 

 

最後把矩陣寫成第一時間程序的差分方程式： 

1

2

1 1

2 2

1 1

2 2

( )
2

( )
2

n n
x x

n nn n
y y z

n nn n

z

z z y

E E

t

y

E E H
x

t

H

H H E
x







 

 


 


 
   

  
   

E

     (2.65) 

 

對於 time step = n+1/2 到 n+1 所做的運算，我們稱為「第二時間程序」，以下則繼續寫

出第二時間程序的矩陣： 

1
1 2( ) ( )

2 2

nnt t
I B U I B U

 
          (2.66) 

 

1
1

2
1 0 1 0

2 2

0 1 0 0 1 0

0 1 0 1
2 2

n n

x x

y y

z z

t t

E Ey y

E E

t H t

y y

 

 
H

 
     

                                  









    (2.67) 
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最後把矩陣寫成第二時間程序的差分方程式： 

1 1
1 12 2

1
1 2

1 1
1 12 2

( )
2

( )
2

n nn n
x x z z

nn
y y

n nn n
z z x x

t
E E H H

y

E E

t
H H E E

y





  



  

  
   

 
     
 


       (2.68) 

 

 

最後，我們可以利用以上的結論，簡短地推導一維度 LOD-FDTD 的差分方程。比二維

度還單純的是，我們只需對 和 兩個場來討論即可，所以一維度的馬克士威爾方程

式如下： 

yE zH

y z

yz

E H

t x
EH

t x





 
  

    

         (2.69) 

 

所以，在一維度 LOD-FDTD 的情形下， 

當 time step = n 到 n+1/2 時： 

1 1

2 2

1

2 2

( )
2

( )
2

n nn n
y y z

n n n
1

z

n

z z y

t

y

E E H
x

t

H

H H E
x





 



  
   


    

 
E

        (2.70) 

當 time step = n+1/2 到 n+1 時： 

1
1 2

1
1 2

nn
y y

nn
z z

E E

H H









 

        (2.71) 
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2.3.2   放大係數與穩定性的分析 

在本節中，我們利用傅利葉分析方法(Fourier Analysis，或名 von Neumann 

Analysis)，來討論以上所推導的差分方程中的放大係數，以及 LOD-FDTD 這個數值方

法的穩定性。由於數學上的一些推導的計算上的問題，所以我們選擇在一維度的情形下

來操作。 

 

定義 time step = n 時的場向量為： 

 Tn n n
y zU E H           (2.72) 

 

而第一時間程序的運算所造成的放大係數為 1 ，第二時間程序為 2 ，亦即： 

1

2
1

1
1 2

2

n n

nn

U U

U U













 

         (2.73) 

 

 

要做穩定性分析時，我們需把各個場寫成相位的型式： 

0

0

( ) exp ( )

1
( ) exp (( )

2 2

n
y y

n
z z

E u E j u x

1
)H u H j u





  



   
x

       (2.74) 

 

對 time step = n 到 n+1/2 的差分方程離散化，並給予各個場量座標： 

1 1

2 2
1

2

1 1
1 2 2
2

1 1 1
( ) ( ) ( ) (

2 2 2( ) ( )
2 2

( 1) ( ) ( 1) ( )1 1
( ) ( )

2 2 2 2

n n n n
z z z zn n

y y

n n n n
n y y yn
z z

H i H i H i H it t
E i E i

x x

1
)

2

yE i E i E i E it t
H i H i

x x

 

 

 



 



       

    
          
  

  (2.75) 
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把各個分量場代入相位型式： 

1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0

sin( ) sin( )
2 2

sin( ) sin( )
2 2

y y z z

z z y y

t x t
E E H j H j

x x
t x t

H H E j E j
x x

  
 

 
 

       
      

 

x

x



   (2.76) 

 

目標是求出放大係數 1 ，把以上方程式整理後可得： 

1 0 1 0

1 0 1

(1 ) (1 ) sin( )
2

(1 ) (1 ) sin( )
2

y z

z y

t x

0

E j H
x
t x

H j E
x

 


 


     
     



 

2
2 2 2

1 1 2

( )
(1 ) (1 ) sin ( )

( ) 2

t x

x

 


 
   


      (2.77) 

2 2 2 2 2 2 2
1 1(1 sin ( )) 2(1 sin ( )) (1 sin ( )) 0,  where 

2 2 2

x x x
S S S

c t
S

x

     
     





 

代入一元二次方程式的公式解可得第一時間程序的放大係數： 

2 2

1
2 2

1 sin ( ) 2 sin( )
2 2

1 sin ( )
2

x x
S jS

x
S

 

 

 
 





     (2.78) 

 

而 time step = n+1/2 到 n+1 的差分方程： 

1
1 2

1
1 2

( ) ( )

1 1
( ) ( )

2 2

nn
y y

nn
z z

E i E i

H i H i









   


         (2.79) 
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0

由於非常簡略，所以我們可以很快速地跑過以上的推導流程： 

0 2 0

0 2

y y

z z

E E

H H





 

        (2.80) 

可解得第二時間程序的放大係數： 

2 1          (2.81) 

 

所以整個 LOD-FDTD 方法經過一次完整的運算後，可得總放大係數為： 

2 2

1 2
2 2

1 sin ( ) 2 sin( )
2 2

1 sin ( )
2

x x
S jS

x
S

 

   

 
 

 



      (2.82) 

 

進一步觀察放大係數的振幅： 

2 2

2 2

1 sin ( ) 2 sin( )
2 2

1
1 sin ( )

2

x x
S jS

x
S

 

 

 
 

 



      (2.83) 

 

由以上的推導，我們可以得到一些結論。把 LOD-FDTD 的總放大係數取絕對值來

看的話，是恰好為 1 的，這類的數值方法，參考 Burden 所寫的數值分析第八版第五章

P.331 書籍[]，我們稱之為 Unconditionally Stable (或是 Weakly Stable)；即使 LOD-FDTD

的放大係數絕對值剛好為 1，但若要跟同為一維度 TE 情況下的 ADI-FDTD 方法比較的

話，ADI-FDTD 的總放大係數的絕對值雖然也恰好為 1，但其中一個時間程序放大係數

的絕對值是嚴格大於 1 的。所以，我們可以合理地做個猜測，預期 LOD-FDTD 方法的

計算上，會比 ADI-FDTD 方法還要穩定。 
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第三章 一維度 LOD-FDTD 的實驗及穩定度分析 

(The Implementations of 1-D LOD-FDTD and the Stability 

Analysis) 

 

3.1 簡介 

在做一維度的 LOD-FDTD 模擬時，我們採用 Sullivan 所提出的吸收邊界 ABC 

(Absorbing Boundary Conditions)來做為邊界條件的設定。由於在一維度中環境並不複

雜，而 Sullivan 所設定的參數較為單純，故採用其方法，以讓實驗可以更方便地進行。

在本章中我們先會重提馬克斯威爾方程式在一維環境中的拆解方法，緊接著引入 X-單

方向的電導(Conductivities)設定來做為吸收邊界條件。跑出模擬的動畫後，我們先會觀

察此模擬下的反射係數(Reflection Coefficient)。在一維度的實驗中，我們單純利用觀察

長時間後分量場的變化來分析 LOD-FDTD 在的穩定性，但在稍後第四章進入到二維度

的實驗，數學的推導上會變得複雜許多，到時我們會再提出更精確的一些數學方法，來

分析 LOD-FDTD 的穩定性。 

 

 

3.2 一維度 LOD-FDTD 的數學推導 

在做實驗之前，先設定我模擬的情況。以下在做一維度 LOD-FDTD 的所有實驗

和分析時，我只會考慮 和 兩個場，以簡化所有的計算，讓我們的數學推導以及模

擬上會更加地容易實現。 

yE zH
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我們先來回顧一下 Maxwell’s Equations： 

*

E
E H

t

H
H E

t

 

 

 
   


    

  

           (3.1) 

 

拆解方程式，並且對 和 兩個場來討論： yE zH

y e z
x y

yhz
x z

E H
E

t x
EH

H
t x

 

 

 
   

     

        (3.2) 

 

3.2.1 一維度 LOD-FDTD 第一時間程序的數學推導 

在第一時間程序中，time step = n 到 n+1/2，我們對 X-方向的運算來做處理： 

1

2

1

2

1
( )

2

1
( )

2

ny e n
x y z

nh nz

z

x z y

E
E H

t x

H
H E

t x

 

 





 
    


       y

H

E
       (3.3) 

第一時間程序的差分方程式： 

1 1
1 12 2

1 1
1 1 2 2

1 1
1 12 2

1
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1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2
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2 2 2
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y y y ye
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z z z z
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z z z z
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y y y
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H i H i H i H i

x x

H i H i H i H i
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E i E i E

x

 
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  

  

  

 

 



 

      
   

   
 

     




 
  



1
2

1
2

1

2 2( 1) ( )
n

yi E i

x

















  

   
     

     (3.4) 
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由於電導會有 h e
x x

 


 的關係，所以在以下的推導我們統一只用 e
x 這個電導函數。 

 

先分離各分量場： 

1
1 2

1 1
1 1 2 2

1
1 2

/ ( ) / 2
( ) ( )

/ ( ) / 2

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )1/ 2 2 2 2
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 
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      
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i x x

  













             

 

    (3.5) 

在以上的式子中，我們已給予各個電導該有的座標，但方程式看起來仍過於複雜，

所以我們繼續來做化簡的動作。 

 

 

設定簡化方程式的參數： 

1

2

2

2

t
S

x
t

S
x





  
  



            (3.6) 

 

設定吸收邊界的參數， 

考慮 場： yE
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2 ( )

2
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2 ( )
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i t
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       (3.7) 
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考慮 場： zH

1
2 ( )1 23( )

12 2 ( )
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e
x
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x

i t
fi i
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
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       (3.8) 

 

 

把參數代入原差分方程後可得： 

 
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  (3.9) 

 

最後，把不同的時間點整理在等號的兩邊，可得到 場完整的差分方程： yE
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  (3.10) 
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3.2.2 一維度 LOD-FDTD 第二時間程序的數學推導 

在第二時間程序中，time step = n+1/2 到 n+1，我們想對 Y-方向的運算來做處理，但由

於 Y-方向並沒有可處理的對象，所以可直接拆解馬克士威爾方程如下： 

1
1 2

1
1 2

nn
y y

nn
z z

E E

H H









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        (3.11) 

 

直接簡化差分方程，可得以下的結果： 

1
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1
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y y

nn
z z
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H i H i
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
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          (3.12) 

 

 

3.3 吸收邊界 – Sullivan ABC (Absorbing Boundary Conditions) 

前面已經推導過一維度 LOD-FDTD 的數學原理，但是吸收邊界的一些參數設定，

則還沒有清楚的交代。在本節中，我們先採用 Sullivan 的一本書中所提及的方法[]。該

本書雖是在探討 FDTD 方法，但其實對我在做 LOD-FDTD 的研究時，也有頗大的參考

價值。給定對邊界的參數設定後，結尾我會簡單地說明這樣設定的意義。 

 

前一節有提及，設定吸收邊界的參數，考慮 場，有以下兩個參數： yE
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而考慮 場，則是以下兩個： zH
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      (3.14) 

 

這兩者皆以電導函數為調整上的基準，而在 Sullivan 的書中，他則是給了以下的設定。 

先定義新的函數來隨著電導做變化： 
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則 場的參數跟新函數則會有以下的關係式： yE
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相同的，我們也另外定義新的函數： 
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則 場的參數跟新函數則會有以下的關係式： zH
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 在此需要特別注意的是， 場存在於空間座標為zH
1

2
n  的點上，所以該場的參數座

標上，也必須隨著
1

2
n  而做變動。此外，對於兩個場的參數設定上，我們皆以三次的

速度在遞增電導函數，但在常數的部分，我們卻是給了不同的設定，像是 場是 0.33，

場的則是 0.375。對於這兩個常數的由來，其實並沒有明確的數學推導，純粹是由不

斷實驗中的經驗累積而得。而這樣的設定，也的確可以為邊界達到預期的吸收效果。 

yE

zH

 

我們在實驗中將會取十層的吸收邊界(npml=10)，最後附註一下電導的分佈圖， 

對 場討論： yE

3

02
( ) *0.33* , 1,2, ,

i
i i npml

t npml


 

    
       (3.19) 

對 場討論： zH

3

021 1/ 2
( ) *0.375* , 0,1, , ( 1)

2

i
i i npml

t npml


 

      
      (3.20) 

 

圖 3-1 電導函數分別對兩個場的分佈情形 
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3.4 模擬結果 

首先，我們先對模擬環境有些基本的設定， 

時間間隔上，我採用以下的數值： 

3.3333E-11t            (3.21) 

 

空間間隔上，我採用以下的數值： 

1E-2x           (3.22) 

 

經過這樣的設定，可以得到庫朗常數為： 

Courant Number 1
c t

x


 


      (3.23) 

 

環境上我設定為 200 個空間間隔寬，而波源我則設定為一個高斯波，從空間的正中間激

發，並且模擬它行進到左右的邊界時，將會被完整地吸收： 

 

2 /6Source Pulse xe         (3.24) 

 

圖 3-2 一維度 LOD-FDTD 模擬所使用的激發波源 
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3.4.1 高斯波行進至邊界的模擬 

 

此模擬是在寬為 200 的一維度環境下進行，在中央座標為 100 的點上，激發一個高

斯波，經過 LOD-FDTD 方法的計算後，以穩定的速度向兩旁傳播過去。單獨模擬完

LOD-FDTD 方法後，會跟傳統的 FDTD 做個簡單的比較。 

 在模擬的左右兩個邊界上，我各設置了十層的吸收層。也就是預期波傳動到座標 10

及 190 時，將會產生被邊界吸收的行為。這在以下的內容，討論穩定性的章節中，會有

更詳細的介紹。 

 

time=25 time=50

time=100 time=125

time=25 time=50

time=100 time=125  

圖 3-3 一維度情況下，LOD-FDTD 方法的模擬(觀察 場) zH
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time=25 time=50

time=100 time=125

time=25 time=50

time=100 time=125  

圖 3-4 一維度的模擬下，FDTD 方法與 LOD-FDTD 方法的比較(觀察 場) zH

 

定義：差異百分比＝差異最大值/
Field of ( ) Field of ( )

*100%
2

FDTD LOD 
 
 

  (3.25) 

 

我們固定觀察 time step=125，發現差異最大值為發生在座標為 58 時： 

 差異最大值(58) 差異百分比 

FDTD 0.9932 

LOD-FDTD 0.9933 

0.01% 

(0.0001) 

表 3-1 FDTD 方法與 LOD-FDTD 方法的差異最大值比較(觀察 time = 125 時) 

 

由上表可得知，LOD-FDTD 方法和 FDTD 方法模擬起來的行為是極為相同的，也更驗

證了我們模擬的正確性。 
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3.4.2 反射係數(Reflection Coefficient) 

 

對於一個數值模擬而言，在邊界條件設定完成後，我們通常會對該邊界的反射係數

非常感興趣。所謂反射係數，故名思義，就是想觀察波行進到邊界後，所反彈回來的程

度。由於邊界條件的設定最主要的目的，就是要完全吸收行進至邊界的各個波，以模擬

整個無限大的空間，才有實質上的模擬意義。以下會先定義反射係數的計算方式，而後

展示 Sullivan 的吸收邊界在一維度 LOD-FDTD 的反射係數結果，最後對於本數值方法

的斂散性，做個簡單的評論。 

 

 

 

圖 3-5 一維度 LOD-FDTD 所取的觀察點 
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取好觀察點後，定義： 

反射係數 10

| |
20log

max | |

t t
ref

t
ref

H H
R

H

 
 

 
       (3.26) 

其中 為有吸收邊界的環境中，time step 為 t 時在觀察點的場量，而 為一個沒有吸

收邊界，但在足夠大的一個模擬環境(我設定寬為 1000 個空間間格)中，time step 為 t 時

在觀察點的場量。 

tH t
refH

 

另外，幾次實驗下來的經驗告訴我們，觀察點取離激發波源的位置約 40 的地方，所觀

察到的反射係數會是較有參考價值的。 

 

以下是我們的實驗結果： 

 

Note: 3.3333E-11t             

圖 3-6 一維度 LOD-FDTD 的反射係數 
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3.5 穩定性分析 

在一維度 LOD-FDTD 的穩定性分析中，由於計算上也並不複雜，加上在簡介中我

也已經有拿一維度中的 TE 進行過穩定的數學推導。所以在此我只會再重現一下有關放

大係數與穩定性的數學推導，再秀出 LOD-FDTD 長時間之後的模擬，是否會出現發散

的情形。 

 

3.5.1 放大係數 

在本節中，我們利用傅利葉分析方法(Fourier Analysis，或名 von Neumann 

Analysis)，來討論以上所推導的差分方程中的放大係數，以及 LOD-FDTD 這個數值方

法的穩定性。我們選擇在一維度 TE 的情形下來操作。 

 

定義 time step = n 時的場向量為： 

 Tn n n
y zU E H        (3.27) 

 

而第一時間程序的運算所造成的放大係數為 1 ，第二時間程序為 2 ，亦即： 

1

2
1

1
1 2

2

n n

nn

U U

U U













 

        (3.28) 

 

 

要做穩定性分析時，我們需把各個場寫成相位的型式： 

0

0

( ) exp ( )

1
( ) exp (( )

2 2

n
y y
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z z

E u E j u x

1
)H u H j u
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x  
     (3.29) 
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對 time step = n 到 n+1/2 的差分方程離散化，並給予各個場量座標： 

1 1

2 2
1

2

1 1
1 2 2
2

1 1 1
( ) ( ) ( ) (

2 2 2( ) ( )
2 2

( 1) ( ) ( 1) ( )1 1
( ) ( )

2 2 2 2

n n n n
z z z zn n

y y

n n n n
n y y yn
z z

H i H i H i H it t
E i E i

x x

1
)

2

yE i E i E i E it t
H i H i

x x

 

 

 



 



       

    
          
  

   (3.30) 

 

把各個分量場代入相位型式： 

1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0

sin( ) sin( )
2 2

sin( ) sin( )
2 2

y y z z

z z y y

t x t
E E H j H j

x x
t x t

H H E j E j
x x

  
 

 
 

       
      

 

x

x



    (3.31) 

 

目標是求出放大係數 1 ，把以上方程式整理後可得： 

1 0 1 0

1 0 1

(1 ) (1 ) sin( )
2

(1 ) (1 ) sin( )
2

y z

z y

t x

0

E j H
x
t x

H j E
x

 


 


     
     



 

2
2 2 2

1 1 2

( )
(1 ) (1 ) sin ( )

( ) 2

t x

x

 


 
   


    (3.32) 

2 2 2 2 2 2 2
1 1(1 sin ( )) 2(1 sin ( )) (1 sin ( )) 0,  where 

2 2 2

x x x
S S S

c t
S

x

     
     





 

代入一元二次方程式的公式解可得第一時間程序的放大係數： 

2 2

1
2 2

1 sin ( ) 2 sin( )
2 2

1 sin ( )
2

x x
S jS

x
S

 

 

 
 





       (3.33) 
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而 time step = n+1/2 到 n+1 的差分方程： 

1
1 2

1
1 2

( ) ( )

1
( ) ( )

2 2

nn
y y

nn
z z

E i E i

H i H i









 1

  


       (3.34) 

 

由於非常簡略，所以我們可以很快速地跑過以上的推導流程： 

0 2 0

0 2

y y

z z0

E E

H H





 

       (3.35) 

 

可解得第二時間程序的放大係數： 

2 1          (3.36) 

 

所以整個 LOD-FDTD 方法經過一次完整的運算後，可得總放大係數為： 

2 2

1 2
2 2

1 sin ( ) 2 sin( )
2 2

1 sin ( )
2

x x
S jS

x
S

 

   

 
 

 



       (3.37) 

 

進一步觀察放大係數的振幅： 

2 2

2 2

1 sin ( ) 2 sin( )
2 2

1
1 sin ( )

2

x x
S jS

x
S

 

 

 
 

 



     (3.38) 
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 由以上的推導，我們可以得到一些結論。把 LOD-FDTD 的總放大係數取絕對值來

看的話，是恰好為 1 的，這類的數值方法，參考 Burden 所寫的數值分析第八版第五章

P.331 書籍[]，我們稱之為 Unconditionally Stable (或是 Weakly Stable)；即使 LOD-FDTD

的放大係數絕對值剛好為 1，但若要跟同為一維度 TE 情況下的 ADI-FDTD 方法比較的

話，ADI-FDTD 的總放大係數的絕對值雖然也恰好為 1，但其中一個時間程序放大係數

的絕對值是嚴格大於 1 的。所以，我們可以合理地做個猜測，預期 LOD-FDTD 相對上

會比 ADI-FDTD 還穩定。 

 

3.5.2 模擬長時間後的行為 

 

 

圖 3-7 場繼續往兩邊傳遞至吸收邊界 zH
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圖 3-8 觀察 場在長時間後的行為 zH

 

 所以我們可以得到一個結論，一維度的 LOD-FDTD 雖然在數學上得到的結果只是

一個弱收斂的數值方法，但是它在一維度 TE 的模擬中，可以算到 100’000 個時間步，

都還不會發散。 

 

3.6 心得與討論 

在本章中，我們推導了一維度 LOD-FDTD 的差分方程，也在模擬環境的四週加上

Sullivan 所提出的吸收邊界 ABC 後，成功地模擬出一個具有吸收效果的環境。接下來我

們進一步觀察其長時間後的行為，發現在一維度 TE 的模擬中，LOD-FDTD 可以保證在

100’000 都不會發散，這表示其穩定性整體而言是不錯的。 
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第四章 二維度 LOD-FDTD 的實驗及穩定度分析 

(The Implementations of 2-D LOD-FDTD and the Stability 

Analysis) 

 

4.1 簡介 

 

在做二維度的 LOD-FDTD 時，由於所設定的環境會比一維的情況還複雜許多，所

以我們決定用 Jean-Pirerre Berenger[]所提出的 Split-Field PML 來做為邊界條件的設定。

在本章中我們先會介紹馬克斯威爾方程式在二維環境中的拆解方法，緊接著引入 X-和

Y-兩方向的電導(Conductivities)設定來做為吸收邊界條件。跑出模擬的動畫後，我們先

會觀察此模擬下的反射係數 (Reflection Coefficient)，以及推導出邊界的增益矩陣

(Amplification Matrix)。最後，求得邊界各點增益矩陣的特徵值(Eigenvalues)，進而分析

LOD-FDTD 在二維度情境下的穩定性。 

 

 

4.2 二維度 LOD-FDTD 的數學推導 

 

首先，在做這個實驗之前，先選擇我所模擬的是個 TE wave 的情況，也就是說，

在做以下在做二維度 LOD-FDTD 的所有分析時，我只會考慮 xE 、 、以及 三個場。 yE zH

其中 場經過 Split-Field 方法後，會拆解成zH z zxH H H zy  兩個分量場，讓我們的數學

推導以及模擬上會更加地容易實現。 
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我們先來回顧一下 Maxwell’s Equations： 

*

E
E H

t

H
H E

t

 

 

 
   


    

  

                  (4.1) 

 

拆解方程式，並且對 xE 、 、 、以及 四個場來討論： yE zxH zyH

( )

( )

zx zyex
y x

y zxe
x y

yhzx
x zx

zy h x
y zy

H HE
E

t y

E H
E

t x
EH

H
t x
H E

H
t y

 

 

 

 

  
   

   
   

     
    
  

zyH

          (4.2) 

 

 

4.2.1 二維度 LOD-FDTD 第一個時間程序的數學推導 

 

在第一時間程序中，time step = n 到 n+1/2，我們對 X-方向的運算來做處理： 

( )y zx zye
x y

yhzx
x zx

E H
E

t x
EH

H
t x

 

 

  
   

     

H

       (4.3) 
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第一時間程序的差分方程形式： 

1 1

2 2

1 1

2 2

1

2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 2
2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 1
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2 2
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y y y y

e
x

n n n n
zx zx zx zx

n
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E i j E i j E i j E i j

t

H i j H i j H i j H i j

x x

H i j H

 

 

 



   
      

   
      

   
               

            

  

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2

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1
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2 2
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2
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x
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x

 



 

 

 
  

 
  

 
  

           
  

    
  

 
       

  
  

 







1
( , )

2
i j

x

  
  
 

 (4.4) 

 

 

設定 Split-Field PML 的參數： 

/ / 2 2

/ / 2 2

1 2

( / / 2) (2 )

/ / 2 2

/ / 2 2

1 2

( / / 2 ) (2 )

e e
x x
e e
x x

e e
x x

h h
x x
h h
x x

h h
x x

t t
CaEy

t t

t
CbEy

t x t x

t
DaHzx

t t

t
DbHzx

t x

   
   

   

    
    


     

    
     


  

      
    

     


  


t

t x     

    (4.5) 
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把 Split-Field PML 的參數加入差分方程，經整理後可得： 

1

2

1 1

2 2

1
( , ) * ( , )

2

1 1 1 1 1
* ( , ) ( , )

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
* ( , ) ( , )

2 2 2 2 2

1 1 1 1
* ( , ) ( , )                                  
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zx zx
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CbEy H i j H i j
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CbEy H i j H i j



 

 

 
      

 
       
 

       
 

1

2

1 1
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                     (4.6)
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

 

    

                     

 

 

把兩方程式相互疊代，並把參數加以座標： 
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(4.7)
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最後，把不同時間點的場分在等號的兩邊，可得 場的差分方程： yE
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4.2.2 二維度 LOD-FDTD 第二時間程序的數學推導 

 

在第二時間程序中，time step = n+1/2 到 n+1，我們對 Y-方向的運算來做處理： 

( )zx zyex
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E

t y

H E
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       (4.9) 
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第二時間程序的差分方程形式： 
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設定 Split-Field PML 的參數： 
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把 Split-Field PML 的參數加入差分方程，經整理後可得： 
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把兩方程式相互疊代，並把參數加以座標： 
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最後，把不同時間點的場分在等號的兩邊，可得 場的差分方程： yE
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4.3 吸收邊界 - Berenger Split-Field PML (Perfectly Matched Layer) 

 

下圖是二維度空間中的 PML 空間配置示意圖，其中 PML 只有在角落的地方如 A、

B、C、D 處才有兩個方向的吸收，其餘的都是單方向的吸收。倘若只有一層的 PML 是

不足以來作吸收的，所以需要多層的 PML 才能作有效的吸收，所以在滿足阻抗匹配的

條件下，我們將 PML 設定成多層的結構，各層的 與 * 設定都滿足與真空中的波阻抗

匹配，但層與層間的 與 * 是逐漸增加的，則波越往 PML 中傳，衰減地越快，關於

PML 的厚度及相對應各層的 與 * 設定我們可以藉由決定一個最大的導電率 max ，再

根據 max 來分配各層的 與 * ，關於 max 的決定如(4.15)所示，其中 M 代表的是 max 分

配時的冪次，一般為 2～4，N 代表的是 PML 吸收層的厚度，一般為 4～16 層，R(0)代

表的是預定的反射量大小， 代表光速，而各層的oc  與 * 的設定，以下也會做個定義，

而最邊緣處我們仍是用 PEC 層。 
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圖 4-1 二維度空間中 PML 的參數配置圖 

 

 

圖 4-2 吸收邊界 PML 中的參數配置 
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ln (0)                                                                          (4.15)
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由於 PML 厚度越厚對於記憶體暫存空間消耗越大，所以一般都取夠用即可，本篇

論文的模擬都以 M=4，N=10，R(0)= 810 來設定 PML。 



 

 47

 

 

冪次 M 代表了電導函數的增場程度，下圖為電導函數和 PML 層的關係： 

 

圖 4-3 電導函數在 PML 層中的分佈情形 

 

4.4 模擬結果 

 

首先，我們先對模擬環境有些基本的設定， 

時間間隔上，我採用以下的數值： 

3.3333E-11t         (4.17) 

空間間隔上，我採用以下的數值： 

1E-2x           (4.18) 

經過這樣的設定，可以得到庫朗常數為： 

Courant Number 1
c t

x


 


      (4.19) 
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環境上我設定為長寬各為 120 個空間間隔的二維空間，而波源我則設定為一個高斯波，

從空間的正中間激發，並且模擬它行進到模擬還境的邊界時，將會被完整地吸收。 

 

2( ) /6Source Pulse x ye        (4.20) 

 

圖 4-4 二維度 LOD-FDTD 模擬所使用的激發波源 
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4.4.1 高斯波行進至邊界的模擬 

 

此模擬是在一個長寬皆為 120 的二維度環境下進行，在中央座標為(60,60)的點上，

激發一個高斯波，經過 LOD-FDTD 方法的計算後，以穩定的速度向兩旁傳播過去。單

獨模擬完 LOD-FDTD 方法後，會跟傳統的 FDTD 做個簡單的比較。 

 在模擬的左右兩個邊界上，我各設置了十層的吸收層。也就是預期波傳動到 X 座標

為 10 及 110，或是 Y 座標為 10 或 110 時，將會產生被邊界吸收的行為。這在以下的內

容，討論穩定性的章節中，會有更詳細的介紹。 

 

time = 50

time = 75

time=20

time = 100

time = 50

time = 75

time=20

time = 100  

圖 4-5 二維度情況下，LOD-FDTD 方法的模擬(觀察 場) zH



 

 50

time = 50

time = 75

time=20

time = 100

time = 50

time = 75

time=20

time = 100  

圖 4-6 從俯視角度觀察二維度情況下 LOD-FDTD 方法的模擬(觀察 場) zH

time = 50

time = 75

time = 20

time = 100

time = 50

time = 75

time = 20

time = 100  

圖 4-7 固定 X 座標為 60，觀察二維度情況下 LOD-FDTD 模擬的剖面(觀察 場) zH
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time = 20 time = 50

time = 100time = 75  

圖 4-8 二維度的模擬下，FDTD 方法與 LOD-FDTD 方法的比較(觀察 場剖面) zH

 

定義：差異百分比＝差異最大值/
Field of ( ) Field of ( )

*100%
2

FDTD LOD 
 
 

   (4.21) 

 

我們固定觀察 time step = 100，發現差異最大值為發生在座標為 21 時： 

 差異最大值(21) 差異百分比 

FDTD 0.0523 

LOD-FDTD 0.0527 

0.76% 

(0.0004) 

表 4-1 FDTD 方法與 LOD-FDTD 方法的差異最大值(觀察 time = 100 時) 

 

由上表可得知，LOD-FDTD 方法和 FDTD 方法模擬起來的行為是極為相同的，也更驗

證了我們模擬的正確性。 
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4.4.2 反射係數(Reflection Coefficient) 

 

對於一個數值模擬而言，在邊界條件設定完成後，我們通常會對該邊界的反射係數

非常感興趣。所謂反射係數，故名思義，就是想觀察波行進到邊界後，所反彈回來的程

度。由於邊界條件的設定最主要的目的，就是要完全吸收行進至邊界的各個波，以模擬

整個無限大的空間，才有實質上的模擬意義。以下會先定義反射係數的計算方式，而後

展示 Berenger Split-Field PML 的吸收邊界在二維度 LOD-FDTD 的反射係數結果，最後

對於本數值方法的斂散性，做個簡單的評論。 

 

 

 

圖 4-9 反射係數的觀察點(20,60) 
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取好觀察點後，定義： 

反射係數 10

| |
20log

max | |

t t
ref

t
ref

H H
R

H

 
   

 
        (4.22) 

其中 為有吸收邊界的環境中，time step 為 t 時在觀察點的場量，而 為一個沒有吸

收邊界，但在足夠大的一個模擬環境(我設定寬為 1000 個空間間格)中，time step 為 t 時

在觀察點的場量。 

tH t
refH

 

另外，幾次實驗下來的經驗告訴我們，觀察點取離激發波源的位置約 40 的地方，所觀

察到的反射係數會是較有參考價值的。 

 

以下是我們的實驗結果： 

 

Note: 3.3333E-11t             

圖 4-10 二維度 LOD-FDTD 的反射係數 
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4.5 穩定性分析 

討論放大矩陣(Amplification Matrix)，是分析一個數值模擬方法之穩定性的重要依

據。在本節中我們先會由前面推導過的數學式子，寫出二維度 LOD-FDTD 的放大矩陣；

接下來，再經由求得各層放大矩陣的特徵值(eigenvalues)，來分析二維度 LOD-FDTD 的

穩定性。 

 

4.5.1 放大矩陣 

首先，我們把各個場的分量寫成頻域(spetral domain)中的相位形式(phasor form)： 
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    (4.23) 

 

定義時間 time step = n 時的狀態為以下的向量： 

Tn n n n n
x y zx zyX E E H H           (4.24) 

 

並且，把兩個程序所做的處理，寫成以下的型式： 

1

2
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nn
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M X P X
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         (4.25) 

 

最後，定義放大矩陣(Amplification Matrix)為，亦即： 

1 1
2 2 1 1M P M P           (4.26) 
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把相位形式代入第一時間程序的疊代方程式(4-6)中： 
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zx zx

nx
zy

n n
zx zx

n
x

y

E CaEy i j E

k x k x
CbEy i j j H j H

k x
CbEy i j j H

H DaHzx i j H

k x
DbHzx i j j E







 

            
    

       
  

  

      
 

1

2 2 sin
2

nx
y

k x
j E

    
  

  (4.27) 

 

 

再由方程式，可得出第一時間程序的矩陣如下： 

1

1

1 0 0 0

1
0 1 ( , )* sin( ) 0

2 2
                                      (4.28)

1 1
0 ( , )* sin( ) 1 0

2 2 2

0 0 0 1

1 0 0 0

1 1
0 ( , ) ( , )* sin( ) 2*

2 2 2

x

x

x

k x
CbEy i j j

M
k x

DbHzx i j j

k x
CaEy i j CbEy i j j CbE

P

 
          

        
 
 

    
 

1
( , )* sin( )

2 2

1 1 1 1
0 ( , )* sin( ) ( , ) 0

2 2 2 2 2

0 0 0 1

x

x

k x
y i j j

k x
DbHzx i j j DaHzx i j

 
       
 

        
 
 
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把相位形式代入第二時間程序的疊代方程式(4-12)中： 

1
1 2

1
12

1

2

1
1 2

1
( , )*

2

1 1
( , )* 2 sin 2 sin

2 2 2 2

1
( , )* 2 sin

2 2

1 1 1 1
( , ) * ( , )

2 2 2 2

1 1 1
( , )*

2 2 2

nn
x x

ny y n
zy zy

ny
zx

nn
zy zy

E CaEx i j E

k y k y
CbEx i j j H j H

k y
CbEx i j j H

H i j DaHzy H i j

DbHzy i j



 





 

      
       

    
   

    
  

    

  
1

122 sin 2 sin
2 2

ny y n
x x

k y k y
j E j E

      
     

    



     (4.29) 

 

 

再由方程式，可得出第一時間程序的矩陣如下： 

2

2

1
1 0 0 ( , )* sin( )

2 2

0 1 0 0
                                                                    (4.30)

0 0 1 0

1 1
( , )* sin( ) 0 0 1

2 2 2

1
( , ) 0 2* (

2

y

y

k y
CbEx i j j

M

k y
DbHzy i j j

CaEx i j DbHzy

P

   
  

  
 
 
 
         

 



1 1 1 1
, )* sin( ) ( , )* sin( )

2 2 2 2 2 2

0 1 0 0

0 0 1 0

1 1 1 1
( , )* sin( ) 0 0 ( , )

2 2 2 2 2

y y

y

k y k y
i j j DbHzy i j j

k y
DbHzy i j j DaHzy i j

    
        

    
 
 
 
           

 
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4.5.2 放大矩陣的特徵值 

 

先介紹一下本節中的一些細節。首先我對正向入射的波源來看，取(60,n)，其中

n=1,2,…,DPML(在此實驗中 DPML=10)，這幾個點來觀察。正向入射的部分沒問題後，

我會對角落的放大矩陣來做討論。由於角落同時承受了 X-方向與 Y-方向的電導參數的

設置，所以也是容易出現發散情形的地方，故值得討論之。 

 最後，我會觀察長時間後的場量，看此模擬在短時間中，是否會出現發散的情形，

也對我所提出的特徵值做一個驗證。 

 

正向入射所取的觀察點如下圖： 

 

 

圖 4-11 垂直入射所取的觀察點(60,n), n = 1,2,…,10 
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而計算後所得的特徵值如下表： 

PML 1st PML 2nd PML 3rd PML 

The 4 

eigen- 

values 

1.00000000000000 

1.00000001364062 

0.99999998635938 

1.00000000000000 

0.99995650734301 

0.99990712692533 

0.99998414263531 

0.99995650734301 

0.99913817553292 

0.99892282587126 

0.99892282587070 

0.99913817553292 

 

 4th PML 5th PML 6th PML 

 0.99509731966030 

0.99387535464606 

0.99387535464605 

0.99509731966030 

0.98351549566575 

0.97943910638338 

0.97943910638337 

0.98351549566575 

0.95851148268314 

0.94846576730874 

0.94846576730874 

0.95851148268314 

 

 7th PML 8th PML 9th PML 

 0.91338983846750 

0.89353805279166 

0.89353805279166 

0.91338983846751 

0.84181653830418 

0.81053742105396 

0.81053742105396 

0.84181653830418 

0.73771182494339 

0.70650121546171 

0.73771182494339 

0.70650121546171 

 

 10th PML   

 0.62836365334956 

0.63780225494426 

0.63780225494426 

0.62836365334956 

  

表 4-2 第一層到第十層 PML 的放大矩陣特徵值 

 

由上表我們可以有些簡短的結論。第一，在第二層之後的 PML 的特徵值全部都小

於１，代表各個場量的大小在通過第二層 PML 以後，是嚴格地在減緩。第二，由於放

大矩陣在兩個程序中都具有蠻對稱的形式，所以特徵值常會以共軛複數成對出現，所以

取絕對值後，常會出現兩組相同的值。 
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而角落所取的觀察點如下圖： 

 

圖 4-12 角落所取的觀察點(m,n), m,n = 7,8,9,10 

 

 

而計算後所得的特徵值如下表： 

(7,10) (8,10) (9,10) (10,10) 

0.99509731966030 

0.99387535464606 

0.99387535464604 

0.99509731966030 

0.99913817553292

0.99892282587133

0.99892282587062

0.99913817553292

0.99995650734301

0.99990712692058

0.99998414264006

0.99995650734301

1.00000000000000

1.00000002093215

0.99999997906785

1.00000000000000

 

(7,9) (8,9) (9,9) (10,9) 

0.99505404020972 

0.99382132168125 

0.99382132168132 

0.99505404020972 

0.99909472033203

0.99886851849842

0.99886851849831

0.99909472033203

0.99991301657713 

0.99979706432715 

0.99998548661726 

0.99991301657713 

0.99995650734301 

0.99990712691689 

0.99998414264375 

0.99995650734301 

 

(7,8) (8,8) (9,8) (10,8) 

0.99423971804480 

0.99280478022135 

0.99280478022142 

0.99423971804480 

0.99827709293558

0.99693884811606

0.99875560465011

0.99827709293558

0.99909472033203

0.99886851849820

0.99886851849853

0.99909472033203

0.99913817553292

0.99892282587131

0.99892282587064

0.99913817553292
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(7,7) (8,7) (9,7) (10,7) 

0.99021867646681 

0.98644576669775 

0.98913249965166 

0.99021867646681 

0.99423971804480

0.99280478022130

0.99280478022149

0.99423971804480

0.99505404020972

0.99382132168129

0.99382132168128

0.99505404020972

0.99509731966030

0.99387535464604

0.99387535464606

0.99509731966030

表 4-3 角落 PML 的放大矩陣特徵值 

 

 

由上兩表可知，PML 層中仍有比 1 大的特徵值，這顯示出事實上 LOD-FDTD 可能

是一個不穩定的數值方法。但比 1 大的特徵值又只出現在緊靠模擬空間中的一層，所以

我們取觀察點為(60,10)，緊鄰模擬空間，也是最可能發散的地方，進一步地觀察 LOD- 

FDTD 長時間下來的斂散情形： 

 

 

 

圖 4-13 Hz 場在 2’000 個時間步之後的行為 
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圖 4-14 Hz 場在 10’000 個時間步之後的行為 

 

 

圖 4-15 Hz 場在 100’000 個時間步之後的行為 

 

所以我們可以得到一個結論，就是 LOD-FDTD 雖然可能是一個不穩定的數值方法，

但是它在二維度的模擬中，可以算到 100’000 個時間步，都還不會發散。 
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4.6 心得與討論 

在本章的開頭，我們在模擬環境的四週加上 Berenger 所提出的 Split-Field PML，成

功地做出一個具有吸收效果的邊界。接下來我們進一步推導出其放大矩陣，想觀察其吸

收效果的強弱。而後發現 LOD-FDTD 有些放大矩陣的特徵值大於 1，這證明了在這個模

擬情境下，這個數值方法本身的確有存在發散的行為。但是我們進一步去觀察更長時間

後的場量，發現在二維度的模擬中，LOD-FDTD 可以保證在 100’000 都不會發散，這表

示其發散性並不強烈，整體而言穩定性是不錯的。 
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第五章 三維度 LOD-FDTD 方法的實現 

(The Implementations of 3-D LOD-FDTD Method) 

 

5.1 簡介 

本章節先把三維度的馬克士威爾方程式做拆解。用 Split-Field 方法，把每個分量場

拆成兩個分量，接著利用 LOD 方法，把時間程序做分割。不同於一維與二維度，本章

中的模擬把時間步拆成三個程序，每個程序分別對於 x-、y-、與 z-方向做計算。稍後會

做個簡單的模擬來做為驗證，並跟其它的數值方法做比較。這種處理方程式與拆解時間

步的方法，是引入 Split-Field PML 的必經過程，可以預期 LOD-FDTD 的模擬將會在不

久的將來實現。 

 

5.2 三維度 LOD-FDTD 的數學推導 

本節中我們將會介紹三維度的馬克士威爾方程式，如何做 Split-Field 的拆解方法。

跟一維度和二維度不同的是，在三維空間中不會再做任何的化簡，必須對所有的場分量

來做討論。 

 先列出馬克思威爾方程式在 Free Space 中的形式： 

1

1

E
H

t

H
E

t





 
  


   

 

 

   

1 1
( ) (

1 1
( )    and   (

1 1( ) ( )

y yx xz z

y yx xz z

y xz y

)

)

xz

H EE HH E

t y z t y

E HH E

z

H E

t z x t z
H HE E

x

EH
t x y t x

 

 

 

    
          

    
     

      
             y   
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5.2.1 三維度 LOD-FDTD 第一時間程序的數學推導 

在第一時間程序中，我們全是對 x 方向來做計算。意即在以下的推導中，全是對

, , ,yx zx yx zxE E H H 來做疊代。 

 先重寫一次馬克斯威爾方程式： 

(*) (*)

(*) (*)

)    and   ( )

1 1
( ) ( )

1 1
(

1 1( ) ( )

y yx xz z

y yzx x

xz

z

z y xy

H E

x x

H

t z

H EE HH E

t y z t y z

E HH E

t z

HE EH
t y t y

 



 

    
         

      
 

          x

E
x

 


  


 

 
 

 

方程式中有標記(*)的地方，對 x 偏微的計算，是在這個時間程序中所要做的處理。 

 

 
定位各分量場所在位置的座標： 

1 1 1 1
( , , ), ( , ,

2 2 2 2
1 1

( , , ), ( , , )
2 2

1 1
( , , ), ( , , )

2 2

1 1 1 1
( , , ), ( , , )

2 2 2 2
1 1 1 1

( , , ), ( , ,
2 2 2 2

1 1
( , , ), ( , , )

2 2

zx zy

xy xz

yx yz

xy xz

yx yz

zx zy

H i j k H i j k

E i j k E i j k

E i j k E i j k

H i j k H i j k

H i j k H i j k

E i j k E i j k

    

  

  

    

    

  


)

)
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使用 Split-Field 的機制，把對 x 方向偏微的運作量場都挑出來： 

( )1

( )1

( )1

( )1

yx zx zy

yx yzzx

yx zx zy

yx yzzx

E H H

t x
H HE

t x
H E E

t x

E EH

t x









   
  

 
  

    
  
    
  

 

 

寫出第一時間程序的差分方程式：(對 疊代) , , ,yx zx yx zxE E H H

1

3

1 1

3 3

1

3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.1)

2 2

1
( , , )

2

n n n n
yx yx zy zy

n nn n
zx zx zx zx

n

zx

E i j k E i j k H i j k H i j k

t x

H i j k H i j k H i j k H i j k

x x

E i j k E







 



       


 
 

          
  

   
 

 



1 1

3 3

1

3

1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.2)

2 2

1 1 1 1
( , , ) ( , , )

2 2 2 2

n n n
zx yz yz

n nn n
yx yx yx yx

n n
yx yx

i j k H i j k H i j k

t x

H i j k H i j k H i j k H i j k

x x

H i j k H i j k





 



     


 
 

          
  

   
 

    





1 1

3 3

1

3

1 1
( 1, , ) ( , , )1 2 2

1 1 1 1
( 1, , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.3)

2 2

1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( 1, , )12 2 2 2 2

n n
zy zy

n nn n
zx zx zx zx

n n n n
zx zx yz yz

E i j k E i j k

t x

E i j k E i j k E i j k E i j k

x x

H i j k H i j k E i j k E

t







 



   




 
        

  
   

 

       






1 1

3 3

1
( , , )

2

1 1 1 1
( 1, , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.4)

2 2

n nn n
yx yx yx yx

i j k

x

E i j k E i j k E i j k E i j k

x x

 
































 
 
  

         
   

      



 

 



 

 66

把(5.1)、(5.4)兩個方程式抽出來： 

1

3

1 1

3 3

1

3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.1)

2 2

1 1
( , ,

2 2

n n n n
yx yx zy zy

n nn n
zx zx zx zx

n

zx

E i j k E i j k H i j k H i j k

t x

H i j k H i j k H i j k H i j k

x x

H i j k







 



       


 
 

          
  

   
 

 



1 1

3 3

1 1 1 1
) ( , , ) ( 1, , ) ( , , )12 2 2 2

1 1 1 1
( 1, , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.4)

2 2

n n n
zx yz yz

n nn n
yx yx yx yx

H i j k E i j k E i j k

t x

E i j k E i j k E i j k E i j k

x x





 











          

  

         
   

      



 

 

化簡(5.4)式： 

1

3

1 1

3 3

1 1
( 1, , ) ( , , )1 1 1 1 2 2( , , ) ( , , )

2 2 2 2

1 1 1
( 1, , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , ,1 12 2 2

2 2

n n
yz yzn n

zx zx

n nn n
yx yx yx yx

E i j k E i j kt
H i j k H i j k

x

1
)

2
E i j k E i j k E i j k E i j kt

x x







 

   
     



 
        

  
   

 

 

 

代入(5.1)式： 

1

3 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ,1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1

( 1, , ) 2 ( , ,1 1 2 2
2

n n n n
yx yx zy zy

n n n n
zx zx zx zx

n n
yz yz

E i j k E i j k H i j k H i j k

t x

H i j k H i j k H i j k H i j k

x x

E i j k E i j kt

x



 

 


       


 

         
 

 

   




)

1 1 1

3 3 3

1
) ( 1, , )

2

1 1 1
( 1, , ) 2 ( , , ) ( 1, , )1 1 2 2 2

2 2

1 1 1
( 1, , ) 2 ( , , ) ( 1, , )1 1 2 2 2

2 2

n
yz

n n n
yx yx yx

n n n

yx yx yx

E i j k

x

E i j k E i j k E i j kt

x x

E i j k E i j k E i j kt

x x

 

 

  

  



      


 

      


 
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整理後可得： 
1 12 2 2
3 3

2 2 2

1 1
( 1, , ) (1 ) ( , , ) ( 1, ,

4 2 2 2 4

1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )

2 2 2 2 2

1 1 1 1
( , , ) ( , , )

2 2 2 2

n n n

yx yx yx

n n n
yx zy zy

n n
zx zx

t t t 1

3
1

)
2

E i j k E i j k E i j k
x x x

t
E i j k H i j k H i j k

x

t
H i j k H i j k

x

  





    
       

  

            
          



2

2

2

2

1 1 1
( 1, , ) 2 ( , , ) ( 1, , )

2 2 2 2

1 1 1
( 1, , ) 2 ( , , ) ( 1, , )

4 2 2 2

n n n
yz yz yz

n n n
yx yx yx

t
E i j k E i j k E i j k

x

t
E i j k E i j k E i j k

x





          
            

 

 

 

 

 

再把(5.2)、(5.3)兩個方程式抽出來： 

1

3

1 1

3 3

1

3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.2)

2 2

1 1
( , ,

2 2

n n n n
yx yx zy zy

n nn n
zx zx zx zx

n

zx

E i j k E i j k H i j k H i j k

t x

H i j k H i j k H i j k H i j k

x x

H i j k







 



       


 
 

          
  

   
 

 



1 1

3 3

1 1 1 1
) ( , , ) ( 1, , ) ( , , )12 2 2 2

1 1 1 1
( 1, , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.3)

2 2

n n n
zx yz yz

n nn n
yx yx yx yx

H i j k E i j k E i j k

t x

E i j k E i j k E i j k E i j k

x x





 











          

  

         
   

      


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化簡(5.3)式： 

1

3

1 1

3 3

1 1
( 1, , ) ( , , )1 1 1 1 2 2( , , ) ( , , )

2 2 2 2

1 1 1
( 1, , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , ,1 12 2 2

2 2

n n
yz yzn n

zx zx

n nn n
yx yx yx yx

E i j k E i j kt
H i j k H i j k

x

1
)

2
E i j k E i j k E i j k E i j kt

x x







 

   
     



 
        

  
   

 

 

 

代入(5.2)式： 

1

3 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ,1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1

( 1, , ) 2 ( , ,1 1 2 2
2

n n n n
yx yx zy zy

n n n n
zx zx zx zx

n n
yz yz

E i j k E i j k H i j k H i j k

t x

H i j k H i j k H i j k H i j k

x x

E i j k E i j kt

x



 

 


       


 

         
 

 

   




)

1 1 1

3 3 3

1
) ( 1, , )

2

1 1 1
( 1, , ) 2 ( , , ) ( 1, , )1 1 2 2 2

2 2

1 1 1
( 1, , ) 2 ( , , ) ( 1, , )1 1 2 2 2

2 2

n
yz

n n n
yx yx yx

n n n

yx yx yx

E i j k

x

E i j k E i j k E i j kt

x x

E i j k E i j k E i j kt

x x

 

 

  

  



      


 

      


 

 

整理後可得： 

 

1 1 12 2 2
3 3 3

2 2 2

1 1 1
( 1, , ) (1 ) ( , , ) ( 1, , )

4 2 2 2 4 2

1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )

2 2 2 2 2

1 1 1 1
( , , ) ( , , )

2 2 2 2

n n n

yx yx yx

n n n
yx zy zy

n n
zx zx

t t t
E i j k E i j k E i j k

x x x

t
E i j k H i j k H i j k

x

t
H i j k H i j k

x

  





    
       

  

            
          



2

2

2

2

1 1 1
( 1, , ) 2 ( , , ) ( 1, , )

2 2 2 2

1 1 1
( 1, , ) 2 ( , , ) ( 1, , )

4 2 2 2

n n n
yz yz yz

n n n
yx yx yx

t
E i j k E i j k E i j k

x

t
E i j k E i j k E i j k

x





          
            
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最後，整理出第一時間程序的四條方程式：(對 的疊代) 

 

, , ,yx zx yx zxE E H H

1 1 12 2 2
3 3 3

2 2 2

2 2

2 2

2

2

1 1 1
( 1, , ) (1 ) ( , , ) ( 1, , )

4 2 2 2 4 2

1 1 1
(1 ) ( , , ) ( 1, , ) ( 1, , )

2 2 4 2 2

1
( 1, , ) 2 (

2 2

n n n

yx yx yx

n n n
yx yx yx

n n
yz yz

t t t
E i j k E i j k E i j k

x x x

t t
E i j k E i j k E i j k

x x

t
E i j k E i

x

  

 



    
       

  

               


   


1 1
, , ) ( 1, , )

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) (5.5)

2 2 2 2 2 2 2 2

n
yz

n n n n
zx zx zy zy

j k E i j k

t
H i j k H i j k H i j k H i j k

x

     
 

                


 

 

1

3

1 1

3 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , , )

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( 1, , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , , ) (5.6)

2 2 2 2 2

n n n n
zx zx yz yz

n nn n
yx yx yx yx

t
H i j k H i j k E i j k E i j k

x

t
E i j k E i j k E i j k E i j k

x







 

              
 

            


 

 

1 1 12 2 2
3 3 3

2 2 2

2 2

2 2

2

2

1 1 1
( 1, , ) (1 ) ( , , ) ( 1, , )

4 2 2 2 4 2

1 1 1
(1 ) ( , , ) ( 1, , ) ( 1, , )

2 2 4 2 2

1
( 1, , ) 2 (

2 2

n n n

yx yx yx

n n n
yx yx yx

n n
yz yz

t t t
E i j k E i j k E i j k

x x x

t t
E i j k E i j k E i j k

x x

t
E i j k E i

x

  

 



    
       

  

               


   


1 1
, , ) ( 1, , )

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) (5.

2 2 2 2 2 2 2 2

n
yz

n n n n
zx zx zy zy

j k E i j k

t
H i j k H i j k H i j k H i j k

x

     
 

                


 

7)

 
1

3

1 1

3 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , , )

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( 1, , ) ( , , ) ( 1, , ) ( , , ) (5.

2 2 2 2 2

n n n n
yx yx zy zy

n nn n
zx zx zx zx

t
H i j k H i j k E i j k E i j k

x

t
E i j k E i j k E i j k E i j k

x







 

              
 

            


 

8)
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5.2.

在第二時間程序中，我們全是對 y 方向來做計算。意即在以下的推導中，全是對

2 三維度 LOD-FDTD 第二時間程序的數學推導 

,zy xy xy zy, ,E H E H 來做疊代。 

 先重寫一次馬克斯威爾方程式： 

(*) (*)

(*) (*)

1 1
( ) (

1 1
( )    and   (

1 1

)

)

y yx x

y yx xz z

z zH EH EE H

t z t z

E HH EH

( ) ( )
yz yzx x

E

t z x t z x
HE EH

y

H

yt x

y

E

 

 



    
    

    
   

t x y
       

 
    

    
   

 

 












 

程式中有標記(*)的地方，對 y 偏微的計算，是在這個時間程序中所要做的處理。 

 
定位各分量場所在位置的座標： 

 

方

 

1 1 1 1
( , , ), ( , ,

2 2 2 2
1 1

( , , ), ( , , )
2 2

1 1
( , , ), ( , , )

2 2

1 1 1 1
( , , ), ( , , )

2 2 2 2
1 1 1 1

( , , ), ( , ,
2 2 2 2

1 1
( , , ), ( , , )

2 2

zx zy

xy xz

yx yz

xy xz

yx yz

zx zy

H i j k H i j k

E i j k E i j k

E i j k E i j k

H i j k H i j k

H i j k H i j k

E i j k E i j k

    

  

  

    

    

  


 

)

)
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使用 Split-Field 的機制，把對 y 方向偏微的運作量場都挑出來： 

( )1

( )1

( )1

( )1

xy zx zy

zy xz xy

xy zx

zy xz xy

E H H

t y

E H

t y

zy

H

H E E

t y

H E E

t y









  
  

  


 
      

     

 

 

寫出第二時間程序的差分方程式：(對 , , ,xy zy xy zE E H H y 疊代) 

2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.9)

2 2

n n n n

xy xy zx zx

n n n n

zy zy zy zy

n

zy

E i j k E i j k H i j k H i j k

t y

H i j k H i j k H i j k H i j k

y y

E





   

   



       


 

 
          

  
   

 



2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

2

3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.10)

2 2

(

n n n

zy xz xz

n n n n

xy xy xy xy

n

xy

i j k E i j k H i j k H i j k

t y

H i j k H i j k H i j k H i j k

y y

H





  

   



       


 

 
          

  
   

 



1 1 1

3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

2

3

1 1 1 1 1 1
, , ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( , 1, ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.11)

2 2

1 1
( ,

2 2

n n n

xy zx zx

n n n n

zy zy zy zy

n

zy

i j k H i j k E i j k E i j k

t y

E i j k E i j k E i j k E i j k

y y

H i j





  

   



        


 

 
        

  
   

 

 



1 1 1

3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1
, ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )12 2 2 2

1 1 1 1
( , 1, ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.12)

2 2

n n n

zy xz xz

n n n n

xy xy xy xy

k H i j k E i j k E i j k

t y

E i j k E i j k E i j k E i j k

y y





  

   




























      


 

 
        

  
   

 

















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把(5.9)、(5.12)兩個方程式抽出來討論： 

2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.9)

2 2

n n n n

xy xy zx zx

n n n n

zy zy zy zy

n

zy

E i j k E i j k H i j k H i j k

t y

H i j k H i j k H i j k H i j k

y y

H





   

   



       


 

 
          

  
   

 



2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( , 1, ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.12)

2 2

n n n

zy xz xz

n n n n

xy xy xy xy

i j k H i j k E i j k E i j k

t y

E i j k E i j k E i j k E i j k

y y





  

   












         

  

 
        

  
   

 










 

 

化簡(5.12)式： 
1 1

3 3
2 1

3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1
( , 1, ) ( , , )1 1 1 1 2 2( , , ) ( , , )

2 2 2 2

1 1 1
( , 1, ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )1 12 2 2

2 2

n n

xz xzn n

zy zy

n n n n

xy xy xy xy

E i j k E i j kt
H i j k H i j k

y

E i j k E i j k E i j k E i j kt

y y





 

 

   

   
     



 
        

  
   

 

1

2

 

 

代入(5.9)式： 

2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 1 1

3 3 3 3

1

3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1
(1 1

2

n n n n

xy xy zx zx

n n n n

zy zy zy zy

n

xz

E i j k E i j k H i j k H i j k

t y

H i j k H i j k H i j k H i j k

y y

E it

y



 

 

   

   



       


 

         
 

 






1 1

3 3

1 1 1

3 3 3

2 2 2

3 3 3

1 1
, 1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )

2 2 2

1 1 1
( , 1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )1 1 1 2 2 2

2 2

1 1 1
( , 1, ) ( , , ) ( , 1, )1 1 1 2 2 2

2 2

n n

xz xz

n n n

xy xy xy

n n n

xy xy xy

j k E i j k E i j k

y

E i j k E i j k E i j kt

y y

E i j k E i j k E i j kt

y y

 

 

 

  

  

     



      


 

      


 
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整理後可得： 
2 22 2 2
3 3

2 2 2

1 1 1

3 3 3

1 1

3 3

1 1
( , 1, ) (1 ) ( , 1, ) ( , 1,

4 2 2 2 4 2

1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )

2 2 2 2 2

1 1 1
( , , ) (

2 2

n n n

xy xy xy

n n n

xy zx zx

n n

zy zy

t t t 2

3 1
)E i j k E i j k E i j

y y y

t
E i j k H i j k H i j k

y

t
H i j k H i

y

  





  

  

 

  
       

  

 
          


    



k

1 1 12
3 3 3

2

1 1 12
3 3 3

2

1
, , )

2 2

1 1 1
( , 1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )

2 2 2 2

1 1 1
( , 1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )

4 2 2 2

n n n

xz xz xz

n n n

xy xy xy

j k

t
E i j k E i j k E i j k

y

t
E i j k E i j k E i j k

y





  

  

 
 

 
 

          
 

          

 

 

 

 

 

再把(5.10)、(5.11)兩個方程式抽出來： 

2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.10)

2 2

n n n n

zy zy xz xz

n n n n

xy xy xy xy

xy

E i j k E i j k H i j k H i j k

t y

H i j k H i j k H i j k H i j k

y y

H





   

   

       


 

 
          

  
   

 



2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( , 1, ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.11)

2 2

n n n n

xy zx zx

n n n n

zy zy zy zy

i j k H i j k E i j k E i j k

t y

E i j k E i j k E i j k E i j k

y y





   

   













        


 

 
        

  
   

 












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化簡(5.11)式： 
1 1

3 3
2 1

3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1
( , 1, ) ( , , )1 1 1 1 2 2( , , ) ( , , )

2 2 2 2

1 1 1
( , 1, ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )1 12 2 2

2 2

n n

zx zxn n

xy xy

n n n n

zy zy zy zy

E i j k E i j kt
H i j k H i j k

y

E i j k E i j k E i j k E i j kt

y y





 

 

   

   
     



 
        

  
   

 

1
2

 

 

代入(5.10)式： 
2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 1 1

3 3 3 3

1

3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2

( ,1 1

2

n n n n

zy zy xz xz

n n n n

xy xy xy xy

n

zx

E i j k E i j k H i j k H i j k

t y

H i j k H i j k H i j k H i j k

y y

E it

y



 

 

   

   



       


 

         
 

 






1 1

3 3

1 1 1

3 3 3

2 2 2

3 3 3

1 1 1
1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )

2 2 2

1 1 1
( , 1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )1 1 1 2 2 2

2 2

1 1 1
( , 1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )1 1 1 2 2 2

2 2

n n

zx zx

n n n

zy zy zy

n n n

zy zy zy

j k E i j k E i j k

y

E i j k E i j k E i j kt

y y

E i j k E i j k E i j kt

y y

 

 

 

  

  

      



      


 

      


 

 

 

整理後可得： 

2 22 2 2
3 3

2 2 2

1 1 1

3 3 3

1 1

3 3

1 1
( , 1, ) (1 ) ( , , ) ( , 1, )

4 2 2 2 4

1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )

2 2 2 2 2

1 1 1
( , , ) ( ,

2 2

n n n

zy zy zy

n n n

zy xz xz

n n

xy xy

t t t
E i j k E i j k E i j k

y y y

t
E i j k H i j k H i j k

y

t
H i j k H i j

y

  





  

  

 

  
       

  

 
          


    



2

3 1

2

1 1 12
3 3 3

2

1 1 12
3 3 3

2

1
, )

2 2

1 1 1
( , 1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )

2 2 2 2

1 1 1
( , 1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )

4 2 2 2

n n n

zx zx zx

n n n

zy zy zy

k

t
E i j k E i j k E i j k

y

t
E i j k E i j k E i j k

y





  

  

 
 

 
 

          
 

          
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最後，整理出第一時間程序的四條方程式：(對 , , ,xy zy xy zE E H H y 的疊代) 

2 2 22 2 2
3 3 3

2 2 2

1 1 12 2
3 3 3

2 2

12
3

2

1 1 1
( , 1, ) (1 ) ( , , ) ( , 1, )

4 2 2 2 4 2

1 1 1
(1 ) ( , , ) ( , 1, ) ( , 1, )

2 2 4 2 2

( , 1,
2

n n n

zy zy zy

n n n

zy zy zy

n

zx

t t t
E i j k E i j k E i j k

y y y

t t
E i j k E i j k E i j k

y y

t
E i j k

y

  

 



  

  



  
       

  

  
            


 



1 1

3 3

1 1 1 1

3 3 3 3

1 1 1
) 2 ( , , ) ( , 1, )

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) (5.13)

2 2 2 2 2 2 2 2

n n

zx zx

n n n n

xz xz xy xy

E i j k E i j k

t
H i j k H i j k H i j k H i j k

y

 

   

 
      

 
 

              


 

 

2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( , 1, ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , ) (5.1

2 2 2 2 2

n n n n

xy xy zx zx

n n n n

zy zy zy zy

t
H i j k H i j k E i j k E i j k

y

t
E i j k E i j k E i j k E i j k

y





   

   

 
            

 
            

 4)

 

 

2 2 22 2 2
3 3 3

2 2 2

1 1 12 2
3 3 3

2 2

12
3

2

1 1 1
( , 1, ) (1 ) ( , , ) ( , 1, )

4 2 2 2 4 2

1 1 1
(1 ) ( , , ) ( , 1, ) ( , 1, )

2 2 4 2 2

1
( ,

2 2

n n n

xy xy xy

n n n

xy xy xy

n

xz

t t t
E i j k E i j k E i j k

y y y

t t
E i j k E i j k E i j k

y y

t
E i j

y

  

 



  

  



  
       

  

  
            


  



1 1

3 3

1 1 1 1

3 3 3 3

1 1
1, ) 2 ( , , ) ( , 1, )

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) (5.15

2 2 2 2 2 2 2 2

n n

xz xz

n n n n

zx zx zy zy

k E i j k E i j k

t
H i j k H i j k H i j k H i j k

y

 

   

 
     

 
 

              
 )

 

 

2 1 1 1

3 3 3 3

1 1 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , )

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( , 1, ) ( , , ) ( , 1, ) ( , , ) (5.16

2 2 2 2 2

n n n n

zy zy xz xz

n n n n

xy xy xy xy

t
H i j k H i j k E i j k E i j k

y

t
E i j k E i j k E i j k E i j k

y





   

   

 
            
 

            
 )
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5.2.3 三維度 LOD-FDTD 第三時間程序的數學推導 

在第三時間程序中，我們全是對 z 方向來做計算。意即在以下的推導中，全是對

, , ,xz yz xz yE E H H z 來做疊代。 

 先重寫一次馬克斯威爾方程式： 

(*) (*)

(*) (*)

( )

1
   and   ( )yz zx x

t y

H

1 1
( )

1
( )

1 1( ) ( )

x xz z

y

y y

y xz y xz

E HH E

t y

E H E

x t x

H E

z

t
H HE E EH

t x y t x y





 

   
  

 
 

z

H E

z z





 
 

    
 

  




 



 

 
 

                

 

方程式中有標記(*)的地方，對 z 偏微的計算，是在這個時間程序中所要做的處理。 

 

 
定位各分量場所在位置的座標： 

1 1 1 1
( , , ), ( , ,

2 2 2 2
1 1

( , , ), ( , , )
2 2

1 1
( , , ), ( , , )

2 2

1 1 1 1
( , , ), ( , , )

2 2 2 2
1 1 1 1

( , , ), ( , ,
2 2 2 2

1 1
( , , ), ( , , )

2 2

zx zy

xy xz

yx yz

xy xz

yx yz

zx zy

H i j k H i j k

E i j k E i j k

E i j k E i j k

H i j k H i j k

H i j k H i j k

E i j k E i j k

    

  

  

    

    

  


)

)
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使用 Split-Field 的機制，把對 y 方向偏微的運作量場都挑出來： 

( )1

( )1

( )1

( )1

yx yzxz

yz xy xz

yx yzxz

yz xy

H HE

t z
E H H

t z
E EH

t z

H E

t z









  
  

  
  

   
  
    
  

xzE

 

 

寫出第三時間程序的差分方程式：(對 , , ,xz yz xz yE E H H z 疊代) 

2 2 2
1 3 3 3

2 2
1 13 3

1

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.17)

2 2

n n nn
xz xz yx yx

n n n n
yz yz yz yz

n
yz

E i j k E i j k H i j k H i j k

t z

H i j k H i j k H i j k H i j k

z z

E





  

   



       


 
 

          
  

   
 



2 2 2

3 3 3

2 2
1 13 3

1

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.18)

2 2

1
( ,

2

n n n

yz xy xy

n n n n
xz xz xz xz

n
xz

i j k E i j k H i j k H i j k

t z

H i j k H i j k H i j k H i j k

z z

H i j





  

   



       


 
 

          
  

   
 





2 2 2

3 3 3

2 2
1 13 3

1

1 1 1 1 1
, ) ( , , ) ( , , 1) ( , , )12 2 2 2 2

1 1 1 1 1
( , , 1) ( , , ) ( , , 1) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 (5.19)

2 2

1 1
( , , )

2 2

n n n

xz yx yx

n n n n
yz yz yz yz

n
yz yz

k H i j k E i j k E i j k

t z

E i j k E i j k E i j k E i j k

z z

H i j k H





  

   



       


 

 
         

  
   

 

  



2 2 2

3 3 3

2 2
1 13 3

1 1 1 1
( , , ) ( , , 1) ( , , )12 2 2 2

1 1 1 1
( , , 1) ( , , ) ( , , 1) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.20)

2 2

n n n

xy xy

n n n n
xz xz xz xz

i j k E i j k E i j k

t z

E i j k E i j k E i j k E i j k

z z





  

   
































         

 
        

  
   

 









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把(5.17)、(5.20)兩個方程式抽出來討論： 

2 2 2
1 3 3 3

2 2
1 13 3

1

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.17)

2 2

n n nn
xz xz yx yx

n n n n
yz yz yz yz

n
yz

E i j k E i j k H i j k H i j k

t z

H i j k H i j k H i j k H i j k

z z

H





  

   



       


 
 

          
  

   
 



2 2 2

3 3 3

2 2
1 13 3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , 1) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( , , 1) ( , , ) ( , , 1) ( , , )1 1 12 2 2 2 (5.20)

2 2

n n n

yz xy xy

n n n n
xz xz xz xz

i j k H i j k E i j k E i j k

t z

E i j k E i j k E i j k E i j k

z z





  

   











            

  

         
  

   
 





 

 

化簡(5.20)式： 
2 2

3 3
2

1 3

2 2
1 13 3

1 1
( , , 1) ( , , )1 1 1 1 2 2( , , ) ( , , )

2 2 2 2

1 1 1
( , , 1) ( , , ) ( , , 1) ( , , )1 12 2 2

2 2

n n

xy xynn
yz yz

n n n n
xz xz xz xz

1
2

E i j k E i j kt
H i j k H i j k

z

E i j k E i j k E i j k E i j kt

z z





 



   

   
     



 
        

  
   

 

 

 

代入(5.17)式： 

2 2 2
1 3 3 3

2 2 2 2

3 3 3 3

2

3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ,1 1 1 12 2 2 2 2 2 2

2 2

1
(1 1

2

n n nn
xz xz yx yx

n n n n

yz yz yz yz

n

xy

E i j k E i j k H i j k H i j k

t z

H i j k H i j k H i j k H i j k

z z

E it

z



 

 

  

   



       


 

         
 

 






)
2

2 2

3 3

2 2 2

3 3 3

1 1 1

1 1
, , 1) 2 ( , , ) ( , , 1)

2 2 2

1 1 1
( , , 1) 2 ( , , ) ( , , 1)1 1 1 2 2 2

2 2

1 1 1
( , , 1) 2 ( , , ) ( , , 1)1 1 1 2 2 2

2 2

n n

xy xy

n n n

xz xz xz

n n n
xz xz xz

j k E i j k E i j k

z

E i j k E i j k E i j kt

z z

E i j k E i j k E i j kt

z z

 

 

 

  

  

     



      


 

      


 
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整理後可得： 
2 2 2

1 1
2 2 2

2 2 2

3 3 3

2 2

3 3

1 1
( , , 1) (1 ) ( , , ) ( , ,

4 2 2 2 4 2

1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )

2 2 2 2 2

1 1 1
( , , ) ( , ,

2 2 2

n n n
xz xz xz

n n n

xz yx yx

n n

yz yz

t t t
E i j k E i j k E i j k

z z z

t
E i j k H i j k H i j k

z

t
H i j k H i j k

z

  





  

  

 

  
       

  

 
          


    



1 1
1)

2 2 22
3 3 3

2

2 2 22
3 3 3

2

1
)

2

1 1 1
( , , 1) 2 ( , , ) ( , , 1)

2 2 2 2

1 1 1
( , , 1) 2 ( , , ) ( , , 1)

4 2 2 2

n n n

xy xy xy

n n n

xz xz xz

t
E i j k E i j k E i j k

z

t
E i j k E i j k E i j k

z





  

  

 
 

 
 

          
 

          

 

 

 

 

 

再把(5.18)、(5.19)兩個方程式抽出來： 

2 2 2
1 3 3 3

2 2
1 13 3

1

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 2 2 2 (5.18)

2 2

(

n n nn
yz yz xy xy

n n n n
xz xz xz xz

n
xz

E i j k E i j k H i j k H i j k

t z

H i j k H i j k H i j k H i j k

z z

H





  

   



       


 
 

          
  

   
 



2 2 2

3 3 3

2 2
1 13 3

1 1 1 1 1 1
, , ) ( , , ) ( , , 1) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
( , , 1) ( , , ) ( , , 1) ( , , )1 1 12 2 2 2 2 (5.19)

2 2

n n n

xz yx yx

n n n n
yz yz yz yz

i j k H i j k E i j k E i j k

t z

E i j k E i j k E i j k E i j k

z z





  

   











         
   

  

         
  

   
 






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化簡(5.19)式： 
2 2

3 3
2

1 3

2 2
1 13 3

1 1
( , , 1) ( , , )1 1 1 1 2 2( , , ) ( , , )

2 2 2 2

1 1 1
( , , 1) ( , , ) ( , , 1) ( , ,1 12 2 2

2 2

n n

yx yxnn
xz xz

n n n n
yz yz yz yz

1
)

2

E i j k E i j kt
H i j k H i j k

z

E i j k E i j k E i j k E i j kt

z z





 



   

   
     



 
        

  
   

 

 

 

代入(5.18)式： 

2 2 2
1 3 3 3

2 2 2 2

3 3 3 3

2

3

1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 1 12 2 2 2 2 2 2 2

2 2

( ,1 1

2

n n nn
yz yz xy xy

n n n n

xz xz xz xz

n

yx

E i j k E i j k H i j k H i j k

t z

H i j k H i j k H i j k H i j k

z z

E i jt

z



 

 

  

   



       


 

         
 

 






2 2

3 3

2 2 2

3 3 3

1 1 1

1 1 1
, 1) 2 ( , , ) ( , , 1)

2 2 2

1 1 1
( , , 1) 2 ( , , ) ( , , 1)1 1 1 2 2 2

2 2

1 1 1
( , , 1) 2 ( , , ) ( , , 1)1 1 1 2 2 2

2 2

n n

yx yx

n n n

yz yz yz

n n n
yz yz yz

k E i j k E i j k

z

E i j k E i j k E i j kt

z z

E i j k E i j k E i j kt

z z

 

 
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最後，整理出第一時間程序的四條方程式：(對 , , ,xz yz xz yE E H H z 的疊代) 
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5.3 模擬結果 

本章節將會對於三維度 LOD-FDTD 方法有個簡單的驗證。由於還沒真正加上邊界

條件，此方法嚴格來講尚在實驗階段，所以我們也只會粗略地觀察一個簡單的例子。 

 

首先，我們先對模擬環境有些基本的設定， 

時間間隔上，我採用以下的數值： 

1.9246E-12t            (5.25) 

 

空間間隔上，我採用以下的數值： 

1E-2x           (5.26) 

 

經過這樣的設定，可以得到庫朗常數為： 

3
Courant Number 1

c t

x


 


      (5.27) 

 

環境上我設定為長寬高各為60 空間間隔，而波源我則設定為一個高斯波，從空

間的正中間激發，並且模擬它行進到左右的邊界時，將會被完整地吸收： 

60 60 

2 2 2(Source Pulse x y ze   )/6         (5.28) 

 

由於我們目前的成果尚未加上邊界的條(Split-Field PML)，所以在以下的模擬中，我們

只會採用 Sullivan [21]在書中對於 3-D FDTD 所作的實驗做個迅速的對照。 

 

此實驗為在空間的正中央，沿著 Z 方向擺放一隻簡單的 dipole 天線，並觀察高斯波行進

的行為。以下是我們的模擬結果： 
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圖 5-1 三維度空間中加上 dipole，固定 X 座標為 30 的剖面(觀察 場) zE

 

 

 

5.4 計算複雜度 

接下來本論文會對三維度 LOD-FDTD 方法的計算量做個估計。由之前的文獻，吾

人可得知 ADI-FDTD [30]、Split-Step FDTD [31]、以及 LOD-FDTD [34]的計算量。特別

注意上句所提到的 LOD-FDTD，並沒有加上 Split-Field 的差分拆解，所以在計算複雜度

上較本論文的為少，但在推廣性上和實用性上，就是本論文為佳了。 

 

對一個數值方法而言，討論計算複雜度的方式就是算出所有加減乘除的量。以本論

文所提的方法為例，像是(5.5) - (5.8)，(5.13) - (5.16)，(5.21) - (5.24)這幾個方程式，由於

等號左邊是被更新、被疊代的場，這些計算是在解矩陣時才會遇到的，所以我們要計算

的就是等號右邊的加減乘除總量。 
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對於乘和除，我們用 M/D (multiplications/divisions)來標記，而加和減，則用 A/S 

(additions/subtractions)來標記。下表列出四種方法所耗費的總計算量： 

3-D FDTD Methods ADI [30] SS2 [31] LOD [34] LOD with SF

M/D 18 27 18 24 Implicit 

A/S 48 36 24 56 

M/D 12 9 6 12 Explicit 

A/S 24 36 24 36 

M/D 30 36 24 36 Total 

A/S 72 72 48 92 

表 5-1 三維度 LOD-FDTD 配合分場方法與其它三維度 FDTD 方法的計算複雜度 

 

 值得注意的是，三維度 LOD-FDTD 配合上分場的差分拆解後，處理了多出一倍的

場分量，但計算量卻不是變成兩倍。事實上，乘和除在程式中耗費的處理時間較長，但

卻只有不分場處理的 1.5 倍(36/24=1.5)。已知的事實是，LOD-FDTD 方法的計算比 ADI- 

FDTD 和 SS-FDTD 更迅速，這在表中也可以看得出，再加上分場的差分拆解後，LOD- 

FDTD 預期將很快被應用在模擬上。 

 

5.5 心得與討論 

在本章中，我們推導了三維度 LOD-FDTD 的差分方程，透過了一個例子，在三維

環境的正中央加上 dipole 天線，得出一個有效的結果。而後在計算複雜度的比較上，也

可得知三維度 LOD-FDTD 把方程式透過分場的拆解後，處理了兩倍的分量場，但卻只

耗費不到兩倍的計算量。這個結論會使 LOD-FDTD 方法的實現更加地有貢獻。 
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第六章 結論 

(Conclusion) 

 

 本論文「二維度 LOD-FDTD 方法加上 Split-Field PML 的穩定性分析」中，包括了

LOD-FDTD 方法在一維度以及二維度環境中的實現及分析。 

在一維度的環境中，我們首先搭配上 Sullivan 所提出的吸收邊界 ABC，成功地模擬

出一個具有吸收效果的邊界。而後從數學證明 LOD-FDTD 為弱穩定後，更進一步觀查

其長時間的行為，發現在一維度 TE 的模擬中，LOD-FDTD 在經過 100’000 次的疊代計

算後，都不會產生發散的行為，這顯示其穩定性整體而言是不錯的。 

在二維度的環境中，我們首先發現 Sullivan 所提出的吸收邊界已不足以模擬 

LOD-FDTD 方法的計算。從而引入由 Berenger 所提出的 Split-Field PML 的概念，偷過

分場的技巧之後，我們重新推導一次二維度的數學差分方程，並激發高斯波模擬加以實

現，發現在邊界加上 Split-Field PML 時，的確可以達到良好的吸收效果，之後更觀察了

反射係數，也驗證了這個模擬成果。 

 接下來我們進一步推導出其放大矩陣，發現在加了 Split-Field PML 的邊界條件下，

有幾層放大矩陣的特徵值是大於 1 的，這個事實說明在這個模擬情境下，此數值方法本

身的確存在著發散的行為。但是當我們再進一步去觀察更長時間的場量時，發現在二維

度的模擬中，LOD-FDTD 也能保證在經過 100’000 次的疊代計算後，也都不會出現發散

的行為。這表示其發散性雖有存在，但並不強烈，整體而言穩定性在二維度也是不錯的。 

 最後本論文亦提出了三維度 LOD-FDTD 方法初步的推導。透過分場(Split-Field)的

拆解，成功模擬出了簡單的例子，更進一步分析複雜度，發現分場後雖處理了 12 個分

量場(是不分場的兩倍)，但卻沒花到兩倍的計算量，最大的優點在於，加速 Split-Field

的實現。是非常值得繼續研究的主題。 

本研究仍有許多未來的發展方向，在此我們有兩個建議。 

第一，朝更動邊界的設定著手進行。由於本研究最後的成果，只能保證第二層之後
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的 PML 不會導致發散，但第一層卻仍然存在導致發散危險因子。所以，或者更動電導

的函數，或者整個改變 PML 的計算方式，都很可能可以得到更好的結果。 

第二，嘗試實現三維度 LOD-FDTD 方法加上 Split-Field PML 的模擬。對一個 FDTD

數值方法而言，如果沒有加上邊界的條件，其實的應用層面並不大。但如果以本研究為

踏板，相信可以更容易進入三維度的完整模擬，以達到實際應用的目標。但三維度的環

境下，再加上 Split-Field PML 的運用，必須要考慮 12 個分量場，不管是在數學的推導

或穩定度的分析上，預期都將會是個嚴苛的挑戰。 
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