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新型多天線系統分析 

 
 
 

學生：康雋偉 指導教授：陳富強 博士 

國立交通大學電信工程研究所碩士班 
 

 
摘要 

 

在本論文中，我們提出了兩種新型關於多天線系統的電磁分析。第一項是天線空間

相關係數(Antenna Spatial Correlation)的新型計算方法，第二項則是輻射效率(Radiation 

Efficiency)與匹配網路(Matching Network)的分析探討。論文中所有的討論驗證將以一對

偶極天線與平版天線做為分析基準。 

首先，我們分析過往天線空間相關係數表式方法，綜合比較發射端與接收端的異

同，將各式方法截長補短後提出了一組接收端的新型態空間相關係數表式方法，此法借

鏡發射端空間相關係數表示方式的特點，有別於傳統使用天線輻射場型而改用散射係數

矩陣(Scattering Matrix)進行運算，又因散射係數矩陣的獲得與計算遠較天線輻射場型容

易，達成大幅降低量測困難度與計算的複雜度的效果。 

此外，我們探討了不同匹配網路與不同相位的饋入訊號在輻射效率上的行為，並定

性定量的分析其成因，將其整理為一方便理解運算的公式。最後則運用微波電磁理論與

數值技巧提出最佳化的匹配網路，除了求出其數值解外，也致力於研究其封閉公式解以

降低其運算時間與提高方便性，並在各式實例中與傳統匹配網路進行效能比較與討論，

以不同中心頻率、不同種類的天線與不同的應用技術驗證之。 
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New Analysis of Multiple Antenna Systems 
 

Student: Chou-wei Kang Advisors: Dr. Fu-Chiarng Chen 

 

Institute of Communication Engineering 

National Chiao Tung University 
 
 

Abstract 
 

In the thesis, we propose two new electromagnetic analysis strategies to evaluate the 

performance of multiple antenna systems. The first is a new antenna spatial correlation 

formula, and the other is a new analysis strategy of radiation efficiency and the matching 

network. All case studies are simulated using a dipole pair and a patch pair as the benchmark. 

First, we compare the spatial correlation formula of the receiver with the transmitter, and 

a new representation of spatial correlation formula is proposed. Replace of the radiation 

pattern, the formula of the receiver computes spatial correlation from the scattering matrix 

description of the antenna system. Because the scattering matrix is easier measured than the 

radiation pattern, this approximation formula can effectively reduce computation complexity 

and measurement difficulty. 

We further propose a new analysis strategy and physical meaning of radiation efficiency 

and the matching network. It evaluates how the radiation efficiency may change when the 

antenna ports excite signals with different phases. Besides, we also investigate how different 

matching networks influence the radiation efficiency, and then derive a formula to describe 

the relationship. Moreover, we provide a new matching network for optimum radiation 

efficiency by microwave theory and mathematical deduction, and then prove it by applying 

them in real examples. 
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第一章 導論 

1(Introduction) 

1.1 工程背景與研究動機 

近年來，由於無線通訊技術蓬勃發展，語音和多媒體等多種綜合型通訊服務日益增

加，而這些服務都架構在穩定且高傳輸速率的條件上，導致頻譜的需求與日遽增，另一

方面，又因為頻譜的有限，導致供給趕不上需求，使頻譜的價值不斷上升，各國通訊執

照水漲船高的拍賣價格也反應出此一現象。在此背景下，如何在有限的頻寬中充分利用

現有的頻譜，成為現代無線通訊一個熱門的議題。 

早期多天線系統的重點應用是智慧型天線(Smart Antenna)，智慧型天線主要可分為

切換波束(Switched Beam)與自適型陣列(Adaptive Array)兩大類，主要原理都是透過控制

天線的波束方向來提高系統增益與訊號雜訊比，降低接收訊號時間延遲和衰減的影響，

藉此增加通訊系統的通道容量(Channel Capacity)，抑制不必要的干擾，進而提升頻譜利

用效率。 

但在今日，MIMO(Multiple-Input Multiple-output)技術成為各種應用多天線系統的技

術中當之無愧的首選[1]，主因在於 MIMO 技術能在不增加頻寬的情況下成倍數地提高

通訊系統的容量與頻譜使用率，而更高的頻譜使用率與通道容量就代表更高的數據傳輸

速率、更寬廣的覆蓋範圍、更強的可信賴性，MIMO 技術不但能提供價性比更高的服務，

同時也為多種新應用敞開了大門，更符合未來無線通訊的需求。另一方面，MIMO 也是

一種多維無線通訊技術，傳統的無線系統是在一維通道內傳送盡可能多的資訊，而

MIMO 技術增加了訊號在空間傳送的維度自由(Degree of Freedom)，除了能提升設計的

自由度外，還能增加空間使用率。 

在無線寬頻移動通信系統方面，第三代移動通信合作計畫(3GPP)已經在規範中加入

了 MIMO 技術，同時 B3G 與 4G 系統中也將採用 MIMO 技術，而在無線寬頻嵌入系統

中， 802.13e、802.11n 等也將應用 MIMO 技術，而在其他的無線通信係數中，譬如超
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寬頻系統(UWB)、感知無線系統(CR)也都將 MIMO 技術納入規範中，無疑地，MIMO

是當代無線通訊中的關鍵技術。 因此在後續篇幅中，我們將以 MIMO 技術為主論述多

天線的研究。 

 

1.2 論文架構 

本論文提出了兩種針對多天線系統的電磁分析，其一是天線空間相關係數的新型計

算方法，結合發射端空間相關係數的優點，提出新型接收端空間相關係數的計算方式，

有別於傳統使用天線輻射場型計算而改用散射係數矩陣評估，鑑於測量散射係數矩陣比

天線輻射場型容易獲得與計算簡單的特性，使我們能更方便且容易的評估接收端空間相

關係數；另一則是以輻射效率為主題，首先探討訊號源相位差與匹配網路影響輻射效率

的機制，並提出公式量化其關係，接著運用微波電磁理論與數值技巧提出最佳化的匹配

網路，除了求出其數值解外，也致力於研究其封閉公式解以降低其運算時間並提升其方

便性，並在各式實例中與傳統匹配網路進行效能比較，最後以不同中心頻率、不同種類

的天線與不同的調變方式驗證之。本論文將分為以下六個章節論述： 

第一章 導論 

簡單敘述本論文的工程背景與研究動機，並針對本論文內容架構作摘要整理。 

第二章 多天線系統概述 

簡介多天線系統與 MIMO 技術的特性與優點，說明何謂空間相關係數(Spatial 

Correlation Coefficient)與其在多天線系統中扮演的角色，最後則是介紹兩個重

要的多天線參數，散射係數矩陣與天線輻射場型，以此為後續的研究做墊鋪。 

第三章 新型空間相關係數 

分析各種空間相關係數的計算方法，研究探討空間相關係數在接收端與發射端

的異同並分析其原因，接著利用微波電磁理論與數值技巧將發射端的計算方式

結合應用至接收端，以此提出新的計算方式，最後使用電磁數值模擬軟體加以

驗證與討論。 
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第四章 概述輻射效率與匹配網路 

簡介輻射效率的研究歷程並分析一些常見的匹配電路的表現與其物理意義，接

著呈現天線埠饋入訊號的相位差與其匹配電路影響輻射效率的現象與機制，並

描述欲解決之課題。 

第五章 輻射效率探討與最佳化匹配網路 

首先研究輻射效率的物理意義與數學特性，並以此量化分析解釋饋入訊號的相

位差與匹配網路如何影響輻射效率，第二部分則描述尋找最佳化匹配網路的過

程，針對天線埠饋入不同相位差的情況，利用之前的研究成果再結合數種數值

方法與微波電路理論歸納出最佳化的匹配網路，並將其結果利用電磁模擬軟體

在各種實例中與常見的匹配網路比較與討論。 

第六章 結論 

說明本論文的結果與心得討論。 
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第二章 多天線系統概述 

2(Overview of Multiple Antenna Systems) 

近年來，無線通訊技術蓬勃發展，相關需求與日劇增，各大企業紛紛投入這潛力無

限的市場中，也因此加速了無線通訊產業的進步，其中個人通訊服務發展速度更是一日

千里，然而因應大量的資料傳輸與多媒體服務，頻譜已逐漸匱乏。在此背景下，MIMO

技術結合多天線系統這種可以成倍數地提高通訊系統的容量與頻譜使用率的應用模式

自然地成為近年來無線通訊系統的關鍵核心。在本章中，我們將先簡介多天線系統與

MIMO 技術的特性與優點，接著描述空間相關係數在多天線系統中所扮演的角色，闡述

後續研究課題的背景，最後則是介紹兩個重要的天線參數，散射係數矩陣與天線輻射場

型，以此為後續的研究做墊鋪。 

2.1 MIMO 技術概述 

在本節中，我們將先簡介多天線系統與 MIMO 技術的特性與優點。 

為了更清晰的陳述多天線系統與 MIMO 技術，我們將在此先介紹無線通訊系統中

的一個難題－多徑效應（Multipath Effect）。 

一般情況下，從信號傳送端到接收端間會有一個直射的主要通道。但不可避免地，

會有通過反射、繞射等方式構成的其它路徑，而不同路徑的相同信號在接收端疊加會造

成訊號的失真，稱為多徑效應，多徑效應不僅是信號失真的主要原因之一，也是影響傳

輸速率與頻譜使用率的根本因素，示意圖如下所示： 
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圖 2. 1 多徑效應(a)示意圖(b)訊號 

由圖 2.1 可發現，絕大多數經由非直接通道傳輸的訊號到達接收端時會因路徑較長

導致衰減比正常訊號嚴重，而通常到達時間也會略晚，因此最簡單處理多徑訊號的方

法就是直接忽略多徑效應，僅僅依靠主訊號自身來抑制多徑訊號，但這樣的作法在多

徑訊號太強以至於無法忽略時明顯不適用。 

 

圖 2. 2 發射訊號與經多徑效應影響的接收訊號 

圖 2.2 說明了多徑訊號太強會造成接收訊號的衰減與失真，因此我們需要其他對抗

多徑效應的方法，主流的方式可以分為以下三大類： 

1. 提高收接機的精確度 

2. 利用編碼技術 
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3. 使用智慧型天線 

以上這些技術都是認為多徑效應是無用甚至有害的，所以需要各式各樣的通訊技術

來抑制這種危害，降低多徑的影響。 

多天線系統是由 A.R. Kaye 和 D.A. George 在 1970 年提出[2]，一開始的目的是利用

多天線抑制通道衰減，而在 80 年代，J. Winters 與 J. Salz 提出了波束成型(beamforming)

的概念[3,4]，開啟了將波束成型技術應用至天線的風潮，最後的成果就是所謂的智慧型

天線－一種波束能隨著使用者位置調整的天線，由於智慧型天線中優於傳統的指向性使

其有相當不錯的訊號增益，在 1990 年初期，智慧型天線也被認為是解決多徑效應的最

佳方法之一。 

而在 1998 年，貝爾實驗室突破傳統無線通訊的慣性思路，沒有將多徑效應視為負

面因素設法消除其影響，反而利用 MIMO 技術化多徑效應為助力，應用空間多樣(Spatial 

Diversity)與空間多工(Spatial Multiplexing)，反而利用了多徑效應提高通信系統的容量與

頻譜使用率。當然，這並不表示著波束成形和接收合成技術是無用的，在點對點應用中

(例如戶外無線回傳應用)，兩者均能成倍提高系統性能，但從無線通訊系統的角度來說，

波束成形和接收合成技術只是一種針對傳統無線系統的改善，而 MIMO 卻是一種推翻

舊有慣性思維的突破，戲劇性地改變了人們對多徑傳播的看法。兩者的差異也反應在頻

譜使用率上，接收合成和波束成形只能一次將頻譜使用率增加一或兩個 b/s/Hz，而MIMO

則能夠使 b/s/Hz 成倍增加。 

MIMO 技術可以解決通訊系統中多路徑效應的難題，但是 MIMO 技術也有其缺點

－對於頻率選擇性衰減毫無辦法。而為了處理頻率選擇性衰減的問題，近年來有研究者

將 MIMO 技術與正交分頻多工技術(Orthogonal Frequency Division Multiplexing，以下簡

稱 OFDM)結合，以此實現一個高頻譜使用率且能應用在多數環境中的無線通訊技術。 

OFDM 的基本原理勢將頻域內的通道利用快速傅立業轉換(DFT)或快速傅立業轉換

(FFT)分為若干互相正交的子通道，信號通過每個子通道獨立傳輸，而每個子通道都擁

有自己的載波分別進行對信號調變，如果子通道的頻寬足夠窄，自然地子通道內不會有

頻率選擇性衰減，所以我們可將其視為平坦的通道，又每個子通道間彼此正交，所以其
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頻譜使用率比起一般的串行系統高出一倍以上。儘管 OFDM 有以上好處，而且早在 1970

年代就已提出，但由於實現傅立業轉換設備的複雜度、發射端與接收端震盪器的穩定度

以其射頻功率放大器的線性要求都頗高，所以直到近年來電路 IC 技術的發展，OFDM

技術才逐漸被應用。  

MIMO 技術可以在平坦通道中成倍增加頻譜效率，而 OFDM 可以將頻率選擇性衰

弱通道轉換為平坦通道，因此 MIMO-OFDM 這種將 MIMO 與 OFDM 結合起來的技術就

能帶來相當大的好處，在擁有很高的傳輸速度的同時擁有很強的可信賴度，再配合數種

數位訊號處理(Digital Signal Process)技術，大大的增加了無線系統對於干擾、多徑效應

的容忍度，其效能甚至可以逼近理論上的系統容量極限，可以預見地，MIMO-OFDM 會

是近代無線通訊系統的核心技術，本論文中也將利用 OFDM-PM 技術驗證我們所提出的

新型多天線系統分析。 

2.2 空間相關係數 

在本節中，我們將介紹空間相關係數的物理意義與其在多天線系統中扮演的角色和

能提供訊息。 

MIMO 技術

空間多樣
（天線多樣）

空間多工

通道矩陣 空間相關係數通道容量

資料傳輸速率
 

圖 2. 3 MIMO 多天線系統示意圖 

上圖是 MIMO 多天線系統的示意圖，其中空間多樣與空間多工是 MIMO 多天線系

統中的兩大關鍵特色，而通道容量是評估系統效能的重要參數，MIMO 多天線系統中主

要的優點就是反應在此數據上，而通道矩陣直接地影響了通道容量，又空間相關係數是

通道矩陣中的重要參數，由上圖我們可以粗略瞭解空間相關係數扮演的角色－評估

MIMO 多天線系統是否充分發揮其優點的重要參數，以下我們將分別介紹上圖中各個方

塊的特性並詳細量化其相互影響的機制。 
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空間多樣(Spatial Diversity) 

無線通訊系統中，不可避免地會遇到通道衰減的問題－當傳送路徑遇到強烈的衰

減，多數的無線通訊設計都會出錯。針對這樣的特性，很自然地應對方法是用不同的路

徑傳送載有同樣訊息的信號，替要傳送的訊息「買保險」，這種增加信號的可信賴性

(Reliability)的技術就稱為多樣(Diversity)，由此獲得的系統增益增為多樣增益(Diversity 

Gain)，一般實現多樣的方法依其特性可以分為三大類：時間多樣、頻率多樣、空間多樣，

而 MIMO 技術就是一種實現空間多樣的方式。 

 

空間多工(Spatial Multiplexing) 

在發射端，我們將高速率的數據流分割為多個低速率的子數據流，並利用不同的發

射天線發射不同的子數據流，如果系統的空間子頻道相關係數足夠低，就能在時域與頻

域外提供額外的空間維度，成倍地提升數據傳輸速度。 

 

通道容量(Channel Capacity) 

通道容量是由 C. Shannon 所定義的一個頻道參數[5]，是指通道能夠可靠地傳送資

訊時可達至的最大速率上限，可以反應出通道的傳輸能力，此數據能量化反應出 MIMO

多天線系統與傳統無線通訊系統的差異，以下是傳輸通道為加成性高斯白雜訊時

（Additive White Gaussian Noise，一種普遍的通道模型），通道容量的公式： 

2*log (1 )
S

C B
N

                          (2.1) 

其中 C 就是頻道的容量，單位為位元每秒(bits/second)，B 是頻道的頻寬，S 為

在頻寬內全部接收信號的功率，N 則是雜訊的功率，其中 S/N 又被稱為訊號雜訊比

(Signal-to-noise Ratio，以下簡稱 SNR)。 

 

通道矩陣(Channel Matrix) 
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圖 2. 4 多天線 MIMO 通道模型 

上圖是一個典型的多天線 MIMO 模型，我們令發射訊號為{x1,x2,…,xm}接收訊號為

{ y1,y2,…,yn }，雜訊為{ w1,w2,…,wn }則可以將以上三者表示為： 

y=Hx+w                              (2.2) 

其中 H 即為通道矩陣。而我們可以將通道容量公式改寫如下： 

2

SNR
log det{ }C I HH

n
                      (2.3) 

其中 det{A}代表取矩陣 A 的行列式，A+則代表將矩陣 A 轉置後再取共軛，n 則是天

線的數目。通道矩陣能反應接收訊號與發射訊號的關係，以此定量的描述出系統通道的

特性，同時此參數也是影響通道容量的主要因素之一。 

 

空間相關係數(Spatial Correlation) 

W. C. Jakes 在 1974 年提出無線通訊系統中空間相關係數的基本定義[6]： 

*

, * *

E{ ( ) ( )}

E{ ( ) ( )}E{ ( ) ( )}
m n

m n

m m n n

r t r t

r t r t r t r t
                       (2.4) 

其中 ( )mr t 代表第 m 個訊號，E{f(t)}代表取 f(t)的平均值，f(t)*則是 f(t)的共軛，ρ m,n

是第 m 個與第 n 個訊號間的空間相關係數。 

此參數可以反應出兩個訊號間的相關性，如果兩個訊號的相關係數越高，則相關程

度越高，這對排除多徑效應而言是一個好消息，但對多天線系統與 MIMO 技術而言卻
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是災難。如前所述，MIMO 技術是利用多徑效應產生的多個獨立的路徑達到空間多樣的

效果，而越獨立的路徑，其通過訊號的相關程度應該越低，MIMO 多天線技術的效果就

越好。因此若相關係數過高，代表兩訊號根本可以視為同一個訊號，自然失去空間多樣

的效果，進而影響到 MIMO 多天線系統的效能。 

而由空間相關係數可以得到空間相關矩陣，再利用空間相關矩陣獲得通道矩陣，其

公式如下： 

1/2 1/21

tr{ }
R T

T

H R GR
R

                          (2.5) 

其中 tr{A}代表取矩陣 A 的跡數(trace，對角線元素的總和)，RR 與 RT分別代表接收

端與發射端的相關係數矩陣，而 G 則由通道的性質決定，有了通道矩陣可再代入式(2.3)

推導出對系統通道的影響， 

由以上的簡介，我們可以定性地說明空間相關係數在 MIMO 系統中扮演的角色與

定量地描述空間相關係數對 MIMO 的影響。 

2.3 多天線系統重要參數 

在本節中我們將介紹兩個重要的天線參數，散射係數矩陣（Scattering Matrix）與天

線輻射場型(Antenna Radiation Pattern)，以此為後續的研究做墊鋪。 

2.3.1 散射係數矩陣 

在微波頻段中，由於實際測量電壓電流通常量到其行進波或駐波的大小與相位，不

容易直觀獲得等效電壓等效電流，因此在微波網路參數中，散射係數矩陣是比較實用

的，故底下我們將先介紹散射係數矩陣的定義和物理意義。 

一般 N 埠多天線系統的物理模型如下圖所示： 
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Antenna
Configuration

Port 1

Port n

Zo1

Zon

V1
+,a1

V1
-,b1

Vn
+,an

Vn
-,bn

 

圖 2. 5 N 埠多天線模型 

其中，Vn
+代表入射的電壓波，Vn

-則代表反射的電壓波，其下標 n 表示以第 n 埠為

基準，但為了標準化散射參數，消除不同埠特徵阻抗不同的影響，需將電壓波除以其特

徵阻抗開根號，定義廣義的入射波 an 與反射波 bn，如下所示： 

0 0

,i i
i i

i i

V V
a b

Z Z

 

   

若將 a 與 b 化為行向量（column vector），在一個 N 埠多天線中，其與散射係數矩

陣的關係可表示如下： 

1 11 12 1 1

2 21 2

1

N

N N NN N

b S S S a

b S a

b S S a

     
     
     
     
     
     


 

    
   

散射係數矩陣可以完整描述一個微波網路的特性，同時能簡易清楚的反應出入射功

率與反射功率的關係，另一方面，散射係數矩陣也可以藉由微波理論轉換為其他的參數

矩陣。 
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2.3.2 天線輻射場型 

天線輻射場型可以表示該組天線在輻射遠場(Radiation Far Field)中方向與相對的遠

場強度的變化關係，通常以三維球座標的二維橫切面表示，是評量天線性能的重要指標。 

一般研究天線的輻射場型，會從其電流分佈出發，積分電流分佈得其向量磁位

(Magnetic Vector Potential)，再由向量磁位算出電場，最後求出其輻射場型，而藉由天線

輻射場型我們可以得到該組天線的半功率波束寬度(Half-power Beamwidth)、指向性

(Directivity)與功率增益(Power Gain)等重要參數。 

天線的種類非常的多，其中偶極天線(Dipole Antenna)與平版天線(Patch Antenna)是

最基本也具有代表性的兩種天線，因此以下將簡介偶極天線與平版天線的輻射場型。 

偶極天線早在 19 世紀就被提出，可以用很簡單的方式實現，是最基礎也最具代表

的天線之一，其 E 平面的輻射場型可以表示如下： 

cos cos cos
2 2

( )
sin

L L

F

 




      
                        (2.6) 

其中 代表其波數(phase constant)，L 則是其長度。以二分之波長偶極天線為例，

其示意圖與 E 平面的輻射場型如下所示： 

0  

,maxE

180  

2
L




 

圖 2. 6 λ/2 偶極天線 (a)示意圖 (b) E 平面輻射場型 
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而平版天線同樣是歷史悠久且深具代表性的天線，其輻射場型可以表示如下： 

sin sin sin
2

( , ) cos sin cos
2sin sin

2

W
L

F
W

  
     

 
      

 
          (2.7) 

其中 代表其波數(phase constant)，W 是其寬度，L 則是其長度。以下我們同樣以

二分之波長為例，在匹配方面選擇使用嵌入饋電(Inset Fed)設計，圖 2.6 是整體結構的示

意圖，而圖 2.7(a)、(b)是二分之波長平版天線在 E 平面與 H 平面的輻射場型： 

L

z y

x

基板 接地層

微帶線

 
圖 2. 7 λ/2 平版天線結構圖 

(a) (b)

( ) cos sin
2E

L
F

    
 

sin sin
2

( ) cos
sin

2

H

W

F
W

 
   

 
 
 



 

圖 2. 8 λ/2 平版天線輻射場型 (a) E 平面 (b) H 平面 
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以上的情形都是假設單隻天線的情況並依靠數值方法所解出的近似公式，而在多天

線系統中因為考量其耦合效應與不同的饋入電路，因此後續章節中的天線場型我們是利

用電磁模擬軟體獲得。 
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第三章 新型空間相關係數公式 

3(New Spatial Correlation Formula) 

前述章節中已介紹空間相關係數在 MIMO 多天線系統中的定位與角色，我們對於

其在發射端與接收端的異同甚感興趣，故在本章研究分析各種空間相關係數的表示方

法，探討其在接收端與發射端的異同並分析其原因，再利用數學方法與電磁微波理論將

發射端的優點應用至接收端後提出新型空間相關係數公式，最後使用電磁數值模擬軟體

驗證之。 

3.1 空間相關係數公式 

由 2.2 節可知，空間相關係數在發射端與接收端是不同的，本節中也將分別依據發

射端與接收端的不同來介紹前人的文獻與研究。 

在發射端，R. G. Vaughan 和 J. B. Andersen 在 1987 年考慮天線的輻射場型與微波

理論，將式(2.4)改寫如下[7]： 

 
2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

n m

nm

n m

F F d

F d F d

   


   


 

 


 



 
                 (3.1) 

其中 ( , )nF   代表第 n 個天線的輻射場型，代表厄米特算子 (Hermitian Operator)，

則代表該組天線的立體角。 

2003 年，S. Blanch 、J. Romeu 和 I. Corbella 利用散射係數矩陣將式(3.1)重新改寫，

如下所示[8]： 

* *
11 12 21 22

12 2 2 2 2

11 21 22 12(1 )(1 )

S S S S

S S S S





   
                (3.2) 

式(3.2)與式(3.1)相比，式(3.1)需要天線輻射場型而式(3.2)則是散射參數，而在實際

測量中，因為散射係數矩陣只需要價值數十萬與佔地有限的向量網路分析儀，而輻射場

型則需要一整間價值數百萬遠場量測實驗室，導致散射係數矩陣的獲得遠比天線輻射場
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型容易，而在計算複雜度方面，式(3.1)需要複雜的厄米特運算與積分計算，式(3.2)卻只

需簡易的四維運算，因此式(3.2)成為現在衡量發射端輻射效應的首選，不論是耦極天

線、平版天線、單極天線(Monopole Antenna)、平面式倒 F 天線(Planar Inverted-F Antenna, 

PIFA)、槽孔式 PIFA(Slot PIFA)都有引用式(3.2)的文獻紀錄與實際量測比對的成果

[9,10,11]。 

而 B. Rembold 在 2008 年將式(3.2)延伸至 n 隻天線的情況，表示如下[12]： 

*
, ,

1
, 2 2

, ,
1 1

(1 )(1 )

N

n i n j
n

i j
N N

n i n j
n n

S S

S S

 

 



 



 
                     (3.3) 

在接收端，我們參考最原始的定義式(2.4)與最基本的發射端公式(3.1)，將天線的輻

射場型、AOA 機率分佈與接收訊號差納入考量，寫出接收端的基本公式，將其表示如

下： 

   

   

2 sin

1 2

4
12

2 2
1 2

4 4

( , ) ( , ) ,

| ( , ) | , | ( , ) | ,

d
j

F F e p d

F p d F p d

 





 
 

     


       


 


 



 
          (3.4) 

其中， ( , )nF   與同樣是代表第 n 個天線的輻射場型與立體角，d 為兩天線間的

距離，是天線中心頻率對應的波長，是入射的方位角(Azimuth Angle)，pφ(φ,θ)為

AOA 機率分佈。 

W. C. Jakes 在考量二維到達角(Angle of Arrival，以下簡稱 AOA)機率分佈，並默認

天線輻射場型為完美的等向性的情況下，提出以下公式[6]： 

2 sin
( ) ( )

d
j

d e p d
 


                          (3.5) 

而在 AOA 機率分佈為單一分佈 Uniform Distribution)，且 pφ(φ)等於 1/2π，這樣的

情況被稱為 Clarke 模型[13]，代入式(3.5)可得： 

2 sin1
( )

2

d
j

d e d
 
 


                        (3.6) 
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R. G. Vaughan 和 J. B. Andersen 將 Clarke 模型下且角度上下限π與-π的空間相關

係數算出如下： 

0

2
( ) ( )

d
d J




                           (3.7) 

其中 J0 是零階貝索函數(Bessel function)，由於 Clarke 模型的普遍，式(3.7)常被系統

通訊工程師用於評估接收端的空間相關係數。而在 2002 年，R. M. Buehrer 分析出單一

分佈但上下限不是π與-π而是一個小角度的情況，其空間相關係數可表示如下[14]： 

     0 0

2 2
exp sin sin cos

d d
d j c

   
 

       
   

           (3.8) 

而另一種常見的 AOA 機率分佈是高斯機率分佈： 

 
 20

221

2
p e

 


 





                      (3.9) 

其中 0 是 AOA 的期望值， 代表 AOA 的標準差。R. M. Buehrer 在同篇文獻中將

式(3.9)代入式(3.6)[14]，再利用數學方法將空間相關係數近似如下： 

   
 

2

0

0

2
cos

2
exp sin exp

2

d
d

d j

  
  


  
          

   
  

         (3.10) 

而在 2007 年，謝博全利用高斯分佈去近似模擬單一分佈，將大角度的單一分佈空

間相關係數的近似公式表示如下[15]： 

2

1

2
( cos( ))1 2

( ) exp sin( ) exp  
N 2

N n n

n
n

d
d

d j

    


       
   

 

     (3.11) 

但式(3.7)、式(3.8)、式(3.10)與式(3.11)並未考量到天線的情況，將天線的輻射場型

默認為完美的等向性 (Isotropic)，但實際上，完美的等向性天線是不存在的，因此 C. 

Waldschmidt 和 W. Wiesbeck 在考量天線輻射的效應後，將式(2.4)重新改寫如下[16]： 

12
12 2 2

1 2

R
 

                             (3.12) 
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其中， 

2

12 1 2 1 20 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) sinR E E p E E p d d

 

                             

2 222
  0 0

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) sini i iE p E p d d
 

                       

Eθi(φ,θ)與 Eφi(φ,θ)代表第 i 個天線在φ維度與θ維度的輻射場型，pφ(φ,θ)仍

舊是 AOA 機率分佈，而 C. Waldschmidt 和 W. Wiesbeck 將其拓展至可以描述三維空間

情況。式(3.12)考慮的情況比前式更完整，但計算較複雜且天線的輻射場型較難獲得，

是式(3.12)的缺點。 

3.2 新型空間相關係數公式 

上一節中，我們對於空間相關係數在接收端與發射端的不同以及各種表達式的優缺

點有了基本的瞭解，而在本節，我們將基於上一節的結果，整合前述表達式並以此分析

空間相關係數在接收端與發射端的異同與其原因，最後尋找一方便使用的空間相關係數

計算公式。 

我們將上述所有的空間係數公式整理如下： 

式(2.4)

式(3.1)

式(3.4)

式(3.3)式(3.2)

發射端

接收端

雙天線
↓

多天線

輻射場型
↓

散射矩陣

式(3.12)

式(3.5)

式(3.6)

式(3.10)

非等向性

等向性

式(3.7)

式(3.8)

式(3.11)

單一分佈

高斯分佈

-π~π

小角度

大角度

 

圖 3. 1 空間相關係數發展歷程圖 
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由上圖我們可以發現，式(3.5)與之後的衍生公式都忽略了非完美天線場型的影響，

儘管式(3.12)有考慮到輻射場型的效應，但計算的複雜與輻射場型的獲得難度都侷限了

此公式的使用。另一方面，正如前述在發射端我們觀察觀察式(3.1)到式(3.2)的演進過

程，會發現式(3.2)成功的將對輻射場型的需求轉換為散射矩陣，由於散射矩陣遠較輻射

場型容易量測取得，使式(3.2)被廣泛的應用。 

又由式(3.1)與式(3.4)，我們可以發現發射端與接收端差別在於 AOA 機率分佈與天

線的距離造成的接收訊號相位差，此時我們冒出一個想法，是否可以透過我們對 AOA

機率分佈與訊號相位差的研究，將發射端的成果應用到接收端，改進式(3.4)，使發射端

的空間相關係數也僅需要散射係數矩陣就可以獲得。 

首先將上述的課題量化表示，令發射端的空間相關係數為 ρ12,transit，而接收端的空

間相關係數為 ρ12,receive，現在我們的目標就是找到一個方程式 f()使其滿足下式： 

12, 12,( )receive transitf                        (3.13) 

首先考慮 AOA 機率分佈，如果通道是常見的 Clarke 模型，則其 AOA 機率分佈會

是常數，可以由分子分母上下消去，這對我們的目標來說是非常好的，現在僅剩下天線

距離造成的相位差需要考慮，而相位差可以表示如下： 

2 sin
cos(2 sin ) sin(2 sin )

d
j d d

e j
 
    

 
                (3.14) 

根據天線場型的對稱性，可以發現兩天線輻射場型做厄米特運算的結果會在平面

對稱，因此 1 2( , ) ( , )F F    對來說是一個偶函數，而 sin[2 ( / )sin ]d   對於來說是

一個奇函數，因此 1 2[ ( , ) ( , )]sin[2 ( / )sin ]F F d       相乘的結果還是一個奇函數，而

奇函數的積分在上下限差一個負號時，其積分值為零。故將式(3.13)代入式(3.12)時，在

正常的通道中 sin[2 ( / )sin ]j d   對於空間相關係數是沒有影響的，僅需考慮

cos[2 ( / )sin ]d   即可。 

接著利用泰勒展開式，將餘弦函數表示如下： 

2 2 4 6

0

( 1)
cos( ) 1- ...

2 ! 2! 4! 6!

n n

n

x x x x
x

n






                  (3.15) 
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將式(3.15)代入式(3.14)，在天線距離夠近時，可以近似如下： 

2 4(2 sin ) (2 sin )
cos(2 sin ) 1

2 24

d d
d    

  


               (3.16) 

再將式(3.16)代入式(3.4)，可得下式： 

 
2 4

1 2

4

12, 12,
2 2

1 2

4 4

(2 sin ) (2 sin )
( , ) ( , ) ( )

2 24

| ( , ) | | ( , ) |
recieve transit

d d

F F d

F d F d



 

   
    

 
   

   

 
 



 
 (3.17) 

其中根據式(3.2)，並利用下列三角函數公式： 

2 1
sin (1 cos 2 )

2
                            (3.18) 

2 1
cos 2 (1 cos 4 )

2
                           (3.19) 

          

將式(3.17) 中的元素代入式(3.18)與式(3.19)，可得， 

2

2
(2 sin )

( ) (1 cos 2 )
2

d
d 

  


                      (3.20) 

4

4
(2 sin ) 1

( ) (3 4cos cos 4 )
24 12

d
d 

   


                  (3.21) 

將式(3.20)與式(3.21)代入式(3.17)，可得： 

 

2 2
12, 12,

2 2 4
1 2

4

2 2
1 2

4 4

1
{1 ( ) [1 ( ) ]}

2

2 1
( , ) ( , ) (( ) cos 2 [1 ( ) ] ( ) cos 4 )

3 6
            

| ( , ) | | ( , ) |

receive transit

d d

d d d
F F d

F d F d



 

   
 

        
  

   

  

   


 



 

2 2
12,

1
{1 ( ) [1 ( ) ]}

4 transit

d d  
 

                                 (3.22) 
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式(3.22)確實在某種程度上滿足我們最初的要求，將發射端的空間相關係數應用至

接收端，使我們能僅僅利用散射係數矩陣得到接收端的空間相關係數公式，同時能描述

非完美等向性的多天線系統，但可惜限制太多，首先需要 AOA 機率分佈是單一分佈，

這點其實還有深入分析研究改進的餘地，譬如說利用單一分佈去近似其他的機率分佈，

但式(3.22)對於天線距離的限制卻是致命的影響因素，我們有試著採取其他方式近似，

很遺憾地效果都不好。 

以下我們將利用電磁模擬軟體驗證式(3.22)的正確性。 

3.3 模擬結果與討論 

我們模擬所使用的電磁數值模擬軟體是 Ansoft® HFSS，而後續數據的運算則使用

MATLAB®，計算機核心使用 Intel® Pentium Core2 Duo CPU E8500 @ 3.16GHz，下圖是

使用 HFSS 模擬偶極天線與平版天線的結構圖 

 

圖 3. 2 HFSS 的偶極天線模擬結構圖 
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圖 3. 3 HFSS 的平版天線模擬結構圖 

利用模擬軟體求出其散射係數矩陣與輻射場型後，代入式(3.22)與式(3.4)驗證之，

結果如下：
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(a) (b)
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圖 3. 4 新型空間相關係數 (a)偶極天線 (b)平版天線 

首先，平版天線的起始點是由 0.1 波長開始而且有效距離相當短，這是因為平版天

線的天生的結構限制，兩天線間最近的距離由單元天線的寬度所決定，而平版天線其頻

寬甚窄也是原因之一。 

結果並沒有出乎我們預期，新型空間相關係數需在天線距離足夠近才適用，即便以

偶極天線為例，都需要在 0.2 波長內才會使式(3.22)與式(3.4)吻合，但超過 0.2 波長其誤

差便大幅上升，這是一個很不好的消息，大大降低此公式的實用性，不過這也與我們當

初的推論符合，而在 0.2 波長內也證明此公式的正確性。而未來可能需要更高明的數學

方法處理接收端與發射端的空間相關係數公式使其能應用至更遠的天線距離。 
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第四章 概述輻射效率與匹配網路 

4(Overview of Radiation Efficiency and Matching Network) 

長久以來，輻射效率一直是通訊系統中的重要參數，藉由此參數我們可以瞭解一個

系統能量使用的效率，因而不論是在單天線系統、多天線系統或是天線矩陣與其匹配網

路中，輻射效率都是一個需要特別考量的課題。在本章中，我們將簡介輻射效率的發展

歷程與其特點，並研究前人的文獻，在拾遺補缺之餘挖掘出新的問題，以期能對多天線

系統的瞭解有所助益。 

4.1 節首先簡介輻射效率發展的歷程，分別描述傳統輻射效率在單天線與多天線中

的定義，接著說明近年來輻射效率的最新定義，4.2 節則介紹數種普遍的匹配網路與其

原理效能，並描述以新型輻射效率分析匹配網路的成果，4.3 節將由前人的研究文獻中

出發，探索能繼續研究的課題，並以此闡述後續研究的動機與希冀解決的問題。 

4.1 輻射效率簡介 

本節中我們將簡介輻射效率從單天線到多天線的定義與發展。 

首先由傳統的單天線出發，常見的物理模型如下圖所示：[17] 

 

圖 4. 1 傳統輻射效率示意圖 
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其數學表式如下： 

 2
1o r c d r cd cde e e e e e e                      (4.1)

 

其中，eo 代表了全部的能量效率，er代表了經過反射後所剩下的能量，此參數可以

反應出由於匹配不完全所造成的能量損失，ec則代表經過傳輸損耗的能量效率，ed 是經

過介電損耗的能量效率，所謂介電損耗是指介電質從時變場中吸收能量，並轉化成熱能

的能量損失，而 ecd 則是將介電損耗跟傳輸損耗一起考量的效率表示參數，是電壓反

射係數，主要由天線的輸入阻抗與傳輸線（或匹配網路）的阻抗決定，其表示法如下所

示： 

0

0

-in

in

Z Z

Z Z
 

                            
(4.2) 

其中，Zin 為天線的輸入阻抗，而 Zo 則是傳輸線或匹配網路的阻抗。 

接著我們將說明輻射效率在多天線系統中的定義。有別於單天線，多天線需考量多

個發射埠的影響，P. S. Kildal 和 K. Rosengren 在 2003 年提出以下模型，並以此定義新

的輻射效率[18]：  

 

圖 4. 2 雙天線模型 

此模型的特點在於不僅包含正在發射訊號的埠，同時也考量未發射訊號的埠，其中

V1 是輸入的訊號，Z12I1、Z21I2 兩個電壓源代表耦合效應的影響， Z11、Z22 代表天線本身

的阻抗，Zp1、Zp2 則代表埠的阻抗，又因為兩個天線完全相同，所以 Z11 等於 Z22，Z12

等於 Z21，Zp1 等於 Zp2，可化為下圖：  
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圖 4. 3 雙天線輻射效率模型 

根據電路理論，可得： 

2
11 12

1
in

I
Z Z Z

I
                            (4.3)

 
 

又由迴路 2，可知： 

 

2 12

1 11 1p

I Z

I Z Z





                          (4.4)

  

將式(4.4)代入式(4.3)，可得： 

2
12

11
11 1

in
p

Z
Z Z

Z Z
 


                       (4.5)  

又根據式(4.2)電壓反射係數 Γ的定義，可以定義輻射效率 erad： 

2rad refl Zpe e e                          (4.6) 

其中 erelf是表示經過反射耗損過後的能量效率，很自然的是 1 減去電壓反射係數的

平方，而 eZp2 代表經過耦合效應損耗後的能量效率，耦合效應損耗的主因在於耦合到迴

圈 2，最後被 Zp2 吃掉的能量，可表示如下： 

2

2 2
2 2

1

Real{ }
1

Real{ }

p
Zp

in

Z I
e

Z I
 

                      

(4.7) 

因此整體的能量效率為： 

2
2 1 2

2

1

Real{ }
(1 )(1 )

Real{ }

p
rad

in

Z I
e

Z I
                     (4.8) 
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接著我們將介紹改良新型的輻射效率，但在此之前需要先說明何謂全主動反射係數

（Total Active Reflection Coefficient），再結合第三章提及的散射係數矩陣，架構出新型

的輻射效率。 

全主動反射係數是利用入射電壓波與反射電壓波來描述反射量的多寡，其定義如下

[19]： 

-available radiation
TARC

available

P P

P
                      (4.9) 

其中 Pavailale代表進入系統的功率，Pradation 則代表系統輻射出去的功率，又能量與電

壓波的平方成正比，自然地 Pavailale會是入射電壓波平方和乘上阻抗，又阻抗相同，故

Pavailale減 Pradation 會等於反射電壓波平方和減去入射電壓波和，因此全主動反射係數可改

寫如下： 

2

,
1

2

,
1

N

e i
i

TARC N

e i
i

b

a





 



                       (4.10) 

接著將輻射效率用全主動反射係數表示如下[20]： 

2 2 2

, , ,
21 1 1

2 2

, ,
1 1

1 (1 )

N N N

e i e i e i
i i i

radiation TARCN N

e i e i
i i

a b b
e

a a

  

 


    
  

 
       (4.11) 

而 M. V. Ivashina、M. N. M. Kehn、 P.-S. Kildal 和 R. Maaskant 在 2006 年提出多天

線系統中單埠激發的模型，並同樣使用散射矩陣定義，將之命名為嵌入式輻射效率

（embedded radiation efficiency），表示式如下[21]： 

2

,
1

2

,
1

1

N

e i
i

embedded N

e i
i

b
e

a





 


                      
(4.12) 

但我們認為輻射效率不應該侷限於只有一個埠發射訊號的情況，多個埠同時發射會
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是比較普遍的情況，因此著重於全主動反射係數輻射效率，在後續章節中針對的輻射效

率的研究都是指全主動反射係數輻射效率。 

接著，我們將全主動反射係數輻射效率應用至兩個埠同時發射的天線中，其物理模

型表示如下圖所示： 

匹配網路 天線1

天線2

介面A

V2

V1

介面 A

天線1

天線2

埠1

埠2

b1

a1

b2

a2

(a) (b)  

圖 4. 4 全主動反射係數輻射效率 (a)雙天線模型圖 (b)示意圖 

其中 a1 與 a2 代表入射的電壓波，b1 與 b2 代表反射的電壓波。而在大多數多天線系

統的實際應用中，振幅大小都是相同的，即便不相同，我們只需做一些小小調整，仍可

使用此參數。但為了簡化問題，我們以下將假設兩個訊號源的振幅大小相同，只考慮相

位差的不同，令 1 21 , ja a e   ，再代入前述散射係數矩陣公式（ 1 11 12 1

2 21 22 2

b S S a

b S S a

     
     

     
）

可得： 

1 11 12

2 21 22

j

j

b S S e

b S S e





  


 
                      (4.13) 

 

將式(4.13)代入式(4.11)，可得： 

2 2

11 12 21 22
1

2

j j

radiation

S S e S S e
e

   
                (4.14) 
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介面 A

天線1

天線2

S11

1

ej S22

ej

埠2

埠1

 

圖 4. 5 輻射效率與訊號源的相位差示意圖 

上圖說明了輻射效率如何反應訊號源之間的相位差，這也是傳統的輻射效率所辦不

到的。在後續的章節中，我們將以新型輻射效率來分析匹配網路。 

4.2 匹配網路簡介 

所有的波動中，遇到不均勻的介質的介面時都會有反射的行為，導致能量的損耗。

自然地，有線傳輸的電壓波也會遇到同樣的問題，而所謂匹配網路就是調配介面間的阻

抗，進而使整體系統擁有最大的輸出功率，本節中將解釋何謂共軛匹配（Complex 

Conjugate Matching）並介紹三種典型的匹配網路，最後再利用前述所介紹的輻射效率分

析匹配網路的效能。 

4.2.1 共軛匹配 

可將一般的傳輸電路表示如下： 

Zg



inZ 

 

圖 4. 6 傳輸電路模型 
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其中 Vg 代表信號源，Zin 是看入的阻抗，Zg 是信號源的阻抗，Zl則是負載的阻抗，

其功率 P 可表示如下： 

2

2 2

1

2 ( ) ( )
in

g
in g in g

R
P V

R R X X


  
                 (4.16) 

其中 Rin 與 Rg 代表 Zin 與 Zg 的實部，Xin 與 Xg 則是 Zin 與 Zg 的虛部。將功率功率 P

分別對 Rin 與 Xin 偏微，令為零求其極值，可得兩方程式，求解後可得： 

*
in gZ Z

                          (4.17) 

由此可知，輸出能量效率最佳化的條件是使輸入阻抗為其負載阻抗的共軛，這就是

共軛匹配命名的由來。但負載阻抗與輸入阻抗的關係要滿足共軛匹配並不容易，此時，

就是匹配網路登場的時機：在負載與信號源間加上匹配網路，達成共軛匹配，使能量輸

出效率最佳。 

4.2.2 傳統匹配網路 

以下將介紹三種傳統的匹配網路的定義與特點： 

1. 特徵阻抗匹配（characteristic-impedance matching）： 

僅僅使用傳輸線的阻抗做匹配，在天線系統中以 50 歐姆居多，因此後文中

有提及特徵阻抗匹配網路皆以 50 歐姆為主，此法唯一但是巨大的好處在於簡

單，不用再加入匹配網路，一般用於不要求傳輸能量效率或阻抗已經設計過的

電路中。 

2. 自身阻抗匹配（self-impedance matching）： 

以負載本身的阻抗為共軛基準，在負載間不會彼此影響或是只有一個輸入

埠的狀況下運作良好，但其缺點在於忽略埠與埠之間的影響。在多天線系統中，

耦合效應（coupling effect）即是反應天線間互相影響的參數，自然地，耦合效

應的強烈與否會直接決定自身阻抗匹配的效能。 
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3. 輸入阻抗匹配（input-impedance matching）： 

鑑於自身阻抗匹配在多埠網路無法完美處理耦合效應的問題，P. S. Kildal 

和 K. Rosengren 提出利用輸入阻抗來設計匹配網路[18]，藉此處理多天線的耦

合效應問題，此模型與圖 4.3 相同，因此以下可直接參考圖 4.3，又根據共軛匹

配，因此要求 Zg*=Zin，將其代入式(4.5)，可得： 

2
* 12

1 11
11 1

p
p

Z
Z Z

Z Z
 

                        
(4.17) 

令 Zp1 x jy  代入式(4.17)求解，將其有理化，分為實部與虛部方程式後，

發現其虛部方程式有好的性質，可直接出虛部的解，最後再代入原式，可得到

實部，其解如下所示： 

2 2
2 2 2 12 12 12

1 11 12 12 11 122
11 11

( )p

R X R
Z R R X j X X

R R
      

      
(4.18) 

後文提及的輸入阻抗匹配網路皆以此解為準。 

4.2.3 散射係數矩陣與阻抗矩陣轉換 

而後文中使用輻射效率分析匹配網路時，需要散射係數矩陣與阻抗矩陣轉換公式，

又考量到我們研究的背景都是建立在複數阻抗的埠與匹配網路中，不同於傳統的轉換公

式，而需要考慮複數的影響，如下所示[22]： 

*
11 1 22 2 12 21 12 1 211 12

*
21 22 11 1 22 2 12 21 21 1 2 11 1 22 2 12 21

( )( ) 21

( )( ) 2 ( )( )

p p p p

p p p p p p

Z Z Z Z Z Z Z R RS S

S S Z Z Z Z Z Z Z R R Z Z Z Z Z Z

                 
(4.19) 

其中 Zp1 與 Zp2 是埠 1 與埠 2 的阻抗，Rp1 與 Rp2 則是兩者的實部。 

4.3 匹配網路效能與相關現象 

本節將闡述傳統匹配網路的效能與前人發現的一些現象[15]，繼而引導出我們後續

研究中希冀解決的課題。 
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傳統匹配網路的效能結果在我們後續研究中會再度出現，為了節省篇幅，我們將各

別的相位差角度的圖表放在後續的章節中，這裡僅附上平均的效能圖。 
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圖 4. 7 傳統匹配網路的輻射效率 

不出意料，在多數距離中，輸入阻抗匹配網路是三種匹配網路中表現最佳的，但在

距離相當近時，自身阻抗匹配網路的表現是三者中最優秀的，而在所有距離中，50 歐姆

特徵阻抗匹配網路的表現都不是最佳的。 

以下將展示三種匹配網路在一對 2.45GHz 的偶極天線上的表現並描述觀察到的一

些現象： 
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圖 4. 8 50 歐姆特徵阻抗匹配網路的輻射效率

 
上圖是 50 歐姆特徵阻抗匹配網路的結果，縱軸輻射效率，橫軸是天線距離。
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圖 4. 9 自身阻抗匹配網路的輻射效率 
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上圖是自身阻抗匹配網路的結果，也就是 Zin=Z11*，我們可以注意到 50 歐姆特徵阻

抗匹配網路與自身阻抗匹配網路有三個相同的現象： 

1. 0°到 180°平均的結果與 90°的結果相同。 

2. 輻射效率隨著相位差的趨勢變化。 

3. 在 0.4λ時，輻射效率與相位差角度無關 
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圖 4. 10 輸入阻抗匹配網路的輻射效率 

上圖則是輸入阻抗匹配網路的結果，我們可以發現到輸入阻抗匹配網路在所有的相

位差下所有的輻射效率都是一致的，也就是說輸入阻抗匹配網路的效率不隨相位差改

變。 

我們對於不同饋入訊號相位差與匹配網路如何影響輻射效率和以上四個的現象都

很感興趣，因此在之後的章節中，我們將分為兩個部分繼續討論： 

1. 前述現象的成因與解釋 

由於研究者並沒有對其觀察到的現象提出完整的說明，我們希望能藉由更深入
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的探討輻射效率的物理意義與數學特性，量化不同饋入訊號相位差與匹配網路

對輻射效率的影響，並以此解釋之前觀察到現象，使我們對匹配網路的輻射效

率有更進一步的瞭解。 

2. 最佳化的匹配網路 

另一方面，我們不滿足於傳統的匹配網路，希望藉由微波電路理論與種種數學

方法找出最佳化的匹配網路，並以實例展現最佳化匹配網路與傳統匹配網路在

效能上的差異。 
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第五章 輻射效率探討與最佳化匹配網路 

5(Discussions of Radiation Efficiency and Optimum Matching 

Network) 

近年來有研究者針對傳統輻射效率的定義加以改良，並以此分析數種匹配網路的效

能，可惜只提出其觀察的結果而缺乏更深入的探討，有鑑於此，在 5.1 節中將研究輻射

效率的物理意義與數學特性並以此分析匹配網路並解釋之，而 5.2 節與 5.3 節則基於之

前的成果並應用數種數值方法與電路理論，尋找最佳化的匹配網路，最後以模擬實例討

論之。 

5.1 輻射效率探討 

本節中，我們將利用種種數學方法與微波電路理論分析輻射效率，並以此解釋匹配

網路與輻射效率的關係。 

首先將 S 參數有理化： 

11 11 11

12 12 12

S RS jXS

S RS jXS

 
  

                      (5.1) 

將式(5.1)代入式(4.14)，如以下運算： 

2 2

11 12 12 11

2

11 12 12 11 12 12

2

12 11 11 12 11 11

1
2

cos sin ( sin cos )
  1

2

cos sin ( sin cos )
       

2

j jS S e S S e
e

RS RS XS j XS RS XS

RS RS XS j XS RS XS
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2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

11 12 11 12

2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

11 12 11 12

2( ) cos

2( )sin
  1

2

2( )cos

2( )sin
       

2

RS RS XS XS RS RS XS XS

XS RS RS XS

RS RS XS XS RS RS XS XS

XS RS RS XS







    
 

 

    
 



 

接著如以下假設： 

2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

11 12 11 12

2( ) cos

2( )sin

RS RS XS XS RS RS XS XS

XS RS RS XS

 
 
      


   

可得， 

1
1 ( )

2
e                            (5.2) 

如果α 0 而且αβ，則 2        ，此時可以證明 e 等於1  。 

因此以下我們將用數個不等式證明α 0 與αβ。 

首先，應用算幾不等式證明α 0： 

2 2
11 12 11 12

2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

( ) 2

2 ( )

2 ( )cos

2( )cos 0

RS RS RS RS

RS RS XS XS RS RS XS XS

RS RS XS XS RS RS XS XS

RS RS XS XS RS RS XS XS





 

     

     

      



 

接著應用算幾不等式與疊合不等式，證明αβ： 

2 2 2 2 2 2 2 2
11 11 12 12 11 11 12 12

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 11 12 12 11 12 11 12 11 12 11 12

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 11 12 12 11 12 11 12 11 12

1:

( ) ( ) 2 ( )( )

 ( )( )

( ) ( ) 2

step

RS XS RS XS RS XS RS XS

and RS XS RS XS RS RS RS XS XS RS XS XS

RS XS RS XS RS RS RS XS XS RS XS

     

     

        2 2
11 12XS
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11 12 11 12

11 12 11 12

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

11 12 11 12 11 12 11 12

2 2

2 2 2 2

2 :

2.1

sin cos ( )sin ( )cos

2.2

sin cos 1

step

XS RS RS XS a
Let

RS RS XS XS b

a b XS RS RS XS RS RS XS XS

a b XS RS RS XS RS RS XS XS   

    
   

 
  
      

    

   
 



2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

11 12 11 12 11 12 11 12

sin cos

sin cos

     ( )sin ( )cos

a b a b

XS RS RS XS RS RS XS XS

XS RS RS XS RS RS XS XS

   

 

 

 

   

    

  

 

2 2 2 2
11 11 12 12 11 12 11 12 11 12 11 12

2 2 2 2
11 11 12 12 11 12 11 12 11 12 11 12

3:

 1  2

2 ( )sin ( )cos

2( )cos 2( )sin

step

by step and step

RS XS RS XS XS RS RS XS RS RS XS XS

RS XS RS XS RS RS XS XS XS RS RS XS

 

 

       

         

最後得證： 

2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 121 ( 2( ) cos )e RS RS XS XS RS RS XS XS              (5.3) 

觀察式(5.3)，我們發現其數學形式與餘弦定理相當類似，下圖是餘弦定理的示意圖

與數學表示式： 

r
b a

 

圖 5. 1 餘弦定理示意圖 

餘弦定理描述了一個三角形邊長與夾角的關係： 
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2 2 2 2 cos( )c a b ab r                      (5.4) 

但因 S 參數可能為負值，為了符合餘弦定理，因此將其角度重新定義如下: 

11 12 11 12'               , 0 "               , 0
   ,

' 180     , " 180     , 

RS RS XS XS

else else

   

   

    
 

    
   

繼而，我們可將輻射效率改寫成下式並提出輻射效率新的定義： 

2 22
11 12 11 12

2 22
11 12 11 12

2 cos '

2 cos "

new

new

RS RS RS RS RS

XS XS XS XS XS





  

  
 

2
1 newe S                                         (5.5) 

其模型如下圖所示： 

|R
e{

S 11
}|

|Re{S
12 }| |Im

{S 11
}|

|Im
{S

12 }|

 

圖 5. 2 Snew示意圖 

由上圖可知，Snew是由 S11 和 S12 為三角形的兩個邊長，訊號相位差為其夾角，所構

成的新邊長。利用此概念，我們回頭審視之前觀察到的一些現象，並試著解釋之。 

1. 0°～180°的趨勢 

在4.3節我們發現50歐姆阻抗匹配網路與自身阻抗匹配網路都會隨著相位差角度的

增加，其輻射效率隨之降低，原因如下圖所示： 
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1 2 3 1 2 3new new newS S S      
 

圖 5. 3 相位差角度趨勢圖 

由上圖可知，因為 S11 和 S12 是固定的，，因此自然地 Snew會隨著相位差角度的增加

而增加，又輻射效率等於 1 減去 Snew的平方，所以輻射效率會隨著相位差角度的增加而

降低。 

2. 90°與平均值 

4.3 節我們也發現到平均的結果和 90°是一樣的，底下我們將式(5.3)對相位差積分，

並與 90°比較： 

2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

0

2 2 2 2
11 12 11 12 11 12 11 12

0

2 2 2 2
11 12 11 12

2 2

11 21

( ) 1 ( 2( ) cos )

1
( ) d

1
 1 ( 2( ) cos ) d

 1 ( )

 1

 (90 )

e RS RS XS XS RS RS XS XS

e

RS RS XS XS RS RS XS XS

RS RS XS XS

S S

e





 

 


 


      



      

    

  









 

由上式我們可以發現，平均的結果和 90°的確是相同的。 

3. 0.4λ時，輻射效率與相位差無關 

此現象可以由空間相關係數解釋，首先將 50 歐姆匹配網路與自身阻抗匹配網路的

空間相關係數表示如下： 
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圖 5. 4 50 歐姆匹配網路與自身阻抗匹配網路中的空間相關係數 

發現在 0.4λ時，兩者的空間相關係數相當接近零，又空間相關係數代表了兩天線

的耦合關係，故輻射效率會與相位差無關，底下我們也將由數學證明。由式(3.2)，可得

其分子，再將其轉換如下： 

* *
11 12 21 22 11 12 11 122S S S S RS RS XS XS                     (5.6) 

與式(5.3)比較，可發現確實空間相關係數很接近零時，其輻射效率會和相位差角度

無關。 

4. 應用輸入阻抗匹配時，輻射效率與相位差無關 

將式(4.18)代入式(4.19)，可得： 
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*
11 1 22 2 12 21

11
11 1 22 2 12 21

2 2 2 2 2
11 1 11 1 11 11 1 12 12 12 12

11 1 22 2 12 21

2 2 2 2
12 12 12 12 12 12 12 12

11 1

( )( )

( )( )

( ( ) 2 ( )) ( 2 )
     

( )( )

( 2 ) ( 2 )
     

( )

p p

p p

p p p

p p

p

Z Z Z Z Z Z
S

Z Z Z Z Z Z

R R X X j R X X R X jR X

Z Z Z Z Z Z

R X j R X R X jR X

Z Z

  


  

       


  

    


 22 2 12 21

0
( )pZ Z Z Z


 

 

因為輸入阻抗匹配網路可以使 S11 為 0，而從圖 5.2 可以發現 Snew會明顯等於 S12，

其輻射效率自然與相位差無關。 

在這節中，我們提出公式量化了匹配網路與訊號相位差對輻射效率的影響，並解釋

了之前發現的現象，在後續章節中我們將致力於研究最佳化匹配網路。 

5.2 最佳化匹配網路—數值解 

在 4.3 節中，我們發現傳統的匹配網路不是表現最佳的，而在這個章節中，我們將

以輻射效率為優先考量下，尋找最佳化的匹配網路，並與傳統的匹配網路做比較。 

5.2.1 定義問題與基本模型 

匹
配
網
路

天線1

天線2

介面A

訊號源2

訊號源1

x+jy

 

圖 5. 5 匹配網路示意圖 

如上圖，我們可以將問題具體如下：在已知天線的 Z 矩陣與輸入訊號源的相位差

下，求使輻射效率最佳的 x、y。 
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在瞭解問題的已知條件與待求解的未知數之後，我們利用已知數來架構多天線系統

基本的物理模型。 

 

圖 5. 6 多天線系統模型 

其物理模型如左上圖所示，假設一如前述，V1、V2 是兩個輸入的訊號 Z12I1、Z21I2

兩個電壓源代表耦合效應的影響， Z11、Z22 代表天線本身的阻抗，ZMN則代表代表匹配

網路本身的阻抗，又因為兩個天線完全相同，所以 Z11 等於 Z22，Z12等於 Z21，最後可化

為右上圖。 

5.2.2 量化 

首先我們仍然先將各項參數的實部與虛部分開，使所有的參數都屬於實數系，重新

假設如下： 

11 11 11 12 12 12

11 11 11 12 12 12

,  

,  

Z RZ jXZ Z RZ jXZ

S RS jXS S RS jXS

   
    

                  (5.7) 

為了將 S 參數轉換為 Z 參數，我們將 x+jy 與式(5.7)代入式(4.19)，可得： 

2

11 2
11

12 12
12 2

11

( ( ) ) ( )

( ( ) +2 ) + ( ( ) ( ) )

2( )

( ( ) +2 ) + ( ( ) ( ) )

K y x jN y
S

K y x RZ x j N y G y x

RZ jXZ x
S

K y x RZ x j N y G y x

  
  


 

  

              (5.8) 

其中， 
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2 2 2 2 2
11 11 11 12 12

11 11 11 12 12

11

( ) 2

 ( ) 2 2( )

( ) 2( )

K y y XZ y RZ XZ RZ XZ

N y RZ y RZ XZ RZ XZ

G y y XZ

       
   
  

 

再將式(5.8)代入式(5.3)，由此可得： 

2 2
12

2 2 2
12 12 12

2 2 2
11

[ ( )][ 4 cos ( )]

( )[ ( ) 4 cos ] 4( )
1

( +2 ( )) ( ( ) ( ) )radiation

x K y x RZ x K y

N y N y XZ x RZ XZ x
e

x RZ x K y N y G y x





    

   
 

  
       (5.9) 

最後假設 ( , ) 1 radiationf x y e  ，因此現在的目標是找到使 f(x,y)最小的 x、y。 

5.2.3 數值解 

很自然的，首先我們將 f(x,y)對 x 偏微分與對 y 偏微分獲得兩個方程式，再令其為零，

用兩個方程式解兩個未知數，本來這樣的過程在理論上是可行的，但我們觀察其方程

式，發現兩者都為二元七次方程式，而以數學的角度來說，任意的二元七次方程式是沒

有公式解的，除非其參數符合特定條件，但很遺憾的，這兩個方程式也不滿足，因此我

們無法利用嚴謹的數學方法得到其封閉公式解，因此我們選擇使用數值方法求其近似

解，我們採用的演算法是 Nelder-Mead 法，顧名思義，此方法是 J. Nelder 和 R. Mead 兩

人在 1965 年所提出的一種求多維函數極值的方法，因為此法是以單純形（Simplex 

Algorithm）的概念為基礎，也可以稱為下山單純形法（Downhill Simplex Method），而

M. Huang、 C. J. Aine、S. Supek, E. Best、D. Ranken 和 E. R. Flynn 在 1998 年改進之。

以下我們將簡介其特點與運作方法： 

下山單純形法的特點在於沒有微分運算，所以算法比較簡單，但其收斂速度也較

慢，因此適用於變數不是很多的方程式求極值問題。事實上，在低於 20 個變數的問題

裡，下山單純形法往往是數值方法的首選之一。 

其原理是運用單純形的概念，N 個限制方程式可以建構出一擁有 N+1 個頂點的單純

形，譬如前述問題有兩個限制方程式，故可以建構出一個三角形，然後代入初始值（Initial 

value），取最佳、次佳與最糟的三個點，接著利用最小點對單純形做以下 3 個運算：反



 

45 

射（reflection）、擴展（expansion）、單維度收縮（one-dimensional contraction），然

後同樣再取最佳、次佳與最糟的三個點，如此反覆疊代，直到誤差值足夠小為止。 

 

 

圖 5. 7 (a)單純迴圈解示意圖 (b) 下山單純型法示意圖 

上圖是使用單純迴圈解與下山單純型法的示意比較圖，下山單純型法無疑地直接比

使用迴圈快速的多。圖 5-7(b)中 B 是最佳的點，W 是最差的點，G 是次佳的點，C 是單

維度收縮，R 是反射，E 是擴展。 

5.2.4 結果與討論 

以下我們將展示使用山下單純形法的解出的效能，並將其與傳統的匹配網路比較，

這裡我們先以 2.45GHz 的偶極天線為基準。 
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(a) (b)

(c) (d)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

Element Spacing (wavelength)

R
ad

ia
tio

n 
E

ff
ic

ie
nc

y 
(d

B
)

Numerical

Character-impedance

Self-impedance

Input-impedance

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

Element Spacing (wavelength)

R
ad

ia
tio

n 
E

ff
ic

ie
nc

y 
(d

B
)

Numerical

Character-impedance

Self-impedance

Input-impedance

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

Element Spacing (wavelength)

R
ad

ia
tio

n 
E

ff
ic

ie
nc

y 
(d

B
)

Numerical

Character-impedance
Self-impedance

Input-impedance

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

Element Spacing (wavelength)

R
ad

ia
tio

n 
E

ff
ic

ie
nc

y 
(d

B
)

Numerical

Character-impedance
Self-impedance

Input-impedance

 

(e) (f)

(g) (h)
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圖 5. 8 數值解與傳統匹配網路在不同角度中的比較結果 

(a) 0° (b) 30° (c) 60° (d)90° (e) 120°(f) 150°(g) 180° (h)* 平均 
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(a)~(g)圖分別是相位差 0°、30°、60°…180°的結果，而(h)圖則是平均的結果，可以看

到傳統的三種匹配網路的效能都離最佳的數值解有一定的差距，尤其是在距離近的時

候，因為距離越近受耦合效應的影響越強，所以傳統的匹配網路的效率不彰。需注意在

不同的相位差時，數值解是使用不同的匹配網路，因此(h)圖其取平均的基準不同，導致

其不是一個公平的比較方式，但在已知相位差的狀況下，根據我們對相位差的瞭解調整

匹配網路使其達到最佳化，對其輻射效率的助益仍是相當可觀的，以下我們將分別展示

MIMO 系統中，使用空間多樣與空間多工的實例。 

如果我們打算利用空間多樣技術提昇系統的多樣增益，那我們會在不同的發射端傳

送同樣的訊號，自然地，發射端間不會有相位差，屬於相位差為 0°的狀況，下圖列出相

位差為 0°時，各種匹配電路的效能比較： 
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圖 5. 9 空間多樣中各種匹配網路的效能比較 

很明顯地，最佳化的數值解比傳統的匹配網路好上許多。 

又如果我們打算利用 MIMO 中的空間多工技術提昇系統的增益，那我們會在不同
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的發射端傳送不同的訊號，因此發射端間的相位差是由訊號的調變方式決定，以下將舉

OFDM 相位調變（以下簡稱 OFDM-PM）為例[23]，其中送出的訊號使用 Matlab 的 randsrc

程式，隨機產生，調變深度(Modulation index）為 0.6/2 π，記憶常數(Memory constant)

為 π /8，載波選用餘弦波，下圖是其結果： 
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圖 5. 10 空間多工中各種匹配網路的效能比較 

在這個例子中，數值解的效能仍比傳統的匹配網路優秀許多。但我們不滿足於數值

解，在其後的章節中仍試圖找出其封閉公式解以增加使用最佳匹配網路的便利性。  

5.3 最佳化匹配網路—近似封閉公式解 

由於受限於方程式的複雜度，所以我們另闢蹊徑來處理，在其後的章節中，我們將

應用下圖的流程，先處理簡化的問題，求出其解後，歸納分析解決的過程與特性，從中

借鏡其思路並結合物理觀念，最後在應用至原本的問題，以期能更完整的處理問題，找

出其封閉公式解。 
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圖 5. 11 尋找近似封閉公式解流程圖 

5.3.1 特殊情況 1 

首先我們要注意第一個特殊情況是相位差 0°，其模型如下圖所示：  

V1
Z12I1

ZMN

Z11

I1

Z11

ZMN

Z12I1

I1

V1 V1
Z12I1

ZMN

Z11

I1

A

 

圖 5. 12 相位差為 0°的模型圖 

因為相位差 0°時兩邊電路對稱，V1=V2，導致兩邊的電流也完全相同，因此只需取

一邊來看即可，再求出 Z12I1 的阻抗，而一個電壓源的阻抗等於其提供的電壓值除以流

過的電流，因此最後可以化為下圖。 

 

圖 5. 13 相位差為 0°的阻抗示意圖 
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此時利用共軛匹配原理可以得出最佳化的匹配網路： 

11 12

11 12

Re{ }

Im{ }

x Z Z

y Z Z

 
   

                       (5.10) 

接著我們討論一個相當類似 0°的情況，180°，其模型如下圖所示： 

V1
Z12I2

ZMN

Z11

I1

Z11

ZMN

Z12I1

I2

V2

 

圖 5. 14 相位差為 180°的模型圖 

由上圖，可列式如下： 

1 12 2 11 1

2 12 1 11 2

1 12 2 11 1
1 2

1 12 1 11 2

12 2 1 11 2 1 2 1 11 12

11 12

2 1

( )

( )

( )
180  V = V

( )

0 ( ) ( )( ) ( )( )

and 0

MN

MN

MN

MN

MN MN

MN

V Z I Z Z I

V Z I Z Z I

V Z I Z Z I

V Z I Z Z I

Z I I Z Z I I I I Z Z Z

Z Z Z

I I

  
   

  
      

         
  

  



 

再將 I2 =-I1的結果代回 180°的模型，會發現其 0°非常相似，僅僅差了一個負號而

已，如下圖所示： 
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圖 5. 15 相位差為 180°的阻抗示意圖 

基於兩者的相似性，我們將其視為同一種特殊狀況，利用類似的流程，最後同樣應

用共軛匹配： 

11 12

11 12

Re{ }

Im{ }

x Z Z

y Z Z

 
   

                      (5.11) 

以下我們展示其實部與虛部的結果： 
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圖 5. 16 相位差 0°與 180°時封閉公式解與數值解的實部比較結果 
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圖 5. 17 相位差 0°與 180°時封閉公式解與數值解的虛部比較結果 

我們可以發現其值與數值解幾乎是一模一樣的，接著我們將 0°與 180°得到的解代

入式(4.19)，並如下推導： 

2
11 11 12 11 12 12

2
12 11 12 11 12 12

11 11 12 11 12 12 12
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12 11
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2
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8( )[ ]
180 :
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也就是說，在 0°跟 180°時我們已經找出了最佳化的匹配網路。但依照上述推導，0

°跟 180°的輻射效率會與距離無關，即便在很近的距離中都會是 1，此結果違背了基本

物理觀念，故我們使用 HFSS 電磁全波模擬軟體驗證，發現在 0.1λ仍滿足我們上述的

推論，但在更短的距離中，埠的阻抗居然會改變系統的自身阻抗導致我們無法使用上述

的匹配方式，而此現象與圖 5.12 或圖 5.14 的模型不符。 

因此，我們初步推論圖 5.12 或圖 5.14 的模型缺發充分描述極近距離耦合效應的能

力，導致我們得到的結果在 0.1λ之內不適用，但這其實不是多大的問題，因為多天線

系統在極近距離的效能表現過差，本來就沒有任何的多天線系統實例會運作在 0.1λ之

內。而在 0.1λ之外，電磁全波模擬軟體已經驗證圖 5.12 或圖 5.14 模型的精確度，確保

了我們使用此模型的信心。 

之後我們將試圖將 0°跟 180°的結果延伸到所有角度，第一步仍試圖算出其電流，

而埠 1 與埠 2 經過的路徑與元件相同，因此假設其相位差不變，再利用 Z 參數的定義，

列式如下： 

1 11 1 11 2
2 1

2 12 1 11 2

12 1 11 2

11 1 11 2

   j

j

V Z I Z I
and V V e

V Z I Z I

Z I Z I
e

Z I Z I
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2 12 11

1 12 11

1 12 11

2 12 11

j

j

j

j

I Z Z e

I Z e Z

I Z e Z

I Z Z e









 
  

  

                                                  (5.12) 

由式(5.12)可知，兩者電流比值的不同，導致兩邊電路的負載不同，所以我們無法

跟前面的例子一樣簡易的求出其最佳化匹配網路，因此也無法利用共軛匹配，正常的處

理需要將問題量化，轉換為求極值的問題，但在這邊我們利用已知的物理特性先分析其

解的特性並做一些猜測： 

1. 最佳匹配網路會和兩邊電路的負載有關，也就是說會和式(5.12)有關。 

2. 最佳匹配網路會和 Snew有關，而如前所述 Snew和 cosθ有關。 

3. 綜合以上，我們自然地將第一的結果取其實部，其解很可能跟和

2 12 11

1 12 11

cos

cos

I RZ RZ

I RZ RZ








或 1 12 11

2 12 11

cos

cos

I RZ RZ

I RZ RZ








有關。 

5.3.2 特殊情況 2 

在 5.1 節中，我們知道相位差為 90°時其輻射效率等價於平均的結果，同時也與傳

統的輸入阻抗匹配網路結果相同，由此可知相位差 90°相當具有代表性，因此我們下一

個著手的目標就是分析 90°的情況。 

首先由物理意義出發，相位差 90°時，其輻射效率為 S11 的平方加上 S12 的平方，顯

然地，S11 為 0 或 S12 為 0 很有可能是極值，因此我們觀察圖 8.5(d)的結果，並擷取數值

解與輸入阻抗匹配的解並放大如下： 
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圖 5. 18 相位差 90°時輸入阻抗匹配與數值解的比較結果 

由上圖可以發現，可以發現輸入阻抗匹配與數值解的結果非常相近，又因為輸入阻

抗匹配網路的特性就是使 S11 為 0，從上圖可以推測 S11 為 0 在相位差 90°非常有可能是

方程式的極值。 

首先是 S12 為 0，我們將 S12 為 0 的匹配阻抗代入式(4.19)，可以發現會使 S11 為 1，

這從物理上來說也很明顯，的確只有在能量完全打不進去時才會完全沒有耦合作用的影

響，因此將 S12 為 0 的確是極值，但此值無意義。 

接著我們著手探究 S11 為 0 的物理意義：S12 主要反應其耦合效應的影響，而耦合效

應與距離成反比，因此，在距離夠遠的情況下，S11 的影響力會大於 S12，進而 S11 為零

可以導致 Snew相當小。在此情況下，近距離時會有其他的更佳的解是很合理的，因為當

距離很近時，其 S12 不會太小，因而一味的降低 S11 卻忽略 S12 所求得的結果自然不會是

最佳解。當然，這只是由物理觀念上的推論，具體情況仍需要其後數學分析證明。 

以下，我們將驗證輸入阻抗匹配網路是此方程式的解，並以此解來探究方程式的數

學特性，進而幫助於我們找出最佳化的匹配網路。 
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首先，我們需要先對方程式做一些數學上的技巧，先看以下證明： 

( , )
 ( , )

( , )

0

let  

( )
( )

0 0

0 0

x y
if f x y

x y

f

y y y

y y y y

f

y y y

f

x x x



  

   
    

 

 



  
   
  

      
     

     
   

        
          

這個步驟中，我們將一個含有分母分子的方程式對 x 偏微與對 y 偏微為 0 的結果轉

化為分母分子的偏微方程式，這個技巧可以有效簡化後續的數學處理。在開始之前，為

了簡化版面，我們再做一些變數變換： 

2 2 2
12 12

2 2 2
11 12

2 2 2 2 2

2 2 2
11

4 3 2 2 2
11 11

2 2
11

4 2

 

( ( )) ( ) 4
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x y x RZ x RZ K y G y x
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11 11
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( , ) 4 4 [4 ( ) 2 ( ) ( )]

K y x N y K y

x y RZ x b x RZ K y N y G y x






 
    

 

首先討論對 y 偏微為 0 的部分： 

2
11

11

. 0 0

'( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )[ ( )]

'( ) 2

4 ( )'( ) 2

f
i

y y y
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再來是對 x 偏微為 0 的部分： 

3 2

2 2
11 11
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. 0 0

4 2[4 - 2 ( )]

12 16 4 ( ) 2 ( ) ( )
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4 2 3 2 2 2 2
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4 2 2 2 2
2 11

2 2 2 2
11 11 12 11

( , ) 4 [6 ( ) 4 ] 4 ( ) ( )
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將兩者總結如下： 

1 1

2 2

0 0
( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0
0 0

f
M x y P x y N y Q x yy y y
M x y P x y N y Q x yf

x x x

 

 

                              

由上式我們可以驗證
( ) 0

( , ) 0

N y

M x y


 

的確是此方程式的極值，又 

12 12
11

11

2 2 2 2 2 2
11 11 11 12 12

( ) 0

( , ) 0
= ( ) 2  

RZ XZ
y XZN y

RZ
M x y

x K y y XZ y RZ XZ RZ XZ
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2 2
2 2 2 12 12

11 12 12 2
11

=  

RZ XZ
y XZ

RZ

RZ XZ
x RZ RZ XZ

RZ

   
 
   

                              (5.13) 

式(5.13)跟式(4.17)比較後，可以證明輸入阻抗匹配網路的值確實是方程式的極值。 
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藉由上一部份的成果，我們研究此方程式的數學特性，發現 ( ) 0N y  能使分母分子

差對 y 偏微的值很接近零，而分母分子差對 y 偏微的值又是整體方程式對 y 偏微的主控

項，也就是說， ( ) 0N y  是一個使方程式在 y 方向接近極值的好選擇；接著分析 x 方向，

首先注意到 2 2( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0M x y P x y N y Q x y  與方程式對 x 偏微為 0 是等價的，因此在以

( ) 0N y  的前提下，不一定要使 ( , ) 0M x y  ，使 2 ( , ) 0P x y  也有一樣的效果，這代表著

我們可由此得一個新的 x 值，以下我們展示新解的數學形式： 

12 12
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2 4 2 3 2 2 2 2
11 11 11 11

212 12
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c x c a x
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RZ XZ
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x c a

RZ RZ RZ RZ

  

   

     

 

而由圖 5.18 與之前的分析可知，此值如果有應用價值，也會是在距離相當近的時

候。但這裡又有新的問題，距離的遠近如何定義，或者是說，我們該何時應用新的解，

何時用舊的解？ 

首先我們觀察方程式，若耦合效應不強烈，代表 11 12RZ RZ 則 

2 2 2 2
11 12 11

2 2
2 2 2 2 2 2 212 12

11 12 12 11 122
11

4 3 2 2 2 412 12
2 11 11 11 11

11

4 2 2 2 2
11 11 11 12 12 11
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( ) (6 4 2 )
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c RZ RZ XZ RZ XZ a
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RZ XZ
P x XZ RZ x RZ x c x RZ c x c

RZ

RZ x RZ RZ XZ x x XZ RZ

   



      


       

     

 

又 x 代表看入阻抗的實部，明顯不能小於 0，因此 12 12
2 11

11

( , ) 0
RZ XZ

P x XZ
RZ
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由此可證明在耦合效應不強烈時，輸入阻抗匹配網路是相位差 90°的最佳解，圖 5.18

也驗證了這個推論。另一方面，當耦合效應強烈，也就是 11 12RZ RZ 不成立的時候，

可能有另外的最佳解存在，因此，相位差 90°時的最佳的匹配網路需要先計算 12 11/RZ RZ

的值，若其值夠小，則可用輸入阻抗匹配網路的解，若不滿足，則需考慮我們提出的新

解，其結果如下： 
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圖 5. 19 相位差 90°時輸入阻抗匹配、數值解與近似封閉公式解在偶極天線中的比較 

以下則是同樣是 2.45GHz，但將天線類型改為平版天線的結果： 
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圖 5. 20 相位差 90°時輸入阻抗匹配、數值解與近似封閉公式解在平版天線中的比較 

可以發現我們提出的新解，在近距離時（也就是耦合效應強時）確實大幅增進了輻

射效率。在這兩個小節中，我們分析了兩個特殊情況並得到了相當不錯的結果，在下一

節中我們會先整理特殊情況的心得結論，並試著推廣至原本的問題。 

5.3.3 歸納推論與結果 

在 0 °與 180 °中，我們先利用電路理論求出耦合效應所造成的阻抗，接著應用共軛

匹配的概念求出在 0 °與 180 °的最佳解，最後結合 Snew的特性，推測出最佳解會和

2 12 11

1 12 11

cos

cos

I RZ RZ

I RZ RZ








或 1 12 11

2 12 11

cos

cos

I RZ RZ

I RZ RZ








有關。 

而在 90 °中，我們利用已知的物理觀念，藉由輸入阻抗分析得到一個封閉公式解，

並分析此解的數學特性，發現分母分子差對 y 偏微這項方程式對整體問題而言是一個重

要的影響項，令其為 0 可以有效地幫助方程式對 y 偏微變小，故而後續我們將應用此流

程來處理問題。 
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發現此解有以下三個好處： 

1. 滿足特殊情況 

2. 與我們在特殊情況 1 的猜測吻合 

3. 此方程式仍有與特殊情況 2 相同的數學特性 

現在我們有了虛部的近似封閉公式解再帶回方程式本身，此時剩下連續的一個一元

七次方程式，這裡我們可以簡單的利用改良版的逆二次差值法（Inverse quadratic 

interpolation）來處理，求出 x 值之後再算出其輻射效率，我們將這樣求出的近似封閉公

式解命名為部分近似封閉公式解，接著我們將比較其與數值解在 2.45GHz 偶極天線與平

版天線中的結果，而由於將個別角度分別比較實在太浪費篇幅，且近似封閉公式解與數

值解同樣都會依其相位差的不同改變，所以最後結果比較我們會利用平均為基準，來衡

量近似封閉公式解與數值解的接近程度。： 
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圖 5. 21 數值解與部分近似封閉公式解在偶極天線中的比較 
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圖 5. 22 數值解與部分近似封閉公式解在平版天線中的比較 
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可以發現結果相當不錯，而在實例應用方面，從特殊情況 1 可以推論出應用多樣技

術時，我們推出的部分近似封閉公式解會幾乎等同數值解而優於傳統匹配網路，因此接

下展現應用多工技術傳送下的效能，又由於之前已經使用過多工技術下的偶極天線，而

部分近似封閉公式解在偶極天線與平版天線都很接近與數值解的效能，因此這裡不在贅

述，接著我們比較在其他中心頻率(900MHz、1800MHz)的平均情況： 
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圖 5. 23 數值解與部分近似封閉公式解在 1800MHz 偶極天線中的比較 
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圖 5. 24 數值解與部分近似封閉公式解在 1800MHz 平版天線中的比較 
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圖 5. 25 數值解與部分近似封閉公式解在 900MHz 偶極天線中的比較 
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圖 5. 26 數值解與部分近似封閉公式解在 900MHz 平版天線中的比較 

由以上的驗證，可以說明在這些實例中近似封閉公式解的確展現優於傳統匹配網路

的效能，接下來我們將尋求整體的近似封閉公式解。 

5.3.4 整體近似封閉公式解 

利用前面我們尋找虛部的方法，借鏡特殊情況（90°）的思路，我們尋找能使整體

方程式對 x 偏微為 0 的主控項，發現在 0 °、180 °時，分子微分為 0 是主控項，而 90°

附近的角度則結合輸入阻抗匹配網路的成果，又分子微分是一個三次方程式，因此我們

能提出一個封閉公式解，以下則是其數學表示式與效能： 

3 2 2
12 12 124 12 cos 8[4 2 ( )] 16cos [ ( ) ( )] 0x RZ x a K y x RZ K y XZ N y        

因為此方法在匹配網路的實部與虛部都是封閉公式解，因此命名為整體近似封閉公

式解，以下是其在 2.45GHz 中與數值解跟部分近似精確的比較： 
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圖 5. 27 數值解與部分近似封閉公式解、整體近似封閉公式解在偶極天線中的比較 
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圖 5. 28 數值解與部分近似封閉公式解、整體近似封閉公式解在平版天線中的比較 
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整體近似封閉公式解結果有略遜於部分近似封閉公式解的情況，而與數值解的效能

有較明顯的差異，但與傳統的匹配網路相比，此解仍優於傳統的匹配網路，而不論是部

分近似解或是整體近似解都能有效降低最佳化匹配網路的使用門檻與運算時間，希望此

章所提出的最佳化匹配網路能對多天線系統的匹配設計有所貢獻。 
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第六章 結論 

6(Conclusions) 

本論文「新型多天線系統分析」中提出了提出了兩種新型評估多天線系統效能的電

磁分析。第二、三章描述了新型天線空間相關係數的計算方法，第四、五章則是探討輻

射效率與匹配網路的量化關係與最佳化的匹配網路，並使用電磁模擬軟體模擬一對偶極

天線與平版天線為驗證基準。 

在新型天線空間相關係數部分，本論文利用發射端與接收端空間相關係數的異同，

藉由微波電磁理論與數學方法將發射端的公式結合至接收端，提出新的接收端的空間相

關係數公式，僅僅利用散射係數矩陣得到接收端的空間相關係數，而非傳統的天線輻射

場型，此新型公式不但能描述非完美等向性的多天線系統，還可以利用散射係數矩陣較

天線輻射場型易於獲得與方便計算的優點，簡化測量的難易度與計算的複雜度，而使用

電磁模擬軟體模擬也成功地驗證新型空間相關係數的正確性。 

而在輻射效率與匹配網路方面，本論文探討輻射效率的物理意義與數學特性後，提

出公式量化說明天線埠饋入不同相位差與匹配網路如何影響輻射效率，並以此解釋傳統

匹配網路的特性與性能，再憑藉此公式並結合數種數值方法與微波電路理論，提出最佳

化的匹配網路，但我們不滿足於數值解，繼續利用數學技巧與微波電路理論提出部分近

似封閉公式解與整體近似封閉公式解，藉由近似封閉公式解降低最佳化匹配網路的運算

時間與提升其使用方便度。而最後在各式實例中我們利用電磁模擬軟體以不同中心頻

率、不同種類的天線與不同的調變方式與傳統匹配網路進行效能比較的結果都相當優

秀，數值解優於傳統匹配網路自然不在話下，近似封閉公式解也都有相當不錯的表現，

相信能對多天線系統的匹配設計有所貢獻。 

至於本論文還有數項研究空間，可供未來從事相關研究學者加以深入探討並分析改

善之處，例如： 
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1. 新型空間相關係數需在天線距離足夠近才適用，此限制大大降低其實用性，未

來可能需要更高明的數學方法處理接收端與發射端的空間相關係數公式使其能

應用更遠的天線間距離。 

2. 如果克服天線距離太近的限制，可以利用機率分佈近似方法將 AOA 機率分佈由

單一分佈推廣至其他的機率分佈中。 

3. 我們求出的最佳化匹配網路是近似解，同樣需要更高明的數學方法處理求出其

精確解。 

4. 本論文僅著重探討雙天線的問題，可以將其拓展至含有更多天線個數的系統。 
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