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國立交通大學機械工程學系碩士班 

 
 

摘要 

 
 

    布朗運動，為最早被徹底研究的一種應用機率的過程。但其真的受到世

人的重視是在愛因斯坦(Einstein)和朗級文(Langevin)的數學模式成立之後。

在這之前，由於沒有理論的支持，所以使得布朗運動的產生方法眾說紛紜，

也較沒有說服的能力。本論文以 Fortran90/95 攥寫程式，以朗級文所推導的

數學模式作為出發，藉由牛頓第二運動定律模擬出單一顆粒子的布朗運

動，然後再將其數量化，去做大量的粒子的一維、二維、三維的運動模擬，

並且用使用統計的方法，將粒子在的所有位置的數量加以統計，並藉由四

個參數觀察其集中趨勢、離散情況、對稱的程度、峰值狀況，所以較注重

的是整體粒子的運動趨勢，而不是單一粒子的運動軌跡。 
 
關鍵字：布朗運動，奈米粒子，磁性粒子，擴散
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第一章  緒論 

1.1 前言 

 布朗運動(Brownian motion)，如圖1-1~圖1-3所示，為最早被徹底研究

的一種應用機率的過程。而真正被世人重視是在西元1827年，英國植物學

家布朗(Robert Brown) (1773-1858) 在顯微鏡中觀察到懸浮於水中的花粉粒

子漂浮於水中時所發現的。在當時一般人的認知中，花粉粒子在水中應該

呈現靜止的狀態；但布朗從實驗中發現事實並不是如此。他經觀察發現，

花粉粒子會呈現連續、隨機且鋸齒狀的不規則運動。這項發現也引起科學

界的重視，此後便以布朗運動稱呼此現象。 

  

19世紀中期，自布朗發現布朗運動之後，科學家們也相繼的對此運動做

了很多研究。一開始，許多科學家認為粒子的運動是由於本身是活的，但

是後來的科學家Poincar´e證明此現象不符合熱力學第二定律。而今日我們知

道布朗運動是因粒子與四周的液體分子碰撞所造成的，也間接證明了

Poincar´e當初的觀點[3]。Poincar´e之後許多科學家嘗試用傳統的連續體的概

念來解釋布朗運動，但均無法合理解釋布朗運動的現象。直到西元1905年

之後，愛因斯坦(Einstein)和朗級文(Langevin)才分別用自己的一套理論成功

的推導出布朗運動的數學模型，也成為近代研究布朗運動理論的重要基礎

[2]、[3]。 

  

愛因斯坦[1]結合氣體粒子熱運動(kinetic molecular theory of heat)的概念

與巨觀的流體力學中所描述阻滯力的影響，是第一位成功用數學物理理論

來解釋布朗運動的科學家。朗級文以牛頓第二運動定律為出發，得到布朗

運動在短時間與長時間的動態表現，推導出另一套數學模式，此數學模式
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也與愛因斯坦的結果相互呼應，使得後來的人對布朗運動有了更多且更詳

細的了解。 

  

布朗運動的應用範圍[2]、[4]遍及股票市場的分析、生物族群的擴散現象、

液體的沉澱現象、單細胞生物體積大小的估計等等。這些都說明了布朗運

動的重要性與應用範圍。 

 

1.2 文獻回顧 

Einstein 等人[1] 由(molecular-kinetic theory of heat)氣體粒子熱運動的

方法再加上理想氣體方程式作為出發，成功的推導出擴散方程式。並且推

出愛因斯坦關係式，此關係式是非常合乎物理意義。如溫度(T)越高擴散的

速度越快、液體越黏稠( cμ 越大)則擴散越慢。使得後來的科學家更清楚且更

容易的了解布朗運動的原理和影響布朗運動的因素。 

   

龐寧寧[2] 提到布朗運動的延伸和應用主要有幾項：徑向擴散與指數成

長、液體中的沈澱現象、人耳的聽覺、電流計的熱擾動、樹枝狀的金屬電

化學沈積、單細胞生物體積大小的估計…等。說明了布朗運動的應用範圍

遍及物理、化學、電子工程、生物、社會科學等等。 

   

黃文璋[3] 在文章中提到Wiener(1923)指出布朗運的樣本路徑是一種連

續且到處不可微之函數。在此之後，L´evy(1939)則研究多維布朗運動，且

推廣到Hilbert空間。由於此二人的貢獻，所以布朗運動又稱Wiener過程或

Wiener-L´evy過程。黃在文章中也證明了布朗運動的兩個特性：到處不可微

及標準布朗運動過程為一高斯過程。 

 

 R. Pyke 等人[4] 引入破碎理論中的 Von Koch Curve 的方法加入參數 H
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來模擬布朗運動和類布朗運動，其中 H=0.5 為標準布朗運動，如圖 1-4 所示。

並且在文章中提出布朗運動的三個特色：第一，位移量 Χ(t + h)-Χ(t)必須為

高斯分佈、第二，位移量 Χ(t + h)-Χ(t)與過去的時間的位移量獨立、及第三，

位置的平均值為零，然而這三個特色也使我們對布朗運動有更多的了解。 

   

Clayton Crowe等人[5] 在書中用機率函數積分之後所推導出的平均位

移量
2 2x Dt< >= 應用在描述一維大量粒子在無邊界的情況下自由擴散，如圖

1-5所示。與在有一面牆的情況擴散的結果，如圖1-6。 

   

Chen等人[6] 文章中說明Ludwig and Soret在一百年前提出物質擴散的

原因，不僅僅只因為濃度差異而產生的滲透壓會使得粒子會移動，而溫度

也是一個重要的影響因素。因此提出Soret coefficient來修正Fick’s Law，使

得Fick’s Law的更加準確。再加入Soret coefficient(ST)的修正之後，Chen再

使用CFD中的Lattice Boltzmann methods(LBM)來模擬粒子運動的情形，並且

藉由10個串聯的粒子來模擬出DNA運動的狀況。 

  

  Volker and Odenbach等人[7] 將布朗運動的觀念引入磁性粒子中，故粒

子會受磁場、濃度、溫度三個重要因素的影響，並且考慮因溫度而週遭流

體所產生的自然對流。所以將Soret coefficient(ST)再加以修正成ST = ST 

0+STm，其中STm就是對磁場的修正項。而文章將磁場設為均勻的，且分為

垂直和平行溫度梯度兩個方向，並且分別算出其中的STm的理論值，然後在

與實驗結果比較。 

 

1.3 研究目的 

 隨著時代的進步，工業的發展，很多東西都隨之越做越小，越做越精

細。而在尺度方面認知也從以前的微米時代，進步到了現在的奈米時代。
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而奈米粒子由於其尺寸小、重量輕，所以一些細微的影響都需要考慮進去，

其中就以布朗運動的影響最為常見。在文獻中，我們也看到奈米科技的運

用非常廣泛。從，食、衣、住、行、育、樂等。都脫離不暸跟奈米粒子的

關係。其中，若將奈米粒子之研究延伸到磁性奈米粒子，將可以應用於生

醫工程方面的研究[8]。如利用制癌劑混入磁性流體製成乳液，注入血管，

外部以磁場把含制癌劑的乳液導入患部，以制癌劑釋放藥性治療病變的癌

細胞，因制癌劑也會對正常的細胞有強力作用，所以制癌劑最好只集中於

癌細胞患部，利用磁性流體可藉由磁場力集中癌細胞患部，而磁性流體對

人體無不良影響，可由人體排出，故磁性奈米粒子研究之重要性也越來越

重要。 

  

在一般對奈米粒子之研究中，大多針對單一粒子去進行布朗運動影響的

模擬，而將重點在於觀察粒子的運動軌跡，然後再對軌跡加以分析，由於

數量稀少，所以相對的不準確性也較高。而本研究使用 Fortran90/95 撰寫

程式，模擬出大量的粒子做布朗運動的情形，並且使用 Matfor 即時畫出粒

子運動的情形。然後引入統計學中研究資料分布狀況的四大指標，觀察其

集中趨勢、離散性測度、偏態及峰態的狀況。因此較重視的是整體運動的

狀況，而不單一粒子運動的軌跡。 
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圖 1-1 單一粒子之一維布朗運動之示意圖 
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圖 1-2 單一粒子之二維布朗運動之示意圖 
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圖 1-3 單一粒子之三維布朗運動之示意圖 
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圖 1-4 單一粒子之布朗運動與類布朗運動的情形[4] 
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圖 1-5 大量粒子在無邊界限制的情況下作一維布朗運動[5] 

 
 
 
 
 
 

 

圖 1- 6 大量粒子在一面有牆的情況下作一維布朗運動[5] 
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第二章  愛因斯坦與朗級文之數學模式 

2.1 愛因斯坦之數學模式 

如圖 2-1 所示，假設液體中懸浮粒子很小，且在 X 方向的分佈呈現不均

勻的狀況，故懸浮粒子的濃度密度 ρ與 X 軸有關，即 
( )xρ ρ=  (2-1)

由理想氣體方程式可知道， 
RT nP
V N

= ⋅   

經整理之後可改成 
n RP T
V N

= ⋅ ⋅   

由於 

B
Rk
N

= 為波茲曼常數 

n
V

ρ = 為單位體積的粒子數 

 

所以上式可以修正為 
BP k Tρ=  (2-2)

由(2-1)式與(2-2)式可知 ( )P P x= ，若將上式對 x 微分 
( )( ) Bd x k TdP x

dx dx
ρ

− = −    

其中負號代表滲透壓的方向。而
( ) Bd x k T
dx

ρ
− 此項由也代表著粒子將會由濃度

高的向濃度低的而方向移動。 

 

由於懸浮粒子速度並不是很大，所以對週遭的流體影響很小，故流體仍

是層流。所以由流體力學中的Stokes' Law可知懸浮粒子所受的阻力為

6 cavπμ ，然而粒子在流體中運動卻會因為流體的黏滯性所產生的阻力而影響
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其運動，各二者必須達成平衡，即 
( ) 6B

c
d x k T au

dx
ρ πμ− =    

整理之後 

6
B

c

k T du
a dx

ρ
πμ

= − ⋅   (2-3)

再由質量守衡方程式(Continuity equation) 

( ) 0u
t
ρ ρ∂
+∇⋅ =

∂
   

將上式帶入(2-3)式中，可得 

( ) 0
6

B

c

k T d
t a dx
ρ ρρ

πμ
⎧ ⎫∂

+∇ ⋅ − ⋅ =⎨ ⎬∂ ⎩ ⎭
   

若考慮一維布朗運動則
x
∂

∇ =
∂
，故上式整理之後 

2 2

2 2( )
6

B

c

k T D
t a x x
ρ ρ ρ

πμ
∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂

 (2-4)

其中 

6
B

c

k TD
aπμ

=  (2-5)

上式即為愛因斯坦關係式[1] 

 

若特徵時間τ 內，一個粒子所移動的距離為Δ，則機率密度函數 ( )φ Δ 必

須滿足 

( ) 1dφ
Δ→∞

Δ→−∞
Δ Δ =∫  (2-6)

且具正負對稱性質，即 ( ) ( )φ φΔ = −Δ 為偶函數 

若 ( , )f x t 代表懸浮粒子在位置x、時間t的時候，所對應的數目密度，由獨立

運動的概念可得 

( , ) ( , ) ( )f x t f x t dτ φ
Δ→∞

Δ→−∞
+ = + Δ Δ Δ∫  (2-7)

因為τ 很小(10-7 sec)[2]可知 
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( , )( , ) ( , ) f x tf x t f x t
t

τ τ ∂+ ≈ +
∂

 

且
2 2

2

( , ) ( , )( , ) ( , )
2

f x t f x tf x t f x t
x x

∂ Δ ∂
+ Δ ≈ + Δ +

∂ ∂
 

 

 

將上兩式帶入(2-7)式可得 

 
2 2

2

( , ) ( , )( , ) ( ( , ) ) ( )
2

f x t f x t ff x t f x t d
t x x

τ φ
Δ→∞

Δ→−∞

∂ ∂ Δ ∂
+ = + Δ + Δ Δ

∂ ∂ ∂∫   

 

經整理之後 

 
2 2

2

( , ) ( , )( , ) ( ) ( ) ( )
2

f x t f x t ff x t f d d d
t x x

τ φ φ φ
Δ→∞ Δ→∞ Δ→∞

Δ→−∞ Δ→−∞ Δ→−∞

∂ ∂ ∂ Δ
+ = Δ Δ + Δ Δ Δ + Δ Δ

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  

 

上式右邊的偶數項因對稱關係皆為零。則右邊僅剩第一、三項，即 

 
2 2

2

( , )( , ) ( ) ( )
2

f x t ff x t f d d
t x

τ φ φ
Δ→∞ Δ→∞

Δ→−∞ Δ→−∞

∂ ∂ Δ
+ ≈ Δ Δ Δ + Δ Δ

∂ ∂∫ ∫  

 

將(2-6)式帶入上式，可得 ( )f d fφ
Δ→∞

Δ→−∞
Δ Δ Δ =∫ ，故上式可整理為 

 

(2-8)
2

2

( , )f x t fD
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

其中
21 ( )

2
D dφ

τ
Δ→∞

Δ→−∞

Δ
= Δ Δ∫   

 

(2-8)式即為粒子擴散方程式。 
 

2.1.1 一維布朗運動之理論解 

若考慮(2-8)式之 P.D.E 配合以下特殊的邊界條件、和初始值 
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擴散方程式:
2

2

f fD
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

初使值: ( ,0) ( )f x xδ=  

邊界條件: x= ,f=0±∞  

(2-9)

可解得 

(2-10)
2

41( , )
4

x
Dtf x t e

Dtπ

−
=  

其中， ( , ) 1
x

x
f x t dx

→∞

→−∞
=∫ 代表總數濃度為百分之百  

 (2-10) 式即為一維布朗運動在無邊界的情況下的理論解。 
 

2.1.2 二維布朗運動之理論解 

同理，若考慮二維 P.D.E 配合以下特殊的邊界條件、和初始值 

 

擴散方程式:
2 2

2 2( + )
y

f f fD
t x

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
 

初使值: ( , y,0) ( ) (y)f x xδ δ=  

邊界條件: x= ,y= ,f=0±∞ ±∞  

(2-9)

可解得 
2 2

( )
41( , , )

4

x y
Dtf x y t e

Dtπ

+
−

=  (2-11)

(2-11)式即為二維布朗運動在無邊界的情況下的理論解。 
 

2.1.3 三維布朗運動之理論解 

同理，若將其延伸到三維空間，其 P.D.E 配合以下特殊的邊界條件、和初始

值 
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擴散方程式: 
2 2 2

2 2 2( )f f f fD
t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

初使值: ( , , ,0) ( ) ( ) ( )f x y z x y zδ δ δ=  

邊界條件: x= ,y= ,z= ,f=0±∞ ±∞ ±∞  

(2-9)

可解得 
2 2 2

( )
4

3

1( , , , )
4

x y z
Dtf x y z t e

Dtπ

+ +
−

=  (2-13)

(2-13)式即為三維布朗運動在無邊界的情況下的理論解。 
 

2.2 朗級文之數學模式 

2.2.1 純布朗運動影響之推導 

不同於愛因斯坦的方法，朗級文以牛頓第二運動定律作為出發，並做以

下假設。若考慮懸浮粒子受流體的隨機碰撞力，和粒子運動流體所產生的

阻力為運動時的外力，則牛頓第二運動定律可表示如下： 

 
( ) ( ) ( )b

d
dv tm F t F t

dt
= +   

 

其中 ( )F t 為流體隨機作用在粒子上的碰撞力(random impact force due to the 

molecules)。而
1( )dF t v
B

= − 代表粒子在流體中因受碰撞而運動所造成的阻力

(Stokes Drag force modified rarefaction effects)。 

將 b
b

dxv
dt

= 帶入上式中並且同乘 x，可得 

2 2 2
2

2

1 1( ) ( )
2 2

b b b
b

d x dx dxm m x F t
dt dt B dt

− = −   

 



 13

因隨機力 F(t)與位置無關所以取平均之後為零，故上式整理之後可得 

 
2 2 2

2
2

1 1
2 2

b b
b

d x d xm m v
dt B dt
〈 〉 〈 〉

+ = 〈 〉   

其中符號 〈 〉代表平均的意思。 

上式右邊代表粒子的動能，因 21 1
2 2b Bm v k T〈 〉 = 帶入上式並積分，經整理之後

可得 

2

2 exp( )b
B

d x tk BT C
dt mB
〈 〉

= + −   

 

上式右邊第二項經一段時間後會趨近零。若忽略長時間後右邊第二項的影

響，故上式可改寫成 
2 2b Bx k BTt〈 〉 =  (2-14)

其中 BD k BT=   

 上式中
6

c

c

CB
aπμ

= ，且 1cC = 。故上式之結果與愛因斯坦所推導的(2-5)式

結果相呼應。而由(2-14)式之結果，可以得知在微小時間內，因布朗運動而

造成的平均微小位移量可表示如下 

2Dbx t〈Δ 〉 = Δ  for 1-D B.M. (2-15a)

同理，若將上述方法推廣至二、三維空間，則結果分別如下， 
2 24D ,br t r x y〈Δ 〉 = Δ = +  for 2-D B.M. (2-15b)

2 2 26D ,br t r x y z〈Δ 〉 = Δ = + +  for 3-D B.M. (2-15c)
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2.2.2 粒子受外在磁力影響之推導 

 假設將布朗運動和磁力所造成運動視為兩個獨立運動，則牛頓第二運

動定律可表示如下： 

 
( ) ( ) ( )m

m d
dv tm F t F t

dt
= +  (2-16)

 

其中 ( )mF t 代表粒子所受的磁力，而 ( ) 6 ( )d cF t av tπμ= − 代表粒子受磁力引響所產

生的運動而造成的阻力。 

將上式從 0~t 積分，並整理可得因磁力影響所造成的速度函數 

 

0 0

( ) [ ( ) ( )]
t tm

m d
dv tm dt F t F t dt

dt
= +∫ ∫   

 

整理之後可得 

 

0 0
[ ( ) ] [ ( ) ( )]

t

m m dm v t v F t F t dt− = +∫   

 

同理，再對上式從 0~t 積分，並整理可得 t 秒後的位置函數 

 

0 00 0

1( ) [ ( ) ( )]
t t

m m dx t F t F t dt v t x
m

= + + +∫ ∫  (2-17)

 

而由上式之結果，我可以得到一粒子受磁力的影響而造成 t 秒後的位置

函數。故可知在微小時間內，磁力所造成粒子的位移量為 

 
2

0
1 [ ( ) ( )]

2m m dx F t F t t v t
m

Δ = + Δ + Δ  (2-18a)
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同理，若將上述方法推廣至二維空間，則結果如下， 

 
2

0
1 [ ( ) ( )]

2m m dr F t F t t v t
m

Δ = + Δ + Δ  (2-18b)
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        ρ(x)       X 
 

圖 2-1 懸浮粒子所受滲透壓的淨力 
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第三章  程式之建立 

由先前的文獻回顧，我們發現布朗運動有以下主要特性：粒子的位移量

Χ(t+h)-Χ(t)為隨機的，與之前的位移量獨立，且呈高斯分布，並且平均後的

位置為零(原點)。所以在模擬布朗運動之前，必須運用到兩個隨機亂數值，

分別為均勻分布的隨機值(Random)，和常態分布的隨機值(Randomn)，其分

佈情形和特色如圖 3-1、圖 3-2 及表 3-1 所示，以用來產生上述之特性。 

 

3.1 無磁力作用下之一維布朗運動 

 假設忽略粒子間的碰撞，僅考慮粒子與四周流體間的隨機碰撞所造成的

影響，則粒子在很小的時間 h 內，受周遭流體碰撞所產生微小的位移量為

bxΔ ，則其位置函數可表示如下 

 
X(t+h)-X(t)= bxΔ  (3-1)

 

其中X(t+h)代表 h 秒後的位置，X(t)代表原本的位置， bxΔ 表示粒子因布朗運

動的影響而造成的位移量。由於布朗運動的其位移量必須成高斯分佈，且

平均後的位置為零，故使用電腦中的隨機高斯值(Randomn)寫入程式，用以

產生高斯分佈。並且藉由參數 A 來產生運的的方向，如下所示 

 
X(t+h)-X(t)=A(1+Randomn)   

  

但是經測試發現 Random 與 Randomn 的特點，如圖 3-1~3-2 及表 3-1 所

示。其中 Randomn 落在[-4,4]區間中。所以必須將所取之隨機高斯值除四，

用以產生平均為零之高斯分佈，即將上式修改成 

 
X(t+h)=X(t)+A(1+Randomn/4)  (3-2)
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如此一來位移量為(1+Randomn/4 )個單位長度便呈高斯分佈。 

 

而因為一維的布朗運動粒子的運動方向只有左右兩邊，位了使得左右機

率相同，如圖 3-3 所示。所以在程式中呼叫均勻分布的隨機值 Random，用

以判斷粒子運動的方向，即 Random>0.5 表示粒子向右移動，即 A=1；反之

則向左移動，即 A=-1。因為向左向右機率均相等，所以平均值為零。由於

布朗運動每次所造成的位移量與過去的位移量獨立，所以每次程式迴圈執

行的時候將上述兩個隨機值重取，這樣才會與之前的位移量成獨立的關

係。再由我們由之前推導的(2-15a)式可知粒子的位移量為， 2Dbx t〈Δ 〉 = Δ ，

即為粒子每次移動單位長度(unit length)。將此結果與(3-2)式結合，便可以

模擬出一維的布朗運動，即 

 
X(t+h)=X(t)+A< >(1+Randomn/4)bxΔ  (3-3)

 

上式即為懸浮粒子在無外力作用之下之一維布朗運動的方程式。 
 

3.2 無磁力作用下之二維布朗運動 

 同理，若我們將(3-1)式的方法推廣至二維空間，即 
( ) ( ) bX t h X t x+ = + Δ  
( ) ( ) bY t h Y t y+ = + Δ  (3-4)

 

其中X(t+h)代表 h 秒後粒子的位置，X(t)代表原本粒子的位置， bxΔ 為布朗運

動影響所造成的 X 軸方向位移量，Y(t+h)代表 h 秒後粒子的位置，Y(t)代表

原本粒子的位置， byΔ 為布朗運動影響所造成的 Y 軸方向位移量，由極座標

轉換的公式可將上式轉換如下 

 
bX(t+h)=X(t)+< r > cos (1+Randomn/4)θΔ ⋅  
bY(t+h)=Y(t)+< r > sin (1+Randomn/4)θΔ ⋅  (3-5)
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其中θ用以控制粒子的運動的方向，而 b< r >Δ 代表每次移動的長度。 

因為二維的布朗運動，所以粒子運動為整個二維平面，所以粒子的運動的

角度θ的範圍為[0,2 ]π ，如圖 3-4 所示。且所有角度機率均相等，故我們使

用如同 3.1 節的方法，呼叫一個均勻分布的隨機值 Random 用來判斷運動的

方向，由表 3-1 可知隨機值 Random 的範圍在[0,1]之間，且均勻分布，故乘

上 2π 即 2 Randomθ π= × ，如此一來θ 的範圍便滿足上述的要求。而單位位移

量可由(2-15b)式得知 2Dbr t〈Δ 〉 = Δ ，上式即為懸浮粒子在無外力作用之下之

二維布朗運動的方程式。 

 

3.3 無磁力作用下之三維布朗運動 

 同理，若我們將(3-1)式的方法推廣至三維空間，即 

 
bX(t+h)=X(t)+ xΔ  
bY(t+h)=Y(t)+ yΔ  

bZ(t+h)=Z(t)+ zΔ  
(3-6)

 

其中X(t+h)代表 h 秒後粒子的位置，X(t)代表原本粒子的位置， bxΔ 為布朗運

動影響所造成的 X 軸方向位移量，Y(t+h)代表 h 秒後粒子的位置，Y(t)代表

原本粒子的位置， byΔ 為布朗運動影響所造成的 Y 軸方向位移量，Z(t+h)代

表 h 秒後粒子的位置，Z(t)代表原本粒子的位置， bzΔ 為布朗運動影響所造

成的 Z 軸方向位移量，由球座標轉換的公式可將上式轉換如下 

 
bX(t+h)=X(t)+< r > sin cos (1+Randomn/4)φ θΔ ⋅ ⋅  
bY(t+h)=Y(t)+< r > sin sin (1+Randomn/4)φ θΔ ⋅ ⋅  

bZ(t+h)=Z(t)+< r > cos (1+Randomn/4)φΔ ⋅  
(3-7)

 

其中θ與φ用以控制粒子的運動的方向，而 b< r >Δ 代表每次移動的長度。因為

三維的布朗運動，所以粒子運動為整個三維空間，故必須使用兩個參數來
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控制粒子的運動的方向，由圓球座標公式可知，運動的角度θ 的範圍為

[0,2 ]π ，而φ的範圍為[0, ]π 如圖 3-5 所示。且所有角度機率均相等，故我們

使用如同 3.1 節的方法，呼叫一個均勻分布的隨機值 Random 用來判斷運動

的方向，由表 2-1 可知隨機值 Random 的範圍在[0,1]之間，且均勻分布，故

乘上 2π 即 2 Randomθ π= × 。同理， Randomφ π= × 。且如此一來θ與φ的範圍便

滿足上述的要求。而單位位移量可由(2-15c)式得知 2Dbr t〈Δ 〉 = Δ ，上式即為

懸浮粒子在無外力作用之下之三維布朗運動的方程式。 

 

3.4 受磁力作用下之布朗運動 

假設布朗運動所造成的影響與磁力所造成的影響不互相干預，則可將

(3-1)式修正如下 

 
X(t+h)-X(t)= b mx xΔ + Δ  (3-8)

 

其中X(t+h)代表 h 秒後粒子的位置，X(t)代表原本粒子的位置， bxΔ 為布朗運

動影響所造成 X 軸方向位移量， mxΔ 代表粒子受磁力影響所造成 X 軸方向

位移量。 

同理，將上述概念推廣到二維空間，則可分別表示如下 

 
( ) ( ) b mX t h X t x x+ = + Δ + Δ  
( ) ( ) b mY t h Y t y y+ = + Δ + Δ  (3-9)

 

其中X(t+h)、Y(t+h)代表 h 秒後粒子的位置，X(t)、Y(t)代表原本粒子的位置，

bxΔ 為布朗運動影響所造成 X 軸方向位移量， mxΔ 代表粒子受磁力影響所造

成 X 軸方向位移量。 byΔ 為布朗運動影響所造成 Y 軸方向位移量， myΔ 代表

粒子受磁力影響所造成 Y 軸方向位移量。 

同理，將上述概念推廣到三維空間，則可分別表示如下 
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( ) ( ) b mX t h X t x x+ = + Δ + Δ  
( ) ( ) b mY t h Y t y y+ = + Δ + Δ  
( ) ( ) b mZ t h Z t z z+ = + Δ + Δ  

(3-10)

 

其中X(t+h)、Y(t+h)、Z(t+h)代表 h 秒後粒子的位置，X(t)、X(t)、X(t)代表

原本粒子的位置， bxΔ 為布朗運動影響所造成 X 軸方向位移量， mxΔ 代表粒

子受磁力影響所造成 X 軸方向位移量。 byΔ 為布朗運動影響所造成 Y 軸方向

位移量， myΔ 代表粒子受磁力影響所造成 Y 軸方向位移量。 bzΔ 為布朗運動

影響所造成 Z 軸方向位移量， mzΔ 代表粒子受磁力影響所造成 Z 軸方向位移

量。 

 

3.5 程式之驗證與分析 

 為了分析我們的程式，我們使用統計學中的四個指標。分別為，集中趨

勢由平均值(mean)求得、離散性測度由標準差(standard deviation)求得、

偏態由偏態系數(skewness)求得及峰態則由峰態係數(kurtosis)求得。其

定義與意義分別如下： 

 

 平均值(Mean)，主要來反應資料聚集的情況，其定義如下 

i=1

1= ( )
n

ix
n

μ ∑  (3-11)

 

 標準差(STD)，主要反映內個體間的離散程度。定義如下 

2

i=1

1= ( )
1

n

ix
n

σ μ−
− ∑  (3-12)

 

 偏態系數(SK)，用以描寫圖形不對稱的的程度，即傾向的程度(偏態)。

Sk 之值愈接近 0，機率分配對稱(symmetric distri.)、Sk 之值愈大於 0，機率
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分配右偏、Sk 之值愈大於 0，機率則分配左偏。定義如下 
3

i=1
3

1 ( )
SK=

n

ix
n

μ

σ

−∑
 (3-13)

 

 峰態係數(Kur)，用以描寫圖形描述峰值的尖銳程度，即 Kur＞3，此分

配的峰態為高狹峰(愈尖)、Kur＝3，此分配的峰態為常態峰、Kur＜3，此分

配的峰態為低闊峰(愈扁)。定義如下 
4

i=1
4

1 ( )
Kur=

n

ix
n

μ

σ

−∑
 (3-14)

 

 由於布朗運動是常態分佈的一種特數型態，所以必須滿足常態分佈的要

求，即由必須滿足 0μ = 、 = 2Dtσ 、SK=0 及 Kur=3 的四個要求才是常態分

佈的一種。由稍後的結果可以看出我們的布朗運動滿足常態分佈的分布情

況。
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隨機種類 範圍 平均值 特色 

Random [0,1] 0.5 在範圍內均勻分佈 

Randomn [-4,4] 0 平均值為零，呈高斯分佈

表 3-1 電腦中常用的兩種的 Random(均勻分佈)與 Randomn(高斯分佈)比較
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圖 3-1 電腦中均勻分布的隨機值(Random)的分布狀況 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

圖 3-2 電腦中常態分布的隨機值(Randomn)的分布狀況 
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     50%                              50% 

圖 3-3 一維布朗運動運動方向示意圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3-4 二維布朗運動運動方向示意圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3-5 三維布朗運動運動方向示意圖 
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第四章  結果與討論 

本章將奈米粒子之模擬分成兩大類，一是無外力的純布朗運動模擬、另

一是加入磁場之後假設磁力的影響和布朗運動的影響在不互相干預之模

擬。並且假設模擬的粒子很小，故忽略粒子間相互碰撞的情況，僅考慮粒

子受週遭流體碰撞所造成的影響的前提下去做相關的模擬。而模擬所需的

相關參數可由文獻得到，如表 4-1 所示。再輸入相關參數之後，我們嘗試模

擬五千個粒子在無外力作用的純布朗運動，整個過程如圖 4-1 所示。 

 

4.1 無外力之布朗運動模擬 

4.1.1 一維純布朗運動模擬 

如圖4-2(a)，一開始粒子由原點靜止狀態釋放，隨著時間增加，粒子會

受布朗運動的影響而開始運動，故粒子會隨機的向左或右移動，使得整體

的濃度向外擴散，如圖4-2(b)~ 4-2(d)所示，而造成濃度圖開始坍塌，故中央

的濃度一開始會急遽下降如圖4-3。但是然後經過一段時間之後，粒子的分

佈會呈現比較穩定的狀態，如圖4-2(e)~4-2(f)所示，所以中央濃度下降趨勢

也開始趨緩如圖 4-3。而由圖 4-4(a)~4-4(d)可看在所有的時間 0μ ≈ 、

2Dtσ ≈ 、 0Sk ≈ 及 0Kur ≈ 的值都非常的接近常態分佈的標準值。可知粒子

呈現常態分佈的狀況，這個結果也文獻相符合。 

 

4.1.2 二維純布朗運動之模擬 

同理，一開始粒子由原點靜止狀態釋放，如圖4-5(a)。隨著時間增加，

粒子會受布朗運動的影響而開始運動，故粒子會隨機的向四周移動，造成



 27

整體濃度的向外擴散，如圖4-5(b)~ 4-5(d)所示，所以中央的濃度一開始會急

遽下降如圖4-6。但是然後經過一段時間之後，粒子的濃度便會呈現相較於

一開始穩定的狀態，如圖4-5(e)~4-5(f)所示，所以中央濃度下降趨勢也開始

趨緩如圖4-6。而由圖4-7(a)~ 4-7(d)可看在所有的時間的平均位置 0xμ ≈ 、

0yμ ≈ ，標準差 2x Dtσ ≈ 、 2y Dtσ ≈ ，偏態系數 0xSk ≈ 、 0ySk ≈ 及峰態系數

0xKur ≈ 、 0yKur ≈ 的值都非常的接近常態分佈的標準值。可知粒子呈現常態

分佈的狀況，此結果與文獻相符合。 
 

4.1.3 三維純布朗運動之模擬 

同理，一開始粒子由原點靜止狀態釋放，如圖4-8(a)。隨著時間增加，

粒子會受布朗運動的影響而開始運動，故粒子會隨機的向四面八方移動，

造成整體濃度的向外擴散，如圖4-8(b)~ 4-8(d)所示，所以中央的濃度一開始

會急遽下降如圖4-9。但是然後經過一段時間之後，粒子的濃度便會呈現相

較於一開始穩定的狀態，如圖4-8(e)~4-8(f)所示，所以中央濃度下降趨勢也

開始趨緩如圖4-9。而由圖4-10(a)~ 4-10(d)可看在所有的時間的平均位置

0xμ ≈ 、 0yμ ≈ 、 0zμ ≈ ，標準差 2x Dtσ ≈ 、 2y Dtσ ≈ 、 2z Dtσ ≈ ，偏態系數

0xSk ≈ 、 0ySk ≈ 、 0zSk ≈ 及峰態系數 0xKur ≈ 、 0yKur ≈ 、 0yKur ≈ 的值都非常的

接近常態分佈的標準值。可知粒子呈現常態分佈的狀況，此結果與文獻相

符合。 
 

4.2 有磁場之布朗運動模擬 

 由之前(2-18b)式的推導知道粒子產生的微小變化量與磁力有關，由文獻

知道單位體積的磁力可表示為 
0mf M Hμ= ∇   

其中 0μ 代表真空導磁率(vacuum permeability)， H∇ 代表磁力場梯度。 

即粒子所受的磁力可表示為 
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m mF f= ⋅∀   

其中∀代表粒子的體積。 

若假設磁場線性分佈如下 
0 0mf H rμ=   

其中 0H 磁場強度有關、 r代表距離原點的位置。 

將上兩式帶入(2-18b)式並整理可得 
2

0 0 0
1 [ ( )]

2m dr H r F t t v t
m

μΔ = ∀+ Δ + Δ  (4-1)

由於 
mρ =
∀

  

其中 ρ代表粒子之比重。 

故(4-1)式可修改成 
2 2

0 0 0
1 1 ( )

2 2m dr H r t F t t v t
m

μ
ρ

Δ = Δ + Δ + Δ  (4-2)

故我們可以藉由上式來模擬粒子受限性分佈磁場之影響。 

 

4.2.1 加入不同強度磁場之模擬 

 若假設模擬所用的粒子為鐵磁粒子，其比重為 3
Fe =7800 /kg mρ ，而磁場

強度以 -3
0H =(C 80)/(7.5 10 ) Oe× × 表示，下面將透過改變不同 C 值去模擬不同

強度之磁場下磁性粒子運動之結果。 

 

若控制磁場的參數C=0.78很小，即磁場強度很小，所以磁場所產生的磁

力對粒子所造成的影響遠小於布朗運動對粒子造成的影響，故粒子幾乎不

受磁力的影響，如圖 4-11(a)~ 4-11(f)所示，所以粒子分佈情況與 4.1.2 節中

所模擬的純布朗運動非常相似(圖 4-5(a)~ 4-5(f))。而由圖 4-15(a)~4-15(d)中

可以看出，無論位置的平均值，還是標準差，偏態系數、峰態系數之值接

與純布朗運動之值即為接近，這代表著此磁場幾乎不對粒子產生任何影響。 
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若改變控制磁場的參數 1C=7.8 10× ，使得磁力對粒子造成的影響與布朗運

動對粒子造成的影響相當，由圖 4-12(a)~ 4-12(f)可看出粒子開始受到磁力影

響，所以外移的情況也就比純布朗運動而明顯。而由圖 4-15(b)中可得知一

開始由於粒子位置較接近原點，所以受的磁力較小，故磁力的作用較小，

故布朗運動影響較大，故一開始的峰值狀況為常態峰，見圖 4-15(d)。但是

隨著時間增加，因布朗運影響，造成粒子慢慢擴散開來，所以所受的磁力

也越來越大，故由圖 4-15(a)可看出粒子後面平均位置開始急遽變化，而由

圖 4-15(b)也可以得知粒子間的距離也相對越來越大，且從常態峰轉變成為

低闊峰。 

 

若控制磁場的參數 3C=7.8 10× 很大，即代表著磁場強度很大，所以磁場所

產生的磁力對粒子所造成的影響遠大於布朗運動對粒子造成的影響，所以

布朗運動的影響僅在一開始瞬間，而因為磁力相當的大，所以粒子一開始

便產生很大的加速度，造成在很短的時間內粒子迅速的向四面散射出去，

如圖 4-13(a)~ 4-13(f)所示，故會造成中央濃度迅速下降，如圖 4-14。而由

圖 4-15(b)可得知粒子間離散的程度也相當的大，這也造成粒子的峰值狀況

迅速發展成低闊峰，如圖 4-15(d)所示。 

 

由於模擬磁力是位置的函數，且向外呈線性變大，故粒子在外圍所受的

磁力更大，且方向向外，因此外圍粒子受磁力所造成的向外位移量大於布

朗運動的位移量，故造成位置的平均值不在原點，如圖 4-16 所示，在相同

3C=7.8 10× 之值之下，因布朗運動的隨機性與不確定性，而造成受磁力影響

之後有不同的偏向結果。 

 

4.3 有溫差之布朗運動模擬 

本節假設模擬時溫度呈線性分佈且溫差很大，即 5

1000T=273
10

r k−+ 。 
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經模擬之後可以發現，因為溫度的不同，所以粒子的活躍程度也不同，

故粒子之分佈情況會較分散，如圖 4-17(a)所示，標準差很明較標準值大很

多。但是因溫度所造成的位移量沒方向性，不像前一節磁場所造成的位移

量有方向性，故不會溫度差不會造成粒子的平均位置大量偏向，如圖 4-17(b)

所示。
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表 4-1 模擬所使用的相關參數 

參數值 單位 

Num=5000  個 

Fe =7800ρ  3/kg m  

Oil =750ρ  3/kg m  

-231.3801 10kB = ×   

273 17Temp = +  k 

-2Mc=1.35 10×  2 / seccm  

1.0cC =   

61 10a −= ×  m 

7
0 4 10μ π −= ×  /T m A⋅  

-3
0H =(100/(7.5 10 ) 80)× ×  Oe 
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圖 4-1 程式執行流程圖
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圖 4-2 時間 t=0，一維純布朗運動之模擬圖 

 

 

圖 4-3 時間 t=5，一維純布朗運動之模擬圖 
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圖 4-4 時間 t=10 之一維純布朗運動之模擬圖 

 

 

圖 4-5 時間 t=100，一維純布朗運動之模擬圖 
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圖 4-6 時間 t=200，一維純布朗運動之模擬圖 

 

 

圖 4-7 時間 t=300，一維純布朗運動之模擬圖 
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圖 4-8 一維布朗運動模擬之中央濃度圖
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圖 4-9 一維布朗運動之時間與粒子粒子位置關係圖 

圖 4-10 一維布朗運動之時間與粒子標準差關係圖 
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圖 4-11 一維布朗運動之時間與粒子偏態系數關係圖 

圖 4-12 一維布朗運動之時間與粒子峰態系數關係圖 
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圖 4-13 時間 t=0，二維純布朗運動之模擬圖 

 

 

圖 4-14 時間 t=5，二維純布朗運動之模擬圖 
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圖 4-15 時間 t=10，二維純布朗運動之模擬圖 

 

 

圖 4-16 時間 t=100，二維純布朗運動之模擬圖 
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圖 4-17 時間 t=200，二維純布朗運動之模擬圖 

 

 

圖 4-18 時間 t=300，二維純布朗運動之模擬圖 
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圖 4-19 二維布朗運動模擬之中央濃度圖 
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圖 4-20 二維布朗運動之時間與粒子位置關係圖 

圖 4-21 二維布朗運動之時間與粒子標準差關係圖 
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圖 4-22 二維布朗運動之時間與粒子偏態系數關係圖 

圖 4-23 二維布朗運動之時間與粒子峰態系數關係圖 
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圖 4-24 時間 t=0，三維純布朗運動之模擬圖 

 

 

圖 4-25 時間 t=5，三維純布朗運動之模擬圖 
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圖 4-26 時間 t=10，三維純布朗運動之模擬圖 

 

 

圖 4-27 時間 t=100，三維純布朗運動之模擬圖 
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圖 4-28 時間 t=200，三維純布朗運動之模擬圖 

 

 

圖 4-29 時間 t=300，三維純布朗運動之模擬圖 
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圖 4-30 三維布朗運動模擬之中央濃度圖 
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圖 4-31 三維布朗運動之時間與粒子位置關係圖 

圖 4-32 三維布朗運動之時間與粒子標準差關係圖 
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圖 4-33 三維布朗運動之時間與粒子偏態系數關係圖 

圖 4-34 三維布朗運動之時間與粒子峰態系數關係圖 
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

圖 4-35 二維布朗運動在磁力影響遠小於布朗運動之影響之模擬，(a) t=0、

(b) t=5、(c) t=10、(d) t=100、(e) t=200、(f) t=300 
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

圖 4-36 二維布朗運動在磁力影響與布朗運動影響均重要之模擬，(a) t=0、

(b) t=5、(c) t=10、(d) t=100、(e) t=200、(f) t=300 
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

圖 4-37 二維布朗運動在磁力影響遠大於布朗運動之影響之模擬，(a) t=0、

(b) t=5、(c) t=10、(d) t=100、(e) t=200、(f) t=300 
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圖 4-38 二維布朗運動在不同磁場強度模擬之中央濃度圖 
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圖 4-39 不同磁場強度下的粒子平均位置與時間之比較圖 

圖 4-40 不同磁場強度下的粒子標準差與時間之比較圖 
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圖 4-41 不同磁場強度下的粒子偏態系數與時間之比較圖 

圖 4-42 不同磁場強度下的粒子峰態系數與時間之比較圖 
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(a) (b) 

(c) (d) 

圖 4-43 二維布朗運動之相同磁場強度下之粒子平均位置關係圖
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圖 4-44 由粒子標準差比較有溫度梯度之模擬與理論解之比較圖 

 

圖 4-45 有溫度梯度之模擬之粒子位置平均度
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第五章  結論 

布朗運動，為最早被徹底研究的一種應用機率的過程。但其真的受到世

人的重視是在愛因斯坦(Einstein)和朗級文(Langevin)的數學模式成立之後。

在這之前，由於沒有理論的支持，所以使得布朗運動的產生方法眾說紛紜，

也較沒有說服的能力。 

 

由於布朗運動乃隨機與不穩定性之運動，所以其研究的應用與分析的難

度也就相對較高，這也是一般的文獻對布朗運動的分析較少的原因。本論

文藉由朗級文所推導的數學模式作為出發，將奈米粒子之模擬分成兩大

類，一是標準的純布朗運動模擬，並與愛因斯坦所推出的擴散方程式配合

特殊的邊界條件與初始值所解出的理論相互比較，所得之模擬結果非常近

似；另一是加入其他外在因素的布朗運動模擬，如溫度場、和磁力場的影

響之模擬，並且假設溫度場與磁力場所造成影響與布朗運動所造成之影響

不互相干預。而整個模擬過程因模擬的粒子很小，故可忽略粒子間相互碰

撞的情況，僅考慮粒子受週遭流體碰撞所造成的影響的前提下去做相關的

模擬。並且使用電腦去模擬大量粒子做布朗運動之情形，再無其他外在影

響因素的情況下，其重複模擬的結果大致均相等，故降低了一般模擬之不

確定性，所以也較一般文獻準確。而本研究在後面發現，有方向性的影響

因素，如磁力，會造成粒子整體分佈情況的改變，並且會造成整體位置平

均偏向；而無方向性的影響，如溫度，會使得粒子分佈情況改變，但不會

造成整體位置的平均值改變。 
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