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I 

利用 Ritz 法分析具有裂縫之矩形 Mindlin 板振動 

 

 

研究生：李榕師                             指導教授：黃炯憲 博士 

  

國立交通大學土木工程學系碩士班 

 

摘要 

 

本研究使用 Ritz 法分析含裂縫矩形 Mindlin 板之自然振動頻率與模態，

其中考慮了邊緣與內部兩種裂縫。為能準確描述裂縫，在此提出一組新的

允許函數，此允許函數包含能滿足邊界條件之多項式函數與能準確描述裂

縫尖端之奇異性並滿足跨越裂縫位移與轉角不連續行為之函數。收斂性分

析中，隨著允許函數項數增加，自然振動頻率值當能從上界收斂至真解，

為了更有效求出振動頻率，本文將藉由大量的收斂性分析，並將其結果與

古典板理論之文獻比較以驗證本程式的正確性。最後，進一步探討不同邊

界、不同厚度、裂縫長度、角度與位置對板振動行為之影響。 



II 

Vibrations of Rectangular cracked Mindlin plates via the Ritz method 

 

Student: Rong-Shi Li               Adviser: Prof. Chiung-Shiann Huang 

 

Department of Civil Engineering  

National Chiao-Tung University 

 

Abstract 

 

This study applies the Ritz method to determine the frequencies and mode 

shape of cracked Mindlin rectangular plates.Two types of cracked configuration 

are considered, namely, side crack and internal crack. The work proposes a new 

set of admissible functions that are able to properly describe boundary 

conditions and the stress singularity behaviors near the tips of the crack and 

meet the discontinuities of displacement and slope crossing the crack. The 

present solutions monotonically converge to the exact frequencies of plates from 

the upper-bounds as the number of admissible functions increase. The efficiency 

and accuracy of the present solutions are confirmed through comprehensive 

convergence studies and comparison with the published results based on the 

classical thin plate theory. Finally, the present approach is applied to investigate 

the effects of boundary conditions,thick,location, length and orientation of 

cracks on the free vibration frquencies and mode shapes of rectangular plates 

with cracks.  
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第一章 緒論 

1.1 研究背景 

近代工業發展上，厚板及薄板已廣泛應用於各類工程領域中，例如：

土木運輸、機電通訊及化學、生醫工程等，因此各種厚板及薄板理論均扮

演著重要的角色。其中常用來分析板的理論有三種，分別是：古典薄板理

論（CPT）、一階剪力變形板理論（FSDT）、高階剪力變形板理論（HSDPT）。 

在古典板理論中，假設平板變形前後，平面仍保持平面（plane remain 

plane），而忽略了側向剪力變形（transverse shear deformation）與旋轉慣量

（rotary inertia）所帶來之影響，用其分析，將會有低估撓度及高估振動頻

率情況，因此僅適用於寬厚比（ hb / ）大於 10 之薄板結構，並不適用於厚

板分析。然而現今科學技術常應用於高速、高壓、高溫、強輻射及特殊複

合材料之工程環境要求，板厚度增加是趨勢所致。隨著寬厚比減少，所造

成之剪力變形與旋轉慣量問題則相形重要。因此由 Mindlin（1951）考慮剪

力變形與旋轉慣量對板之影響，並利用剪力修正因子 2 （shear correction 

factor），作為厚板理論之基礎，所發展之一階剪力變形板理論（FSDT），將

逐漸受到重視。其中，以厚板理論當成分析基礎的特殊材料與功能梯度材

料，也已廣泛的應用於工程中。 

另外在板結構之設計上，常會面臨奇異點（singularity）之問題，而其
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發生的原因有：（1）幾何形狀之不連續，如裂縫尖端處或邊界條件所造成

之不連續；（2）載重，如集中載重或衝擊載重；（3）材料性質，如複合材

料之性質陡變。當所分析之結構元件含有奇異點時，須找到能夠正確描述

奇異點特性之漸近解，方能得到準確之解。 

1.2 文獻回顧 

關於具有裂縫矩形板之研究，大部分文獻探討靜態行為，即用各種方

法求取不同載重情況之應力強度因子（stress intensity factor），僅有少數研

究振動行為者，其中又以利用古典板理論者居多。 

在應用積分方程求解矩形薄板振動問題方面大部分僅適用於四邊簡支

承或一對邊簡支承之矩形板，以下文獻分別利用了不同技巧建立所需之積

分方程：Lynn和Kumbasar（1967）分析了具裂縫四邊簡支承矩形板振動問

題，首先用Green’s函數來表示板之位移分量，並進一步將欲求問題轉換成

齊性Fredholm第一型積分方程（homogeneous Fredholm integral equations of 

the first kind），再求解積分方程；Stahl和Keer（1972）則將該振動問題以對

偶級數方程（dual series equations）表示，並將其化成齊性Fredholm第二型

積分方程（homogeneous Fredholm integral equations of the second kind），再

利用數值分析法求解Fredholm積分方程；Aggarwala和Ariel（1981）應用了

Stahl和Keer（1972）之方法，求解四邊簡支方形板具有位於中心點十字型

裂縫或兩組(水平與垂直)對稱於中心點之邊緣裂縫振動問題；Nezu（1982）
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則是修正Lynn和Kumbasar（1967）之方法，以Levy解建立所須Green函數。

另外，Hirano和Okazaki（1980）針對一對邊界，具簡支承之裂縫矩形板，

利用Levy的解，將裂縫兩邊上不連續之位移與斜率當作未知函數，並進一

步利用Fourier series展開與加權餘數法（weighted residual method）去處理，

求解振動問題。Solecki（1983）之作法類似Hirano和Okazaki（1980），不過

使用四邊簡支承板之解析解，將描述裂縫處位移和轉角的不連續函數，進

行finite Fourier轉換，求解裂縫板振動問題。 

於數值方法中，最常利用有限元素法與 Ritz 法分析具裂縫矩形板之振

動問題，而在有限元素法中：Qian 等人（1991）為了發展一有限元素的解

法，對裂縫尖端的元素，經由對應力強度因子的積分，建構含裂縫元素的

勁度矩陣。Krawczuk（1993）則提出類似 Qian 等人（1991）的解決方式，

唯一的不同是對裂縫尖端元素勁度矩陣，採用封閉形式（closed form）的積

分。Bachene 等（2009）討論在 Mindlin 板理論架構下利用延伸有限元素法

（extended finite element method（X-FEM））去分析含水平裂縫矩形薄板（厚

寬比 500/1/ bh ）的自然振動頻率。 

在利用 Ritz 法分析結構振動問題是否成功，主要決定於所使用允許函

數之恰當性。目前利用 Ritz 法求解裂縫板振動問題文獻如下：根據 Reissner

定理，Lee 和 Lim（1993）利用區域分解的技巧去決定 Ritz 法求解含水平中

心裂縫簡支矩形 Mindlin 板之允許函數，並求解振動頻率。Yuan 和 Dickinson
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（1992）則將矩形板分成數個區塊，並加置人工彈簧於各區塊連結之邊界

上，因此，可用傳統的允許函數（regular admissible functions）於各區域來

求解，不必用特別的函數來描述裂縫。用類似於 Yuan 和 Dickinson（1992）

之切割方法，Liew 等人（1994）則僅要求各區塊之允許函數於兩區塊交接

處，以積分形式滿足允許函數及其一階微分之連續性。Khaddem 和 Rezaee

（2000）利用 Levy’s solution 建立所謂修正比較函數（modified comparison 

functions），作為 Ritz 法所中的允許函數（admissible functions），分析具水

平裂縫簡支承矩形板於不同裂縫長度、深度與位置時之振動。然而，因為

Khadem 和 Rezaee（2000）使用之允許函數較為特殊，其僅適用於處理至少

一對邊是簡支承（two opposite edges simply supported）之裂縫矩形板振動問

題。近期，Huang 和 Leissa（2009），利用 Williams（1952）所推導裂縫尖

端之漸近解，提出了一組可準確描述邊緣裂縫奇異行為的允許函數，並將

此允許函數用於求解不同邊界條件下（四邊簡支承與自由端）含邊緣裂縫

薄板的振動問題。 

此外，以雷射為基礎的光學干涉方法已廣泛的應用在量測技術上，其

中在量測含裂縫板之振動問題方面。Maruyama 和 Ichinomiya（1989）採用

均時全像干涉法（time-averaged holographic interferometry）之即時（real-time）

技術，去決定含平直裂縫懸臂薄版（厚寬比 187.5/1/ bh ）的自然振動頻率

與模態。Ma 和 Hung（2001）與 Ma 和 Hsieh（2001）則應用振幅變動法電
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子斑點干涉術（AFESPI），以獲得具水平或垂直邊緣裂縫懸臂薄板（厚寬比

06/1/ bh ）之自然振動頻率與模態，並利用有限元素軟體 ABAQUS 去分析

相同案例，與實驗結果做比較。 

1.3 研究目的與方法 

本論文主要目的分為兩部份（1）提出在利用 Ritz 法求解含直線裂縫

Mindlin 板所需的允許函數（2）擴展現今文獻中含裂縫中厚板之自然振動

頻率值。Ritz 法自提出後就被廣泛用於求解板之振動問題，因其具有完整

之數學理論背景與較佳之精確度。本文亦將利用此方法，以 Mindlin 板理論

為基礎，分析具裂縫矩形板之振動行為。而在應用 Ritz 法求解具裂縫板振

動問題的文獻中，絕大部分文獻均透過切割次區域（sub-domain）之技巧處

理（Yuan 和 Dickinson、Liew 等與 Lee 和 Lim），先於各次區域選擇適當

之允許函數，再利用各種近似連續條件，建構全域之允許函數。但這些文

獻忽略了 Ritz 法頻率從上限收斂的特性，因為其允許函數在兩個次區域連

接處並不是處處連續，而且若像 Yuan 和 Dickinson（1992）安裝人造彈簧

於次區域之連接處，強迫滿足必要之連續條件，彈簧的勁度也將影響答案

之準確性。 

為了修正上述因允許函數不連續所造成的缺陷，本文首先根據 Huang

（2003）所推導一階剪力變形板理論架構下，尖銳點所產生剪力與彎矩奇
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異性之漸近解，接著利用 Huang 和 Leissa（2009）所使用求解含邊緣裂縫

薄板之技巧，將漸近解用於討論直線裂縫所造成之奇異性，創造出一組新

的允許函數，使允許函數可滿足裂縫點所產生之奇異性與跨越裂縫造成位

移與轉角不連續性，並進一步去求解不同情況下，含邊緣或內部裂縫之矩

形 Minldin 板振動問題。 

1.4 內容概要 

本論文共分為四章，其內容如下： 

第一章 說明本文研究動機與目的，提出相關文獻之回顧並指出研究之方法   

與內容。  

第二章 以 Ritz 法求解邊緣裂縫矩形 Mindlin 板之振動，在此將提出一組新

的可描述邊緣裂縫之允許函數，除驗證本允許函數之優點，並用於

分析不同案例之振動問題。 

第三章 以 Ritz 法求解內部裂縫矩形 Mindlin 板之振動，在此將修正前章所

提之允許函數，使其適用於描述內部裂縫，並用於分析不同案例之

振動問題。 

第四章 本研究之結論與建議。 
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第二章 具邊緣裂縫矩形 Mindlin 板之振動分析 

本章將討論 Mindlin 板理論架構下，利用 Ritz 法求解含裂縫板（參考

圖 2.1 與圖 2.2）振動問題時，所需之允許函數。首先為驗證允許函數正確

性，先將其用於薄板（ 01.0/ bh ）分析，並與文獻結果比較，最後進一步探

討裂縫長度、位置、角度與厚度等不同參數對振動行為之影響。 

2.1 Mindlin 板之應變能與動能 

由於分析矩形板，以 yx  直角座標系統表示 Mindlin 板之應變能與動

能。Mindlin 板之應變能可以張量分量表示成： 

 dAqQmMU
A
  2

1                                   （2.1） 

其中 α，β代表 x或 y 獨立變數，M  、m 、Q 與q 分別定義為 

 y,yx,xxx ψψDM  ，     x,xxx ψm  ，                       （2.2a） 

 x,xy,yyy ψψDM  ，     y,yyy ψm  ，                       （2.2b） 

  y,xx,yyxxy ψψ
D

MM  1
2

，    y,xx,yxy ψψm 
2

1
，           （2.2c） 

 x,xx ψwGhκQ  2 ，     x,xx ψwq  ，                      （2.2d） 

 y,yy ψwGhκQ  2 ,      y,yy ψwq   ，                    （2.2e） 

式(2.2a)～(2.2e)中，下標”, ”代表對其後自變數 x或 y 之微分。 xxM 為垂直於 x

面上沿 y 方向每單位長度的彎曲力矩， yyM 為垂直於 y 面上沿 x方向每單位

長度的彎曲力矩， xyM 為垂直於 x面（或 y 面上）沿 y 方向（或 x方向）每單
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位長度的扭轉力矩， xQ 為垂直 x之面上沿 z 方向每單位長度的剪力（shear 

force intensity）， yQ 為在垂直 y 之面上沿 z 方向每單位長度的剪力， xψ 、 yψ 、

w為板中平面之轉角與位移函數，h為板厚度，E為彈性模數，為波松比，

G 為剪力模數（  
12

E
G ），D為撓曲剛度(

)1(12 2

3




hE
D )， 2 為剪力修正因

子。Reissner (1945)取 2 為
6

5
，而 Mindlin (1951)則取為

12

2
，本研究中取

12

2
2   。 

若將式(2.1)中之彎矩與剪力用轉角與位移函數表示，則式(2.1)之應變能

可表示成 

 








 




A xyyxyyxxyyxx

D
U 2

,,,,
2
,

2
, 2

1
2

2
  

     dAww
Gh

yyxx




 2
,

2
,

2

2
                              （2.3） 

另外，Mindlin 板之動能表示成 

 dVwzzT
V yx  22222

2

1
                                   （2.4） 

其中 為單位面積的質量。 

2.2 利用 Ritz 法求解 Mindlin 板之自然振動頻率 

利用 Ritz 法求解矩形板之自然振動頻率，其能量函數定義為 

maxmax TU                                              （2.5） 

其中， maxT 為一振動週期內最大動能； maxU 為一振動週期內最大應變能； 
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令 

    ti
xx ex,yΨx,y,tψ  ，     ti

yy ex,yΨx,y,tψ  ，     tiex,yWx,y,tw 0    （2.6） 

其中，為自然振動頻率。依式（2.3）及（2.4）可得 

最大應變能及動能分別為 

 








 




A y,xx,yy,yx,xy,yx,x ΨΨ
υ

ΨυΨΨΨ
D

U 222
max 2

1
2

2
 

     dAWΨWΨ
Ghκ

,yy,xx




 22
2

2
                              （2.7） 

  dAρhWΨΨ
ρhω

T
A

yx








 222
32

max 122
                            （2.8） 

將 xΨ 、 yΨ 、W 利用具完備性之允許函數序列展開，假設表示成 







1i

xiix ΨAΨ ， yi
i

iy ΨBΨ 





1

， i
i

iWCW 





1

                           （2.9） 

其中 iA 、 iB 、 iC 為待定係數， xiΨ 、 yiΨ 、 iW 為滿足邊界條件之允許函數。 

將式（2.6）、式（2.7）與式（2.8）代入式（2.5），再對能量式取最小值

即 0











iii CBA
                                          （2.10） 

整理可得一組特徵方程式 


































































i

i

i

i

i

i

C

B

A

M

M

M

C

B

A

KKK

KKK

KKK

33

22

11

2

333231

232221

131211

00

00

00

                       （2.11） 

求解式（2.11）之特徵根與特徵向量可求得板之自然振動頻率與模態。 

勁度矩陣  K 與質量矩陣  M ，經推導可得各矩陣元素表示式為： 
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   
 






 

 dAΨΨGhκdAΨΨ
υ

ΨΨDK xjxixj,yxi,yxj,xxi,x
ij 2

11 2

1
，               （2.12a） 

   
 






 

 dAΨΨ
υ

ΨΨυDK yj,xxi,yyj,yxi,x
ij

2

1
12 ，                           （2.12b） 

   dAWΨGhκK j,xxi
ij 2

13 ，                                        （2.12c） 

   
dAΨΨGhκdAΨΨ

υ
ΨΨDK yjyjyj,xyi,xyj,yyi,y

ij  





 

 2
22 2

1
，               （2.12d） 

   dAWΨGhκK j,yyi
ij 2

23 ，                                       （2.12e） 

   dAWWWWGhK yjyixjxi
ij   ,,,,

2
33  ，                               （2.12f） 

   dAΨΨ
ρh

ωM xjxi
ij

12

3
2

11 ，                                       （2.13a） 

   dAΨΨ
ρh

ωM yjyi
ij

12

3
2

22 ，                                      （2.13b） 

   dAWWhM ji
ij  2

33 ，                                         （2.13c） 

且    TKK 1221  ，   TKK 2332  ，   TKK 1331  。                        （2.14） 

2.3 允許函數之建構 

在 Ritz 法中所用之允許函數必須滿足自然邊界條件。本文所使用之允

許函數含完備的多項式函數集合(  x,yΨ xp 、  x,yΨ yp 、  yxWp , )與能正確描述尖

端處奇異應力行為及沿裂縫位移及斜率不連續現象之函數集（  r,θΨ xc 、

 r,θΨ yc 、  ,rWc ），即令 

     r,θΨx,yΨx,yΨ xcxpx                                   （2.15a） 

     r,θΨx,yΨx,yΨ ycypy                                   （2.15b） 

     ,,, rWyxWyxW cp                                   （2.15c） 

其中  yx, 及  ,r 座標系統之定義如圖 2.1 及 2.2 所示。 
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依 Bhat (1985)所提之正交多項式函數之建構方法， xpΨ 、 ypΨ 、 pW 可利用正

交多項式表示成： 

     
 


I

i

J

j
jiijxp yxax,yΨ

0 0

                                 （2.16a） 

     
 


I

i

J

j
jiijyp yxbx,yΨ

0 0

ˆˆ                                   （2.16b） 

     
 


I

i

J

j
jiijyp yxcx,yW

0 0

                                  （2.16c） 

其中， I 和 J 為多項式之項數， ija 、 ijb 、 ijc 為待定係數，  xi 、  xi̂ 、  xi 、

 yj 、  yj̂ 、  yj 是經由 Gram-Schmidt 的演算程序所獲得之正交多項式函

數。 

以建構 )(xi 為例，考慮 0x 及 ax  處簡支承； 

0 ( ) ( )x x a x                                             （2.17a） 

1 1 0( ) ( ) ( )x x x                                           （2.17b） 

1 2( ) ( ) ( ) ( )i i i i ix x x C x                                      （2.17c） 

其中
2

1

2
1

( )
=

( )

a

io
i a

io

x x dx

x dx













，
1 2

2
2

( ) ( )

( )

a

i io
i a

io

x x x dx
C

x dx

 



 



 


 ，                                 

)(xi 須滿足
0,

( ) ( )   
,

a

k lo
kl

k l
x x dx

a k l
 

 
   

 使用正交多項式可改善使用多項式造

成病態矩陣之現象。 

若只使用式（2.16）之允許函數於 Ritz 法中，將無法辨識裂縫是否存在。

因此，所得之結果將與無裂縫板結果一致。為使允許函數符合裂縫尖端之

應力奇異性，以及跨越裂縫之位移與轉角不連續性，必需引入另一組函數
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集。依 Hunag（2003）利用特徵函數展開法求解扇形 Mindlin 板在各種徑向

邊界條件組合下之應力奇異解，其中考慮尖端處之彎矩奇異性時，其轉角

（ ra 、 a ）與位移（ aw ）漸近解在極座標系統（極座標  ,r 之原點設定於

裂縫尖端，其中   （參考圖 3.1 與圖 3.2））表示如下 

            rAAAArra 1sin1cos1sin1cos, 4321       （2.18a） 

           
  rAkAkAAra 1sin1cos1sin1cos, 324212     （2.18b） 

           1
413121 1sin1cos1sin1cos,   rAACCrwa    （2.18c） 

其中
     
     1112

1112
2 







k ，








3

1
1 ，而  及係數 iA 與 jC

（ ,1i ,2 ,3 4， ,1j 2）可由延著尖銳點兩端之徑向邊界條件決定，當取延

著尖銳點兩端之邊界為自由端時，根據 Hunag（2003）推導之結果，必須

滿足以下之特徵方程式： 

   0sinsinsinsin                                   （2.19） 

對應本文所考慮之裂縫問題（即  360 ），可得其特徵根為 2/n

（ ,1n ,2 ,3 ,.....4 ）； iA 與 jC 之關係可由文獻中（Hunag, 2003）獲得。 

當考慮尖端處之剪力奇異性時，其漸近解可以極座標方式表示成

       1
4321 2sin2cossincos,   rAAAArra         （2.20a） 

       1
3421 2sin2cossincos,  

  rAABBra         （2.20b） 

        rBBlAAlrwa sincossincos, 122211              （2.20c） 

其中    





 113
2 21 Gh

D
l ，     


 112

2 22 Gh

D
l ；在同樣考慮延
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著尖銳點兩端之邊界為自由端時， 必須滿足以下之特徵方程式： 

   02/sin2/cos                                          （2.21） 

同樣取  360 ，可得 2/n （ ,1n ,2 ,3 ,.....4 ），而係數 ,1A ,2A ,3A ,4A 1B 及 2B 之

關係可由文獻中（Hunag, 2003）獲得。 

由於式（2.18）與式（2.20）所表示之漸近解過於複雜，仔細觀察後，

可發現式（2.18）與式（2.20）中，當與 為非整數時（即 ,
2

1
  ,

2

3
,......

2

5
），

此兩組式子可看成下面函數集之線性組合： 







 

  1,2,3...   ....2,1,0|   
2

12
sin     

2

12
cos 1)/2(21)/2(2 nnl

l
r

l
r nn 且及            （2.22） 

另外，在此處不取與 為整數，因取整數時，所得函數集，可由有限

項之多項式函數展開得到。因此  r,θΨ xc 、  r,θΨ yc 與  r,θWc 可表示成： 

   






 




  
  





11 12

1 1 0

2

12

0

2

12

2

12
sin~

2

12
cos

N

n

N

n

n

m

n

ij

n

m

n

ijxxc θ
m

raθ
m

rax,yfr,θΨ    （2.23a） 

   






 




  
  





21 22

1 1 0

2

12

0

2

12

2

12
sin

~

2

12
cos

N

n

N

n

n

m

n

ij

n

m

n

ijyyc θ
m

rbθ
m

rbx,yfr,θΨ    （2.23b） 

   






 




  
  





31 32

1 1 0

2

12

0

2

12

2

12
sin~

2

12
cos

N

n

N

n

n

m

n

ij

n

m

n

ijwc θ
m

rcθ
m

rcx,yfr,θW    （2.23c） 

上式函數  x,yfx 、  x,yf y 與  x,yfw ，為使 xcΨ 、 ycΨ 及 cW 滿足幾何邊界條件。

若考慮簡支承，則可表示成 

   yBLyx,yfx                                          （2.24a） 

   xALxx,yf y                                          （2.24b） 

    xBLxALxyx,yfw                                   （2.24c） 
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式（2.23）之函數集稱為〝邊緣裂縫函數〞。取式（2.23）中 NNN kk  21 （ ,1k  

,2 3）。將式（2.16）與式（2.23）代回式（2.15），可得到   33  NNJI 條

對應於待定係數 ija 、 ija 、 ija~ 、 ijb 、 ijb 、 ijb
~
、 ijc 、 ijc 、 ijc~ 之線性代數方程式。 

以上所定義之  r,θΨ xc 、  r,θΨ yc 與  r,θWc 皆以極座標(可參考圖 2.3)表示

之，其中卡式座標(x,y)與極座標 ),( r 之轉換關係如下: 

22 yxr  ，                                          (2.25) 

x

y
θ 1tan  ，                                           (2.26) 

其中，      sincos yx AyAxx  ，                         (2.27a) 

     cossin yx AyAxy  ，                             (2.27b) 

 yx AA , 為裂縫尖端之之  yx, 座標， 為裂縫與水平軸之夾角。 

2.4 收斂性分析 

數學上，無限多項之允許函數構成ㄧ完備函數集合；當使用夠多的允

許函數時，利用 Ritz 法求得之解當能收斂至真解。於收斂性分析中，首先

分析薄板（ 01.0/ bh ）之振動頻率，並與文獻值比較，以驗證本研究所提允

許函數的正確性；接著進一步探討邊緣裂縫函數項數對數值收斂之影響。

本文之數值解乃利用 Fortran 程式語言，為求其精確之收斂解，以 128-bit

之變數撰寫電腦程式。所得之數值結果僅列出前五個模態之無因次化之自

然振動頻率值 Dha /2  ，而其中所使用之參數，波松比（）取為 0.3，剪
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力修正因子為
12

2
。a、b、 xc 、 yc 、d 等幾何參數定義於圖 2.1 與圖 2.2 中。 

表 2.1～2.3 為具不同長度水平邊緣裂縫之簡支矩形薄板（ 2/ ba , bcy /  

5.0 , 2.0/ ad 、 6.0 、 8.0 , 01.0/ bh ）的自然振動頻率收斂性分析。使用之允

許函數乃依式（2.16）與式（2.23）所定義者。表中第一欄代表振態數，S

及 A 分別表示對稱與反對稱之振動模態。文獻之結果乃利用古典板理論所

得者，其中 Stahl 和 Keer（1972）精準地求解 Fredholm 積分方程；Liew

等人（1994）則是使用 19×9 項正交多項式函數於各切割區域，並以積分方

式強制各區域連結處之位移與斜率連續，然而這樣的方式並無法滿足位移

及斜率處處連續。由於 Liew 等人（1994）之解無法滿足無裂縫處位移及斜

率處處連續之條件，因此他們的解無法保證從上限收斂至真值。 

表 2.1 中顯示裂縫長度與長邊比為 2.0/ ad 時之結果。在各模態首列是

未加入任何裂縫函數( 0N )所得的無因次化頻率，可發現只使用多項式函

數，無因次化頻率雖可收斂，但此收斂值只是〝無裂縫〞矩形板的收斂頻

率，因此單使用多項式函數並無法知道裂縫之存在。將式（2.23）之裂縫函

數加入允許函數時可發現，隨著裂縫函數項數提高所得到的結果也逐漸與

文獻值接近。當 7 JI 及 6N  （總項數 309）時，可達至少 3 位有效位

數之收斂值。 

觀察表 2.1～表 2.3 之收斂頻率，可發現隨裂縫長度增加，所需之裂縫

函數項數也必須提高，方可達到至少三位有效位數之收斂；另外可發現其
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收斂的數值結果皆低於 Stahl和 Keer (1972)解析解，因為 Stahl和 Keer (1972)

探討之問題是架構在薄板理論下，相對於 Mindlin 一階板理論會有高估自然

振動頻率的現象。 

以上結果確認本研究所提解法之正確性。將其進一步用於中厚板（ bh /  

1.0 ）之收斂分析，表 2.4 與表 2.5 為不同邊界條件下（簡支、懸臂）矩形

中厚板之收斂結果；觀察可發現，當多項式項數 9 JI ，角函數項數 7N

時，前五個振態皆可達 3 位，甚至 4 位有效位數收歛。 

2.5 數值結果 

於 2.3 節已經驗證加入裂縫函數確實能有效描述裂縫存在，因此本節

將其應用於分析具有邊緣裂縫之矩形厚板，討論在不同邊界條件和裂縫位

置、角度及長度下，對振動行為的影響。其中允許函數項數之取法，乃根

據表 2.4 與表 2.5 之收歛探討，取法如下：當裂縫長度 3.0ad 時，取 9 JI

與 8N （總項數為 507 項），當裂縫長度 3.0ad 時，取 9 JI 與 7N （總

項數為 453 項）。表中列出前五個模態之無因次化頻率值，依簡化之收斂探

討可確認所得之解至少準確至三位有效數字。所有結果均針對 1.0/ bh 及

3.0 之矩形板。 

表 2.6 為具有邊緣裂縫四邊簡支承（SSSS）方形板之無因次化振動頻

率；表 2.7 為其無因次化頻率折減量比，其定義為： 

     
無裂縫

裂縫無裂縫







 ； 
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其中， 無裂縫 為完整板無因次化頻率值， 裂縫 為具裂縫板之無因次化頻率

值。 

表 2.6 考慮不同裂縫位置（ 5.0bcy 與 75.0 ）、角度（  0 、 15 、 30 、

45 ）、裂縫長度（ 6.0~1.0ad ）與厚度（ 1.0/ bh ）之影響。觀察表 2.6 與

表 2.7 可發現以下現象 

（1） 將無裂縫板（ 0ad ）之結果與 S. Hosseini-Hashemi 等（2005）利用

Mindlin 板理論所得之解析解做比較，可發現所得結果最少可達到四

位有效位數相同。 

（2） 當裂縫長度增加時，無因次化頻率隨之下降；此乃裂縫長度增加，將

導致板勁度降低之故。當 1.0ad ，各案例之頻率折減量比  皆小於

1%，表示裂縫較短時，各模態頻率值受裂縫引起的改變很小，勁度

降低量較不明顯。 

（3） 比較水平裂縫隨位置( 5.0/ bcy 與 75.0 )對頻率值之影響，發現當

5.0ad 時， 5.0/ bcy 之前兩模態之頻率折減量比  較 75.0/ bcy 者

大，而第三~第五模態則呈現相反趨勢。 

（4） 觀察各模態頻率值隨角度增加（  0 、 15 、 30 、 45 ）之變化情

形。發現當角度為 30 時，第一模態頻率相較其他角度有較小之頻率

（  較大）。此外，各案例頻率最大值，除第二模態，大部分集中

在 為 0 或 45 。 
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表 2.8 為具頂部裂縫簡支（SSSS）矩形板（ 2/ ba ）之無因次化頻

率，表 2.9 為其頻率折減量比，其中列出了不同裂縫角度（  90 與  531  ）

與位置（ 25.0/ acx 與 5.0 ）之影響。觀察表 2.8 與表 2.9 可發現 

（1） 不同裂縫位置（ 25.0/ acx 、 5.0 且  90 ）對頻率之影響：當裂縫較

長時（ 3.0bd ），位於 5.0/ acx 之第一與第五模態頻率值比位於

25.0/ acx 來的大，其餘模態則無明顯趨勢。 

（2） 不同裂縫角度（  90 、  531  且 25.0/ acx ）之影響：當  90 且裂

縫長度 5.0bd 時，第一、四模態之頻率折減量比  較  135 者

大，而第二模態則呈現相反趨勢。 

表 2.10 為具有邊緣裂縫懸臂（CFFF）方形板之無因次化頻率，表

2.11 為其頻率折減量比。觀察表 2.10 與 2.11 可發現以下現象 

（1） 比較水平裂縫在不同位置 （ 5.0bcy 與 75.0 ）情況下，其頻率值變

化之情形，發現第一模態變化並無明顯差距，而當裂縫位置在

5.0bcy 時，第二、四及五模態之頻率折減量比  較 75.0bcy 者

大，第三模態則呈現相反趨勢。與簡支承方形板之結果（參看表 2.6）

比較，可發現，不論是簡支承或懸臂支承，當裂縫位置由 5.0bcy 移

至 57.0bcy 時，第一模態並不會因位置的變化，造成頻率折減量比

 有較大的改變；而第五模態，在懸臂支承之頻率折減量比  將
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隨著位置由 5.0bcy 移至 57.0bcy 而跟著下降，簡支承則呈現相反

趨勢。 

（2） 比較不同角度下（  0 、 15 、 30 、 45 且 75.0/ bcy ）各模態頻率

之大小。可發現第一模態最大值大部份都發生在  0 之時，第二

模態最大值則發生在  45 。同時觀察表 2.6 與 2.10，發現 SSSS

與 CFFF 裂縫板在第一、三、四及五模態的頻率最大值，大部分集

中在 為 0 或 45 。 

（3） 觀察各模態頻率值隨角度增加（  0 、 15 、 30 、 45 且 75.0/ bcy ）

之變化情形。首先固定裂縫長度 2.0ad ，發現第一模態隨著角度增

加而下降，第二、四與五模態隨著角度增加而上升。若固定裂縫長度

6.0ad 時，發現第一、三模態隨著角度增加而下降，第二與五模態

隨著角度增加而上升。比較簡支承（表 2.6）可發現在當裂縫長度

2.0ad 時，第四模態頻率值同樣隨著角度增加而上升，但簡支承在

第二與五模態則呈現相反趨勢；而 6.0ad 時，只有在第五模態同樣

隨角度增加而上升。 

表 2.12 為具有頂部裂縫懸臂（CFFF）方形板之無因次化頻率，表 2.13

為其頻率折減比。考慮不同裂縫位置（ 25.0bcx 、 5.0 及 75.0 ）、角度（  90 、

30 及 60 ）與長度（ 6.0~1.0ad ），觀察表 2.12 與表 2.13 可發現以下現象： 

（1） 比較垂直裂縫（  90 ）在不同位置（ 25.0bcx 、 5.0 及 75.0 ）上之模
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態頻率；固定裂縫為 2.0ad 時，發現 75.0bcx 之前三個模態有最大

值，四、五模態有最小值，而 25.0bcx 在一、二模態有最小值，第四

模態有最大值；固定裂縫為 6.0ad 時，發現 75.0bcx 之第一、二及

五模態有最大值，四模態有最小值，而 25.0bcx 在一、二及五模態有

最小值，第四模態有最大值。因此可知當頂部裂縫之位置越接近懸臂

端時，第一、二及五模態頻率值將逐漸下降，第四模態則呈現相反趨

勢。 

（2） 比較各模態頻率值在不同角度下(  30 、 06 、 90 且 75.0bcx )之

變化情形。固定裂縫長度為 2.0ad ，發現最大值都發生在  30 ；

接著固定裂縫長為 6.0ad ，除第一模態，最大值發生在  90 外，

其餘皆發生在  30 。可知各模態（除第一模態）頻率值將隨角度

越偏向懸臂端而增加。 

（3） 觀察方形板頂部垂直裂縫（表 2.12 且  5.0/ acx ）與邊緣水平裂縫（表

2.10且  5.0/ bcy ）。發現表2.10中第二、四與五模態頻率折減量比 

較表 2.12 來的高。 

（4） 比較表 2.10 與 2.12 中  30α 者，發現表 2.10 中除第一模態頻率折

減量比  隨裂縫長度增加( 6.0~1.0ad )幅度明顯較小(2.57%)外，

其於模態降幅皆大於表 2.12 者。即裂縫交於板之 ax  處者似乎較
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by  者受裂縫增加之影響較為顯著。 

表 2.14 為具有頂部裂縫懸臂（CFFF）矩形板（ 2ba ），表 2.15 為其

折減量比，考慮不同裂縫位置（ 25.0bcx 、 5.0 及 75.0 ）、角度（  90 與 135 ）

與長度（ 6.0~1.0ad ）。觀察表 2.14 與表 2.15 可發現以下現象：. 

（1） 比較不同裂縫角度（  90 、 135 且 25.0bcx ）之影響。當  90 時，

除第三模態，其餘各模態頻率折減量比  皆較  135 來高。即裂

縫角度越遠離懸臂端時（  135 ），對振動模態（第三模態除外）

之影響將隨之降低。 

（2） 觀察垂直（  90 ）裂縫在不同位置（ 25.0/ acx 與 5.0 ）對頻率之影

響。當位於 25.0/ acx 時其前兩個模態頻率折減量比  較 5.0/ acx

大，其餘則呈現相反趨勢。 

（3） 將表 2.14 與簡支矩形裂縫板（表 2.8）做比較，可發現在不同邊界

條件下，懸臂支承隨裂縫增加（ 6.0~1.0ad ）的頻率折減量比  ，

多數皆較簡支承大。因此裂縫增加導致勁度下降之影響於懸臂邊界

條件有較明顯的趨勢。 

表 2.16 為四邊皆為自由端（FFFF）之方形板，表 2.17 為其折減量比，

考慮不同裂縫位置（ 5.0bcy 與 75.0 ）、角度（  0 、 15 、 30 、 45 ）與長

度（ 6.0~1.0ad ）。觀察表 2.16 與表 2.17 可發現以下現象： 
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（1） 考慮裂縫位置（ 5.0bcy 與 75.0 ）對頻率值之影響，發現裂縫位於中

央（ 5.0bcy ）時，其頻率折減量比  ，在第一、二及五模態，比裂

縫位於 75.0bcy 時要高。而比較不同邊界條件下（表 2.6、表 2.10 及

表 2.16）因為位置不同頻率之變化，可發現第一模態因位置改變在四

邊自由端時，有較大差異；另外四邊自由端與懸臂支承在第二與五模

態，當位置由 5.0bcy 移至 57.0bcy 時，頻率折減量比  將跟著降

低。 

（2） 比較當裂縫角度不同（  0α  15 、  30 、 45 、 且 75.0/ bcy ）時頻率之變

化；若固定裂縫長度 2.0ad ，第一、三及四模態頻率最大值發生在

 45α 者，而在二與五模態最大值則發生在  0 。若固定裂縫長度

6.0ad ，第二、四與五模態最大值在  0 ，其餘第一與三模態最大

值則分別在  45α 與  51  。综合比較表 2.6、表 2.10 與表 2.16，可

發現前五個模態最大值，大部份集中在  0 與  45 。 

（3） 將表 2.16 與簡支方形裂縫板（表 2.6）和懸臂方形裂縫板（表 2.10）

做比較。其中懸臂方形裂縫板除第一模態頻率折減量比  （0.06％）

較小外，其餘第二～第五模態頻率折減量比  皆大於另外兩種邊界

條件。而簡支方形裂縫板中，第二～四模態頻率折減量比  則皆較

表 2.10 與表 2.16 小。可知因裂縫增加導致勁度下降之影響於懸臂邊

界條件有較明顯之趨勢，簡支承相較於其他邊界下降幅度不明顯。 
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圖 2.4 為具有邊緣裂縫簡支方形板之模態圖（圖中虛線為位移=0 之節

點線（nodal line）），其中僅列出表 2.6 中 2.0/ ad 與 6.0 之圖形。觀察之現象

如下： 

（1） 當裂縫位於中間( 5.0/ bcy )且為水平（  0 ）時，可發現其自由振

動之模態圖皆為對稱或反對稱於裂縫軸( 2/by  )。 

（2） 觀察 75.0/ bcy 之圖形與 5.0/ bcy 比較之，當裂縫移至 75.0/ bcy

時，因為其幾何逐漸失去原有之對稱性，節點線亦出現較多扭曲之

形式。觀察 2.0/ ad 第四模態，發現原兩相交垂直節點線產生分離。 

（3） 觀察圖形隨角度(  0 、 15 、 30 、 45 且 75.0/ bcy )之變化情形。

2.0/ ad 者第一~四模態圖皆為相似，而第五模態有明顯差異；而

6.0/ ad 者圖形受角度影響之變化愈趨明顯，其中第四與第五模態

圖形有較大差異。 

圖 2.5 為具有頂部裂縫簡支矩形板（ 2/ ba ）之模態圖，裂縫與 by 

相交，其中僅列出表 2.8 中 2.0/ bd 與 6.0 之圖形。可觀察到： 

（1） 當裂縫長度較短時（ 2.0/ bd ），第一～四模態變化與無裂縫之模態

相當類似，第五模態則因裂縫產生而有較大差異。 

（2） 由於四個邊皆為簡支承（SSSS），因此將裂縫位於 5.0/ acx 之結果



24 

轉 90 ，與圖 2.4 位置 5.0/ bcy 之結果做比較；首先固定裂縫長度為

2.0/ ad 發現，其前兩個模態類似，方形板第三個模態也與矩形板

第四個模態相近；當裂縫長度增加為 6.0/ ad 時，發現前兩個模態

一樣相當類似，而方型板第三模態則與矩形板第五模態類似。 

圖 2.6 為具有邊緣裂縫懸臂方形板之模態圖(其中虛線為位移=0 之

連線)，其中僅列出表 2.10 中 2.0/ ad 與 6.0 之圖形。觀察之現象如下： 

（1） 當水平裂縫位於 5.0/ bcy 時，該板幾何對稱於 2/by  ，故其節點線

呈現對稱與反對稱形式。 

（2） 觀察圖形隨裂縫角度之變化(0°、15°、30°、45°且 bcy / =0.75)。發現裂

縫較短（ 2.0/ ad ）者各模態圖形皆為相似；裂縫較長（ 6.0/ ad ）

者，當角度為 45 時與其他角度有較明顯之差異。 

圖 2.7 為具有頂部裂縫懸臂方形板之模態圖(其中虛線為位移=0 之連

線)，其中僅列出表 2.12 中 2.0/ ad 與 6.0 之圖形。觀察之現象如下： 

（1） 比較裂縫在不同位置（ 25.0/ acx 、 5.0 及 75.0 ）其模態圖之變化。當

裂縫長度較短（ 2.0/ ad ）時，前三個模態圖形皆相類似，第四模態

有較明顯之差異，而第五模態則是在裂縫靠近固定端時（ 25.0/ acx ）

才有較大之變化。 

（2） 觀察圖形隨裂縫角度之變化( 30 、 60 、 90 且 75.0/ acx )。當裂縫較
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短（ 2.0/ ad ）時，除第四模態有較大之差異，其餘各模態圖形皆

為相似；而裂縫較長（ 6.0/ ad ）者，當裂縫垂直（  90 ）時，

第二、三模態，相較其他角度有較明顯差異。例如：在第二模態當

裂縫垂直時，節點線會被分割成兩條。 

圖 2.8 為具有頂部裂縫懸臂矩形板（ 2/ ba ）之模態圖，其中僅列出

表 2.14 中 2.0/ ad 與 6.0 之圖形。觀察之現象如下： 

（1） 將矩形板垂直裂縫位於 5.0/ acx 之模態圖，與方型板（圖 2.7）裂縫

在同樣位置之模態做比較，發現固定長度 2.0/ ad 時，前三個模態類

似，而方形板第五模態則與矩形板第四模態類似；當長度 6.0/ ad ；

前三個模態相類似，其餘有較大之差異。 

（2） 比較圖 2.8 與圖 2.5 中 bcy / 0.5 之水平裂縫圖形。圖 2.5 由於幾何邊

界之對稱亦使其節點線型式簡單且多為直線，而圖 2.8 者則出現較

多曲線形式。 

圖 2.9 為具有四邊皆為自由端之方形板模態圖，其中僅列出表 2.16 中

2.0/ ad 與 6.0 之圖形。觀察之現象如下： 

（1） 當裂縫位於中間( 5.0/ bcy )且為水平（  0 ）時，可發現其自由振

動之模態圖皆為對稱或反對稱於裂縫軸( 2/by  )。當裂縫長度由

2.0/ ad 增加到 6.0/ ad 時，只有在第五模態差異較小。 
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（2） 觀察圖形隨裂縫角度之變化(  0 、 15 、 30 、 45 且 bcy / =0.75)。發

現裂縫較短（ 2.0/ ad ）者，第一模態隨著角度增加兩條曲線分離

將較明顯，其餘各模態差異不大；其中值得注意的是第一模態水平

裂縫者（  0 ），其節點線並非兩條相交之線。 

（3） 比較不同邊界條件（圖 2.4、圖 2.6 及圖 2.9）中 bcy / 0.5 之水平裂

縫圖形。在簡支稱與懸臂邊界條件下第一模態並沒有節點線產生，

而在四邊自由端的情況下，將會有節點線的出現。觀察各模態變化

也可發現，在四邊沒有束制的情況下，其模態圖較為複雜。 

2.6 厚度效應 

厚度效應中，將允許函數用於分析不同厚度（ 002.0/ bh 、 01.0 、 05.0 及

1.0 ）與位於 5.0/ bcy 之水平裂縫（ 0/ ad 、 2.0 、 4.0 及 6.0 ）方形板，表 2.18

與表 2.19 列出邊界條件為簡支與懸臂之結果，其中[  ]之值為 Huang 與

Leissa（2009），利用古典板理論所得結果。 

（1） 厚寬比為 002.0/ bh 時，本研究所得無因次化頻率與文獻值所得之值

非常接近。 

（2） 隨厚度增加，其無因次化頻率將隨之下降，此乃因無因次化頻率中含

（
h

1
）之項。 

（3） 觀察表 2.18 與表 2.19 比較不同厚度情況下，Mindlin 板理論與古典板

理論之相對差異，可發現當厚度 002.0/ bh 與 10.0/ bh 時，相對古典板
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理論誤差分別小於0.06% 與0.52%，厚度增加為 05.0/ bh 時誤差則介於

5.82%~0.37% ；但如果厚度 0.1/ bh ，其誤差則高達 14.62%~1.21% 。其

中表 2.18 誤差最大值大部分發生在第五模態；表 2.19 誤差最大值在

2.0/ ad 時大部分發生在第五模態，但當 4.0/ ad 時，誤差最大值則

集中於第三模態；因此由以上討論可知 Mindlin 板理論對於分析厚

板，有其重要性。 

（4） 比較表 2.18 與表 2.19 不同邊界情況下，其相對古典板理論的誤差；

可發現簡支承因厚度增加其誤差要比懸臂支承來的明顯。 
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第三章 具內部裂縫矩形 Mindlin 板之振動分析 

本章旨在分析具有內部裂縫之懸臂與簡支矩形 Mindlin 板的振動(參考

圖 3.1)。由於內部裂縫具有兩個裂縫尖端，因此本章將修正前章所示之裂縫

函數（ xcΨ 、 ycΨ 及 cW ），同樣先將修正過之裂縫函數用於分析薄板

（ 01.0/ bh ），與文獻中薄板理論所得者比較以確認解之正確性，再探討不

同邊界條件之裂縫長度、位置、角度等參數對振動行為之影響。 

3.1 允許函數之建構 

類似於具邊緣裂縫板之解，具內部裂縫板所使用之允許函數亦表示成： 

     r,θΨx,yΨx,yΨ xcxpx
*                                  （3.1a） 

     r,θΨx,yΨx,yΨ ycypy
*                                  （3.1b） 

     ,,, * rWyxWyxW cp                                   （3.1c） 

其中，  x,yΨ xp 、  x,yΨ yp 與  yxWp , 同式（2.16）；  r,θΨ xc
* 、  r,θΨ yc

* 與  ,* rWc 為

描述內部裂縫尖端應力奇異性與裂縫處位移和斜率不連續現象之函數，以

幫助 Ritz 法辨識裂縫之存在，此些函數取為 
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                                                                    （3.2c） 

其中座標系統  11,r 與  22 ,r 之原點分別定於裂縫兩端點（參看圖 3.1）。 

式（3.2）中，由於 





 

12

12
sin l

在  1 時（圖 3.2 中 B1 線段）並不連續，

造成圖 3.2 中 B2 線段不連續，此在真解是不被允許地，因此於 





 

12

12
sin l

項

乘上  2/sin 2
2  以保證於 02  時（圖 3.2 中 B2 線段）為連續的。另外  2/sin 2

2 

對稱於 02  ，乘上  2/sin 2
2  並不會改變 






 

12

12
sin l

的對稱性，故

 2/sin 2
2  






 

12

12
sin l

依舊為反對稱於含裂縫之直線。但是，由於 )2/(sin 2
2 

函數之ㄧ階導函數於 02 r 具 2/1 r 之奇異性，因此另外乘上一函數 
2r ，其中取

5.0 以避免該一階導數造成裂縫尖端處不對之奇異特性。同理，對







 

22

12
sin l

項做類似之處理。當取 1 時，則  2/sin 2
2

2 r 或  2/sin 1
2

1 r 之一

階微分不會於 02 r 或 01 r 處產生奇異性，故在本研究取 5.1 ，讓裂縫尖

端處之應力奇異行為主要由雙疊加符號內之函數來描述。 
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3.2 收斂性分析 

本節首先分析薄板（ 01.0/ bh ）之振動頻率，並將結果與文獻比較，

驗證上節所提允許函數的可行性及正確性；接著探討內部裂縫函數項數對

數值收斂的影響。為方便計算，取式（2.6）之項數 JI  ，式（3.2）之項數

NNNNN kkkk  2_21_22_11_1 （ ,1k ,2 3）；如此可得允許函數總項數為

  323  NNJI 項。幾何參數定義於圖 3.1，其中 a、b 為板之長寬，d 與

分別為裂縫長度與角度，  00 , yx 為裂縫中心點所在位置。  

表 3.1 為具水平中心內部裂縫簡支方形薄板（ 1/ ba , 5.0/0 ax , by /0  

5.0 , 6.0/ ad , 01.0/ bh ）之收斂性分析。在不使用裂縫函數的情況下（即

0N ），所得收斂頻率乃無裂縫板之結果。相反地，若一味增加裂縫函數項

數，且只用少數多項式函數，亦無法得到精確之收斂解；例如，當裂縫函

數項數採用 8N 時，可發現多項式函數項數在 5 JI 之第四與五模態頻率

值與實際收歛值有較明顯差異。隨多項式函數與裂縫函數項數增加，當

8 JI 及 8N （總項數 720）時，可達 3 位有效位數收斂。比較此收斂值

與文獻之結果，可發現收斂之結果非常接近 Stahl 和 Keer（1972）之結果，

但稍小；其原因為 Stahl 和 Keer（1972）之結果使用古典板理論上，而本文

結果採用 Mindlin 板理論。古典板理論不考慮剪力變形，導致該理論所得之

板振動頻率較剪力變形板理論所得者高。 

經由表 3.1 之結果，可了解增加式（3.2）之內部裂縫函數於允許函數



31 

中，將可有效描述內部裂縫存在。表 3.2 與表 3.3 考慮了不同水平中心內部

裂縫長度（ 3.0/ ad 、 6.0 ）簡支方形中厚板（ 1/ ba , 5.0/0 ax , 5.0/0 by , bh /  

1.0 ）之收斂性分析；表 3.4 則同樣列出裂縫長度為 6.0/ ad ，但角度  30

之簡支方形中厚板收斂性。由表 3.2~表 3.4 可發現不論裂縫長度或角度為

何，當項數使用 8 JI 及 5N （總項數 432）時，即可達至少 3 位有效位

數收斂。 

表 3.5 則列出了具內部裂縫懸臂方形中厚板（ 1/ ba , 5.0/0 ax , by /0  

5.0 , 6.0/ ad , 1.0/ bh ）之收斂性，同樣當項數使用 8 JI 及 5N （總項數

432）時可達 3 位有效位數收歛。比較不同厚度下（表 3.1 與表 3.3）收斂的

項數，可發現，隨厚度減少，所需的允許函數項數必須增加，方能達到準

確之收斂解。 

3.3 數值結果 

在 3.2 節中已驗證使用式(3.2)之內部裂縫函數能描述內部裂縫的存在。

於本節中，吾人將其用於分析具有內部裂縫之簡支與懸臂方形板，探討不

同裂縫位置、角度及長度對振動行為之影響。根據收斂性分析之探討，為

獲得至少三位有效數字之精度，依以下所示原則去允許函數：當 3.0/ ad

時，取多項式函數集合 8 JI ；及 5N 之內部裂縫函數集合（總項數 432

項）；若 4.0/ ad 時，取多項式函數集合 8 JI ，及 6N 之內部裂縫函數集

合（總項數 516 項）；無裂縫板（ 0/ ad ）則只取多項式函數為 10 JI （總
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項數 100 項）。所有結果均針對 1.0/ bh 及 3.0 之方形板。根據簡化收斂探

討，可確認所得之解最少達三位有效。 

表 3.6 與表 3.8 為具有內部裂縫簡支與懸臂方形板之無因次化頻率；表

3.7 與 3.9 分別為其無因次化頻率折減量比。其中考慮不同裂縫中心（ ax /0   

5.0 且 5.0/0 by 與 75.0 ）、裂縫角度（  0 、 15 、 30 、 45 ）與長度（ ad /   

6.0~1.0 ）之影響。觀察表 3.6～表 3.9 可發現 

（1） 頻率值因裂縫長度增加（ 6.0~1.0/ ad ）而下降（因勁度減小之故）。

當裂縫長度較短（ 1.0/ ad ）時，簡支方形板之前四個模態與懸臂方

形板前五個模態之頻率折減量比  皆小於 1.1%，因此較無法從其頻

率值判斷裂縫之存在。 

（2） 觀察表 3.7 之頻率折減量比  ，可發現第三模態者明顯小於其餘四個

模態者；顯示內部裂縫對簡支方形板之第三模態影響較不明顯。 

（3） 觀察表 3.9，第四模態頻率折減量比  較其他模態來的大，顯示懸臂

支承方形板之第四個模態對內部裂縫的存在較敏感。 

（4） 同時觀察表 3.7 與表 3.9 之頻率折減量比  ，可發現除第四模態者與

 30 之第三模態者，整體來說，裂縫對簡支承板之影響要比懸臂支

承者來的明顯。 

（5） 比較不同水平內部裂縫位置（ 5.0/0 by 與 75.0 ）對簡支板頻率值之影

響（參看表 3.7）：當裂縫長度 3.0/ ad ，且位置由 5.0/0 by 向上移至
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75.0/0 by 時，第一、四與五模態頻率折減量比  將隨位置向上移動

而下降，二與三模態則隨著上升；若裂縫長度增長至 5.0/ ad 時，前

三個模態頻率折減量比  ，將隨著裂縫位置上移而下降，四、五模

態則隨著裂縫上移而上升。 

（6） 比較不同水平內部裂縫位置（ 5.0/0 by 與 75.0 ）對懸臂方形板頻率值

之影響（參看表 3.9）：當水平裂縫位置由 5.0/0 by 向上移至 75.0/0 by

時，除第三模態外，其餘模態之折減量比  皆隨裂縫上移而下降。

综合（5）、（6）兩點之討論，可知若水平裂縫位置偏移矩形板中心時，

對頻率折減之影響，於懸臂端較有規律；而簡支承則因裂縫長度不

同，較無一致規律。 

（7） 裂縫角度（  0 、 15 、 30 、 45 ）對頻率值之影響：簡支方形板（表

3.6）之第一、三及四模態頻率隨角度增加而下降；懸臂方形板（表

3.8）之第一、三模態亦有相同趨勢。 

（8） 比較簡支方形板水平內部（表 3.6 中 5.0/0 by 者）與邊緣（表 2.6 中

5.0/ bcy 者）裂縫對頻率值之影響；當裂縫位於板邊緣（表 2.6）時，

第一、二、五模態頻率值較大，而第三與第四模態則為相反。 

（9） 比較懸臂方形板水平內部（表 3.9 中 5.0/0 by 者）與邊緣（表 2.11

中 5.0/ bcy 者）裂縫對頻率值之影響；發現內部裂縫於第二～五模態

頻率值皆較邊緣裂縫大；而邊緣裂縫因裂縫長度增加造成頻率下降也
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較為明顯。 

（10） 综合第（8）與第（9）之討論，可知道，懸臂方形板對邊緣裂縫造

成頻率下降的幅度要比內部裂縫明顯很多；而簡支承方形板變化較無

一定之規律。 

表 3.10 與表 3.12 分別列出在不同位置（ 5.0/0 ax 與 25.0/0 ax ）懸臂矩

形中厚板（ 2/ ba , 1.0/ bh ）之無因次化頻率。表 3.11 與 3.13 分別為其無

因次化頻率折減量比。其中考慮不同裂縫角度（  0 、 30 、 90 ）與長度

（ bd /  6.0~1.0 ）之影響。觀察表 3.10～表 3.13 可發現 

（1） 觀察表 3.11 之頻率折減量比  ，可發現除第三模態且  90 者明顯

有較高之頻率折減比外，其餘各模態頻率折減比則相對較低；顯示當

裂縫位於矩形板中心時（ 5.0/0 ax ），隨裂縫增加，頻率變化除第三

模態且  90 者，其餘大部分不明顯。 

（2） 觀察表 3.13 之頻率折減量比  ，可發現  90 之第一與第五模態頻

率折減比明顯要高出其餘各模態；因此可知當裂縫位於 25.0/0 ax

時，隨裂縫長度增加，導致頻率之折減效應，除  90 之第一與第五

模態較明顯外，其餘各模態則較不明顯。 

（3） 比較表 3.11 與表 3.13，裂縫在不同位置（ 5.0/0 ax ， 25.0/0 ax ）之

頻率折減情況；若角度固定（  0 、 30 、 90 ），當裂縫位於 25.0/0 ax

時，在第一、二與五模態相較於 5.0/0 ax 有較高之頻率折減比，第三
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模態呈現相反趨勢，第四模態則無一定之規律。 

（4） 比較表 3.11 隨角度變化（  0 、 30 、 90 ）頻率折減比之變化，發現

在第一、三與五模態將隨角度增加頻率折減比跟著增加，第四模態則

呈現相反趨勢。 

（5） 同樣觀察表 3.13 隨角度變化（  0 、 30 、 90 ）頻率折減比之變化，

可發現在與表 3.11 相同，在第一、三與五模態頻率折減比隨角度增加

而跟著增加，第四模態則呈現相反趨勢。因此可知位置改變（ 5.0/0 ax

移至 25.0/0 ax ）並不會影響各種角度對頻率值之變化。 

（6） 比較具有內部與頂部裂縫懸臂矩形板之頻率折減比（表 3.11、表 3.13

與表 2.15）。當考慮裂縫角度為  90 時，比較裂縫位於 5.0/0 ax 與

5.0/ acx 之頻率折減變化，可發現裂縫位於 5.0/ acx 之頻率折減比

 在各模態皆比位於 5.0/0 ax 來的大；接著同樣比較  90 ，位於

25.0/0 ax 與 25.0/ acx 之頻率折減變化，可發現 25.0/ acx 之頻率折減

比  較 25.0/0 ax 大。因此可知邊緣裂縫所造成之頻率折減量要比內

部裂縫來的明顯。 

圖 3.3 與圖 3.4 分別為具內部裂縫簡支與懸臂方形板的模態圖，僅列出

表 3.5 與表 3.7 中，裂縫長度為 2.0/ ad 與 6.0 之圖形，圖中模態側向位移等

高線以實線表示，虛線則表示節點線（側向位移為零）。可觀察到： 

（1） 觀察圖 3.3，比較不同裂縫長度（ 2.0/ ad 與 6.0 ）對各模態之影響。
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當裂縫位於 5.0/0 by 時，不論裂縫角度為何（  0 、 30 及 45 ），可

發現，不同長度的裂縫對前四個模態振形影響皆不明顯，但第五模態

出現較大變化；而若水平裂縫位於 75.0/0 by 時，其中不同長度的裂

縫，對前三個模態振形較為不明顯，不過值得注意的是 2.0/ ad 之第

二模態的節點線，並非是一水平線，另外不同長度的裂縫對四、五模

態則出現了較大之變化，其中 2.0/ ad 之第四模態與 6.0/ ad 之第五模

態圖形似乎有互換的情況；  

（2） 觀察圖 3.4 不同裂縫長度（ 2.0/ ad 與 6.0 ）之變化。當裂縫長度由

2.0/ ad 增至 6.0/ ad 時，前四個模態中，除裂縫位於水平中心之第

三、四模態者因裂縫改變而模態振形有較大改變之外，其餘因裂縫改

變所造成的變化皆較不明顯。 

（3） 當裂縫位於對稱軸上且裂縫中心為    5.0,5.0/,/ 00 byax 時，其振動模

態將呈現對稱與反對稱的情況。在圖 3.3 中  0 與 45 與圖 3.4 中

 0 者，可看出此情況。 

（4） 觀察圖 3.3 第四模態與圖 3.4 第五模態。可發現當裂縫之存在破壞板

之對稱性時，原本相交的兩條節線將呈現分離的情況。 

（5） 以水平內部裂縫且 5.0/ by0 者為基準，將其與水平邊緣裂縫且 bc /y 5.0

者相比，觀察內部與邊緣裂縫模態圖的差異。在簡支承的情況下（圖

2.4 與圖 3.3），裂縫長為 2.0/ ad 時，第一到第四模態類似，第五模態
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有較大差異；而 6.0/ ad ，除第四模態，其餘皆類似。若為懸臂支承

（圖 2.6 與圖 3.4），發現 2.0/ ad ，在各模態圖形皆相類似； 6.0/ ad

則是在第三、四及五模態，有明顯差異。 

圖 3.5 與圖 3.6 分別為具不同位置（ 5.0/0 ax 與 25.0/0 ax ）之內部裂縫

懸臂矩形板的模態圖；且僅列出表 3.10 與表 3.12 中，裂縫長度為 2.0/ bd 與

6.0 之圖形，觀察可得： 

（1） 當裂縫之存在不會改變板之幾何對稱時，板之振動模態將呈現對稱與

反對稱之型式；圖 3.5 與圖 3.6 中  0 與  90 有這樣之情況。 

（2） 觀察圖 3.5 與圖 3.6 之第四模態且  30 者，可發現當裂縫之存在破

壞板之對稱時，原本相交的兩直線將呈現分離的情況。 

（3） 觀察圖 3.5，比較不同裂縫長度（ 2.0/ ad 與 6.0/ ad ）對各模態圖之

影響，可發現不論裂縫角度為何（  0 、 30 及 90 ），不同長度的裂

縫對前五的模態之變化不大。 

（4） 觀察圖 3.6，不同裂縫長度（ 2.0/ ad 與 6.0/ ad ）對各模態圖之影響，

可發現不論裂縫角度為何（  0 、 30 及 90 ），不同長度的裂縫對前

五的模態之變化均不明顯。因此由第（3）與第（4）可知內部裂縫長

度增加，對矩形板之模態圖較無明顯的改變。 

（5） 將矩形板垂直裂縫位於（ 5.0/0 ax ）之模態圖（圖 3.5），與具頂部垂

直裂縫且位於（ 5.0/ acx ）之矩形板（圖 3.4）模態圖做比較，可發



38 

現因頂部裂縫使得板失去對稱性，在裂縫長度較長時（ 6.0/ bd ），第

四五模態出現很明顯的差異 
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第四章 結論與建議 

4.1 結論 

利用 Ritz 法求解含裂縫 Mindlin 板振動問題時，要能準確的求出自然振

動頻率，必須使用適當的允許函數。根據本文之討論，Minldin 板理論中之

轉角（ xΨ 、 yΨ ）與側向位移（W ）的允許函數，可由多項式函數配合一組

新的函數（裂縫函數）所構成，此新的函數除了能準確描述裂縫尖端的應

力奇異性，並能符合裂縫處位移與轉角不連續特性。 

為了更加有效率的使用所提之裂縫函數，本文分別針對了具有邊緣或

內部裂縫之簡支與懸臂板，作大量的收歛行為探討；並將裂縫簡支矩形薄

板（ 01.0/ bh ）之收斂結果，與古典板理論架構下所得文獻結果相比，可發

現收斂值與文獻值相當接近，因此進一步證實了本研究數值結果之正確性。 

數值結果中，本文列出的無因次化頻率與模態圖，皆針對矩形中厚板

（ 1.0/ bh ）去分析，且分成邊緣裂縫與內部裂縫兩個部份（a）邊緣裂縫

中，考慮了簡支承、懸臂端及四邊自由端三種邊界條件下，在不同裂縫位

置（ 5.0yc 、 75.0 或 25.0xc 、 5.0 、 75.0 ）、長度（ 6.0~1.0/ ad ）、角度（  0 、

15 、 30 、 45 、 60 、 90 及 135 ）的振動分析。（b）內部裂縫中，則列出了

簡支承、懸臂端下，在不同裂縫位置（ 25.00 x 、 5.0 與 5.00 y 、 75.0 ）、長

度（ 6.0~1.0/ ad ）、角度（  0 、 15 、 30 及 45 ）的振動結果。其中本文

所有數值結果皆可達三位有效。另外，不論邊界條件或裂縫類型，裂縫長
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度增加將使得板的勁度下降，而頻率也跟著降低。當裂縫長度較短

（ 1.0/ ad ）時，前五個模態頻率值下降幅度較不明顯。 

4.2 建議 

Ritz 法常用來分析板振動問題，本研究所提出之裂縫函數增強了 Ritz

法求解裂縫板的能力。將來，本文提出之裂縫函數用於：(1)計算不同載重

下之應力強度因子。(2)無網格 Galerkin 法之基底函數以分析裂縫板靜力與

動力問題。(3)將問題衍伸至其他板理論之振動分析(例：3-D 彈性理論)。 
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表 2.1 具水平邊緣裂縫簡支矩形薄板（ 2/ ba 、 5.0/ bcy 、 2.0/ ad 、

01.0/ bh ）之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析 

order of polynomial ( JI  ) 
Mode 
No. 

No. of 
Crack 

Functions
（ N ） 

4×4 5×5 6×6 7×7 8×8 9×9 
文獻值 

1(S) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

49.35 
49.34 
49.02 
48.98 
48.96 
48.96 

49.35 
49.34 
48.98 
48.97 
48.96 
48.96 

49.34 
49.33 
48.97 
48.96 
48.96 
48.96 

49.34 
49.33 
48.96 
48.96 
48.96 
48.95 

49.34 
49.33 
48.96 
48.96 
48.95 
48.95 

49.34 
49.33 
48.96 
48.96 
48.95 
48.95 

[48.95] 
(49.05) 

2(S) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

85.96 
85.91 
79.63 
77.99 
77.94 
77.83 

79.04 
79.03 
77.96 
77.93 
77.85 
77.82 

79.03 
79.02 
77.95 
77.85 
77.83 
77.82 

78.93 
78.91 
77.84 
77.83 
77.82 
77.82 

78.93 
78.91 
77.84 
77.82 
77.82 
77.82 

78.93 
78.91 
77.83 
77.82 
77.81 
77.81 

[77.87] 
(78.08) 

3(S) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

164.2 
164.1 
155.0 
140.7 
127.3 
127.2 

164.2 
164.0 
141.5 
127.8 
127.2 
126.9 

129.5 
129.4 
127.4 
127.2 
127.1 
126.5 

129.5 
129.4 
127.2 
126.9 
126.5 
126.4 

128.2 
128.2 
126.5 
126.5 
126.5 
126.4 

128.2 
128.2 
126.5 
126.5 
126.4 
126.4 

[126.6] 
(126.9) 

4(A) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

208.9 
208.7 
174.0 
167.4 
167.1 
167.0 

168.3 
168.3 
167.6 
167.2 
167.0 
166.9 

168.3 
168.3 
167.5 
167.1 
166.9 
166.9 

167.7 
167.6 
167.0 
167.0 
166.9 
166.9 

167.7 
167.6 
167.0 
166.9 
166.9 
166.9 

167.7 
167.6 
167.0 
166.9 
166.9 
166.9 

[167.1] 
(167.2) 

5(A) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

238.3 
238.0 
222.5 
201.7 
194.2 
193.9 

197.8 
197.8 
194.8 
194.2 
194.0 
193.8 

197.8 
197.8 
194.5 
194.2 
193.9 
193.8 

197.2 
197.2 
194.0 
193.8 
193.8 
193.8 

197.2 
197.2 
194.0 
193.8 
193.8 
193.7 

197.2 
197.2 
193.9 
193.7 
193.7 
193.7 

[194.0] 
(194.7) 

Note：[  ]：Stahl and Keer (1972)之結果 

      (  )：Liew, Hung and Lim (1994)之結果 
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表 2.2 具水平邊緣裂縫簡支矩形薄板（ 2/ ba 、 5.0/ bcy 、 6.0/ ad 、

01.0/ bh ）之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析 

order of polynomial (I×J) 
Mode 
No. 

No. of 
Crack 

Functions
（ N ） 

5×5 6×6 7×7 8×8 9*9 10*10 
文獻值 

1(S) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

36.24 
36.16 
36.15 
36.14 
36.13 
36.12 

36.20 
36.15 
36.14 
36.13 
36.12 
36.11 

36.16 
36.14 
36.13 
36.12 
36.11 
36.11 

36.16 
36.14 
36.13 
36.12 
36.11 
36.10 

36.14 
36.13 
36.12 
36.11 
36.10 
36.09 

36.14 
36.13 
36.12 
36.11 
36.10 
36.09 

[36.17] 
(37.44) 

2(A) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

57.93 
57.45 
57.40 
57.37 
57.36 
57.34 

57.75 
57.40 
57.37 
57.36 
57.34 
57.32 

57.69 
57.39 
57.37 
57.35 
57.34 
57.32 

57.65 
57.37 
57.36 
57.33 
57.32 
57.31 

57.63 
57.37 
57.35 
57.33 
57.31 
57.30 

57.61 
57.35 
57.34 
57.31 
57.30 
57.28 

[57.49] 
(59.31) 

3(S) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

72.87 
72.65 
72.60 
72.58 
72.57 
72.57 

72.77 
72.55 
72.54 
72.53 
72.53 
72.53 

72.66 
72.54 
72.53 
72.53 
72.52 
72.52 

72.66 
72.54 
72.53 
72.53 
72.52 
72.52 

72.62 
72.53 
72.53 
72.52 
72.52 
72.51 

72.62 
72.53 
72.53 
72.52 
72.52 
72.51 

[72.59] 
(72.62) 

4(S) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

122.6 
122.0 
121.9 
121.8 
121.8 
121.7 

122.0 
121.7 
121.5 
121.4 
121.3 
121.3 

121.9 
121.4 
121.2 
121.2 
121.2 
121.2 

121.6 
121.3 
121.2 
121.2 
121.2 
121.2 

121.5 
121.3 
121.2 
121.2 
121.2 
121.2 

121.5 
121.3 
121.2 
121.2 
121.2 
121.2 

[121.3] 
(121.0) 

5(A) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

169.9 
142.4 
141.7 
141.4 
141.3 
141.3 

165.7 
142.1 
141.6 
141.3 
141.3 
141.2 

163.4 
141.9 
141.5 
141.3 
141.3 
141.2 

162.5 
141.7 
141.4 
141.3 
141.2 
141.2 

161.9 
141.6 
141.4 
141.3 
141.2 
141.2 

161.3 
141.6 
141.4 
141.2 
141.2 
141.2 

[141.4] 
(145.8) 

Note：[  ]：Stahl and Keer (1972)之結果 

      (  )：Liew, Hung and Lim (1994)之結果 
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表 2.3 具水平邊緣裂縫簡支矩形薄板（ 0.2/ ba 、 5.0/ bcy 、 8.0/ ad 、

01.0/ bh ）之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析  

order of polynomial (I×J) 
Mode 
No. 

No. of 
Crack 

Functions
（ N ） 

5×5 6×6 7×7 8×8 9*9 10*10 
文獻值 

1(S) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

30.05 
29.91 
29.90 
29.89 
29.88 
29.87 

29.99 
29.89 
29.87 
29.87 
29.86 
29.85 

29.92 
29.88 
29.86 
29.85 
29.84 
29.83 

29.92 
29.87 
29.85 
29.84 
29.83 
29.83 

29.89 
29.86 
29.84 
29.84 
29.83 
29.82 

29.89 
29.86 
29.84 
29.84 
29.83 
29.82 

[29.90] 
(30.50) 

2(A) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

40.82 
39.81 
39.58 
39.50 
39.47 
39.46 

40.70 
39.73 
39.55 
39.49 
39.46 
39.44 

40.63 
39.72 
39.54 
39.48 
39.45 
39.43 

40.59 
39.70 
39.53 
39.46 
39.45 
39.43 

40.57 
39.69 
39.52 
39.46 
39.44 
39.43 

40.54 
39.68 
39.51 
39.45 
39.43 
39.42 

[39.53] 
(40.02) 

3(S) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

69.28 
68.43 
68.32 
68.26 
68.24 
68.23 

69.06 
68.19 
68.16 
68.14 
68.13 
68.12 

68.82 
68.16 
68.14 
68.13 
68.12 
68.11 

68.77 
68.16 
68.14 
68.13 
68.11 
68.10 

68.62 
68.14 
68.13 
68.11 
68.10 
68.09 

68.59 
68.14 
68.13 
68.11 
68.10 
68.09 

[68.20] 
(68.82) 

4(A) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

131.2 
96.29 
94.56 
94.41 
94.34 
94.29 

124.1 
95.76 
94.42 
94.37 
94.32 
94.27 

123.3 
95.53 
94.41 
94.37 
94.32 
94.27 

122.9 
95.43 
94.38 
94.35 
94.29 
94.25 

122.5 
95.38 
94.37 
94.34 
94.28 
94.25 

122.0 
95.34 
94.35 
94.32 
94.25 
94.23 

[94.50] 
(95.79) 

5(S) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

132.8 
132.1 
130.6 
130.1 
129.9 
129.8 

126.0 
121.8 
121.2 
120.9 
120.6 
120.6 

124.1 
121.0 
120.3 
120.2 
120.2 
120.2 

123.3 
120.8 
120.1 
120.1 
120.1 
120.1 

122.6 
120.6 
120.1 
120.1 
120.1 
120.0 

122.5 
120.6 
120.1 
120.1 
120.1 
120.0 

[120.2] 
(120.3) 

Note：[  ]：Stahl and Keer (1972)之結果 

      (  )：Liew, Hung and Lim (1994)之結果 
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表 2.4 具水平邊緣裂縫簡支矩形中厚板（ 0.2/ ba 、 5.0/ bcy 、 6.0/ ad 、

1.0/ bh ）之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析 

  

order of polynomial (I×J) 
Mode 
No. 

No. of 
Crack 

Functions
（ N ） 

5×5 6×6 7×7 8×8 9*9 10*10 

1(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

48.27 
44.88 
34.51 
34.46 
34.42 
34.41 
34.40 

48.26 
44.87 
34.49 
34.44 
34.41 
34.40 
34.39 

48.26 
44.34 
34.45 
34.41 
34.39 
34.39 
34.38 

48.26 
44.33 
34.44 
34.41 
34.39 
34.38 
34.38 

48.26 
43.85 
34.42 
34.40 
34.38 
34.38 
34.38 

48.26 
43.84 
34.41 
34.39 
34.38 
34.38 
34.38 

2(A) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

76.34 
74.71 
53.06 
52.83 
52.73 
52.68 
52.66 

76.33 
74.68 
52.90 
52.74 
52.69 
52.67 
52.65 

76.23 
74.39 
52.85 
52.72 
52.68 
52.66 
52.65 

76.23 
74.38 
52.78 
52.68 
52.67 
52.65 
52.65 

76.23 
74.20 
52.75 
52.67 
52.66 
52.65 
52.65 

76.23 
74.19 
52.71 
52.66 
52.65 
52.65 
52.65 

3(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

150.7 
106.7 
69.83 
69.78 
69.74 
69.72 
69.72 

122.4 
100.9 
69.81 
69.74 
69.71 
69.70 
69.70 

122.4 
99.58 
69.77 
69.72 
69.70 
69.70 
69.69 

121.4 
96.03 
69.76 
69.71 
69.70 
69.70 
69.69 

121.4 
95.00 
69.75 
69.71 
69.70 
69.69 
69.69 

121.4 
92.63 
69.74 
69.70 
69.70 
69.69 
69.69 

4(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

156.8 
150.5 
114.6 
114.4 
114.2 
114.2 
114.2 

156.8 
122.4 
114.6 
114.2 
114.1 
114.1 
114.1 

156.3 
122.4 
114.4 
114.1 
114.1 
114.1 
114.1 

156.3 
121.4 
114.3 
114.1 
114.1 
114.1 
114.1 

156.3 
121.4 
114.2 
114.1 
114.1 
114.1 
114.1 

156.3 
121.4 
114.2 
114.1 
114.1 
114.1 
114.1 

5(A) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

182.3 
173.1 
129.6 
127.0 
126.4 
126.2 
126.2 

182.3 
172.8 
128.4 
126.6 
126.3 
126.2 
126.2 

181.8 
172.3 
128.2 
126.6 
126.2 
126.2 
126.2 

181.8 
172.1 
127.8 
126.4 
126.2 
126.2 
126.2 

181.8 
172.1 
127.7 
126.4 
126.2 
126.2 
126.2 

181.8 
172.0 
127.6 
126.4 
126.2 
126.2 
126.2 
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表 2.5 具水平邊緣裂縫懸臂矩形中厚板（ 0.2/ ba 、 5.0/ bcy  、 6.0/ ad 、

1.0/ bh ）之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析 

order of polynomial (I×J) 
Mode 
No. 

No. of 
Crack 

Functions
（ N ） 

5×5 6×6 7×7 8×8 9*9 10*10 

1(S) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

3.422 
3.421 
3.421 
3.420 
3.420 
3.419 

3.421 
3.421 
3.421 
3.420 
3.420 
3.419 

3.420 
3.420 
3.420 
3.420 
3.420 
3.419 

3.420 
3.420 
3.420 
3.420 
3.419 
3.419 

3.419 
3.419 
3.419 
3.419 
3.419 
3.419 

3.419 
3.419 
3.419 
3.419 
3.419 
3.419 

2(A) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

6.429 
6.415 
6.404 
6.399 
6.396 
6.395 

6.423 
6.409 
6.400 
6.397 
6.395 
6.394 

6.418 
6.404 
6.398 
6.396 
6.395 
6.394 

6.411 
6.400 
6.397 
6.395 
6.394 
6.393 

6.410 
6.399 
6.397 
6.394 
6.393 
6.393 

6.406 
6.397 
6.395 
6.394 
6.393 
6.393 

3(S) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

21.05 
21.05 
21.04 
21.04 
21.04 
21.03 

21.04 
21.04 
21.04 
21.04 
21.04 
21.03 

21.04 
21.04 
21.04 
21.03 
21.03 
21.03 

21.04 
21.04 
21.03 
21.03 
21.03 
21.03 

21.03 
21.03 
21.03 
21.03 
21.03 
21.03 

21.03 
21.03 
21.03 
21.03 
21.03 
21.03 

4(A) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

23.64 
23.52 
23.50 
23.47 
23.46 
23.45 

23.53 
23.48 
23.48 
23.46 
23.46 
23.45 

23.52 
23.48 
23.47 
23.46 
23.46 
23.45 

23.49 
23.46 
23.46 
23.45 
23.45 
23.45 

23.48 
23.46 
23.45 
23.45 
23.45 
23.45 

23.47 
23.45 
23.45 
23.45 
23.45 
23.45 

5(S) 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

32.56 
32.27 
32.19 
32.16 
32.14 
32.12 

32.54 
32.21 
32.16 
32.14 
32.11 
32.10 

32.21 
32.16 
32.14 
32.11 
32.10 
32.09 

32.20 
32.15 
32.14 
32.10 
32.09 
32.09 

32.18 
32.12 
32.10 
32.09 
32.09 
32.09 

32.18 
32.12 
32.10 
32.09 
32.09 
32.09 
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表 2.6 具不同邊緣裂縫簡支方形中厚板無因次化頻率 Dha /2  （ 1.0/ bh ） 

  Mode     bcy /  ad /  
1 2 3 4 5 

  0 
19.06 

[19.06] 

45.45 

[45.45] 

45.45 

[45.45] 

69.72 

[69.72] 

84.93 

[84.93] 

0.1 19.05 45.35 45.43 69.50 84.84 

0.2 19.00 45.15 45.23 68.96 83.97 

0.3 18.79 44.54 44.76 66.75 81.78 

0.4 18.38 42.42 44.24 61.28 78.75 

0.5 17.76 37.44 43.98 57.08 75.42 

0.5 

0.6 17.04 31.40 43.95 56.02 72.09 

0.1 19.02 45.39 45.43 69.65 84.83 

0.2 18.95 45.05 45.37 69.03 84.39 

0.3 18.79 43.96 45.21 67.54 81.55 

0.4 18.46 42.08 44.64 65.38 70.17 

0.5 17.88 39.90 42.97 56.39 66.62 

0  

0.75 

0.6 17.04 37.26 40.20 50.14 66.29 

0.1 19.02 45.36 45.43 69.66 84.78 

0.2 18.91 45.00 45.36 69.09 84.28 

0.3 18.68 44.09 45.14 67.63 81.10 

0.4 18.24 42.74 44.36 63.87 70.55 

0.5 17.59 40.23 42.61 55.65 67.42 

15  0.75 

0.6 16.80 34.61 41.88 52.06 66.38 

0.1 19.01 45.34 45.44 69.66 84.71 

0.2 18.89 44.92 45.36 69.21 83.80 

0.3 18.62 44.08 45.09 67.86 80.88 

0.4 18.17 43.11 44.02 63.66 72.79 

0.5 17.54 40.25 42.46 56.72 69.43 

30  0.75 

0.6 16.78 33.87 42.27 54.31 68.19 

0.1 19.02 45.33 45.44 69.66 84.65 

0.2 18.89 44.82 45.37 69.30 83.23 

0.3 18.66 43.71 45.10 68.22 80.26 

0.4 18.27 42.18 44.15 64.87 76.02 

0.5 17.74 40.21 41.86 58.01 73.58 

45  0.75 

0.6 17.09 35.29 40.64 53.02 72.86 

Note：[  ]：S. Hosseini-Hashemi,M. Arsanjani（2005）之結果 
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表 2.7 具不同邊緣裂縫簡支方形中厚板無因次化頻率折減量比  （％）

（ 1.0/ bh ） 

  Mode     bcy /  ad /  
1 2 3 4 5 

0.1 0.05 0.22 0.04 0.32 0.11 

0.2 0.31 0.66 0.48 1.09 1.13 

0.3 1.42 2.00 1.52 4.26 3.71 

0.4 3.57 6.67 2.66 12.11 7.28 

0.5 6.82 17.62 3.23 18.13 11.20 

0.5 

0.6 10.60 30.91 3.30 19.65 15.12 

0.1 0.21 0.13 0.04 0.10 0.12 

0.2 0.58 0.88 0.18 0.99 0.64 

0.3 1.42 3.28 0.53 3.13 3.98 

0.4 3.15 7.41 1.78 6.22 17.38 

0.5 6.19 12.21 5.46 19.12 21.56 

0  

0.75 

0.6 10.60 18.02 11.55 28.08 21.95 

0.1 0.21 0.20 0.04 0.09 0.18 

0.2 0.79 0.99 0.20 0.90 0.77 

0.3 1.99 2.99 0.68 3.00 4.51 

0.4 4.30 5.96 2.40 8.39 16.93 

0.5 7.71 11.49 6.25 20.18 20.62 

15  0.75 

0.6 11.86 23.85 7.85 25.33 21.84 

0.1 0.26 0.24 0.02 0.09 0.26 

0.2 0.89 1.17 0.20 0.73 1.33 

0.3 2.31 3.01 0.79 2.67 4.77 

0.4 4.67 5.15 3.15 8.69 14.29 

0.5 7.97 11.44 6.58 18.65 18.25 

30  0.75 

0.6 11.96 25.48 7.00 22.10 19.71 

0.1 0.21 0.26 0.02 0.09 0.33 

0.2 0.89 1.39 0.18 0.60 2.00 

0.3 2.10 3.83 0.77 2.15 5.50 

0.4 4.14 7.19 2.86 6.96 10.49 

0.5 6.93 11.53 7.90 16.80 13.36 

45  0.75 

0.6 10.34 22.35 10.58 23.95 14.21 
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表 2.8 具不同頂部裂縫簡支矩形中厚板無因次化頻率 Dha /2   

（ 2/ ba 、 1.0/ bh ） 

  Mode     acx /  bd /  
1 2 3 4 5 

  0 48.26 76.23 121.4 156.3 181.8 

0.1 48.26 76.10 121.4 156.3 181.4 

0.2 48.22 75.92 121.1 156.1 180.7 

0.3 48.10 75.68 120.2 155.6 178.8 

0.4 47.85 75.17 118.2 155.0 172.1 

0.5 47.44 73.98 115.2 154.8 156.9 

0.5 

0.6 46.91 71.49 111.9 138.2 154.8 

0.1 48.23 76.22 121.3 156.2 181.6 

0.2 48.18 76.11 121.0 155.7 180.2 

0.3 48.08 75.70 120.3 155.7 180.0 

0.4 47.90 74.84 118.5 155.0 175.3 

0.5 47.58 73.51 114.8 152.5 163.6 

90  

0.25 

0.6 47.07 71.86 107.5 142.0 157.3 

0.1 48.22 76.22 121.3 156.1 181.6 

0.2 48.07 76.17 121.0 155.4 180.6 

0.3 47.75 76.00 120.3 153.4 178.6 

0.4 47.17 75.67 118.9 150.2 176.1 

0.5 46.30 75.08 116.1 146.9 173.4 

135  0.25 

0.6 45.15 74.08 111.3 144.8 165.0 
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表 2.9 具不同頂部裂縫簡支矩形中厚板無因次化頻率折減量比  （％）

（ 2/ ba 、 1.0/ bh ） 

  Mode     acx /  bd /  
1 2 3 4 5 

0.1 0.00 0.17 0.00 0.00 0.22 

0.2 0.08 0.41 0.25 0.13 0.61 

0.3 0.33 0.72 0.99 0.45 1.65 

0.4 0.85 1.39 2.64 0.83 5.34 

0.5 1.70 2.95 5.11 0.96 13.70 

0.5 

0.6 2.80 6.22 7.83 11.58 14.85 

0.1 0.06 0.01 0.08 0.06 0.11 

0.2 0.17 0.16 0.33 0.38 0.88 

0.3 0.37 0.70 0.91 0.38 0.99 

0.4 0.75 1.82 2.39 0.83 3.58 

0.5 1.41 3.57 5.44 2.43 10.01 

90  

0.25 

0.6 2.47 5.73 11.45 9.15 13.48 

0.1 0.08 0.01 0.08 0.13 0.11 

0.2 0.39 0.08 0.33 0.58 0.66 

0.3 1.06 0.30 0.91 1.86 1.76 

0.4 2.26 0.73 2.06 3.90 3.14 

0.5 4.06 1.51 4.37 6.01 4.62 

135  0.25 

0.6 6.44 2.82 8.32 7.36 9.24 
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表 2.10 具不同邊緣裂縫懸臂方形中厚板無因次化頻率 Dha /2   

（ 1.0/ bh ） 

  Mode     bcy /  ad /  
1 2 3 4 5 

  0 3.430 8.057 20.08 25.49 28.22 

0.1 3.430 7.996 19.99 24.51 27.70 

0.2 3.430 7.754 19.70 22.70 25.66 

0.3 3.429 7.271 18.83 21.25 22.27 

0.4 3.429 6.547 17.34 19.15 20.67 

0.5 3.429 5.699 15.87 17.15 20.45 

0.5 

0.6 3.428 4.888 14.70 15.95 20.33 

0.1 3.430 8.017 20.04 25.03 27.90 

0.2 3.430 7.862 19.87 23.16 26.91 

0.3 3.430 7.526 18.34 20.69 25.82 

0.4 3.429 6.939 15.01 20.33 24.88 

0.5 3.429 6.117 12.76 20.28 24.00 

0  

0.75 

0.6 3.429 5.226 11.49 20.26 23.12 

0.1 3.430 8.016 20.04 25.01 27.90 

0.2 3.430 7.852 19.77 23.16 26.88 

0.3 3.429 7.511 17.96 21.13 25.58 

0.4 3.426 6.948 14.84 20.72 24.34 

0.5 3.417 6.201 12.61 20.54 23.37 

15  0.75 

0.6 3.393 5.420 11.23 20.28 22.75 

0.1 3.430 8.020 20.04 25.06 27.94 

0.2 3.430 7.874 19.73 23.36 27.01 

0.3 3.427 7.579 17.92 21.50 25.62 

0.4 3.420 7.099 14.79 20.94 24.19 

0.5 3.399 6.445 12.39 20.37 23.19 

30  0.75 

0.6 3.342 5.725 10.83 19.53 22.78 

0.1 3.430 8.029 20.05 25.15 28.01 

0.2 3.430 7.921 19.78 23.78 27.28 

0.3 3.427 7.709 18.28 21.94 26.05 

0.4 3.419 7.367 15.14 21.15 24.52 

0.5 3.394 6.866 12.40 20.24 23.36 

45  0.75 

0.6 3.329 6.213 10.53 18.78 22.94 
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表 2.11 具不同邊緣裂縫懸臂方形中厚板無因次化頻率折減量比  （％）

（ 1.0/ bh ） 

  Mode     bcy /  ad /  
1 2 3 4 5 

0.1 0.00 0.76 0.45 3.84 1.84 

0.2 0.00 3.76 1.89 10.95 9.07 

0.3 0.03 9.76 6.23 16.63 21.08 

0.4 0.03 18.74 13.65 24.87 26.75 

0.5 0.03 29.27 20.97 32.72 27.53 

0.5 

0.6 0.06 39.33 26.79 37.43 27.96 

0.1 0.00 0.50 0.20 1.80 1.13 

0.2 0.00 2.42 1.05 9.14 4.64 

0.3 0.00 6.59 8.67 18.83 8.50 

0.4 0.03 13.88 25.25 20.24 11.84 

0.5 0.03 24.08 36.45 20.44 14.95 

0  

0.75 

0.6 0.03 35.14 42.78 20.52 18.07 

0.1 0.00 0.51 0.20 1.88 1.13 

0.2 0.00 2.54 1.54 9.14 4.75 

0.3 0.03 6.78 10.56 17.10 9.36 

0.4 0.12 13.76 26.10 18.71 13.75 

0.5 0.38 23.04 37.20 19.42 17.19 

15  0.75 

0.6 1.08 32.73 44.07 20.44 19.38 

0.1 0.00 0.46 0.20 1.69 0.99 

0.2 0.00 2.27 1.74 8.36 4.29 

0.3 0.09 5.93 10.76 15.65 9.21 

0.4 0.29 11.89 26.34 17.85 14.28 

0.5 0.90 20.01 38.30 20.09 17.82 

30  0.75 

0.6 2.57 28.94 46.07 23.38 19.28 

0.1 0.00 0.35 0.15 1.33 0.74 

0.2 0.00 1.69 1.49 6.71 3.33 

0.3 0.09 4.32 8.96 13.93 7.69 

0.4 0.32 8.56 24.60 17.03 13.11 

0.5 1.05 14.78 38.25 20.60 17.22 

45  0.75 

0.6 2.94 22.89 47.56 26.32 18.71 
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表 2.12 具不同頂部裂縫懸臂方形中厚板無因次化頻率 Dha /2   

（ 1.0/ bh ） 

  Mode     acx /  bd /  
1 2 3 4 5 

  0 3.430 8.057 20.08 25.49 28.22 

0.1 3.369 7.927 19.87 25.39 27.82 

0.2 3.232 7.523 18.94 25.11 26.67 

0.3 3.043 6.900 17.15 24.74 25.65 

0.4 2.809 6.154 15.22 24.51 25.06 

0.5 2.537 5.387 13.69 24.41 24.53 

0.25 

0.6 2.232 4.665 12.53 23.85 24.35 

0.1 3.411 7.969 19.65 25.33 27.67 

0.2 3.359 7.649 18.65 24.64 26.90 

0.3 3.268 7.100 17.36 23.20 26.57 

0.4 3.126 6.402 16.04 21.33 26.48 

0.5 2.918 5.695 14.79 19.67 26.05 

0.5 

0.6 2.637 5.079 13.64 18.45 24.71 

0.1 3.428 8.013 19.90 25.38 27.82 

0.2 3.419 7.859 19.27 24.46 26.55 

0.3 3.396 7.561 17.47 21.86 26.03 

0.4 3.349 7.082 14.54 20.44 25.87 

0.5 3.257 6.446 12.31 19.60 25.60 

90  

0.75 

0.6 3.092 5.785 10.97 18.73 25.11 

0.1 3.429 8.038 19.98 25.46 28.07 

0.2 3.420 7.962 19.54 25.40 27.31 

0.3 3.394 7.824 18.40 25.22 25.57 

0.4 3.333 7.635 16.28 22.98 25.33 

0.5 3.224 7.409 13.88 21.23 25.26 

30  0.75 

0.6 3.063 7.151 12.21 20.03 25.13 

0.1 3.428 8.015 19.89 25.42 27.87 

0.2 3.414 7.859 19.08 25.05 26.52 

0.3 3.376 7.579 17.14 23.35 25.67 

0.4 3.294 7.180 14.50 21.71 25.39 

0.5 3.148 6.696 12.40 20.48 24.99 

60  0.75 

0.6 2.923 6.179 11.07 19.29 24.44 
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表 2.13 具不同頂部裂縫懸臂方形中厚板無因次化頻率折減量比  （％）

（ 1.0/ bh ） 

  Mode     acx /  bd /  
1 2 3 4 5 

0.1 1.78 1.61 1.05 0.39 1.42 

0.2 5.77 6.63 5.68 1.49 5.49 

0.3 11.28 14.36 14.59 2.94 9.11 

0.4 18.10 23.62 24.20 3.84 11.20 

0.5 26.03 33.14 31.82 4.24 13.08 

0.25 

0.6 34.93 42.10 37.60 6.43 13.71 

0.1 0.55 1.09 2.14 0.63 1.95 

0.2 2.07 5.06 7.12 3.33 4.68 

0.3 4.72 11.88 13.55 8.98 5.85 

0.4 8.86 20.54 20.12 16.32 6.17 

0.5 14.93 29.32 26.34 22.83 7.69 

0.5 

0.6 23.12 36.96 32.07 27.62 12.44 

0.1 0.06 0.55 0.90 0.43 1.42 

0.2 0.32 2.46 4.03 4.04 5.92 

0.3 0.99 6.16 13.00 14.24 7.76 

0.4 2.36 12.10 27.59 19.81 8.33 

0.5 5.04 20.00 38.70 23.11 9.28 

90  

0.75 

0.6 9.85 28.20 45.37 26.52 11.02 

0.1 0.03 0.24 0.50 0.12 0.53 

0.2 0.29 1.18 2.69 0.35 3.22 

0.3 1.05 2.89 8.37 1.06 9.39 

0.4 2.83 5.24 18.92 9.85 10.24 

0.5 6.01 8.04 30.88 16.71 10.49 

30  0.75 

0.6 10.70 11.24 39.19 21.42 10.95 

0.1 0.06 0.52 0.95 0.27 1.24 

0.2 0.47 2.46 4.98 1.73 6.02 

0.3 1.57 5.93 14.64 8.40 9.04 

0.4 3.97 10.88 27.79 14.83 10.03 

0.5 8.22 16.89 38.25 19.65 11.45 

60  0.75 

0.6 14.78 23.31 44.87 24.32 13.39 
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表 2.14 具不同頂部裂縫懸臂矩形中厚板無因次化頻率 Dha /2   

（ 2/ ba 、 1.0/ bh ） 

  Mode     acx /  bd /  
1 2 3 4 5 

  0 3.422 14.18 21.09 45.72 58.00 

0.1 3.413 14.10 20.86 45.44 57.84 

0.2 3.390 13.84 20.35 44.75 57.03 

0.3 3.352 13.37 19.63 43.66 54.90 

0.4 3.296 12.72 18.77 41.80 51.33 

0.5 3.219 11.89 17.81 38.58 48.28 

0.5 

0.6 3.114 10.92 16.80 34.68 46.74 

0.1 3.390 14.08 21.05 45.49 57.57 

0.2 3.314 13.71 20.91 44.69 56.57 

0.3 3.204 13.08 20.63 43.36 55.23 

0.4 3.063 12.20 20.20 41.67 53.78 

0.5 2.892 11.11 19.65 39.98 52.34 

90  

0.25 

0.6 2.693 9.881 19.03 38.59 50.92 

0.1 3.406 14.12 21.06 45.60 57.72 

0.2 3.372 13.92 20.92 45.11 56.92 

0.3 3.330 13.56 20.57 44.13 55.82 

0.4 3.283 13.05 19.93 42.60 54.81 

0.5 3.233 12.38 18.97 40.69 54.08 

135  0.25 

0.6 3.182 11.55 17.79 38.75 53.38 
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表 2.15 具不同頂部裂縫懸臂矩形中厚板無因次化頻率折減量比  （％）

（ 2/ ba 、 1.0/ bh ） 

  Mode     acx /  bd /  
1 2 3 4 5 

0.1 0.26 0.56 1.09 0.61 0.28 

0.2 0.94 2.40 3.51 2.12 1.67 

0.3 2.05 5.71 6.92 4.51 5.34 

0.4 3.68 10.30 11.00 8.57 11.50 

0.5 5.93 16.15 15.55 15.62 16.76 

0.5 

0.6 9.00 22.99 20.34 24.15 19.41 

0.1 0.94 0.71 0.19 0.50 0.74 

0.2 3.16 3.31 0.85 2.25 2.47 

0.3 6.37 7.76 2.18 5.16 4.78 

0.4 10.49 13.96 4.22 8.86 7.28 

0.5 15.49 21.65 6.83 12.55 9.76 

90  

0.25 

0.6 21.30 30.32 9.77 15.59 12.21 

0.1 0.47 0.42 0.14 0.26 0.48 

0.2 1.46 1.83 0.81 1.33 1.86 

0.3 2.69 4.37 2.47 3.48 3.76 

0.4 4.06 7.97 5.50 6.82 5.50 

0.5 5.52 12.69 10.05 11.00 6.76 

135  0.25 

0.6 7.01 18.55 15.65 15.24 7.97 
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表 2.16 具不同邊緣裂縫四邊自由端之方形中厚板無因次化頻率 Dha /2 

（ 1.0/ bh ） 

  Mode     bcy /  ad /  
1 2 3 4 5 

  0 12.71 18.94 23.32 31.90 31.90 

0.1 12.57 18.66 23.04 31.18 31.38 

0.2 11.98 17.89 22.43 29.28 30.13 

0.3 10.85 16.64 21.80 25.71 29.53 

0.4 9.293 15.11 21.35 22.65 29.35 

0.5 7.699 13.54 20.78 21.05 29.34 

0.5 

0.6 6.316 12.05 19.52 20.87 29.24 

0.1 12.62 18.83 23.21 31.28 31.71 

0.2 12.24 18.41 22.72 28.68 31.31 

0.3 11.38 17.25 21.48 25.65 30.89 

0.4 9.860 15.42 20.51 24.30 30.56 

0.5 8.046 14.06 20.15 23.39 30.32 

0  

0.75 

0.6 6.456 13.09 19.98 22.40 29.95 

0.1 12.62 18.81 23.20 31.30 31.69 

0.2 12.23 18.26 22.73 28.86 31.17 

0.3 11.39 16.73 21.88 25.86 30.63 

0.4 9.983 14.64 21.30 24.05 30.29 

0.5 8.281 13.04 21.07 22.74 30.09 

15  0.75 

0.6 6.743 11.80 20.93 21.60 29.58 

0.1 12.63 18.82 23.22 31.40 31.70 

0.2 12.28 18.22 22.80 29.29 31.10 

0.3 11.57 16.56 22.13 26.32 30.42 

0.4 10.35 14.26 21.62 24.20 29.96 

0.5 8.703 12.52 21.12 22.87 29.72 

30  0.75 

0.6 7.109 11.24 20.34 22.21 29.41 

0.1 12.65 18.84 23.24 31.53 31.73 

0.2 12.39 18.34 22.92 29.91 31.17 

0.3 11.89 16.83 22.38 27.02 30.39 

0.4 10.97 14.46 21.83 24.49 29.68 

0.5 9.451 12.58 21.04 23.00 29.17 

45  0.75 

0.6 7.693 11.37 19.80 22.34 28.78 
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表 2.17 具不同邊緣裂縫四邊自由端之方形中厚板 

無因次化頻率折減量比  （％）（ 1.0/ bh ） 

  Mode     bcy /  ad /  
1 2 3 4 5 

0.1 1.10 1.48 1.20 2.26 1.63 

0.2 5.74 5.54 3.82 8.21 5.55 

0.3 14.63 12.14 6.52 19.40 7.43 

0.4 26.88 20.22 8.45 29.00 7.99 

0.5 39.43 28.51 10.89 34.01 8.03 

0.5 

0.6 50.31 36.38 16.30 34.58 8.34 

0.1 0.71 0.58 0.47 1.94 0.60 

0.2 3.70 2.80 2.57 10.09 1.85 

0.3 10.46 8.92 7.89 19.59 3.17 

0.4 22.42 18.59 12.05 23.82 4.20 

0.5 36.70 25.77 13.59 26.68 4.95 

0  

0.75 

0.6 49.21 30.89 14.32 29.78 6.11 

0.1 0.71 0.69 0.51 1.88 0.66 

0.2 3.78 3.59 2.53 9.53 2.29 

0.3 10.39 11.67 6.17 18.93 3.98 

0.4 21.46 22.70 8.66 24.61 5.05 

0.5 34.85 31.15 9.65 28.71 5.67 

15  0.75 

0.6 46.95 37.70 10.25 32.29 7.27 

0.1 0.63 0.63 0.43 1.57 0.63 

0.2 3.38 3.80 2.23 8.18 2.51 

0.3 8.97 12.57 5.10 17.49 4.64 

0.4 18.57 24.71 7.29 24.14 6.08 

0.5 31.53 33.90 9.43 28.31 6.83 

30  0.75 

0.6 44.07 40.65 12.78 30.38 7.81 

0.1 0.47 0.53 0.34 1.16 0.53 

0.2 2.52 3.17 1.72 6.24 2.29 

0.3 6.45 11.14 4.03 15.30 4.73 

0.4 13.69 23.65 6.39 23.23 6.96 

0.5 25.64 33.58 9.78 27.90 8.56 

45  0.75 

0.6 39.47 39.97 15.09 29.97 9.78 
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表 2.18 具不同邊緣裂縫簡支方形 Mindlin 板之厚度效應（  0 、 5.0/ bcy ） 

  Mode   
ad /  bh /  

1 2 3 4 5 

19.74 49.35 49.35 78.95 98.69 0.002 

 [19.74] [49.35] [49.35] [78.96] [98.70] 

0.01 19.73 49.30 49.30 78.84 98.52 

0.05 19.56 48.26 48.26 76.23 94.51 

0 

0.1 19.06 45.45 45.45 69.72 84.93 

19.70 49.19 49.32 78.78 97.87 0.002 

 [19.70] [49.19] [49.33] [78.78] [97.88] 

0.01 19.69 49.13 49.26 78.63 97.65 

0.05 19.50 48.05 48.08 75.70 93.48 

0.2 

0.1 19.00 45.15 45.23 68.96 83.97 

19.20 47.79 48.24 71.26 92.22 0.002 

 [19.20] [47.80] [48.24] [71.27] [92.23] 

0.01 19.18 47.67 48.17 71.03 91.89 

0.05 18.92 45.92 47.03 67.69 87.55 

0.4 

0.1 18.38 42.42 44.24 61.28 78.75 

17.96 36.44 47.86 62.24 83.76 0.002 

 [17.96] [36.45] [47.86] [62.24] [83.78] 

0.01 17.92 36.26 47.80 62.15 83.45 

0.05 17.60 34.33 46.70 60.36 79.60 

0.6 

0.1 17.04 31.40 43.95 56.02 72.09 

Note：[  ]：Huang and Leissa（2009）之結果 
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表 2.19 具不同邊緣裂縫懸臂方形 Mindlin 板之厚度效應（  0 、 5.0/ bcy ） 

ad /  bh /  
 

1 

 

2 

Mode 

3 

 

4 

 

5 

0.002 

 

3.471 

[3.471] 

8.506 

[8.508] 

21.28 

[21.29] 

27.20 

[27.20] 

30.95 

[30.96] 

0.01 3.470 8.493 21.27 27.16 30.89 

0.05 3.458 8.331 20.94 26.63 30.00 

0 

0.1 3.430 8.057 20.08 25.49 28.22 

0.002 

 

3.471 

[3.471] 

8.195 

[8.195] 

21.04 

[21.04] 

24.81 

[24.81] 

28.23 

[28.23] 

0.01 3.470 8.182 21.01 24.71 28.17 

0.05 3.458 8.020 20.60 23.91 27.31 

0.2 

0.1 3.430 7.754 19.70 22.70 25.67 

0.002 

 

3.471 

[3.471] 

6.939 

[6.940] 

19.26 

[19.26] 

21.25 

[21.26] 

22.07 

[22.07] 

0.01 3.470 6.924 19.16 21.19 22.03 

0.05 3.457 6.768 18.39 20.44 21.61 

0.4 

0.1 3429 6.547 17.34 19.15 20.67 

0.002 

 

3.470 

[3.470] 

5.141 

[5.142] 

16.46 

[16.47] 

17.71 

[17.71] 

21.56 

[21.57] 

0.01 3.469 5.129 16.37 17.65 21.54 

0.05 3.457 5.024 15.66 17.02 21.21 

0.6 

0.1 3.428 4.888 14.70 15.95 20.33 

Note：[  ]：Huang and Leissa（2009）之結果 
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表 3.1 具水平內部裂縫簡支方形薄板（ 5.0// 00  byax 、 6.0/ ad 、 01.0/ bh ）

之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析 

order of polynomial (I×J) 
Mode 
No. 

No. of 
Crack 

Functions
（ N ） 

5×5 6×6 7×7 8×8 9*9 10*10 
文獻值 

1(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

19.74 
19.68 
17.19 
17.17 
17.16 
17.15 
17.15 

19.73 
19.67 
17.19 
17.16 
17.15 
17.14 
17.14 

19.73 
19.67 
17.18 
17.15 
17.15 
17.14 
17.13 

19.73 
19.67 
17.18 
17.15 
17.15 
17.14 
17.13 

19.73 
19.66 
17.17 
17.15 
17.14 
17.14 
17.13 

19.73 
19.66 
17.17 
17.15 
17.14 
17.14 
17.13 

[17.19] 
(17.33) 

2(A) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

49.45 
49.08 
37.94 
37.83 
37.79 
37.77 
37.74 

49.45 
49.04 
37.92 
37.82 
37.78 
37.75 
37.73 

49.30 
48.85 
37.89 
37.80 
37.77 
37.75 
37.72 

49.30 
48.82 
37.87 
37.79 
37.75 
37.72 
37.70 

49.30 
48.79 
37.86 
37.78 
37.74 
37.71 
37.69 

49.30 
48.76 
37.83 
37.77 
37.73 
37.71 
37.69 

[37.98] 
(37.75) 

3(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

49.45 
49.43 
48.24 
48.15 
48.15 
48.14 
48.14 

49.45 
49.42 
48.22 
48.15 
48.15 
48.14 
48.14 

49.30 
49.28 
48.22 
48.15 
48.14 
48.13 
48.13 

49.30 
49.28 
48.21 
48.15 
48.14 
48.13 
48.13 

49.30 
49.27 
48.20 
48.15 
48.14 
48.13 
48.13 

49.30 
49.27 
48.19 
48.14 
48.14 
48.13 
48.13 

[48.22] 
(48.26) 

4(A) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

79.05 
79.01 
75.56 
75.41 
75.37 
75.35 
75.32 

79.05 
79.00 
75.43 
75.38 
75.35 
75.34 
75.32 

78.84 
78.79 
75.43 
75.37 
75.35 
75.33 
75.31 

78.84 
78.78 
75.41 
75.35 
75.32 
75.31 
75.30 

78.84 
78.78 
75.41 
75.35 
75.32 
75.31 
75.29 

78.84 
78.77 
75.39 
75.34 
75.31 
75.30 
75.28 

[75.58] 
(75.23) 

5(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

139.1 
137.8 
79.79 
79.38 
79.33 
79.31 
79.31 

99.93 
99.32 
79.66 
79.36 
79.31 
79.29 
79.26 

99.93 
99.26 
79.57 
79.34 
79.31 
79.28 
79.25 

98.54 
97.86 
79.46 
79.33 
79.30 
79.27 
79.24 

98.54 
97.81 
79.43 
79.32 
79.30 
79.26 
79.22 

98.52 
97.78 
79.42 
79.32 
79.29 
79.25 
79.22 

[79.59] 
(80.32) 

Note：[  ]：Stahl and Keer (1972)之結果 

      (  )：Liew, Hung and Lim (1994)之結果 
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表 3.2 具水平內部裂縫簡支方形中厚板（ 5.0// 00  byax 、 3.0/ ad 、

1.0/ bh ）之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析 

order of polynomial (I×J) 
Mode 
No. 

No. of 
Crack 

Functions
（ N ） 

5×5 6×6 7×7 8×8 9*9 

1(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

19.06 
18.32 
17.90 
17.89 
17.88 
17.88 
17.88 

19.06 
18.26 
17.89 
17.88 
17.88 
17.88 
17.88 

19.06 
18.23 
17.89 
17.88 
17.88 
17.88 
17.88 

19.06 
18.23 
17.89 
17.88 
17.88 
17.88 
17.88 

19.06 
18.21 
18.89 
17.88 
17.88 
17.88 
17.88 

2(A) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

45.56 
44.27 
43.50 
43.47 
43.46 
43.46 
43.46 

45.56 
44.13 
43.47 
43.47 
43.46 
43.46 
43.46 

45.45 
43.88 
43.47 
43.47 
43.46 
43.46 
43.45 

45.45 
43.84 
43.46 
43.46 
43.46 
43.46 
43.45 

45.45 
43.77 
43.46 
43.46 
43.46 
43.45 
43.44 

3(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

45.56 
45.49 
45.30 
45.29 
45.29 
45.28 
45.28 

45.56 
45.48 
45.30 
45.29 
45.29 
45.28 
45.28 

45.45 
45.37 
45.29 
45.29 
45.28 
45.28 
45.28 

45.45 
45.36 
45.29 
45.29 
45.28 
45.28 
45.28 

45.45 
45.35 
45.29 
45.29 
45.28 
45.28 
45.28 

4(A) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

69.87 
69.31 
68.93 
68.92 
68.91 
68.91 
68.91 

69.86 
69.29 
68.92 
68.91 
68.91 
68.91 
68.91 

69.72 
69.13 
68.91 
68.91 
68.91 
68.91 
68.91 

69.72 
69.10 
68.91 
68.91 
68.91 
68.91 
68.91 

69.72 
69.09 
68.91 
68.91 
68.91 
68.91 
68.89 

5(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

109.1 
102.2 
76.11 
76.03 
76.00 
76.00 
75.99 

85.91 
79.88 
76.09 
76.01 
76.00 
75.99 
75.99 

85.89 
79.66 
76.05 
76.00 
76.00 
75.99 
75.99 

84.94 
78.46 
76.04 
76.00 
76.00 
75.99 
75.99 

84.94 
78.32 
76.00 
75.99 
75.99 
75.99 
75.99 
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表 3.3 具水平內部裂縫簡支方形中厚板（ 5.0// 00  byax 、 6.0/ ad 、

1.0/ bh ）之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析 

order of polynomial (I×J) 
Mode 
No. 

No. of 
Crack 

Functions
（ N ） 

4×4 5×5 6×6 7×7 8×8 9*9 

1(S) 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

16.30 
16.25 
16.24 
16.24 
16.24 
16.24 

16.28 
16.25 
16.23 
16.23 
16.23 
16.23 

16.27 
16.24 
16.23 
16.23 
16.23 
16.23 

16.26 
16.24 
16.23 
16.23 
16.23 
16.23 

16.26 
16.23 
16.23 
16.23 
16.23 
16.23 

16.25 
16.23 
16.23 
16.23 
16.23 
16.23 

2(A) 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

31.92 
31.74 
31.71 
31.67 
31.66 
31.66 

31.85 
31.71 
31.70 
31.66 
31.65 
31.65 

31.76 
31.69 
31.67 
31.65 
31.65 
31.65 

31.75 
31.69 
31.66 
31.65 
31.65 
31.65 

31.72 
31.67 
31.66 
31.65 
31.65 
31.65 

31.71 
31.66 
31.66 
31.65 
31.65 
31.65 

3(S) 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

44.44 
44.27 
44.21 
44.20 
44.20 
44.19 

44.27 
44.13 
44.11 
44.10 
44.10 
44.10 

44.25 
44.12 
44.11 
44.10 
44.10 
44.10 

44.20 
44.12 
44.11 
44.10 
44.10 
44.10 

44.19 
44.12 
44.11 
44.10 
44.10 
44.10 

44.18 
44.11 
44.10 
44.10 
44.10 
44.10 

4(A) 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

64.40 
64.27 
64.19 
64.17 
64.16 
64.16 

64.35 
64.26 
64.19 
64.17 
64.16 
64.16 

64.29 
64.18 
64.16 
64.16 
64.16 
64.16 

64.24 
64.17 
64.16 
64.16 
64.16 
64.16 

64.21 
64.16 
64.16 
64.16 
64.16 
64.16 

64.21 
64.16 
64.16 
64.16 
64.16 
64.16 

5(S) 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

69.35 
68.97 
68.80 
68.78 
68.78 
68.78 

69.16 
68.90 
68.79 
68.78 
68.77 
68.77 

69.15 
68.83 
68.78 
68.77 
68.77 
68.77 

69.11 
68.81 
68.78 
68.77 
68.77 
68.77 

68.88 
68.79 
68.77 
68.77 
68.77 
68.77 

68.86 
68.79 
68.77 
68.77 
68.77 
68.77 
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表 3.4 具角度內部裂縫簡支方形中厚板（ 5.0// 00  byax 、 6.0/ ad 、  30 、

1.0/ bh ）之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析 

order of polynomial (I×J) 
Mode 
No. 

No. of 
Crack 

Functions
（ N ） 

5×5 6×6 7×7 8×8 9*9 

1(S) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

19.06 
17.14 
15.99 
15.94 
15.93 
15.92 

19.06 
17.04 
15.98 
15.93 
15.92 
15.92 

19.06 
17.00 
15.97 
15.93 
15.92 
15.92 

19.06 
16.97 
15.97 
15.93 
15.92 
15.92 

19.06 
16.90 
15.95 
15.93 
15.92 
15.92 

2(A) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

45.56 
34.61 
31.85 
31.74 
31.72 
31.70 

45.56 
34.15 
31.81 
31.73 
31.70 
31.69 

45.45 
34.08 
31.78 
31.72 
31.70 
31.69 

45.45 
33.92 
31.76 
31.70 
31.69 
31.69 

45.45 
33.76 
31.74 
31.70 
31.69 
31.69 

3(S) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

45.56 
44.58 
43.77 
43.53 
43.49 
43.49 

45.56 
44.44 
43.73 
43.52 
43.49 
43.49 

45.45 
44.30 
43.69 
43.52 
43.49 
43.48 

45.45 
44.25 
43.66 
43.51 
43.49 
43.48 

45.45 
44.21 
43.65 
43.51 
43.48 
43.48 

4(A) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

69.87 
66.75 
63.35 
63.23 
63.18 
63.17 

69.86 
66.28 
63.32 
63.21 
63.17 
63.17 

69.72 
65.88 
63.28 
63.20 
63.17 
63.16 

69.72 
65.72 
63.26 
63.19 
63.17 
63.16 

69.72 
65.55 
63.25 
63.18 
63.16 
63.16 

5(S) 

0 
1 
3 
4 
5 
6 

109.1 
76.61 
69.85 
69.66 
69.61 
69.57 

85.91 
73.99 
69.76 
69.63 
69.58 
69.57 

85.89 
73.52 
69.68 
69.60 
69.57 
69.56 

84.94 
73.05 
69.65 
69.57 
69.56 
69.55 

84.94 
72.63 
69.62 
69.57 
69.55 
69.55 
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表3.5具水平內部裂縫懸臂方形中厚板（ 5.0// 00  byax 、 6.0/ ad 、 1.0/ bh ）

之無因次化頻率 Dha /2  收斂性分析 

order of polynomial (I×J) Mode 
No. 

No. of 
Corner 

 functions 5×5 6×6 7×7 8×8 9×9 

1(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

3.433 
3.430 
3.420 
3.419 
3.418 
3.418 
3.418 

3.433 
3.429 
3.419 
3.418 
3.418 
3.418 
3.418 

3.431 
3.427 
3.418 
3.418 
3.418 
3.418 
3.418 

3.431 
3.427 
3.418 
3.418 
3.418 
3.418 
3.418 

3.431 
3.426 
3.418 
3.418 
3.418 
3.418 
3.418 

2(A) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

8.170 
8.092 
7.897 
7.879 
7.877 
7.872 
7.872 

8.091 
7.955 
7.880 
7.877 
7.873 
7.872 
7.872 

8.088 
7.953 
7.878 
7.876 
7.873 
7.872 
7.871 

8.063 
7.949 
7.875 
7.872 
7.872 
7.872 
7.871 

8.063 
7.948 
7.875 
7.872 
7.872 
7.871 
7.871 

3(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

20.17 
20.14 
19.89 
19.87 
19.86 
19.86 
19.85 

20.11 
20.09 
19.88 
19.87 
19.86 
19.85 
19.85 

20.09 
20.06 
19.87 
19.86 
19.85 
19.85 
19.85 

20.09 
20.06 
19.86 
19.86 
19.85 
19.85 
19.85 

20.08 
20.05 
19.86 
19.85 
19.85 
19.85 
19.85 

4(A) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

25.81 
23.23 
20.77 
20.74 
20.74 
20.73 
20.73 

25.68 
23.16 
20.76 
20.74 
20.73 
20.73 
20.73 

25.51 
22.98 
20.75 
20.74 
20.73 
20.73 
20.73 

25.51 
22.94 
20.75 
20.74 
20.73 
20.73 
20.73 

25.49 
22.79 
20.74 
20.73 
20.73 
20.73 
20.73 

5(S) 

0 
1 
4 
5 
6 
7 
8 

28.60 
27.58 
26.16 
26.13 
26.11 
26.10 
26.10 

28.35 
27.18 
26.14 
26.12 
26.10 
26.10 
26.10 

28.30 
27.09 
26.13 
26.11 
26.10 
26.10 
26.10 

28.25 
26.95 
26.11 
26.10 
26.10 
26.10 
26.10 

28.24 
26.92 
26.11 
26.10 
26.10 
26.10 
26.10 
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表 3.6 具不同內部裂縫簡支方形中厚板無因次化頻率 Dha /2   

（ 1.0/ bh ） 

  Mode      byax 00 ,  ad  
1 2 3 4 5 

  0 19.06 45.45 45.45 69.72 84.93 

0.1 18.86 45.35 45.45 69.56 83.20 

0.2 18.43 44.84 45.41 69.28 79.70 

0.3 17.88 43.46 45.29 68.91 76.00 

0.4 17.29 40.65 45.02 68.22 72.87 

0.5 16.72 36.43 44.62 66.81 70.50 

（0.5,0.5） 

0.6 16.23 31.65 44.10 64.16 68.77 

0.1 18.95 44.69 45.41 69.71 83.94 

0.2 18.69 43.05 45.34 69.59 81.39 

0.3 18.29 41.07 45.22 69.20 76.28 

0.4 17.77 39.07 45.01 66.38 68.38 

0.5 17.14 37.15 44.66 55.52 67.13 

0  

（0.5,0.75） 

0.6 16.46 35.17 44.14 47.38 65.60 

0.1 18.85 45.35 45.44 69.54 83.13 

0.2 18.44 44.85 45.41 69.19 80.06 

0.3 17.85 43.47 45.28 68.52 76.61 

0.4 17.24 40.65 44.98 67.42 74.11 

0.5 16.66 36.40 44.51 65.90 72.09 

15  （0.5,0.5） 

0.6 16.13 31.67 43.91 63.78 69.88 

0.1 18.88 45.35 45.44 69.54 83.59 

0.2 18.43 44.84 45.40 68.99 80.60 

0.3 17.85 43.44 45.24 67.96 78.07 

0.4 17.21 40.63 44.88 66.47 76.49 

0.5 16.55 36.42 44.29 64.81 74.48 

30  （0.5,0.5） 

0.6 15.92 31.69 43.48 63.16 69.55 

0.1 18.87 45.35 45.44 69.52 83.53 

0.2 18.43 44.84 45.40 68.89 80.93 

0.3 17.85 43.44 45.22 67.71 78.87 

0.4 17.18 40.62 44.83 66.07 77.88 

0.5 16.49 36.42 44.17 64.39 74.22 

45  （0.5,0.5） 

0.6 15.80 31.69 43.25 62.87 69.19 
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表 3.7 具不同內部裂縫簡支方形中厚板無因次化頻率折減量比  （％） 

（ 1.0/ bh ） 

  Mode      byax 00 ,  ad  
1 2 3 4 5 

0.1 1.05 0.22 0.00 0.23 2.04 

0.2 3.31 1.34 0.09 0.63 6.16 

0.3 6.19 4.38 0.35 1.16 10.51 

0.4 9.29 10.56 0.95 2.15 14.20 

0.5 12.28 19.85 1.83 4.17 16.99 

（0.5,0.5） 

0.6 14.85 30.36 2.97 7.97 19.03 

0.1 0.58 1.67 0.09 0.01 1.17 

0.2 1.94 5.28 0.24 0.19 4.17 

0.3 4.04 9.64 0.51 0.75 10.18 

0.4 6.77 14.04 0.97 4.79 19.49 

0.5 10.07 18.26 1.74 20.37 20.96 

0  

（0.5,0.75） 

0.6 13.64 22.62 2.88 32.04 22.76 

0.1 1.10 0.22 0.02 0.26 2.12 

0.2 3.25 1.32 0.09 0.76 5.73 

0.3 6.35 4.36 0.37 1.72 9.80 

0.4 9.55 10.56 1.03 3.30 12.74 

0.5 12.59 19.91 2.07 5.48 15.12 

15  （0.5,0.5） 

0.6 15.37 30.32 3.39 8.52 17.72 

0.1 0.94 0.22 0.02 0.26 1.58 

0.2 3.31 1.34 0.11 1.05 5.10 

0.3 6.35 4.42 0.46 2.52 8.08 

0.4 9.71 10.61 1.25 4.66 9.94 

0.5 13.17 19.87 2.55 7.04 12.30 

30  （0.5,0.5） 

0.6 16.47 30.28 4.33 9.41 18.11 

0.1 1.00 0.22 0.02 0.29 1.65 

0.2 3.31 1.34 0.11 1.19 4.71 

0.3 6.35 4.42 0.51 2.88 7.14 

0.4 9.86 10.63 1.36 5.24 8.30 

0.5 13.48 19.87 2.82 7.64 12.61 

45  （0.5,0.5） 

0.6 17.10 30.28 4.84 9.83 18.53 



70 

表 3.8 具不同內部裂縫懸臂方形中厚板無因次化頻率 Dha /2   

（ 1.0/ bh ） 

  Mode      byax 00 ,  ad  
1 2 3 4 5 

  0 3.430 8.057 20.08 25.49 28.22 

0.1 3.430 8.038 20.08 25.21 28.21 

0.2 3.429 8.005 20.08 24.58 28.16 

0.3 3.428 7.971 20.08 23.72 28.02 

0.4 3.426 7.937 20.07 22.71 27.71 

0.5 3.422 7.904 20.03 21.65 27.13 

（0.5,0.5） 

0.6 3.418 7.871 19.85 20.73 26.10 

0.1 3.430 8.040 20.08 25.38 28.21 

0.2 3.430 8.010 20.07 25.11 28.15 

0.3 3.429 7.978 20.07 24.67 28.03 

0.4 3.428 7.947 20.06 24.03 27.81 

0.5 3.426 7.917 20.04 23.16 27.41 

0  

（0.5,0.75） 

0.6 3.423 7.888 19.87 22.03 26.80 

0.1 3.430 8.035 20.07 25.21 28.22 

0.2 3.428 8.000 20.05 24.64 28.17 

0.3 3.424 7.949 20.04 23.79 28.04 

0.4 3.419 7.900 20.02 22.84 27.77 

0.5 3.413 7.842 20.00 21.85 27.26 

15  （0.5,0.5） 

0.6 3.402 7.774 19.94 20.85 26.31 

0.1 3.428 8.036 20.04 25.28 28.22 

0.2 3.422 7.987 19.97 24.75 28.18 

0.3 3.414 7.907 19.90 24.07 28.09 

0.4 3.400 7.822 19.80 23.05 27.90 

0.5 3.382 7.711 19.70 22.44 27.55 

30  （0.5,0.5） 

0.6 3.356 7.576 19.58 21.62 26.86 

0.1 3.428 8.041 20.00 25.33 28.22 

0.2 3.415 7.986 19.84 24.96 28.20 

0.3 3.403 7.922 19.69 24.51 28.15 

0.4 3.373 7.795 19.36 23.86 28.06 

0.5 3.336 7.648 19.07 23.26 27.86 

45  （0.5,0.5） 

0.6 3.287 7.395 18.64 22.46 27.38 
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表 3.9 具不同內部裂縫懸臂方形中厚板無因次化頻率折減量比  （％） 

（ 1.0/ bh ） 

  Mode      byax 00 ,  ad  
1 2 3 4 5 

0.1 0.00 0.24 0.00 1.10 0.04 

0.2 0.03 0.65 0.00 3.57 0.21 

0.3 0.06 1.07 0.00 6.94 0.71 

0.4 0.12 1.49 0.05 10.91 1.81 

0.5 0.23 1.90 0.25 15.06 3.86 

（0.5,0.5） 

0.6 0.35 2.31 1.15 18.67 7.51 

0.1 0.00 0.21 0.00 0.43 0.04 

0.2 0.00 0.58 0.05 1.49 0.25 

0.3 0.03 0.98 0.05 3.22 0.67 

0.4 0.06 1.37 0.10 5.73 1.45 

0.5 0.12 1.74 0.20 9.14 2.87 

0  

（0.5,0.75） 

0.6 0.20 2.10 1.05 13.57 5.03 

0.1 0.00 0.27 0.05 1.10 0.00 

0.2 0.06 0.71 0.15 3.33 0.18 

0.3 0.17 1.34 0.20 6.67 0.64 

0.4 0.32 1.95 0.30 10.40 1.59 

0.5 0.50 2.67 0.40 14.28 3.40 

15  （0.5,0.5） 

0.6 0.82 3.51 0.70 18.20 6.77 

0.1 0.06 0.26 0.20 0.82 0.00 

0.2 0.23 0.87 0.55 2.90 0.14 

0.3 0.47 1.86 0.90 5.57 0.46 

0.4 0.87 2.92 1.39 9.57 1.13 

0.5 1.40 4.29 1.89 11.97 2.37 

30  （0.5,0.5） 

0.6 2.16 5.97 2.49 15.18 4.82 

0.1 0.06 0.20 0.40 0.63 0.00 

0.2 0.44 0.88 1.20 2.08 0.07 

0.3 0.79 1.68 1.94 3.84 0.25 

0.4 1.66 3.25 3.59 6.39 0.57 

0.5 2.74 5.08 5.03 8.75 1.28 

45  （0.5,0.5） 

0.6 4.17 8.22 7.17 11.89 2.98 
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表 3.10 具不同內部裂縫懸臂矩形中厚板無因次化頻率 Dha /2   

（ 2/ ba 、 1.0/ bh ） 

  Mode      byax 00 ,  ad  
1 2 3 4 5 

  0 3.422 14.18 21.09 45.72 58.00 

0.1 3.422 14.17 21.09 45.72 58.00 

0.2 3.422 14.14 21.08 45.67 58.00 

0.3 3.422 14.10 21.08 45.60 57.99 

0.4 3.422 14.06 21.07 45.46 57.97 

0.5 3.422 14.03 21.06 45.19 57.94 

0  （0.5,0.5） 

0.6 3.422 13.99 21.05 44.78 57.89 

0.1 3.421 14.17 21.06 45.72 58.00 

0.2 3.419 14.13 21.01 45.68 57.94 

0.3 3.416 14.05 20.93 45.59 57.92 

0.4 3.413 13.97 20.86 45.46 57.78 

0.5 3.408 13.85 20.76 45.24 57.51 

30  （0.5,0.5） 

0.6 3.402 13.71 20.67 44.91 57.08 

0.1 3.418 14.17 20.97 45.72 58.00 

0.2 3.406 14.14 20.68 45.70 57.95 

0.3 3.387 14.10 20.26 45.65 57.83 

0.4 3.361 14.07 19.71 45.58 57.58 

0.5 3.326 14.03 19.04 45.48 57.12 

90  （0.5,0.5） 

0.6 3.278 14.00 18.25 45.31 56.34 
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表 3.11 具不同內部裂縫懸臂矩形厚板無因次化頻率折減量比  （％） 

（ 2/ ba 、 1.0/ bh ） 

  Mode      byax 00 ,  ad  
1 2 3 4 5 

0.1 0.00 0.07 0.00 0.00 0.00 

0.2 0.00 0.28 0.05 0.11 0.00 

0.3 0.00 0.56 0.05 0.26 0.02 

0.4 0.00 0.85 0.09 0.57 0.05 

0.5 0.00 1.06 0.14 1.16 0.10 

0  （0.5,0.5） 

0.6 0.00 1.34 0.19 2.06 0.19 

0.1 0.03 0.07 0.14 0.00 0.00 

0.2 0.09 0.35 0.38 0.09 0.10 

0.3 0.18 0.92 0.76 0.28 0.14 

0.4 0.26 1.48 1.09 0.57 0.38 

0.5 0.41 2.33 1.56 1.05 0.84 

30  （0.5,0.5） 

0.6 0.58 3.31 1.99 1.77 1.59 

0.1 0.12 0.07 0.57 0.00 0.00 

0.2 0.47 0.28 1.94 0.04 0.09 

0.3 1.02 0.56 3.94 0.15 0.29 

0.4 1.78 0.78 6.54 0.31 0.72 

0.5 2.81 1.06 9.72 0.52 1.52 

90  （0.5,0.5） 

0.6 4.21 1.27 13.47 0.90 2.86 
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表 3.12 具不同內部裂縫懸臂矩形中厚板無因次化頻率 Dha /2   

（ 2/ ba 、 1.0/ bh ） 

  Mode      byax 00 ,  ad  
1 2 3 4 5 

  0 3.422 14.18 21.09 45.72 58.00 

0.1 3.422 14.17 21.09 45.72 57.99 

0.2 3.420 14.13 21.09 45.66 57.95 

0.3 3.418 14.09 21.08 45.60 57.92 

0.4 3.416 14.05 21.08 45.53 57.87 

0.5 3.413 14.00 21.08 45.40 57.80 

0  （0.25,0.5） 

0.6 3.408 13.96 21.07 45.22 57.74 

0.1 3.419 14.16 21.09 45.72 57.96 

0.2 3.413 14.13 21.08 45.70 57.88 

0.3 3.401 14.04 21.07 45.60 57.69 

0.4 3.382 13.94 21.04 45.45 57.50 

0.5 3.369 13.83 21.00 45.27 57.22 

30  （0.25,0.5） 

0.6 3.335 13.67 20.88 44.96 56.90 

0.1 3.405 14.16 21.08 45.72 57.80 

0.2 3.363 14.12 21.06 45.68 57.28 

0.3 3.299 14.08 21.02 45.62 56.50 

0.4 3.214 14.04 20.96 45.56 55.49 

0.5 3.104 14.00 20.84 45.46 54.22 

90  （0.25,0.5） 

0.6 2.972 13.95 20.69 45.36 52.78 
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表 3.13 具不同內部裂縫懸臂矩形中厚板無因次化頻率折減量比  （％） 

（ 2/ ba 、 1.0/ bh ） 

  Mode      byax 00 ,  ad  
1 2 3 4 5 

0.1 0.00 0.07 0.00 0.00 0.02 

0.2 0.06 0.35 0.00 0.13 0.09 

0.3 0.12 0.63 0.05 0.26 0.14 

0.4 0.18 0.92 0.05 0.42 0.22 

0.5 0.26 1.27 0.05 0.70 0.34 

0  （0.25,0.5） 

0.6 0.41 1.55 0.09 1.09 0.45 

0.1 0.09 0.14 0.00 0.00 0.07 

0.2 0.26 0.35 0.05 0.04 0.21 

0.3 0.61 0.99 0.09 0.26 0.53 

0.4 1.17 1.69 0.24 0.59 0.86 

0.5 1.55 2.47 0.43 0.98 1.34 

30  （0.25,0.5） 

0.6 2.54 3.60 1.00 1.66 1.90 

0.1 0.50 0.14 0.05 0.00 0.34 

0.2 1.72 0.42 0.14 0.09 1.24 

0.3 3.59 0.71 0.33 0.22 2.59 

0.4 6.08 0.99 0.62 0.35 4.33 

0.5 9.29 1.27 1.19 0.57 6.52 

90  （0.25,0.5） 

0.6 13.15 1.62 1.90 0.79 9.00 
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圖 2.1 具邊緣裂縫矩形板示意圖（裂縫與 ax  軸相交） 
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圖 2.2 具邊緣裂縫矩形板示意圖（裂縫與 by  軸相交） 
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圖 2.3 座標轉換示意圖 
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圖 2.4 具邊緣裂縫簡支方形板模態圖 

（虛線表各模態之節點線）
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圖 2.4（續上頁） 
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圖 2.5 具頂部裂縫簡支矩形板模態圖 
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圖 2.6 具邊緣裂縫懸臂方形板模態圖 



83 

 

 

0.2 

 
30  0.75 

0.6 

 

0.2 

 
45  0.75 

0.6 

 

圖 2.6（續上頁） 
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圖 2.7 具頂部裂縫懸臂方形板模態圖 
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圖 2.7（續上頁） 
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圖 2.8 具頂部裂縫懸臂矩形板模態圖
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圖 2.9 具邊緣裂縫四邊自由端方形板模態圖 



 88

 

 

0.2 

 
30  0.75 

0.6 

 

0.2 

 
45  0.75 

0.6 

 

圖 2.9（續上頁）
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圖 3.1 具邊內部縫矩形板示意圖 
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圖 3.2 內部裂縫奇異點與連續線段示意圖
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圖 3.3 具內部裂縫簡支方形板模態圖 

（虛線表各模態之節點線） 
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圖 3.3（續上頁） 
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圖 3.4 具內部裂縫懸臂方形板模態圖 
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圖 3.4（續上頁） 
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圖 3.5 具內部裂縫懸臂矩形板（ 2/ ba ）模態圖 
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圖 3.6 具內部裂縫懸臂矩形板（ 2/ ba ）模態圖 


