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動量空間 Conservation Element and Solution Element 方法研究

Above-Threshold-Ionization 

學生：張繼允                               指導教授：江進福 

國立交通大學物理研究所 

摘要 

 

 這篇論文中將使用 CESE Method 來求解在動量空間(P-space)中的

Time Dependent Schrodinger Equation(TDSE)，並利用簡諧位能加入強

雷射脈衝為例子來求出電子從基態躍遷至其他激發態的機率分佈為

Poisson 分佈；以及利用”soft-Coulomb” potential 來模擬 Ar 原子打入

強雷射脈衝後所得到的 ATI spectrum，並且重現當雷射強度增加少許

後，ATI spectrum 在特定的區域內有劇烈的變化。  
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第一章 

緒論 

 Space-time conservation element and solution element method 我們簡稱為

CESE method 是由 Dr. Sin-Chung Chang 所發展出來的一套數值計算方法，之後

再被 Dr. Sin-Chung Chang 以及他的同事們改進與發展，CESE method 他主要的

精神在於守恆定理(conservation law)，他將計算的空間(space)與時間(time)切割成

許多不互相重疊且大小相同的網格，利用通量(flux)流過每一區塊並遵守守恆定

律的關係，而找出網格上每個(mesh point)關係，而我們則可以利用已知 mesh 

point 值不斷的求出未知的 mesh point，就像爬樓梯一般，一步一步的將未知的

mesh point 求出來。而 CESE method 經常被使用在計算流體力學、航空力學[1]…

等領域中偏微分方程(Partial Differential Equations)上，由此可知 CESE method 的

實用性已經被大家所接受了。 

 而現在我們也使用 CESE method 來計算量子力學上的 Time Dependent 

Schrӧdinger Equation(TDSE)，但是對於某些量子力學上的的某些問題：舉例來說

像是散射問題，在物理上，波函數會被散射至遙遠的地方，在數值計算時我們可

能就必須將計算的範圍設定的非常大，但是又基於精準度的問題，我們取得格子

點也就要相當的精細，因此點數相對的就會非常多，而在模擬計算速度上就會變

得相當緩慢，相反的，粗糙的格子點也會讓我們在模擬計算中，因為誤差而遺失

掉一些重要的資訊，然而在動量空間中[2]，反而不需擔心這些大麻煩，在動量

空間中，動量的大小便關係著動能(Kinetic energy)，所以我們不用擔心有無限大

能量的物體存在，所以在動量空間的模擬計算上可以比在 x 空間模擬時保留更多

的資訊，因此在計算偏微分方程時，我們將會從原本在計算的 x 空間轉換至動量

空間。  
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第二章 

CESE 模型 

2.1 A-scheme 

 首先一維的 a-scheme[3]，我們考慮下列 PDE 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 

已知函數𝑢 𝑥 − 𝑎𝑡 為 Eq.(2.1)的通解，其中 a 為波速並且𝑎 ≠ 0 為一常數；假設 

𝑥 和 𝑡 為二維座標空間裡 𝐸2 的兩座標軸，如[圖一]中所表示，所以從高斯散

度定理(Gauss` divergence theorem)我們可以得到下面式子 

  ∇   ∙
𝑉

ℎ  ∙ 𝑑𝜏 =  ℎ  ∙ 𝑑𝑠 
𝑆 𝑉 

 

式子中 𝛻  =  
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑡
 、ℎ  = (𝑎𝑢,𝑢)、且 𝑑𝑠 = 𝑛 ∙ 𝑑𝜎。 𝑆(𝑉) 是 𝑥 和 𝑡 在二維座

標空間 𝐸2的邊界，𝑛  是𝑑𝜎的單位法向量(unit normal vector)，我們將 𝑛  的方向

設定為向外。 

 

[圖一]：以𝑥 和 𝑡為軸的二維座標空間 𝐸2。 

(2.1) 

(2.2) 
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a-scheme 是由許多不重疊的方形區域組合而成就如同 [圖二] 所表示，每個

方型區域上都會有用黑色塗滿圓圈打上的黑點(mesh point)，每個網點(mesh 

point)都會有其對應的解元(solution element)，我們簡稱為𝑆𝐸(𝑗, 𝑛)，𝑆𝐸(𝑗, 𝑛)就像

個十字架一樣，它包含了網點本身那點上下左右的水平線以及垂直線 [圖三]，

此外每個網點也連結著兩個基本守恆元(basic conservation elements)我們簡稱

(𝐵𝐶𝐸𝑠)，而這個𝐵𝐶𝐸𝑠分別為𝐶𝐸+(𝑗, 𝑛)以及𝐶𝐸−(𝑗, 𝑛)，而這個𝐵𝐶𝐸𝑠會填滿整個在

歐基里德空間𝐸2中的空間與時間的區塊，而 𝐶𝐸(𝑗,𝑛)就是由𝐶𝐸+(𝑗,𝑛)與𝐶𝐸−(𝑗, 𝑛)

組合而成。由 [圖四] 我們可以清楚的了解。 

 

 

[圖二]：在二維座標空間𝐸2中，空間與時間區塊可被切割成如上圖所示的樣子。 
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[圖三]：解元(Solution element)的定義就是由包含網點(𝑗, 𝑛)那點與其上下左右四

條線為𝑆𝐸(𝑗, 𝑛)。 

 

[圖四]：守恆元(Conservation element)的定義就如上圖所示，𝐶𝐸+(𝑗, 𝑛)與𝐶𝐸−(𝑗,𝑛)

就是整個𝐶𝐸(𝑗,𝑛)，𝐶𝐵    和𝐶𝐷    是屬於𝑆𝐸(𝑗 − 1,𝑛 − 1)；𝐴𝐵    、𝐴𝐷    和𝐴𝐹    屬於𝑆𝐸(𝑗, 𝑛)；

𝐸𝐷    和𝐸𝐹    則屬於𝑆𝐸(𝑗 + 1,𝑛 − 1)。 

 

 因此根據上面的定義，任何符合 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑆𝐸 𝑗, 𝑛 條件下的 𝑢(𝑥, 𝑡) 皆可以用

以(𝑥𝑗 , 𝑡𝑛)作為基點的一階泰勒展開式(1
st
 order of Taylor`s expansion)來作近似 

𝑢 𝑥, 𝑡; 𝑗,𝑛 ≝ 𝑢𝑗
𝑛 +  𝑥 − 𝑥𝑗 ∙ (𝑢𝑥)𝑗

𝑛 +  𝑡 − 𝑡𝑛 ∙ (𝑢𝑡)𝑗
𝑛 

上面的式子中，𝑢𝑗
𝑛、(𝑢𝑥)𝑗

𝑛與(𝑢𝑡)𝑗
𝑛代表的是𝑢(𝑥, 𝑡)、

𝜕𝑢 (𝑥 ,𝑡)

𝜕𝑥
與

𝜕𝑢 (𝑥 ,𝑡)

𝜕𝑡
在點(𝑥𝑗 , 𝑡𝑛)上

的數值，所以𝑢𝑗
𝑛、(𝑢𝑥)𝑗

𝑛與(𝑢𝑡)𝑗
𝑛在𝑆𝐸 𝑗, 𝑛 上都是常數，因此在符合 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑆𝐸 𝑗, 𝑛 

條件下，我們將𝑢 𝑥, 𝑡; 𝑗,𝑛 代入 Eq.(2.1)中，便可以得知 

(𝑢𝑡)𝑗
𝑛 = −𝑎 ∙ (𝑢𝑥)𝑗

𝑛 

 

(2.3) 

(2.4) 
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我們將上列關係代入到 Eq.(2.3)中，Eq.(2.3)就可以改寫成下式 

𝑢 𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛 = 𝑢𝑗
𝑛 + [ 𝑥 − 𝑥𝑗 − 𝑎 ∙  𝑡 − 𝑡𝑛 ] ∙ (𝑢𝑥)𝑗

𝑛 

如同 Eq.(2.3)一樣，在 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑆𝐸 𝑗,𝑛 的情況下，𝑢𝑗
𝑛與(𝑢𝑥)𝑗

𝑛皆為一常數，也因此

在 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑆𝐸 𝑗, 𝑛 時候我們也可以將 ℎ  = (𝑎𝑢, 𝑢)表示成下列式子 

ℎ  (𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛) = (𝑎𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑗,𝑛),𝑥(𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛)) 

因此 ℎ   流經過 𝐶𝐸(𝑗, 𝑛) 的通量可寫成 

𝐹±  𝑗, 𝑛 =  ℎ  ∙
𝑆 𝐶𝐸±  𝑗 ,𝑛  

𝑑𝑠  

從 Eq.(2.2)我們又可以得知 

𝐹±  𝑗, 𝑛 =  ℎ  ∙
𝑆(𝐶𝐸±  𝑗 ,𝑛 )

𝑑𝑠 =  𝛻  ∙
𝐶𝐸±  𝑗 ,𝑛 

ℎ  ∙ 𝑑𝜏 = 0 

上式中 ℎ   在 𝐶𝐸±  𝑗, 𝑛 中作封閉線積分，且因為𝑑𝑠 = 𝑛 ∙ 𝑑𝜎，我們可以從[圖四]

中得到： 在𝐶𝐸− 𝑗,𝑛 的線積分時，積分的路徑為𝐴𝐷    ,𝐴𝐸    ,𝐵𝐸    與𝐵𝐷    ，其相對應的

單位法向量(unit normal vector)為 0,1 ,  0,1 , (−1,0)與 0,−1 ；而在𝐶𝐸+ 𝑗,𝑛 時，

其積分的路徑為𝐴𝐷    ,𝐴𝐹    ,𝐶𝐹    與𝐶𝐷    ，其互相對應的單位法向量為 −0,1 ,  0,1 , (1,0)

與 0,−1 。所以 Eq. (2.6) 經過整理之後可以得到下列式子，也就是 a-scheme 的

核心 

 1 ∓ 𝑣 [𝑢 ±  1 ± 𝑣 
∆𝑥

2
(𝑢𝑥)]𝑗

𝑛 =  1 ∓ 𝑣 [𝑢 ∓  1 ± 𝑣 
∆𝑥

2
(𝑢𝑥)]𝑗± 1

𝑛−1  

式子中 𝑣 = 𝑎
∆𝑡

∆𝑥
 ，在這裡我們要求1 − 𝑣 ≠ 0與 1 + 𝑣 ≠ 0，所以 Eq. (2.7)可以

簡化成 

[𝑢 ±  1 ± 𝑣 
∆𝑥

2
(𝑢𝑥)]𝑗

𝑛 = [𝑢 ∓  1 ± 𝑣 
∆𝑥

2
(𝑢𝑥)]𝑗± 1

𝑛−1 

上面的式子中，𝑢𝑗± 1
𝑛−1與𝑢𝑥𝑗 ± 1

𝑛−1皆為已知數，因此 Eq.(2.8) 實際是可以看成是一個

二元一次聯立方程式，我們將上面兩個式子作聯立求解𝑢𝑗
𝑛與𝑢𝑥𝑗

𝑛，便可以得到 

 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 
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𝑢𝑗
𝑛 =

1

2
{[ 1 − 𝑣 𝑢 −  1 − 𝑣 

∆𝑥

2
(𝑢𝑥)]𝑗+1

𝑛−1 + [ 1 + 𝑣 𝑢 +  1 − 𝑣 
∆𝑥

2
(𝑢𝑥)]𝑗−1

𝑛−1} 

(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 =

1

∆𝑥(1 − 𝑣)
{[ 1 − 𝑣 𝑢 −  1 − 𝑣 

∆𝑥

2
(𝑢𝑥)]𝑗+1

𝑛−1 − [ 1 + 𝑣 𝑢 +  1 − 𝑣 
∆𝑥

2
(𝑢𝑥)]𝑗−1

𝑛−1} 

根據上列式子我們知道了𝑢𝑗
𝑛與𝑢𝑗± 1

𝑛−1還有𝑢𝑥𝑗
𝑛與𝑢𝑥𝑗 ± 1

𝑛−1的關係，就利用上面兩式不

斷的求得 n+1 就像爬樓梯一樣的不斷走到最後，我們有件事情必須要注意的，那

就是
∆𝑡

∆𝑥
< 1 並且

∆𝑡

∆𝑥
→ 0將會越準確。 

  

(2.11) 

(2.12) 
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第三章 

量子力學問題 

3.1 打入強雷射脈衝的簡諧振子 

 在這一章節裡，我們將考慮一維的簡諧振子(Simple Harmonic Oscillator)在

強雷射脈衝(intense laser pulse)下使用 CESE method 來計算 TDSE 間接模擬從基

態(ground state)躍遷至每激發態(excited state)的機率分布圖。 

 其 TDSE 為 

𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= [

−1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
+

1

2
𝛺2𝑥2 + 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
∙ 𝐴(𝑡)]𝑢 

在這裡我們皆使用 atomic unit，因此ℏ = 1,𝑚 = 1，因為電磁場與向量勢(vector 

potential) 的關係為 

𝐸 𝑡 = −
𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
 

我們將 Eq. (2.1) 作傅立葉轉換(Fourier Transformation) 

𝑖𝑢 𝑡 +
1

2
𝛺2𝑢 𝑝𝑝 = [

𝑝2

2
+ 𝑞 ∙ 𝐴(𝑡) ∙ 𝑝]𝑢  

接著如 a-scheme 一樣我們假設 ℎ  = (
1

2
𝛺2𝑢 𝑝 , 𝑖𝑢 )，因此上式可以改寫成 

𝛻  ∙ ℎ  = [
𝑝2

2
+ 𝑞 ∙ 𝐴(𝑡) ∙ 𝑝]𝑢  

上式的等號右邊我們稱之為 source term，接著根據高斯散度定理(Gauss's 

divergence theorem)我們得到 

 𝛻 ∙ ℎ  
𝑉

𝑑𝜏 =  ℎ  ∙ 𝑑𝑠 
𝑆(𝑉)

=   
𝑝2

2
+ 𝑞 ∙ 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 𝑢  𝑑𝜏

𝑉

 

並且我們假設當 𝑝, 𝑡 ∈ 𝑆𝐸 𝑗,𝑛 時，𝑢 = 𝑢 (𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛)並且滿足 Eq.(3.3)，所以 ℎ   可

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 
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改寫成 

ℎ   𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛 = (
1

2
𝛺2𝑢 𝑝 𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛 , 𝑖𝑢  𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛 ) 

從 Eq. (3.5)我們便可以得到 ℎ   通過𝐶𝐸(𝑗, 𝑛)的通量為 

 𝛻 ∙ ℎ  
𝐶𝐸±  𝑗 ,𝑛 

𝑑𝜏 =  ℎ  ∙ 𝑑𝑠 
𝑆(𝐶𝐸± (𝑗 ,𝑛))

=   
𝑝2

2
+ 𝑞 ∙ 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 𝑢  𝑑𝜏

𝐶𝐸±  𝑗 ,𝑛 

 

得到上面式子之後，經過與 a-scheme 一樣的計算與解聯立方程之後，我們便可

以得到下列兩式子 

𝑢 𝑗
𝑛 =

1

2
  𝑢 − (

∆𝑝

2
−

𝑖𝛺2∆𝑡

∆𝑝
)𝑢 𝑝 

𝑗+1

𝑛−1

+  𝑢 + (
∆𝑝

2
−

𝑖𝛺2∆𝑡

∆𝑝
)𝑢 𝑝 

𝑗 −1

𝑛−1

+ (
𝐹

∆𝑝
+

𝐺

∆𝑝
)  

𝑢 𝑝𝑗
𝑛 =

1

2(
∆𝑝
2 −

𝑖𝛺2∆𝑡
∆𝑝 )

  𝑢 − (
∆𝑝

2
−
𝑖𝛺2∆𝑡

∆𝑝
)𝑢 𝑝 

𝑗+1

𝑛−1

−  𝑢 + (
∆𝑝

2
−
𝑖𝛺2∆𝑡

∆𝑝
)𝑢 𝑝 

𝑗−1

𝑛−1

+ (
𝐹

∆𝑝
−

𝐺

∆𝑝
)  

式子中的 F 與 G，分別是 source term 對𝐶𝐸+(𝑗,𝑛)與𝐶𝐸−(𝑗, 𝑛)的體積分，可寫成下

列式子 

𝐹 = −𝑖  
𝑝𝑗

2

2
∙ 𝑢 (𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛) − 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 ∙ 𝑢 (𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛) 𝑑𝑝𝑑𝑡

𝐶𝐸+(𝑗 ,𝑛)
 

𝐺 = −𝑖  
𝑝𝑗

2

2
∙ 𝑢 (𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛) − 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 ∙ 𝑢 (𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛) 𝑑𝑝𝑑𝑡

𝐶𝐸−(𝑗 ,𝑛)
 

在計算的過程中，在遇到特定的 𝑗 時，𝑢 (𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛)與𝑝會超過我們在動量空間定

義的邊界，這時候我們只要令他為等於”零”即可，根據前章節 a-scheme 所描述：

Eq. (1.3)中的(𝑢𝑡)𝑗
𝑛我們可從 Eq. (2.3)令成(𝑢 𝑡)𝑗

𝑛 =  
𝑝𝑗

2

2
+ 𝑞 ∙ 𝐴 𝑡𝑛 ∙ 𝑝𝑗  𝑢 𝑗

𝑛 −

1

2
𝛺2𝑢 𝑝𝑝 𝑗

𝑛
 其中𝑢 𝑝𝑝 𝑗

𝑛 = 0，因為我們只使用一階泰勒展開式，但是這樣其實是錯

的，我們將(𝑢 𝑡)𝑗
𝑛 = 0，但是我們為了讓所求出來的數值更加精確，這裡我們將

使用 iteration 來加強我們的精確性，方法就是不斷更新我們的 source term 來做計

算，以下我們用程式來做清楚的說明 

 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 
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𝑢 𝑗 ,𝑙
𝑛 =

1

2
  𝑢 − (

∆𝑝

2
−
𝑖𝛺2∆𝑡

∆𝑝
)𝑢 𝑝 

𝑗+1

𝑛−1

+  𝑢 + (
∆𝑝

2
−
𝑖𝛺2∆𝑡

∆𝑝
)𝑢 𝑝 

𝑗−1

𝑛−1

+ (
𝐹𝑙−1

∆𝑝
+
𝐺𝑙−1

∆𝑝
)  

𝑢 𝑝𝑗 ,𝑙

𝑛 =
1

2(
∆𝑝
2 −

𝑖𝛺2∆𝑡
∆𝑝 )

  𝑢 − (
∆𝑝

2
−
𝑖𝛺2∆𝑡

∆𝑝
)𝑢 𝑝 

𝑗+1

𝑛−1

−  𝑢 + (
∆𝑝

2
−
𝑖𝛺2∆𝑡

∆𝑝
)𝑢 𝑝 

𝑗 −1

𝑛−1

+ (
𝐹𝑙−1

∆𝑝
−
𝐺𝑙−1

∆𝑝
)  

其中 

𝐹𝑙−1 = −𝑖  
𝑝𝑗

2

2
∙ 𝑢 𝑙−1(𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛) − 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 ∙ 𝑢 𝑙−1(𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛) 𝑑𝑝𝑑𝑡

𝐶𝐸+(𝑗 ,𝑛)
 

𝐺𝑙−1 = −𝑖  
𝑝𝑗

2

2
∙ 𝑢 𝑙−1(𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛) − 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 ∙ 𝑢 𝑙−1(𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛) 𝑑𝑝𝑑𝑡

𝐶𝐸−(𝑗 ,𝑛)
 

上式中，𝐹𝑙−1、𝐺𝑙−1與𝑢 𝑙−1(𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛)皆為還沒經過疊代之前的數值，也就是 Eq. (2.7)

與 Eq. (2.8)的𝑢 𝑗
𝑛與𝑢 𝑝𝑗

𝑛，接著令𝑢 𝑗
𝑛與𝑢 𝑝𝑗

𝑛分別等於𝑢 𝑗 ,𝑙−1
𝑛 以及𝑢 𝑝𝑗 ,𝑙−1

𝑛 代入 Eq. (2.11)

與 Eq. (2.12)再做一次計算，就這樣一直不斷更新 source term 中的𝑢 𝑗 ,𝑙−1
𝑛 與𝑢 𝑝𝑗 ,𝑙−1

𝑛

直到𝑢 𝑗
𝑛與𝑢 𝑗 ,𝑙−1

𝑛 收斂為止，而我們使用 Cauchy criterion 來決定是否達到收斂 

 𝑢 𝑗
𝑛 − 𝑢 𝑗 ,𝑙−1

𝑛  < 𝜖 

當 𝑢 𝑗
𝑛 − 𝑢 𝑗 ,𝑙−1

𝑛  小於 𝜖時，iteration 就會停止了。 

3.2 數值結果 

 在動量空間中，一維的簡諧振子在強雷射脈衝的 Schrӧdinger Equation 可以

表示成，其中𝑞 = −1 

𝑖𝑢 𝑡 +
1

2
𝛺2𝑢 𝑝𝑝 = [

𝑝2

2
− 𝐴(𝑡) ∙ 𝑝]𝑢  

在這章節裡我們將強雷射脈衝設定成 

𝐸 𝑡 = 𝐸𝑎𝑚𝑝 𝑠𝑖𝑛
2  

𝜋𝑡

𝑇
 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) 

因此從 Eq. (2.2)得知電場與向量勢的關係，所以向量勢可表示為 

(3.14) 

(3.15) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 
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𝐴(𝑡) =
𝐸𝑎𝑚𝑝
2𝜔

𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 −
𝐸𝑎𝑚𝑝

4
{
𝑠𝑖𝑛   𝜔 +

2𝜋
𝑇  𝑡 

𝜔 +
2𝜋
𝑇

+
𝑠𝑖𝑛   𝜔 −

2𝜋
𝑇  𝑡 

𝜔 −
2𝜋
𝑇

} 

式子中𝐸𝑎𝑚𝑝 為雷射脈衝的強度(Intensity)；𝜔則是雷射脈衝的頻率，我們設定其

值為0.057 (𝑎.𝑢. ) (相當於波長 800nm)，T 是雷射脈衝的週期，我們假設

𝛺 = 0.058 (𝑎. 𝑢. )，而初始值則是簡諧振子的基態波函數 

𝑢 1 =
1

(𝛺𝜋 )
1
4

𝑒(−
𝑝2

2𝛺
)
 

而從基態𝑢 1 躍遷至每個激發態 𝑢 𝑛的機率𝑃0→𝑁可寫成下列式子 

𝑃1→𝑁 =   𝑢 
∞

−∞
𝑢 𝑛𝑑𝑝 

2
 

而簡諧振子躍遷至每個激發態的機率分布是為 Poisson 分佈 

𝑃1→𝑁 = 𝑒−𝜎
𝜎𝑁

𝑁!
 

上式中 

𝜎 =
1

2𝛺
  𝐸(𝑡)

∞

−∞
𝑒𝑖𝛺𝑡 ∙ 𝑑𝑡  

我們將利用上面式子所計算出來的結果，與利用 CESE method 計算所得到的波

函數與所有激發態波函數作投影所得到的 distribution spectrum 互相作比較。 

在動量空間的範圍為-2 到+2 之間，而強雷射脈衝的周期(T)為 8( f.s.)、

ϵ = 10−7。最後我們可從 CESE method 得到經過 intense laser pulse 的波函數 

𝜓 (𝑝)，然後對每個激發態 𝑢 𝑛作投影，其式子可表達如下 

𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑛 = | 𝜓 ∗
∞

−∞
(𝑝) ∙ 𝑢 𝑛 𝑝 𝑑𝑝|2, 𝑛 = 1 → 𝑁 

𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑛 則是電子在第 n 個能態可能出現的機率，以下我們使用了不同強度(𝐸𝑎𝑚𝑝 )

以及不同粗細的 grid number 來驗證我們的結果，[圖六]與[圖七]的𝐸𝑎𝑚𝑝 = 0.002， 

但是[圖七]的格子卻比[圖六]的還要更細密，所以將會看到[圖七]中，CESE 所得

出來的曲線與從 Eq. (3.22)所得到的曲線越吻合。接著我們模擬𝐸𝑎𝑚𝑝 = 0.003，

由[圖八]與[圖九]所示，雖然在格子點比較粗糙的時候，CESE method 計算出來

的結果與 Eq. (3.22 )所得到的曲線雖然有些微的差別，但是只要將格子點切割得

更細密後，與精確解的差別就不會那麼大了。 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 
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[圖六]：𝐸𝑎𝑚𝑝 = 0.002(𝑎.𝑢. )、∆𝑡 = 0.0032 ，∆𝑝 = 0.008以及𝜖 = 10−7  

 

[圖七]：𝐸𝑎𝑚𝑝 = 0.002(𝑎.𝑢. )、∆𝑡 = 0.0016 ，∆𝑝 = 0.004以及𝜖 = 10−7 
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[圖八]：𝐸𝑎𝑚𝑝 = 0.003(𝑎.𝑢. )、∆𝑡 = 0.0032，∆𝑝 = 0.008以及𝜖 = 10−7 

 [圖九]：𝐸𝑎𝑚𝑝 = 0.003(𝑎.𝑢. )、∆𝑡 = 0.0016 ，∆𝑝 = 0.004以及𝜖 = 10−7  
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3.3 Above Threshold Ionization(ATI) spectrum 

 在這一章節中，我們將討論 Above Threshold Ionization (ATI) spectrum，其

TDSE 可以表示如下 

𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= [

−1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑉 𝑥 + 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
∙ 𝑞 ∙ 𝐴(𝑡)]𝑢 

上式中𝑉(𝑥): 位能(potential)，在這裡我們將使用稱為"soft-Coulomb"[5]位能的函

數[圖十]，其定義如下 

𝑉 𝑥 = −
1

 𝑐 − 𝑥2
 

其中𝑐 = 1.41，這個稱之為"soft-Coulomb"位能在模擬強場下雷射與原子之間的交

互作用時有著卓越的表現，能將其主要的特徵表現出來，並且它的；𝐴(𝑡)：向量

勢(vector potential)，從上一章節中我們已經知道電場與向量勢的關係為 

𝐸 𝑡 = −
𝜕𝐴(𝑡)

𝜕𝑡
 

而𝑞：電荷(electron charge)。 

 

[圖十]：Soft-Coulomb potential 在當 𝑥 → ∞時，與一維庫侖位能(1D Coulomb 

potential)一樣都會趨近於"零"，並且我們能利用此位能來造出無限數量的束縛

態。 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 
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 在這一章，我們將重現 ATI spectrum 裡一個很特別的現象，在實驗裡[6-7]，

我們將一到 𝐼 ≈ 1014 𝑊 𝑐𝑚2 的 intense infrared laser pulse 打入原子中，在我們的

理解中，如果我們只有稍稍為改變了強雷射脈衝的強度(Intensity)(約為 1%左右的

變化)，但是被游離出來的光電子(photonelectron)的能量分佈卻在某區間卻有出乎

意料的大變化(有10~102的差別)，這是相當不可思議的。因此曾經有一段時間許

許多多的也有許多論文使用了 Ti：sapphire laser 來嘗試解釋這奇怪的現象[8]，其

中有利用"soft-Coulomb" 位能代入 Ar 原子的一維 TDSE 也得可到類似的結果。 

 我們將 Eq. (3.26) 全式作傅立葉轉換(Fourier Transformation) 

𝑖𝑢 𝑡 =  
𝑝2

2
+ 𝑞 ∙ 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 𝑢 +  𝑉  𝑝 − 𝑞 

∞

−∞
𝑢  𝑞 𝑑𝑞 

在這裡我們令ℎ  = (0,𝑢 )，上式則可改寫成 

𝛻 ∙ ℎ  = −𝑖  
𝑝2

2
+ 𝑞 ∙ 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 𝑢 − 𝑖 𝑉  𝑝 − 𝑞 

∞

−∞

𝑢  𝑞 𝑑𝑞 

上式的等號右側皆為”source term”，接著根據高斯散度定理(Gauss’ divergence 

theorem)，我們可以得到下列式子 

 𝛻 ∙ ℎ  𝑑𝜏
𝑉

=  ℎ  ∙ 𝑑𝑠 
𝑆(𝑉)

= −𝑖  { 
𝑝2

2
− 𝑞 ∙ 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 𝑢 +  𝑉  𝑝 − 𝑞 

∞

−∞
𝑢  𝑞 𝑑𝑞} 𝑑𝜏

𝑉
 

我們令當 𝑝, 𝑡 ∈ 𝑆𝐸 𝑗,𝑛 時，𝑢 (𝑝, 𝑡) = 𝑢 (𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛)並且也滿足 Eq.(5.3)，因此 ℎ  就

可以寫成 

ℎ   𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛 = (0,𝑢 𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛 ) 

根據以上的式子，我們便可以定義出 ℎ   流通過𝐶𝐸(𝑗, 𝑛)的通量為 

 ℎ  ∙ 𝑑𝑠 
𝑆(𝐶𝐸± (𝑗 ,𝑛))

= −𝑖  { 
𝑝2

2
+ 𝑞 ∙ 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 𝑢 +  𝑉  𝑝 − 𝑞 

∞

−∞
𝑢  𝑞 𝑑𝑞} 𝑑𝜏

𝐶𝐸±  𝑗 ,𝑛 
 

經過計算以及與 a-scheme 一樣的解聯立方程式之後，我們可以得到下列重要的

式子 

𝑢 𝑗
𝑛 =

1

2
  𝑢 −

∆𝑝

2
𝑢 𝑝 𝑗+1

𝑛−1 +  𝑢 +
∆𝑝

2
𝑢 𝑝 𝑗−1

𝑛−1 +
𝐹

∆𝑝
+

𝐺

∆𝑝
  

𝑢 𝑝𝑗
𝑛 =

1

∆𝑝
  𝑢 −

∆𝑝

2
𝑢 𝑝 𝑗+1

𝑛−1 −  𝑢 +
∆𝑝

2
𝑢 𝑝 𝑗−1

𝑛−1 +
𝐹

∆𝑝
−

𝐺

∆𝑝
  

上式中，F 與 G 分別是 source term 對𝐶𝐸+(𝑗,𝑛)與𝐶𝐸−(𝑗, 𝑛)的體積分 

 

 

(3.29) 

(3.30) 

(3.32) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 
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𝐹 = −𝑖   𝑉  𝑝𝑗 − 𝑞 𝑢  𝑞 𝑑𝑞 +
𝑝𝑗

2

2
𝑢  𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛 − 𝑞𝐴 𝑡𝑛  𝑢  𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛 

∞

−∞

 𝑑𝑝𝑑𝑡
𝐶𝐸+(𝑗 ,𝑛)

 

𝐺 = −𝑖   𝑉  𝑝𝑗 − 𝑞 𝑢  𝑞 𝑑𝑞 +
𝑝𝑗

2

2
𝑢  𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛 − 𝑞𝐴 𝑡𝑛 𝑢  𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛 

∞

−∞

 
𝐶𝐸−(𝑗 ,𝑛)

𝑑𝑝𝑑𝑡 

在上列式子之中，在遇到特別的幾個 𝑗 值時，𝑢 𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛 將會超出我們在動量空

間中所定義的計算範圍，連𝑉 𝑝𝑗 − 𝑞 也是一摸一樣的，這時我們只要令他等於

零 就可以了，不會有問題；而我們在前一章節中的最後有提到，Eq. (1.3)在 source 

term 中時，我們令 𝑢 𝑡 𝑗
𝑛 = 0，並且我們也要將 iteration 過程使用在這個問題中，

同樣的 iteration 過程是也是更新 source term 中的𝑢 𝑗 ,
𝑛與𝑢 𝑝𝑗

𝑛
 

𝑢 𝑗,𝑙−1
𝑛 =

1

2
  𝑢 −

∆𝑝

2
𝑢 𝑝 𝑗+1

𝑛−1 +  𝑢 +
∆𝑝

2
𝑢 𝑝 𝑗−1

𝑛−1 +
𝐹𝑙−1

∆𝑝
+
𝐺𝑙−1

∆𝑝
  

𝑢 𝑝𝑗,𝑙−1

𝑛 =
1

∆𝑝
  𝑢 −

∆𝑝

2
𝑢 𝑝 𝑗+1

𝑛−1 −  𝑢 +
∆𝑝

2
𝑢 𝑝 𝑗−1

𝑛−1 +
𝐹𝑙−1

∆𝑝
−
𝐹𝑙−1

∆𝑝
  

上式中的𝐹𝑙−1與𝐺𝑙−1則是 

𝐹𝑙−1 = −𝑖   𝑉  𝑝𝑗 − 𝑞 𝑢 𝑙−1 𝑞 𝑑𝑞 +
𝑝𝑗

2

2
𝑢 𝑙−1 𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛 

∞

−∞
𝐶𝐸+(𝑗 ,𝑛)

− 𝑞𝐴 𝑡𝑛 𝑢 𝑙−1 𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛  𝑑𝑝𝑑𝑡 

𝐺𝑙−1 = −𝑖   𝑉  𝑝𝑗 − 𝑞 𝑢 𝑙−1 𝑞 𝑑𝑞 +
𝑝𝑗

2

2
𝑢 𝑙−1 𝑝, 𝑡; 𝑗,𝑛 

∞

−∞
𝐶𝐸−(𝑗 ,𝑛)

− 𝑞𝐴 𝑡𝑛 𝑢 𝑙−1 𝑝, 𝑡; 𝑗, 𝑛  𝑑𝑝𝑑𝑡 

而我們也是與上一章一樣使用 Cauchy criterion 來判別𝑢 𝑗,𝑙
𝑛 與𝑢 𝑗,𝑙−1

𝑛 是否收斂，在這

裡也就不再多做描述了。 

3.4 初始態問題 

  在使用 CESE method 模擬計算時，都必須要有一個初始態(initial state)

才能讓我們繼續接下去的工作，我們必須得到𝑢  𝑝, 𝑡 = 0，𝑗, 𝑛 = 1 函數的值才能

繼續計算出𝑛 = 2 3 4…的函數值，就 a-scheme 以及簡諧振子(Simple harmonic 

oscillator)來說，a-scheme 的函數的解析解已經是眾所皆知的𝑓(𝑥 − 𝑎𝑡)，然而簡

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 
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諧振子的初始態則是他自己本身的基態波函數，在這章節裡，我們需要以

soft-Coulomb” potential 為𝑉  𝑝𝑖 的基態波函數 

𝑝2

2
𝑢 (𝑝) +  𝑉  𝑝 − 𝑞 

∞

−∞
𝑢  𝑞 𝑑𝑞 = 𝐸𝑢 (𝑝) 

我們將介紹”simple man method”，所以我們將上式轉換成 

𝑝𝑖
2

2
𝑢  𝑝𝑖 + ∆𝑝 𝑉  𝑝𝑖 − 𝑝𝑗  𝑢  𝑝𝑗  = 𝐸𝑗 𝑢  𝑝𝑖  

這樣子上列式子其實就是個 eigenvalue problem(𝐴𝑋 = 𝜆𝑋)，根據前面章節所描述，

Ar 原子的基態能量為 𝜖0 = −0.58 (𝑎. 𝑢. )，而我們將使用基態的波函數來做為此

次模擬的初始態，解出上式eigenvalue problem後，eigenvalue就是該能態的能量，

eigenvector 則是其 wavefunction，因此找出其對應-0.58 的 eigenvector，則是 Ar 元

子基態的波函數[圖十一]，初始態便可以從這得到，之後我們必須將每個

eigenvector 歸一化 

 𝑢 𝑖
∗ 𝑝 𝑢 𝑖𝑑𝑝 = 1

∞

−∞
 

 

[圖十一]：解出 eigenvalue problem 之後，能量為-0.58(a,u,)是基態的波函數，第

一激發態與第二激發態的能量分別是-0.24(a,u,)以及-0.1427(a,u,)。 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 
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3.5 投影 

 在模擬結束時，我們可以從 CESE method 得到經過雷射脈衝打入的波函數 

𝑢 (𝑝)，我們將此波函數 𝑢 (𝑝)對 soft-Coulomb 位能的所有波函數作投影，則可以

得知電子存在每個能態之下的機率分佈，其式子表達如下 

𝑃𝑟𝑜𝑏 𝑛 = | 𝑢 ∗
∞

−∞
(𝑝) ∙ 𝑢 𝑛 𝑝 𝑑𝑝|2, 𝑛 = 1 → 𝑁 

𝑃𝑟𝑜𝑏是代表電子在第 n 個能態下的機率，從 Eq. (3.44)的 eigenvalue problem 中，

我們得到了在 soft-Coulomb 位能下的所有能態的波函數，能量為負的 eigenvector

為束縛態，能量大於零我們的 eigenvector 為 continuous state。 

3.6 數值計算結果 

 根據上一章節的描述，在動量空間中一維的 TDSE 可以表示成下式 

𝑖𝑢 𝑡 =  
𝑝2

2
+ 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 𝑢 +  𝑉  𝑝 − 𝑞 

∞

−∞
𝑢  𝑞 𝑑𝑞 

式子中𝑞 = −1，並且經過傅立葉轉換的”soft-Coulomb” potential 𝑉 (𝑝)可表示成 

𝑉  𝑝 =  
−

1

𝜋
𝑙𝑛(𝑅 +  𝑅2 + 𝑐)) +

1

2𝜋
𝑙𝑛 𝑐       , 𝑝 = 0

−
1

𝜋
𝐾0  𝑐 𝑝                                      ,𝑝 ≠ 0

  

其中𝐾0是 2
nd

 modified Bessel function，𝑅是 x 空間的邊界，我們將強雷射脈衝定

義為 

𝐸 𝑡 = 𝐸0𝑠𝑖𝑛
2  

𝜋𝑡

𝑇
 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) 

如同上一章節 Eq. (5.3)所示，向量勢則可表示成 

𝐴 𝑡 =
𝐸0

2𝜔
𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 −

𝐸0

4
 
𝑐𝑜𝑠  𝜔+𝛺 𝑡

𝜔+𝛺
+

𝑐𝑜𝑠  𝜔−𝛺 𝑡

𝜔−𝛺
 +

𝐸0

2

𝛺2

𝜔 (𝜔2−𝛺2 )
 

上式中，𝛺 =
2𝜋

𝑇
，並且𝜔 = 0.057  𝑎. 𝑢.   (相當於波長 800nm)，T 是強雷射脈衝

的週期，我們設定 T=18 optical cycles，由[圖十二]所示 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 
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[圖十二]：向量勢 (Eq. (3.49)) 

 

我們設定在 p-space 動量 p 的範圍為-3 到+3，在實驗的數據上，當外場強度 E(t)

增加約 1%~2%左右的強度時，ATI spectrum 以 Up(ponderomotive energy)[9]作為

單位時，7Up 至 12Up之間會有很大的變化(約略為 10~10
3
)，而我們將使用 CESE 

method 來重現這樣的現象，如[圖十三]所示。 

我們使用了不同強度的電場來模擬，我們將使用 E0=1.02×10
14 W

/cm
2、1.12×

10
14 W

/cm
2 與 1.22×10

14 W
/cm

2，而以下[圖十四]、[圖十五]與[圖十六]為電子經過強

雷射脈衝照射之後躍遷至 continuous state 的機率，所有的結果的參數皆為△

p=0.012 與△t=0.0062，[圖十四]為 E0=1.02×10
14 W

/cm
2，[圖十四]上圖為 ATI 

spectrum，可以看到在 x 軸為 0、1 以及 2 的地方有的峰值在，下圖則是 x 軸用

Up為單位與機率的作圖；[圖十五]是當 
E0=1.12×10

14 W
/cm

2 時的結果，[圖十五]上

圖在 x 軸為 0.3、1.1 與 2 約略有峰值在；[圖十六]為當 E0=1.12×10
14 W

/cm
2 的數值

計算結果，而[圖十六]的上圖就沒有那麼明顯的 ATI peak 的樣子。 

下列圖片中有那麼劇烈的震盪的原因可能是來至 continuous state 的計算，

continuous state 在理論上應該是無限多個的，但是我們簡單的使用"simple-man 

method"只得出了一小部分的 continuous state，之後我們將三個結果放在同一張

圖裡互相比較，其結果可以如[圖十七]所示。  
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[圖十三]：Joseph Wassaf 等人在論文[10]中使用數值解解 TDSE 所得到的 ATI 

spectrum，w=0.0577，圖中”◇”、”×”與”○”代表不同雷射脈衝的強度，分別是

1.02×10
14 W

/cm
2、1.12×10

14 W
/cm

2 與 1.22×10
14 W

/cm
2，而雷射脈衝的全部週期為 18 

optical cycles。  
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[圖十四]：E0=1.02×10
14 W

/cm
2，FWMH=12 (fs)，△p=0.012，△t=0.0062。  
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[圖十五]：E0=1.12×10
14 W

/cm
2，FWMH=12 (fs) ，△p=0.012，△t=0.0062。  
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[圖十六]：E0=1.22×10
14 W

/cm
2，FWMH=12 (fs) ，△p=0.012，△t=0.0062。  
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[圖十七]： E0=1.02×10
14

 
W

/cm
2、1.12×10

14
 
W

/cm
2、1.22×10

14
 
W

/cm
2，FWMH=12 (fs)。 

 

 從[圖十七]的結果看來，在 x 軸的 5Up至 9Up 之間似乎沒有很大的變化，與

並沒有得到我們所預料中的結果，由 Eq.(3.30)我們可以知道電子在 soft-Coulomb 

位能下加入強雷射脈衝之下的 TDSE 利用 CESE method 來模擬而其 source term

為 

   
𝑝2

2
+ 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 𝑢 +  𝑉  𝑝 − 𝑞 

∞

−∞

𝑢  𝑞 𝑑𝑞 𝑑𝜏
𝐶𝐸± (𝑗 ,𝑛)

 

我們與簡諧振子加入 intense laser pulse 來互相做比較 

  
𝑝2

2
+ 𝑞 ∙ 𝐴 𝑡 ∙ 𝑝 𝑢  𝑑𝜏

𝐶𝐸±  𝑗 ,𝑛 

 

由上面兩式子的第一項是為動能，再來是外加電場的影響，而 soft-Coulomb 位能

比簡諧振子更多出了一項摺積(convolution)，因為在前一章節中，我們也使用了

CESE method 驗證了簡諧振子受到 intense laser pulse 的躍遷分布圖，因此我們可

以確定在 source term 裡面，動能項與外加電場的影響的這一項處理上是沒有問

題的，接下來我將來探討在 source term 裡，摺積的處理上是否有比較不正確的

地方。 

 為了驗證是否是因為摺積這部分造成了 ATI spectrum 在 7Up至 10Up之間沒

有預期中有 1 order 至 2order 的變化，convolution 可以表達成如下式 

(3.50) 

(3.51) 
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𝑢 𝑥 ∗ 𝑣 𝑥 =  𝑢 𝑥 − 𝜏 𝑣 𝜏 𝑑𝜏
∞

−∞

 

因為在 CESE method 中，在每個階段裡不斷的使用已知的兩個點來求得未知的

第三個點，因此 source term 的計算也不斷的進行著，假設如果其中已經有了誤

差，那誤差就像滾雪球般越滾越大，直到數值計算的最後也會深深的影響到結果，

為了瞭解摺積在 source term 裡的影響，我們使用比較簡單得並且已經擁有解析

解的函數來釋義，首先我們假設𝑢 𝑥 與𝑣 𝜏 皆為 

𝑢 𝑥 = 𝑣 𝑥 =  
𝑒−𝑥 ,𝑥 ≥ 0
  0  , 𝑥 < 0

  

所得到的結果為 

𝑢 𝑥 ∗ 𝑣 𝑥 =  
𝑥𝑒−𝑥 ,𝑥 ≥ 0
   0    , 𝑥 < 0

  

我們利用上式的解析解與數值解所得到的結果互相比較，[圖十八]為△x=0.01時，

與解析解互相做比較 

 

[圖十八]：△x=0.01，解析解與數值解的比較。 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 
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[圖十九]：△x=0.005，解析解與數值解的比較。 

 

，雖然在其他的地方與解析解蠻吻合的，但是在 x=2 附近那裡，數值解與解析解

有些微的差別，然而我們再增加其格子的精細度之後，當△x=0.005 時，結果為[圖

十九]，解析解與數值解互相比較的結果依然與解析解有些微的距離，雖然在更

加的接近了，但是在 CESE method 中，在每個階段中的每個點中，如果摺積就

帶著這微小的誤差，到最後從 CESE method 得到的數值解已經失去了很多資訊

在裡頭，因此在經過 CESE method 所得出來數值解就因此失去了準度。  
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第四章 

結論 

 論文中，我們用 CESE Method 分別解出了簡諧振子以及氬(Ar)原子受到強雷

射脈衝打入後的 TDSE，在求出電子的躍遷光譜圖，在簡諧振子的部分，我們利

用 CESE Method 所得到的數值解正好如解析解所預期的一樣，從前幾章的結中

的結果看來，intense laser pulse 的強度只要越弱，所得到的結果也就越準確，雖

然在雷射強度越來越大時，與解析解比較會有越來越大的差距，但是只要將格子

的數目增加，這問題就可以解決了，所以使用 CESE Method 來計算動量空間中

的 TDSE 可以說是沒有問題的；在”soft-Coulomb” potential 模擬氬(Ar)原子在

intense laser pulse 的照射下的部分，在本篇論文中，CESE method 並沒有得到與

Joseph Wassaf 等人在他們的論文中所預期的結果，在光電子(Photoelectron)能量

為 5Up到 10Up之間並沒有很大的變化，回顧在套用 CESE 的過程中，比較兩個

例子在 Eq.(3.7)與 Eq.(3.30)的 source term，比較兩式子會發現 Eq.(3.30)與 Eq.(3.7)

更多出了一項摺積(convolution)，如果論文中簡諧振子所得到的躍遷機率分佈圖

是合理的話，則可以確定在 source term 中動能項與雷射脈衝的影響這兩項的計

算是正確的，而在摺積上計算上面就有了錯誤了。 

 在這篇論文中，我們只將 CESE method 的 Taylor expansion 展開到第一階而

已，在之後，我們將會把泰勒展開式(Taylor's expansion)展開到第二階來計算其

他量子力學上更多 TDSE 的問題。  
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