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中文摘要 

本研究探討一個新的多次投料問題，此問題為一有交期限制的二階段生產系

統，其製程良率服從中斷式幾何分配。我們建立遞迴數學模式代表此問題並以動

態規劃求解。本研究也提出界定最佳解範圍的定理，幫助求解此問題。然而利用

動態規劃求解大規模問題可能存在求解效率議題。因此本研究提出一個簡化動態

規劃網路的演算法，利用將數個分支結合為一個的手法，將原本的網路轉變為較

簡單的網路。在大量的實驗中，結果顯示本研究提出之簡化演算法可幫助現場人

員有效率地求解大規模及高良率情境下之多次投料問題。 

關鍵詞：批量、中斷式幾何分配、動態規劃、兩階段系統、生產/存貨系統 

 

 ii



Abstract 

This research examines a new multiple lot-sizing problem, which is in the context of a 

two-stage production system with a due-date-based demand and the process yields are 

both governed by interrupted geometric (IG) distributions. We model this problem as 

a recursive formula and solve it by dynamic programming. This research also 

develops lemmas for solving this problem. However, there may still be many 

computational efforts in solving this DP problem. An efficient algorithm for resolving 

the computational issue is proposed. This algorithm is designed to reduce the DP 

network into a much simpler one—through combining a group of DP branches into a 

single one. Extensive experiments have been carried out. Results indicate that the 

reduction algorithm is quite helpful to practitioners in dealing with large-scale cases 

with high-yield.  

Keywords: lot-sizing; interrupted geometric distribution; dynamic programming; 
two-stage system; production/inventory system 
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第一章  緒論 

隨著日益增加的客製化或短生命週期產品，生產者如何在有限的時間滿足顧

客的需求是很重要的。在多次的投料生產機會中，如何制定良好的投料策略以滿

足顧客需求稱為多次投料問題。多次投料問題本質上源自於製造良率的變化。在

一個擁有隨機性良率的生產系統中，利用多次投料去滿足顧客的訂單可能會產生

較低的成本。這種多次投料問題被稱為 MLPO (Multiple Lot-Sizing Production to 

Order)問題(Grosfeld-Nir & Gerchak, 1996)。多次投料問題是相當重要的。一個好

的投料決策模式，也就是決定什麼時候投到哪部機台以及投入多少原料，可以提

高訂單的滿足程度及降低生產製造的成本。然而這樣的投料決策是很複雜的，訂

單模式、生產模式、機台設置成本、單位製造成本、持貨成本、良率分配等都是

會影響投料決策的重要因素。因為多次投料問題的重要性與複雜性，使得該問題

非常有研究的價值。 

本論文探討一個新的多次投料問題。首先，產品的完成需要經過兩道製程，

而這兩道製程具有互斥性，不能同時加工。第二，本研究探討的生產系統中，各

機台生產製造的良率服從中斷式幾何(Interrupted Geometric, IG)分配，也就是當

第一個不良品出現，即代表其後的所有產品皆是不良品。第三，顧客的訂單中包

含交期限制，交期內無法滿足訂單的部份將被罰款。這樣的需求在文獻上也被稱

為非嚴格需求(Non-Rigid Demand)，也就是說生產者可以不必全部地滿足顧客的

需求。最後，本研究假設的情境為客製化產品的生產，超出客戶需求量的產品不

具有任何殘餘價值。 

本研究探討的情境可以用下例說明。顧客的訂單中所購買的客制化產品需要

經由兩道不同的成型製程來完成。而這兩道製程是由同一台資本密集的機台分別

搭配兩個不同的模具生產，因此同一時間只能進行其中一道製程。模具會隨著使

用逐漸磨耗，當模具已被磨耗至無法生產良品的程度，製造出來的所有產品將都

是不良品，這個特性也導致此二個製造程序符合中斷式幾何的良率分配。 
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已經有許多探討中斷式幾何分配下多次投料問題的研究被發表。這些研究大

部分假設客戶的訂單屬於嚴格需求(Non-Rigid Demand)，也就是生產者必須生產

到顧客的訂單完全地被滿足。只有少部分的研究探討非嚴格需求下中斷式幾何良

率分配的多次投料問題，然而他們的研究著重在單階段的生產系統。因此本論文

所探討的多次投料問題是相當缺乏研究的。 

本研究將這個多次投料問題以數學模式表示並利用動態規劃求解。同時並提

出一些定理，以提供最佳投料量的界限而幫助求解。在小規模的情境下，單純使

用動態規劃方法可以有效率地求得最佳投料決策。然而在大規模且高良率的情境

中，求解此動態規劃的網路可能相當耗時。為了解決這個效率問題，本研究提出

了一個簡化原本動態規劃網路的演算法。此演算法的基本概念是利用將多個網路

的分支群聚成一個的方法，使得原先的求解網路轉變的較簡單。本研究也利用大

量的電腦實驗檢驗兩個演算法在不同情境下的績效。結果顯示本研究提出的簡化

演算法可以幫助現場人員有效率地求解大規模且高良率情境下之多次投料問題。 

本論文的編排如下。第二章回顧多次投料問題的相關文獻。在第三章中，我

們將詳細說明此多次投料問題，並用數學模式表示，以動態規劃求解。在第四章

中，本研究提出三個定理及定理成立需要的性質，給予最佳投料決策的搜尋界

限。在第五章中，本研究提出簡化動態規劃網路之演算法。第六章進行各種測試

情境下的電腦實驗，以檢驗兩種演算法之求解績效。最後，結論與未來研究方向

則於第七章中說明。 
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第二章  文獻回顧 

研究多次投料問題的文獻非常豐富，已經有兩篇重要的文獻整理之研究發表

(Yano & Lee, 1995; Grosfeld-Nir & Gerchak, 2004)。多次投料問題基本上可以分別

用生產階段的數量、客戶需求的模式、生產的良率分配及求解方法等角度來分類。 

 

2.1 依生產階段的數量分類 

依據生產階段的數量，多次投料問題的相關文獻可分為單階段及多階段兩

種。目前大多數的文獻屬於單階段生產系統(Beja, 1977; Sepheri et al., 1986; 

Pentico, 1988; Grosfeld-Nir & Gerchak, 1990; Anily, 1995; Grosfeld-Nir & Gerchak, 

1996; Zhang & Guu, 1997; Zhang & Guu, 1998; Guu & Liou, 1999; Guu, 1999; Anily 

et al., 2002; Guu & Zhang, 2003)。單階段生產系統指的是產品從投入到產出只需

經過一道成功的製造程序。 

而探討多階段生產系統的文獻相對較少(Lee & Yano, 1988; Wein, 1992; 

Grosfeld-Nir & Ronen, 1993; Pentico, 1994; Grosfeld-Nir & Robinson, 1995; 

Grosfeld-Nir, 1995; Barad & Braha, 1996; Barad, 1999; Grosfeld-Nir & Gerchak, 

2002; Grosfeld-Nir, 2005; Grosfeld-Nir et al., 2006; Ben-Zvi & Grosfeld-Nir, 

2007)。多階段生產系統指的是產品從投入到產出只需經過兩道或兩道以上成功

的製造程序。其中 Grosfeld-Nir et al. (2006)探討多階層的生產系統。所謂多階層

(Multiple Echelon)系統指的是一個階層包含多道製程，這些製程彼此間並無順序

關係，而該階層的各製程須產出一給定的數量才能算完成該階段作業，進入下一

階段。實務上組裝系統即屬於多階層生產系統，各零件的生產製造皆須完成規格

規定的數量才能進入組裝階層進行組裝。 
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2.2 依客戶需求的模式分類 

依據客戶的需求模式，多次投料問題的相關文獻可分為嚴格需求(Rigid 

Demand)及非嚴格需求(Non-rigid Demand)兩種。目前大部分的多次投料文獻皆屬

於嚴格需求(Wein, 1992; Grosfeld-Nir & Ronen, 1993; Pentico, 1994; Grosfeld-Nir 

& Robinson, 1995; Grosfeld-Nir, 1995; Grosfeld-Nir & Gerchak, 2002; Grosfeld-Nir, 

2005; Grosfeld-Nir et al., 2006; Ben-Zvi & Grosfeld-Nir, 2007)。嚴格需求指的是客

戶的訂單需求量必須要全部地滿足。因為必須全部滿足，因此生產者必須直到客

戶的需求完全滿足後才能停止生產。其中 Gerchak & Grosfeld-Nir(1999)特別探討

不同等級產品的組合訂單，即高級品、一般品。高級品與一般品的價格不同，其

中高級品可作為一般品交給顧客。而生產者分別產出高級品、一般品及不良品符

合三項式分配。 

非嚴格需求指的是客戶的訂單需求量並不一定要完全被滿足。這類的問題通

常都有給定交期限制，也就是期限內若無法滿足顧客，將必須支付缺交的罰金，

事實上罰金也可視為無法賺到客戶的支出之機會成本。考慮交期限制的文獻較少

(Lee & Yano, 1988; Barad & Braha, 1996; Braha, 1999)。另外 Gerchak & 

Grosfeld-Nir(1998) 探討客戶需求存在變化的問題，也就是客戶最後的需求可能

大於或小於產的量，因此決策者應將需求的變化考慮進去，才能決定應該生產多

少的量。 

 

2.3 依生產的良率分配分類 

不同的良率分配會影響投料的決策。依生產系統中製程的良率分配分類，相

關文獻大致上可分為一般型均勻分配(General Discrete Distribution)、二項式機率

分配(Binomial Distribution)、中斷式幾何機率分配(IG Distribution)、隨機比例機

率分配 (Stochastically Proportional Distribution) 、全良品或全不良品分配

(All-or-nothing Distribution)。表 1 顯示探討各種分配的一些相關文獻。 

 4



表 1  探討各種分配的相關文獻 

良率分配 相關文獻 

一般離散型分配 Grosfeld-Nir & Robinson(1995); Grosfeld-Nir(1995); Grosfeld-Nir 

& Gerchak(2002); Grosfeld-Nir et al. (2006) 

二項式機率分配 Grosfeld-Nir & Ronen(1993); Pentico(1994); Grosfeld-Nir & 

Robinson(1995); Grosfeld-Nir(1995); Barad & Braha(1996); 

Braha(1999); Grosfeld-Nir & Gerchak(2002); Grosfeld-Nir(2005); 

Grosfeld-Nir et al. (2006); Ben-Zvi & Grosfeld-Nir(2007) 

全良品或全不良品分配 Grosfeld-Nir & Robinson(1995); Grosfeld-Nir(1995); Grosfeld-Nir 

& Gerchak(2002); Grosfeld-Nir et al. (2006); Ben-Zvi & 

Grosfeld-Nir(2007) 

隨機比例機率分配 Lee & Yano(1988); Wein(1992); Grosfeld-Nir(1995) 

中斷式幾何機率分配 Grosfeld-Nir & Robinson(1995); Grosfeld-Nir & Gerchak(2002); 

Grosfeld-Nir et al. (2006); Ben-Zvi & Grosfeld-Nir(2007) 

 

2.4 依求解方法分類 

多次投料問題擁有遞迴形式的成本函式，因此本質上常用動態規劃求解。然

而在一些多次投料問題中，使用動態規劃求解可能是極沒效率的，因此有許多文

獻針對問題發展更有效率的求解方法。其中有一些文獻提出能縮小求解空間的定

理(Beja, 1977; Anily, 1995; Zhang & Guu, 1998)。有些文獻則提出啟發式的投料法

則以求解近似最佳解(Silver, & New, 1986; Pentico, 1988)，也就是在什麼樣的條件

下應該如何決定投料決策。另外少數文獻針對一些特殊情境提出非動態規劃求解

的公式求解方法，如 Anily et al. (2002)提出需求極高或極低時的求解公式，可以

快速地求得最佳解。 
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第三章  中斷式幾何良率分配及交期限制下多次投料問題 

本章首先定義本研究使用的符號。接著在 3.2 節中，我們介紹本研究探討的

多次投料問題和中斷式幾何分配。投料決策制定後所產生的結果在 3.3 節說明。

最後在 3.4 節中，本研究將此多次投料問題以數學模式表示並用動態規劃求解。 

 

3.1 符號定義 

本節定義本論文使用之所有符號如下 

T ：可生產的總期數，即從接單至交期可用於生產的期數。 

t：剩餘的可生產期數。 ，其中 t=T 代表開始生產的時間點，

而 t = 0 代表交期。 

, 1,..., 2,1,0t T T= −

i：生產階段 iM 使用的編號，i = 1, 2。 

( )iα ：投料至 iM 階段生產所需要的設置成本，i = 1, 2。 

( )iβ ：投料至 iM 階段生產所需要的單位製造成本，i = 1, 2。 

D：起始的客戶需求量，也就是 t = T 時的剩餘需求量。 

tD ：第 t 期時，還剩餘未滿足的顧客需求量。 

h：一單位成品持有一期的存貨持有成本。 

m ：交期到時的單位缺貨成本。 

( )iθ ：各階段 iM 的中斷式幾何良率參數，即製程失去控制的機率，i =1, 2。 

)(i
tk ：第 t 期投至 iM 的批量，i =1, 2。 

( )i
tW ：代表階段 iM 是否有投料的二元變數。  

( ) 0
1

i
tW

⎧
= ⎨
⎩

   
if
if ( )

( )

0
0.

i
t
i

t

k
k

=
>

)( i
tk

Y ：代表第 t 期投料 單位至階段)(i
tk iM 而產出的良品個數之隨機變數，而  )( i

tk
y
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表示隨機變數 的結果， ，i =1, 2。 )( i
tk

Y )( ..., 1, ,0)(
i

tk
ky i

t
=

i)( )( i
tk

yp ：投入 單位原料至階段)(i
tk M 而產出良品個數剛好為 的機率，而 

, i = 1, 2。 

)( i
tk

y

))( =i
t

(
0=

k
yp

)(

)(

∑
i

t

i
tk

k

y
1

s

tB ：第 t 期時在製品的存貨水準，而 。 )1(
1

)2(
1

+
++

tkt Y1 −= +tt kBB

)2()1( =⋅ tt kk

( )t tN s

)：生產系統在第 t,期時的狀態，由剩餘需求量 與在製品存貨水準

組成，也稱為狀態 。 

 ,( ttt BDs = tD tB

t

)：在狀態 的情況下的決策投料量組合，也就是投 單位至階段

及 單位至階段 。必須注意的是，由於本問題中兩階段的製程限制無法

同時加工，因此我們必須限制 。 

 ,()( )2()1(
tttt kksN =

)2(
tk

ts

M

)1(
tk 1M

2

0

))(( ttt sNC ：在投料決策組合 的情況下，從第 t 期至第 0 期的期望總成本。 

{ }
(1) ( 2)

*

( , )
( ) ( ))

t t
t t t t

k k
C s Min N s=而  (tC

)

，也就是代表狀態 下，採用所有可行決策中的最

佳決策，所產生的期望總成本。 

ts

ts ,()( *)2(*)1(*
tttt kksN = ， 表 示 狀 態 下 的 最 佳 投 料 決 策 組 合 ， 也 就 是

{ }
(1) (( ,t tk k
M

2) )
 (tin C N* *( )) ( )t t t ts C s= =

1M M

( ( ))t t tC N s . 

 

3.2 研究問題介紹 

本論文探討的多次投料問題之生產系統包含兩階段的製程： 及 ，中間

有在製品暫存的緩衝區 R，如圖 1 所示。 及 製程加工的生產週期時間都為

一期。每道製程結束後進行整批加工品的品質檢驗。品質檢驗結果有缺陷的不良

品將直接丟棄報廢。  

1M 2M

2

為了在交期內滿足非嚴格的需求量，生產者會不斷的投入原料至 生產及1M
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投入在製品進 生產。 當上一期的產出在品質檢驗後得知有多少可用的良品及

在製品時，我們首先必須決定本期應該進行第一階段或是第二階段的加工。接下

來我們必須決定應該投入多少的量至被選定加工的階段。這兩個決策我們可以用

投料決策組合 表示，其中 必須要成立，代表最多只

進行某一階段的加工。 

2M

(t sN ) ,() )2()1(
ttt kk=

2M

0)2()1( =⋅ tt kk

當然在第 t 期投至 生產的數量一定要小於可用的在製品存量，也就是

。這樣的生產系統必須不斷的進行投料直到交期或顧客的需求量已經完全被

滿足了。在本多次投料問題中，只有考慮成品的持有成本，忽略在製品的持有成

本。 

tB

 

1M 2MR
 

圖 1 兩階段生產系統圖示 

 

在本多次投料問題中，各階段生產的良率分配服從中斷式幾何分配

(Interrupted Geometric)。此分配的機率密度函數(Probability Density Function，PDF)

定義如下 

( )

( )
( )

( ) ( )

( )

(1 ) ( )

( )

ikt

i
t

yi i

ki
P Y θ θ

θ

⎧ − ⋅⎪= = ⎨
⎪⎩

  
( )

( )

( )

( )

0,1, 2,..., 1i
t

i
t

i
tk

i
tk

y k

y k

= −

=
 ( )( )i i

t tk k
y

這代表每道製程程序的加工狀態可能有兩種：正常運作中及失去控制的狀

態。當製程處於正常運作的時候，加工製造出來的產品均是沒有缺陷的；然而若

製程處於失去控制的狀態時，所有在此狀態下生產製造的產品皆屬於不良品。正

常加工狀態下，有一固定的機率，系統會轉變為失去控制的狀態，然而當製程失

去控制的時候，無法自動地恢復正常之運作。在中斷式幾何分配良率下，欲產出

剛好 ( )i
tk

y 單位的良品，系統在製造前 ( )i
tk

y 單位時是屬於正常運作的狀態，而第
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( )( i
tk

y +

2()1( ⋅ tt kk

1)

)

t

單位時系統故障轉變為失去控制的狀態。成型加工製程即為符合中斷式

幾何分配良率的實務範例。許多成型加工製程需要搭配模具，當模具經由使用磨

耗至無法正常生產的程度，生產系統就進入無法控制的狀態，用壞的模具生產出

來的產品也將都是不良品。 

 

3.3 多次投料問題決策的結果 

如前所述，本系統之兩道製程具有互斥性，同時只能進行其中一道製程，因

此 。對第 t 期的投料決策 而言，其在第 t-1 期可能產生的結

果可以用圖 2 來表示。在第 t 期時生產系統的狀態為

0) = (1) (2)( ,  t tk k

( ,  )t ts D B= ，表示剩餘未滿

足的需求量為 而系統的在製品存貨水準為 ttD B。投入到 及 生產的量為  

及 ，而其相對應的產出則分別為 及 。根據投入跟產出的資訊，我們

可以推得下一期的狀態 。 

1M 2M

))

)1(
tk

)2(
tk

M

)1(
tk

y )2(
tk

y

 ,)2(
)2(

t
tt kB −( 1(1

tkktt yyDs −=− +

而 及 階段分別產出 及 單位良品的機率分別為1 2M )1(
tk

y )2(
tk

y (1)(
tk

)p y

(1) (2( ,t tk k

及 

。因為產出的良品數目不會超過投入生產的量，所以我們可以得到

及 。根據產出量的可能範圍，一組投料決策

可能產生的結果數目有

( 2)( )
tk

p y

(1)0
tk

y≤ (1)kt≤ ( 2)
(2)

t
tk

y k≤ ≤

(1)( +k

0 ) )

(2) (1)t tk 1)⋅ + 個，其中 。而每個結果的發

生機率為 ，而所有可能結果的發生機率總和為一，即

。 

0)2()1( =⋅ tt kk

)() )2(
tk

yp⋅

1)( )2( =
tkyp

( )1(
tk

y

))1( ⋅
tky

p

(
)1(

)1(

)2(

)2(0 0
∑ ∑

= =

t

tk

t

tk

k

y

k

y
p
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1−t

t

) ,( )2(
t1 ttt kBDs −=−

)()( )2()1(
tt kk

ypyp

)0()0( pp

) ,( )2(
t1 )2( tktt kByDs

t
−−=−

)()0( )2(
tk

ypp

) ,( )1()2(
)2(

t1
tt ktktt ykByDs +−−=−

)()( )2()1(
tt kk

ypyp
) ,( ttt BDs = ),()( )2()1(

tttt kksN =

) ,( )1()2(
t

)2(
1 ttttt kkBkDs +−−=−)()( )2()1(

tt kpkp
 

圖 2 動態規劃模式的投料決策結構 

 

3.4 成本函式與動態規劃求解 

假設我們在狀態 時決定了一組投料決策 ，相對

應之從第 t 期至第 0 其所產生的期望總成本可以用下式(1)表示 

),( ttt BDs = ) ,()( )2()1(
tttt kksN =

(1) ( 2)

(1) ( 2)

(1) ( 2)

1 2
0 0

( ( )) ( ) ( )
t t

t t

k kt t

k k

t t t k k
y y

C N s H H p y p y H
= =

= + + ⋅ ⋅∑ ∑ 3

( 2)

( 2)

( 2)

4
0

( )
t

t

kt

k

k
y

p y H
=

+ ⋅∑  (1) 

其中 

   (1) (2) 0t tk k⋅ =

(1) (1) (1) (1)
1 t tH W kα β= +  

(2) (2) (2) (2)
2 t tH W kα β= +  
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)( 1
*

13 −−= tt sCH ，而  )  ,( )1()2(
)2(

1
tt kttktt ykByDs +−−=−

)2()1(4
tk

ythH ⋅−⋅=  

式(1)中， 項代表投批量 至 生產的製造成本。製造成本包含只有投

料量大於零才會產生的設置成本 及變動製造成本 。同理 項代表

投批量 至 生產的製造成本。在式(1)的第三項中，

1H

2M

)1(
tk

(1)α

1M

(1)
tW (1) (1)

tkβ

)( )1(
tk

yp

2H

))2(
tk ( )2(

tk
yp⋅ 表示 

階段生產出恰好 單位的合格在製品且 階段生產出恰好 單位的合格良

品的聯合機率。而因為 代表 一组特定狀態下的最低期望總成

本， 即代表所有 可能狀態下的最低期望總成

本。而 表示 y 位良品，即投 (2
tk 位生產的一個可能結果，的存貨持有

成本，因此

1M

)1(
tk

)1(
tk

y

)2(
tk

( 2
tk

y

0 0
(p

0

2M

−ts

單

)2(
tk

y

)

)

(*
1− tt s

⋅ 3H

1−3 = CH

)2( )(
tk

yp

4

1

∑ ∑
)1(

)1(

t

t tk

k k

y

4H 項

y

= =

)2

( 2)

)

t

⋅
(

)2(

)
k

t

y

單

)

( 2

( )
kt

k

1−ts

p y H⋅  代
=

∑ 表 (2)
tk 有可能產出結果之期望存貨持有成本。 的所

 式(1)包含了 項，這表示式(1)是一個遞迴函式。隱含著為了決

問  

是由狀態  and 

)( 1
*

13 −−= tt sCH

定狀態 ts 下的投料決策，我們必須知道在所有可能的 s 狀態下的最佳決策。依

此類推，如果我們想要獲得起始狀態 Ts 下的最佳決策， 們必須先獲得所有可能

的 1−Ts ,…., 1s , 0s 狀態下的最佳決策 。 也意味到遞迴函式(1)本質上是一個動態

規劃 題。

因為狀態

1−t

我

這

1−ts ts )0,(DsT = 而來，我們可以獲得整個動態規劃

求解的網路— t 下的所有可能狀態 不過必須注意的是，整個動態規劃求解

及 的搜尋上界決定，因此如何找到好的投料

量搜尋上限是非常重要的。好的投料決策搜尋上限可以幫助降低求解方法的計算

各個

的網路基本上是由投料決策

。

)2(
tk)1(

tk
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複雜度與求解時間效率。  

tt

遞迴總成本函式(1)有兩個邊界條件定義了計算結束條件。第一個邊界條件

是當狀態 時，此時已經沒有剩餘未滿足的需求量了，也就是我們已經

在交期前完全地滿足客戶的需求。所以在這個狀態下我們已經不再需要製造任何

(2) (3) 

0  (3) 

第二個邊界條件被定義在狀態

) ,0( Bs =

的產品，因此相對應的成本是零。依此我們可以獲得下述的式 及式

*( (0, )) (0,0)N s B= =  (2) t t t

*( (0, ))t t tC s B= =

) ,( 000 BDs = 下。在 t = 0 時表示交期已經到

了，此時生產任何產品都

無法繼 罰成本，如

 

無法賣給顧客，因此是不能滿足剩餘的需求量的。因為

續生產，此時會產生缺貨的處 下列式(4)。 

*( ( , ))C s D B mD= =  (4) 0 0 0 0 0
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第四章  最佳投料決策之界限 

為了利用動態規劃求解此多次投料問題，本研究提出三個提供最佳投料界限

的定理。Lemma 1 說明第二階段的最佳投料量上限為 { },t tMin D B 。Lemma 2 以

及 Lemma 3 則 共 同 提 供 了 第 一 階 段 的 最 佳 投 料 量 上 限 ， 也 就 是

(1)

(1)

ln ln( 1) , 1
lnt t

mMin t D B β
θ

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪− ⋅ − −⎨ ⎢
⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭

⎬⎥ 。以下為這三個定理及所需的定理成立所

需要的性質。 

 

Proposition 1: 在)),(( 1
*

1 nBDsC tttt −=−− ≥ )),(( 1
*

1 tttt BDsC =−− 1tB n≥ ≥ 且 是整數

的情況下恆成立 

n

Proof 

在本問題設定的情境中，若我們刻意保留 n 單位在製品不生產直到交期日，

該 n 單位在製品會被丟棄，而不會產生多餘的成本。也就是說，多餘的在製品並

不會造成任何的成本。且狀態 1 ( , )t t ts D B− n= −

1 ( ,t ts D−

下的所有可行解在狀態

下也都是可行解，即狀態1 ( , )t ts D B− = t n)tB= − 下之解空間為狀態

下之解空間的子集合。因此我們可以推論在1 ( , )t ts D B− = t n1 ( , )t t ts D B− = − 情況下

的最佳成本 一定可以在)),(( 1
*

1 nBDs tttt −=−−C 1 ( ,ts − )t tD B= 的狀態下達成。綜合上

述，我們可以得知 .  □ ))n ≥ (( 1
*

1 tt sC =−−,(( 1
*

1 BDsC ttt =−− t − )), tt BD

Lemma 1: 給定 ，其中 且 ，我們可以知道 且

恆成立  

),( ttt BDs =

tB

1≥t 1≥tD tt Dk ≤
*)2(

(2)*
tk ≤

Proof 

tB 是可用於第二階段生產的在製品數，因此 (2)*
tk tB≤ 是一定成立的。 
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為了證明 ，我們可以考慮兩個情況  tt Dk ≤
*)2(

情況 1：  (1)* 0tk >

  因為 的限制，使得
*(1) (2)* 0t tk k⋅ = (2)* 0t tk D= ≤ 。 

情況 2： (1)* 0 tk =  

令 及( ) (0, )t t tN s D′ = ( ) (0, )t t tN s D n′′ = +  

其相對應的成本則分別為 

))(( ttt sNC ′ (2) (2) ( ) ( 1) [ ]
tt DD h t E Yα β= + ⋅ + − ⋅  

*
1 1

0

( ) ( ( , )
t

t t

Dt

D

)D t t t D t t
y

p y C s D y B D− −
=

+ ⋅ = − −∑  

及 

))(( ttt sNC ′′ (2) (2) ( ) ( 1) [
tt DD n h t E Yα β += + ⋅ + + − ⋅ ]n  

*
1 1

0

( ) ( ( , ( )))
t

t t

D nt

D n

D n t t t D n t t
y

p y C s D y B D n
+

+

+ − − +
=

+ ⋅ = − −∑ +  

))(())(( tttttt sNCsNC ′−′′  

(2) ( 1) ( [ ] [ ])
t tD n Dn h t E Y E Y Aβ += ⋅ + ⋅ − ⋅ − + − B

) +

 

，其中 

1
*

1 1
0

( ) ( ( , ( ))
t

t t

D nt

D

D n t t t D n t t
y

A p y C s D y B D n
+

−

+ − − +
=

= ⋅ = − −∑  

1
*

1 1
0

( ) ( ( , ( )))
t

t t

Dt

D

D t t t D t t
y

B p y C s D y B D
−

− −
=

= ⋅ = − −∑  

根據性質 1，我們可以獲得 BA ≥ 。因此 

))(())(( tttttt sNCsNC ′−′′ (2) ( 1) ( [ ] [ ])
t tD n Dn h t E Y E Yβ +≥ ⋅ + ⋅ − ⋅ − 0>  

上述結果表示 。  □ tt Dk ≤
*)2(
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Lemma 2:  
*(1) ( 1)t tk t D≤ − ⋅ − tB

在任何的期數 t 下 1t tD D −≥ 皆成立。然後根據定理 1，我們可以推論得到 

。也就是第二階段從第 t-1 期至第一期的總投料量不會超過

。這表示階段二所需要的在製品個數最多是 ( 1

1
(2)*

t

D
−

)t D

1
( 1) tk tτ

τ =

≤ − ⋅∑

( 1) tt D− ⋅ t− ⋅ 。而第 t 期時生產

系統中尚有 tB 的在製品存貨量水準，因此第 t-1 期時第一階段所需要產出之良品

最多是 ( 1 。我們可以把第二階段是為第一階段的顧客，其需求量最多

是 ( 1 。根據已發表的文獻(Guu & Zhang, 2003)，擁有中斷式幾何良率分

配的單階段生產系統中，最佳投料量不會超過需求量。綜合上述，我們可以得知

第 t 期時第一階段的最佳投料量不會超過 ( 1

) tt D− ⋅ −

) t tt D B− ⋅ −

tB

)t Dt tB− ⋅ − 。也就是 的上界為

. 

*(1)
tk

( 1) t tt D B− ⋅ −

 

Lemma 3: 如果 ， 且1≥t 1≥tD ),( ttt BDs = ，其中 ， 0≥tB

則
*

(1)
(1)

(1)

ln ln 1
lnt

mk β
θ

⎡ ⎤−
≤ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

恆成立 

Proof 

令  for  ( ) ( , 0)t tN s k′ = 1k ≥

則 ))(( ttt sNC ′ (1) (1) ( )kα β= + ⋅ *
1 1

0
( ) ( ( , ))

k

k

k

k t t t t y
y

p y C s D B y− −
=

+ ⋅ = +∑  

令  for  ( ) ( 1, 0)t tN s k′′ = + 1k ≥

則 ))(( ttt sNC ′′ (1) (1) ( 1kα β )= + ⋅ +
1

1
*

1 1 1 1
0

( ) ( ( , )
k

k

k t t t t k
y

p y C s D B y
+

+

+ − − +
=

+ ⋅ = +∑ ) . 

))(())(( tttttt sNCsNC ′−′′  

(1) (1) 1 * *
1 1 1 1( ) ( ( , )) ( ( , 1))k

t t t t t t t tC s D B k C s D B kβ θ +
− − − −⎡ ⎤= − ⋅ = + − = + +⎣ ⎦  

考慮一個特定狀態 ( , 和比它多一單位在製品的狀態 ( , 。假

設該多的在製品不需要任何成本即可轉換為一單位的良品。在這個極端的情況

)t tD B k+ 1)t tD B k+ +
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下，多一單位在製品的狀態最多也只能比原本的狀態減少一單位的缺貨或節省一

單位的缺貨處罰成本。因此我們可以推論得到 

* *
1 1 1 1( ( , )) ( ( , 1))t t t t t t t tC s D B k C s D B k m− − − −= + − = + + ≤  

根據上述，我們可以得到 (1) (1) 1( ( )) ( ( )) ( )k
t t t t t tC N s C N s mβ θ +′′ ′− ≥ − ⋅  

所以如果 ，我們可以推得(1) (1) 1( )k mβ θ +≥ ⋅ t t t t t t( ( )) ( ( )) 0C N s C N s′′ ′− ≥ . 

這表示如果投料量 k 在 的條件下，多一單位的投料量無法得到更

低的期望總成本。  

(1) (1) 1( )k mβ θ +≥ ⋅

因此， 定義了最佳投料量的上限 mk ⋅= +1)1()1( )(θβ

也就是 1
ln

lnln
)1(

)1(

−
−

=
θ

β mk 最佳投料量 的上限 
*)1(

tk

故
*

(1)
(1)

(1)

ln ln 1
lnt

mk β
θ

⎡ ⎤−
≤ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

 □ 

 

本論文提出三個最佳投料決策界限的定理，使得利用動態規劃求得最佳投料

決策的方法是可行的。我們利用動態規劃手法求解時，只要知道哪些狀態是必須

計算的，就能由後向前逐一計算各狀態的最佳投料決策與相對應成本。 
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第五章  簡化動態規劃網路之求解演算法 

本研究提出一個可以簡化原始動態規劃網路的演算法。此演算法基本的概念

是將數個投料決策的結果結合成一個，因此可以大幅縮減需要計算的狀態。演算

法可以分為三個主要的步驟：首先是將一個投料決策可能產生的所有結果群聚成

幾組。第二步驟是計算每一組的代表值。第三步驟則利用這些代表值取代原本的

所有可能結果，簡化原本動態規劃網路。 

第一個主要步驟—投料決策結果的群聚說明如下。如前所述，一個投料決策

所可能產生的結果有),( )2()1(
tt kk (1) (2)( 1) (t tk k 1)+ ⋅ +

)1(
tk

個。假使我們制定了一個投料決

策 ，也就是在第一部機台投入 數量的原料，所有可能的結果有 個，

即 0, 1, …, 。在這些可能的結果中，我們可以透過把每 n 個群聚成一組的方

法，將這些結果變成

)1(
tk (1) 1tk +

)1(
tk

(1) 1tk
n

⎡ ⎤+
⎢ ⎥
⎢ ⎥

組。例如當我們決定 n = 2 和 = 6，我們可以得

到四組； {0, 1}, {2, 3}, {4, 5}, {6}。同理我們也可以將第二部機台的投料決策

分為

)1(
tk

)2(
tk

(2)
tk

n
1⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥

+
組。 

第 二 個 主 要 步 驟 是 決 定 各 組 的 代 表 值 與 各 組 發 生 的 機 率 。 令 

{ ( 1) 1,  denotes the possible outcome in group }jQ y n j y nj y j= − ≤ ≤ − 代表第 j 組結

果，包含投料決策 或 下 n 個連續的可能結果，)1(
tk )2(

tk 1,...,j =  
( ) 1i
tk

n
⎡ ⎤+
⎢
⎢ ⎥

⎥；若每

種 可 能 結 果 的 發 生 機 率 用 ( ).p y 表 示 ， 則 第 j 組 結 果 jQ 可 以 用 

1 1

( 1)
) /

j

n j( 1)
( (

nj n

y n j y
( ))Round y p y

= −

⋅∑ ∑y p
− −

= −

來代表，其對應的機率為 
1

( 1)j
( )

nj

y n
p y

−

∑

2j

= −

。換句話

說，我們用所以可能結果的期望值做為該組的代表值，而期望值發生的機率為原

本該組內所有可能結果的機率總和。接續上例，第二組( = )的結果 ，2Q {2,3}=
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各結果發生的機率分別為 p(2) = 0.1 及 p(3) = 0.2。所以第二組的代表值為

(2 0.1) (3 0.2)(
(0.1 0.2)

Round ⋅ + ⋅
+

)

現

=Round (2.7)=3。而該組的發生機率為 0.1+0.2 = 0.3。 

第三個步驟則是簡化原本的動態規劃網路。簡化的基本邏輯是利用一個單一結果

來代表每一組，也就是用每一組的代表值及機率取代該組的各種可能結果。假設

一組投料決策 被制定，且每 n 個連續的可能結果被歸為一組。特過簡

化的方法，投料決策 k 在只有

),( )2()1(
tt kk

)1(
t

(1) 1tk
n

⎡ ⎤+
⎢ ⎥

⎥
種 只結果而 tk 有)2(

(2) 1tk
n

⎡ ⎤+
⎢ ⎥

⎢ ⎢ ⎥
種

產

結果。換

句話說，投料決策 ( tk 生的結果現在變成))2(
tk,)1(

(1)⎡ (2)1 1t

n n
tk k⎤ ⎡ ⎤+ +

⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

個。簡化的

結果會使得需要計算的狀態數比起原先的動態規劃網路大幅減少。  

當設定 n = 1 時，簡化的方法就等同於原本的方法。為了後續章節演算法比

較上的方便，用動態規劃求解原本遞迴網路的方法我們稱之為 comprehensive 

algorithm，而利用簡化網路求解的方法則稱之為 reduction algorithm。  
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第六章  實驗 

本論文提出兩種求解此多次投料問題的演算方法，分別是 comprehensive 

algorithm 及 reduction algorithm。為了比較兩種演算法的績效以及適用情境，我

們執行了許多不同情境下的電腦實驗。執行實驗所使用的電腦規格為：3.4 GHZ

的 CPU 及 504MB 的記憶體。  

演算法的求解品質與求解效率分別用兩個指標來衡量：
p

pr
C C

CC
R

−
= 及

p

r
T T

TR = ，其中 是 reduction algorithm 制定之投料決策產生的期望總成本， 是

利用 reduction algorithm 求解所需的時間；而 是由 comprehensive algorithm 制

定之投料決策產生的期望總成本，  則是 comprehensive algorithm 的平均計算

時間。 

rC rT

pC

pT

 根據實驗結果，我們建議在大規模問題(也就是 TD 大)且高良率的情境下使

用本論文提出的 reduction algorithm。而在其他情境下，可以使用完整的動態規

劃方法，可以在實務允許的計算時間下求得最佳決策。  

表 2 顯示在某些情境下運用 comprehensive algorithm 是沒有效率的。表 2 的

實 驗 情 境 是 固 定 下 透 過 變 動1,  100,h m= = (1) (2)50,  50,α α= =

{ }( , ) (10,100), (10, 200),T D ∈

境範例。實驗結果顯示當

(20,100)  及 

(1) 0.99θ ≥ 及

(1) (2), {0.9,0.99,0θ θ ∈ .999}產生 個情27

 { }( , ) (10, 200), (T D ∈

的 搜 尋 界 限 ， 也 就 是

20,100)

小時。會需要那麼長的計算時間主

時，使用

comprehensive algorithm 計算耗費約 5.4-16.0

)*,要 是 因 為 (1
tk

( )D B
⎧ ⎫⎪ ⎪− −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

，此界限顯示當

也越高，因此也需要更多的計算時間。

(1)
(1)*

(1)

ln lnmin
ln
β

θ
⎛ −

時，最佳投料決策 (1)*
tk

1 ,  ( 1)t tk t
⎞

≤ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

t
(1)θm⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥

 

 

, ,  D T 值越高
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 如表 3 所示，這些大規模的高良率問題可以利用 reduction algorithm 求解，

其求解效率非常好且求解誤差很小。當 n = 5 時， TR 的範圍從 2.94% 到 3.50%

而 cR 則從 0.06%到 4.30%。使用 reduction algorithm 可以大幅縮減計算所需的時

分鐘。此外，表 4-6 顯示當 n 的

間。以(T, D) = (20,100)及 (1) (2)( , ) (0.999,0.999)θ θ = 的情境為例，利用 reduction 

algorithm 可以將計算時間由 16 小時縮短至 30

值增加， TR 會趨向減少而 cR 會漸增。  

， omprehensive algorithm 則最適合用於良率相對較低的情境(也就是

(1)

解時間。該表中的值是在各個 16

16 個測試範例設定如下：

 相反的 c

。表 7 是以 comprehensive algorithm 在良率相對較低下之情境的平均求

(T, D) 情境下 個測試範例的平均求解時間。此

8 , 

。

 實務上，量率高於 也就是 的製程並不少見。成型製程中，

模具的良率往往高於 模具而造成很高的成本。

因此，本研究提出之 reduction algorithm 可以幫助現場人員快速的求解多次投料

問題。 

利用 sive algorith  and 

,100) ,200) ,100)

0.9θ ≤ )

(1) (2), {0.6,0.θ θ ∈ } (1) (2) {1,2}β β= ∈ , {100,200},m∈  

以及 (1) (2) 50α α= =  

0.99 ( (1)

0.99；否則就會因為時常需要更換

0.99θ ≥ )

pC pT2  comprehen m 求解的  

(10  (10  (20  

表

 

pC ($) pT (sec.) pC ($) pT (sec.) pC ($) pT (sec.)

0.9 0.9 8070.76 220 18070.80 1 1875 019 6228.48 
0.9 0.99 5058.79 169 15026.30 707 2151.69 821 
0.9 0.999 13304.30 3578.58 158 710 1437.32 789 

0.99 0.9 5016.30 14972.70 2629.97 2394 19489 23309 
0.99 0.99 1018.96 2412 2561.08 22080 1017.97 23057 
0.99 0.999 689.91 2324 1363.89 20789 689.90 22979 
0.999 0.9 3984.39 13742.00 2343.91 2754 39414 57688 
0.999 0.99 77 57377 847.77 2738 1846.54 43191 847.  

( , )T D  
(1) (,θ 2) )  (θ
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0.999 0.999 541 703 1057 1408 54 7056 .07 2 .13 4 1.07 5

表 3  n = 5 時利用 reduction algorithm 求解的 CR and TR  

,100) 00) 00) (10 (10,2 (20,1 

(%)  CR (TR %)  (CR %)  (%)TR (%)  CR (%)TR

0.9 0.9 0.28 3.29 0.13 2.05 0.72 2.36 
0.9 0.99 0.05 5.19 0.02 4.48 0.33 4.70 
0.9 0.999 0.07 4.91 0.00 4.36 0.29 4.45 

0.99 0.9 0.58 3.68 0.06 3.34 1.18 3.16 
0.99 0.99 0.31 3.75 0.14 3.50 0.17 3.32 
0.99 0.999 0.06 3.64 0.03 3.38 0.06 3.15 
0.999 0.9 0.33 3.67 0.64 3.24 4.30 2.94 
0.999 0.99 0.15 3.75 0.21 3.42 0.15 3.03 
0.999 0.999 0.01 3.57 0.03 3.31 0.01 3.03 

 
 
 

n = 10 利用 reduction algorithm 求解的表 4  時 CR and TR  

(10,100) 00) 00) (10,2 (20,1 

(%)  CR (TR %)  (CR %)  (%)TR (%)  CR (%)TR

0.9 0.9 0.27 2.18 0.12 1.25 0.56 1.39 
0.9 0.99 0.14 4.45 0.04 2.85 1.70 3.22 
0.9 0.999 0.19 3.35 0.03 2.77 2.61 2.92 

0.99 0.9 0.92 2.15 0.08 1.92 11.51 1.76 
0.99 0.99 1.01 2.23 0.22 2.01 1.11 1.76 
0.99 0.999 0.09 2.13 0.07 1.91 0.09 1.73 
0.999 0.9 6.10 2.14 0.12 1.77 6.71 1.59 
0.999 0.99 0.77 2.23 0.16 1.91 0.77 1.61 
0.999 0.999 0.03 2.10 0.17 1.82 0.03 1.60 
 
 

(1)(θ (2),θ )  
(T , )D  

(1)(θ (2),θ )  
(T , )D  
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表 5  n = 15 時利用 reduction algorithm 求解的 CR and TR  

(10,100) (10,200) (20,100)  

(%)CR  (%)TR  (%)CR  (%)TR (%)CR  (%)TR

0.9 0.9 0.59 1.49 0.26 0.75 1.06 0.99 
0.9 0.99 0.29 2.59 0.07 1.91 3.83 2.23 
0.9 0.999 0.54 2.48 0.03 1.89 18.44 2.10 

0.99 0.9 0.87 1.65 0.22 1.44 14.67 1.23 
0.99 0.99 1.28 1.66 0.58 1.48 1.27 1.27 
0.99 0.999 0.85 1.61 0.26 1.41 0.85 1.25 
0.999 0.9 0.87 1.61 10.65 1.28 12.36 1.05 
0.999 0.99 3.10 1.68 0.92 1.36 3.10 1.12 
0.999 0.999 0.05 1.61 0.24 1.32 0.05 1.12 

( , )T D  
(1) (2)( , )θ θ  

 

表 6  時利用 reduction algorithm 求解的1tn k= + CR and TR  

(10,100) (10,200) (20,100)  

(%)CR  (%)TR  (%)CR  (%)TR (%)CR  (%)TR

0.9 0.9 1.31 0.18 0.58 0.04 2.96 0.21 
0.9 0.99 4.67 0.73 1.73 0.24 30.71 0.26 
0.9 0.999 3.88 0.62 1.61 0.42 53.22 0.26 

0.99 0.9 3.30 0.38 1.00 0.12 18.22 0.18 
0.99 0.99 103.94 0.35 32.27 0.19 104.14 0.20 
0.99 0.999 54.80 0.33 90.92 0.17 54.80 0.19 
0.999 0.9 2.36 0.56 0.76 0.18 20.47 0.15 
0.999 0.99 87.78 0.59 60.76 0.28 87.78 0.18 
0.999 0.999 25.02 0.56 91.44 0.26 25.02 0.17 

 

表 7  各(T, D)組合下利用 comprehensive algorithm 求解的平均時間(單位:秒) 

 
10 50 100 200 

10 0.13 4.17 13.13 21.20 

15 0.34 12.74 43.03 167.95 

20 0.33 26.32 123.21 496.78 

( , )T D  
(1) (2)( , )θ θ  

D 
T 
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第七章  結論 

本論文探討一個新的兩階段多次投料問題，擁有中斷式幾何良率分配及具有

交期限制的訂單需求。兩階段的加工時間都是一期，而每一期只進行其中一階段

加工。因此當某一階段的加工完成時，我們必須制定的投料決策包含接下來應該

進行哪一階段加工以及應該投入的批量大小。 

 本研究將這個多次投料問題用數學模式表示，以動態規劃求解。我們也提出

最佳投料量上限的定理，有效的減小最佳解搜尋空間。然而在大規模且良率很高

的情境下，單純使用動態規劃求解仍然需要很長的時間。為了解決求解效率上的

問題，本研究提出了一個簡化動態規劃網路的演算法，將數個動態規劃網路的分

支結合為一個，因此得到一個簡單許多的求解網路。 

實驗結果顯示簡化的演算法可以有效率且準確地求解大規模且高良率情境

下之多次投料問題。一個單純使用動態規劃需要 16 小時的多次投料問題，在使

用簡化的演算法後，可以在 30 分鐘內獲得滿意解。  

本研究仍然存有許多延伸的空間。其中一個可能的延伸是應用此簡化的演

算法於其他的多次投料問題。文獻上有許多多次投料問題以動態規劃求解，有些

文獻針對特殊的問題在大規模情境下提出啟發式的解法。因此若應用本研究提出

之簡化式演算法於其他的多次投料問題中，可以與其他研究提出之啟發式解法作

計算效率及品質上的績效比較。 
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