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摘要 

    本文嘗試延伸障礙選擇權的評價公式，考慮在標的物股票支付離散股息的

前提下，推導障礙選擇權的近似公式解。我使用泰勒展開式，使用連續隨機股利

率來近似離散股息，配息完的股價的隨機過程，可用對數常態分配表示，並以上

方出局障礙選擇權為例，求取近似公式解，並且依照本文方法可延伸評價其他型

態障礙選擇權。 
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ABSTRACT 

A new method is described to price barrier options on stock with discrete 

dividend. We use continue random dividend yield to approximate the first-order 

Taylor expansion of single discrete dividend. This thesis focuses on the up-out option 

and the extension to other barrier options like down-out is straight forward. 
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第一章 緒論 

 

第一節 研究動機與背景 

 

障礙選擇權是早期推出的新奇選擇權之一，至今依舊受到市場熱烈歡迎。所

謂障礙選擇權是指契約中投資者的報酬受到標的資產上方(下方)障礙價格的影

響；若在選擇權存續期間屆滿，標的物價格觸碰障礙價格，則選擇權可能立刻失

效或生效，因此障礙選擇權屬於路徑相依選擇權（Path-dependent Option）的

一種。 

Merton (1973)是第一位訂價障礙選擇權的學者，而後，障礙選擇權訂價可

分為兩種方法，其一主要由 Wilmott et al(1993)提出微分方程方法，此方法較

不為廣泛使用；第二種為本文所使用的期望值方法，由 Rubinstein and 

Reiner(1991) and Rich(1994)提出詳細的証明，定義標的物資產價格在風險中

立下的機率分配，使用反射定理(Harrison (1985))求得期初障礙選擇權價格，

此方法雖較為複雜，但能求得較精確的封閉解，而障礙選擇權公式推導請見本文

第二章第三節。 

Merton (1973)延伸 Black 以及 Scholes (1973)標準股票選擇權訂價公式，

套入標的物股價的固定股利率，因此，可以使用 Merton (1973)方法計算標的物

需要處理連續股利率的障礙選擇權訂價，但是，真實事件中幾乎都分發離散型股

利，過去並無精確定價離散型股利障礙選擇權公式，故本文研究之。 
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第二節 研究目的 

 

我們推導障礙選擇權訂價公式，使用連續隨機股利率近似離散型股利，故

股價過程可用對數常態過程表示，以利公式推導。本篇論文主要推導上方出局障

礙選擇權公式，並且可以依據本文證明步驟延伸推導其他型態的障礙選擇權公式 

 

第三節 研究架構 

 

本文各章節內容說明如下，首先第一章為緒論，說明研究背景與動機、研究

目的。第二章進行文獻探討，回顧分發離散股利股價隨機過程以及基本障礙選擇

權公式。第三章為研究方法為數學模型架構。第四章為模型數值分析結果與財務

議題探討。第五章為結論以及後續延伸方向。 

 

圖 1.1  研究架構圖 

一、 緒論 

三、研究方法 

四、模型模擬數值分析結     

果與財務議題探討 

五、結論 

研究動機與目的 

回顧支付股利的 

股票選擇權定價公式 

數學模型架構 

二、文獻回顧 
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第二章 文獻回顧 

 

本文評價分發離散股利股票障礙選擇權為主。第一節定義股價隨機過程，

並簡略說明過去三種模擬分發離散股利之隨機過程。第二節介紹 Dai and 

Lyuu(2007)提出的離散股利股價精確近似公式。第三節則介紹基本障礙選擇權模

型和評價公式。 

 

第一節 介紹三種離散股利股價之過程 

 

探討關於分發離散股利之股價隨機過程的議題已經相當多年， Black 以及

Scholes (1973)假設標的物股價服從對數常態分配，推導無股利之股票選擇權訂

價模型，開創了未來對選擇權訂價的基本公式。Merton (1973)延伸上述模型，

發展出固定股利率之股票選擇權訂價模型，他定義股價依照無風險利率扣除股利

率成長，開啟後面學者討論股利的大門，而大部分的學者假定股利為連續發放，

但真實世界中股利都是離散發放，這造成相當大的誤差。有許多文獻探討離散股

利處理，Frishling(2002)將這些方法分成下列三類：  

模型一: Roll(1977)提出將期初股價扣除未來已知股利以無風險利率折現後的

現值是為新的期初股價，而選擇權價格可由算出新的期初股價代入

Black-Scholes 公式中期初股價的部份。 

模型二： Musiela 以及 Rutkowski(1997)引用 Heath 以及 Jarrow(1988)的論文，

提出將到期日的執行價加上除息日的股利以無風險利率複利至到期日的價格視

為新的執行價，而選擇權價格可由算出新的到期日執行價代入 Black-Scholes

公式中執行價的部份。 

模型三: 此模型在除息日將股價扣除股利，除息前後隨機項都服從對數常態分

配，所以當選擇權股價歷經 K次除息，則需要計算 K+1 段股價隨機過程。 

 根據 Dai and Lyuu (2007)結果看出，上述三種模型，代入相同的變數，算
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出的選擇權價格皆不相同，其中，以模型三所算出價格最為正確，但無法求得封

閉解，而代入相同波動度，模型一因為期初股價低於模型三，所以模型一股價即

時波動度小於模型三，無法精確算出選擇權價格，相反的，模型二到期日股價大

於模型三，故股價即時波動度大於模型三，一樣偏離精確價格，故 Dai and Lyuu 

(2007)建議用連續隨機股利近似離散股利，推導出股價隨機過程更易於評價公式

推導，描述如下： 

 

第二節 模型四：以支付隨機連續股利率的股票價格過程近似支付離散股利的價

格過程 

 

 模型三假設風險中立下股價服從對數常態分配： 

dS(t)
= r dt+ dB(t),                                        (2.2.1)

S(t)
  

其中 S(t)為 t 時間點時股價，ｒ為無風險利率， 為股價波動度，W(t)為在風

險中立下的標準布朗運動。因此 S(t)可得： 

2(r-0.5 )(t-s)+ (W(t)-W(s))S(t) = S(s)e                                  (2.2.2) 
 

 模型三假設在 1t 時間點發放 1c 股利，則單期股利股票在到期日Ｔ時股價可由

(2.2.2)下列所示： 

1 1 1 1t + ( (t )-W(0)) ( t )+ ( ( ) (t ))

1( ) [S(0)e ]e                 (2.2.3)
W T W T W

S T c
    

   

其中 20.5r   。模型四假設離散型股利 1c 可以以連續隨機股利率 1q 表示，使

其在 1t 時間的股價機率分配如下： 

1 1 1 1 1t + ( (t )-W(0)) ( )t + ( (t )-W(0))

1 1( ) S(0)e S(0)e           (2.2.4)
W q W

S t c
   

    

根據(2.2.4)移項定義出 1q 公式如下： 
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1 1 1 1

1

1 1 1

t + ( (t )-W(0))

1

( (t )-W(0))1

       S(0)e (1 )

  1                                     (2.2.5)
(0)

W q t

t
q t W

e c

c e
e e

S

 







 

 

  
 

因為 1q 通常相當小，故(2.2.5)左項以及右項共同取一次泰勒展開式，左項趨近

1 1q t ，右項趨近 1 1(1- ( ( ) - (0)))k W t W ，其中
1

1
1

(0)

t
c e

k
S



 。所以(2.2.5)可以求得 1q 趨

近 1 1
1

1

(1 ( (t )- (0)))k W W
q

t


 。 

 因此，模型四的假設下 ( )S T 可以改成逼近 '( )S T 如下式： 

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

t + ( (t )- (0)) ( t )+ ( ( ) (t ))

1

( )t ( (t )- (0))+ ( t )+ ( ( ) (t ))

( /T)T ( (t )- (0))+ ( ( ) (0))

( ) [S(0)e ]e

S(0)e

'(0)e                           (2.2.6)

W W T W T W

q W W T W T W

k k W W W T W

S T c

S

   

   

  

 

   

  

 





 

由下圖一所示，實線為發放離散股利股價實際路徑，虛線為使用連續隨機股利近

似之股價路徑： 

 

圖 2.1 股價近似路徑圖 

 

 由(2.2.6)可知，標準股票選擇權價格可視為 - [ '( ) - ]rTe E S T K 。而本篇論文在

10 t t  假設股價路徑為(2.2.2)， 1t t T  使用(2.2.6)帶入障礙選擇權來模擬

時間 1t 到T 標的物股價。 

 

S(t) 

1q  

t 



 

   6 

第三節 基本障礙選擇權 

 

此節討論基本障礙選擇權的觀念以及訂價公式，最主要參考來源 Steven E. 

Shreve(2004)，詳細證明請研讀此書第七章。 

障礙選擇權，即是選擇權標的物價格上(下)方設有障礙價格，當價格觸碰到

障礙價格，則發生合約失效(生效），稱為 knock-out option(knock-out 

option)，如表 2.1，一般而言標準障礙選擇權可分為八種： 

 

  out option in option 

up option 

( (0))B S  

 +( S(T)- K)      
0 t T

if B> max S(t)
 

    +( S(T)- K)      
0 t T

if B< max S(t)
 

 

       0       
0 t T

if B< max S(t)
 

         0         
0 t T

if B> max S(t)
 

 

down option 

( (0))B S  

+( S(T)- K)      
0 t T

if B< max S(t)
 

  +( S(T)- K)      
0 t T

if B> max S(t)
 

 

       0         
0 t T

if B> max S(t)
 

         0         
0 t T

if B< max S(t)
 

 

  
θ =1   for call option 

θ =-1   for put option 

表 2.1 八種障礙選擇權報酬表 

 

為了證明障礙選擇權公式，以下先說明三個定理： 

定理 2.1 反射定理(Harrison (1985)) 

首先，如圖 2.2，我們先定義ｘ軸為時間軸，ｙ軸為標準布朗運動的值，固

定ｘ軸時間點ｔ以及ｙ軸一個正值m，我們想要計算非大於ｔ時間點下，標準布

朗運動觸碰到m的機率如下(如同我們定義當標準運動第一次觸碰到m時間點

－隨機 first passage time m 小於等於ｔ的機率)： 

{ , ( ) }mP t W t w    
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假設w m 情況下，如圖 2.2，在
m 之後布朗運動路徑可由m水準反射至另外一

個方向，經過反射之後ｔ時間點布朗運動小於等於w的機率可視為布朗運動大於

等於 2 -m w的機率： 

{ , ( ) } { ( ) 2 - }                      (2.3.1)mP t W t w P W t m w      

 

 

圖 2.2 布朗運動反射路徑 

 

我們定義時間點ｔ之前的布朗運動最大值如下： 

0
( ) max ( )

s t
M t W s

 
  

如果 m t  ，則也可表示成 ( )M t m ，因此我們可以將(2.3.1)改寫成： 

{ , ( ) } { ( ) , ( ) } { ( ) 2 - },   , 0  (2.3.2)mP t W t w P M t m W t w P W t m w w m m         

由(2.3.2)，我們可以推導 ( )W t 以及 ( )M t 的聯合機率分配。 
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定理 2.2：當 0t  ， ( ( ), ( ))M t W t 的聯合機率分配為： 

2(2 )

2
( ), ( )

2(2 )
( , ) ,           , 0.                (2.3.3)

2

m w

t
M t W t

m w
f m w e w m m

t t




    

 

証明：因為(2.3.2)左式寫成積分式如下： 

( ), ( ){ ( ) , ( ) } ( , )
w

M t W t
m

P M t m W t w f x y dydx



      

以及右式寫成積分式如下： 

2

2

2

1
{ ( ) 2 - }

2

z

t

m w
P W t m w e dz

t




    

使得左右兩式相等為： 

 

2

2
( ), ( )

2

1
( , )

2

z
w

t
M t W t

m m w
f x y dydx e dz

t

 

 
    

對左右兩邊對m微分，求得： 

2(2 )

2
( ), ( )

2
( , ) .

2

m w
w

t
M t W tf m y dy e

t

 


  

再對兩邊同微w求得： 

2(2 )

2
( ), ( )

2(2 )
( , ) .

2

m w

t
M t W t

m w
f m w e

t t

 


   

得證之。 

定理 2.3 (Girsanov, one dimension)： 令0 t T  的時間點，假設存在一個布

朗運動 ( )W t 在機率空間 ( , , )F P 下，以及0 t T  時，對於 ( )W t 存在一個

filtration ( )F t ，另外0 t T  時，存在一個 adapted process ( )t ，我們定

義： 



2

0 0

0

1
( ) exp{ ( ) ( ) ( ) },                     (2.3.4)

2

( ) ( ) ( )                                                     (2.3.5)

t t

t

Z t u dW u u du

W t W t u du

    

  

 


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以及假設 

2 2

0
( ) ( )

T

E u Z u du   

則在機率測度 P 下，隨機過程( )W t 在0 t T  屬於一個標準布朗運動。 

利用以上三個定理，我們開始推導上方出局障礙選擇權的訂價公式。而其他

型態的障礙選擇權以此類推。 

模型四中假設股價屬於對數常態分配，其中( )W t 在風險中立機率測度

( , , )F P 下是標準布朗運動，換言之在 P 測度下沒有 drift 項，然而由(2.2.2)

可知 ( )S T 在 P 測度下有 drift 項為 ，為了使用定理 2.1－反射定理解出股價隨

機過程的機率分配，因此我們先定義轉換測度因子 ( )Z t ： 


21

( )
2( ) ,           0 ,                               (2.3.6)

W t t

Z t e t T
  

    

使用 ( )Z t 定義新的機率測度 P 如下： 

 ( ) ( )   for all 
A

P A Z T d P A F   

接著使用定理 2.3－Girsanov`s Theorem 將 ( )W t 轉換至( )W t ： 

 ( ) ( )            0                         (2.3.7)W t t W t t T     

經由上述測度轉換，( )W t 在 P 下有 drift 項，然而在 P 下是標準布朗運動，

根據定理 2.2 解出在 P 下布朗運動的聯合機率分配： 


 

21
(2 )

2
,

2(2 )
( , ) , , 0           (2.3.8)

2

m w
t

M W

m w
f m w e w m m

t t

 
    

藉由 Steven E. Shreve(2004)中的 Lemma 5.2.1，經過(2.3.6)與(2.3.8)計算後，

可得在 P 下布朗運動的聯合機率分配： 
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
 

2 21 1
(2 )

2 2
,

2(2 )
( , ) , , 0      (2.3.9)

2

w t m w
t

M W

m w
f m w e w m m

t t

 



  
    

 上方出局買權障礙選擇權價格藉由期望值計算求得如下： 






 

( )

( )

{ (0) }

( )

{ ( ) , ( ) }

( ) ( (0) )

        ( (0) )                      (2.3.10)

M T

W T

S e B

W T

M T b W T k

V T S e K I

S e K I











 

 

 
 

其中
1 1

log , log
(0) (0)

K B
k b

S S 
  ，(2.3.5)根據馬可夫性質給定期初資訊下對到

期日價格折現取期望值後可推得期初價格公式： 



2 2

2

1 1
(2 )

2 2

2

(0) [ ( ) | (0)]

2(2 )
       ( (0) )

2

(0) (0)
       (0)[ ( ( , )) ( ( , ))]

(0) (0)
           [ ( ( , )) ( ( , ))]

(0)
           ( ) [

rT

b b w T m w
rT T

k w

rT

r

V E e V T F

m w
e S K e dmdw

T T

S S
S N T N T

K B

S S
e K N T N T

K B

S
B

B

 





 

 





  


 



 






 

 

 



 

2

2

2 21

( ( , )) ( ( , ))]
(0) (0)

(0)
           + ( ) [ ( ( , )) ( ( , ))]                 (2.3.11)

(0) (0)

r

rT

B B
N T N T

KS S

S B B
e K N T N T

B KS S


 

 

 

 


 





其中 

21 1
( , ) [log ( ) ]

2
s s r   

 
     

因此，(2.3.7)為上方出局 買權障礙選擇權封閉解。 
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第三章 研究方法 

 

 本章節將延續上章節討論 Dai and Lyuu (2007)支付隨機連續型股利率近似

離散型股利率的股票選擇權近似公式以及基本障礙選擇權訂價公式，進一步研究

支付一期離散型股利股票障礙選擇權的訂價公式以及支付兩期離散型股利股票

障礙選擇權的訂價公式及支付ｎ期股利一般通式。首先對支付一期離散股利股票

過程定義，將股價視為對數常態分配，並且區分股價配息前與後兩段時間，第一

段時間使用一般股價隨機過程，而第二段時間使用模型四對標的物股票配息後模

擬的路徑，分別導出兩段時間的股價過程聯合機率分配，再利用馬可夫性質計算

期初障礙選擇權價格，其中期望值部份可分為四種變數，使用遞迴重積分計算。 

 

第一節 支付一期隨機連續型股利率近似離散型股利的數學模型基礎假設 

 

我們假設股價隨機過程服從對數常態分配，並將支付一期離散型股利的股價

過程分為配息前後兩段不同的隨機過程，在配息前，我們假設股價服從(2.2.2)： 

t+ (W(t)-W(0))

1S(t) = S(0)e ,               0                       (3.1.1)t t     

其中 20.5r   ， 1t 為除息日，在配息後我們使用模型四的假設(2.2.6)，隨機

連續股利率近似離散型股利，如下： 

1 1 1( /T)T ( (t )- (0))+ ( ( ) (0))

1( ) (0)e ,                          (3.1.2)
k k W W W T W

S t S t t T
    

    

如圖 3.1，實線為實際股價過程，虛線為使用隨機連續型股利近似離散型股

利後的股價過程，其中，(3.1.1)的股價過成為圖中實線，(3.1.2)為圖中虛線。 

在 10 t t  ，股價過程服從(3.1.1)，為了推導布朗運動的聯合機率分配，我

們使用定理 2.3 轉換測度，將 ( )W t 轉換至( )W t ： 

 ( ) ( )            0                         (3.1.3)W t t W t t T     
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圖 3.1 模型假設股價路線圖 

 

其中( )W t 是在測度 P 下，而 /   ，則(3.1.1)可以改寫成： 

 ( )

1( ) (0) ,                  0                  (3.1.4)W tS t S e t t    

第二段股價隨機過程的起點 1t t 時，股價過程可由(3.1.2)表示： 

1 1 1 1 1( ) (0)exp( (1 ) ( ))                         (3.1.5)S t S t k k W t      

因此，在 1t t T  ，(3.1.2)可區分第二段股價過程起點以及而後隨機過程： 

1 1 1( /T)T ( (t )- (0))+ ( ( ) (0))

1 1 1 1 1 1

( ) (0)e

      (0)exp{[ (1 ) ( )] [ ( ) ( ( ) ( ))]}     (3.1.6)

k k W W W T W
S t S

S t k k W t t t W t W t

  

   

  


       
 

我們令一個在風險中立測度 P 下新的標準布朗運動 1 1( )W t t 如下： 

1 1 1 1( ) ( ) ( )              W t t W t W t t t T      

使用定理 2.3 將 1 1( )W t t 轉換測度至 P 下，使得： 

1
11 1 1 1

( )
( ) ( )                                 (3.1.7)

t t
W t t W t t t t T






       

藉由(3.1.3)以及(3.1.7)，將(3.1.6)改寫成如下： 



 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( ) (0)exp{[(1 ) (1 ) ( ) ] ( )}

      (0)exp( ( 1))exp((1 ) ( ) ( ))

      '(0)exp((1 ) ( ) ( ))                                (3.1.8)

S t S k t k W t k t k W t t

S k t k W t W t t

S k W t W t t t t T

   

  

 

      

     

     



 

S(t) 

1q  

t 
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其中
1 1'(0) (0)exp( ( 1))S S k t   。由(3.1.4)以及(3.1.8)，經過定理 2.3 轉換測

度後，兩段股價隨機過程分別如下： 



 

( )

1

1 1 1 1 1

( ) (0) ,                                                    0    

( ) '(0)exp((1 ) ( ) ( ))               

W tS t S e t t

S t S k W t W t t t t T



 

  

     
 

 

第二節 支付一期股利之障礙選擇權模型推導 

 

使用定理2.1反射定理以及定理2.2求出布朗運動過程最大值與布朗運動的

聯合機率分配，有了聯合機率分配，便可利用期望值方法計算障礙選擇權期初價

格。 

 

1. 布朗運動過程最大值與布朗運動聯合機率分配 

除息前後布朗運動過程最大值如下： 

   
1 1

1 11 1 1
0

( ) max ( ),     ( ) max ( ),
t t t t T

M t W t M T t W T t
   

     

根據定理 2.2 求得除息前後分別的聯合機率分配，除息前 10 t t  參照(2.3.9)

求得  
1 1( ( ), ( ))M t W t 聯合機率分配如下： 


 

2 2
1

1

1 1
(2 )

2 2

,

1 1

2(2 )
( , )    , , 0         (3.2.1)

2

w t m w
t

M W

m w
f m w e w m m

t t

 



  
    

如圖 3.2 所示，當 1t t T  ，依照定理 2.1 以及定理 2.2 可以推得除息後連續型

股利率過程在測度 P 下布朗運動  
1 11 1( ( ), ( ))M T t W T t  聯合分配如下： 


 

2
1 1

1

11

1
(2 )

2( )1 1
1 1 1 1 1,

1 1

2(2 )
( , ) , , 0     (3.2.2)

( ) 2 ( )

m w
T t

M W

m w
f m w e w m m

T t T t

 


  
 

 

根據定理 2.3，定義轉換因子 

       
 2

1 1 1

1
( ) ( )

2
1 1( ) ,                          (3.2.3)

W T t T t

Z T t e t t T
    

     
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藉由 Steven E. Shreve(2004)中的 Lemma 5.2.1，結合(3.2.2)與(3.2.3)，推得

在測度 P 下聯合機率分配如下： 


 

2 2
1 1 1 1

1

1 1

1 1
( ) (2 )

2 2( )1 1
1 1 1 1 1,

1 1

2(2 )
( , ) , , 0         (3.2.4)

( ) 2 ( )

w T t m w
T t

M W

m w
f m w e w m m

T t T t

 



   


  
 

整理上述(3.2.1)以及(3.2.4)分別的聯合機率分配： 


 


 

2 2
1

1

2 2
1 1 1 1

1

1 1

1 1
(2 )

2 2

1,

1 1

1 1
( ) (2 )

2 2( )1 1
1 1 1 1 1 1,

1 1

2(2 )
( , )    , , 0                                  0

2

2(2 )
( , ) , , 0        

( ) 2 ( )

w t m w
t

M W

w T t m w
T t

M W

m w
f m w e w m m t t

t t

m w
f m w e w m m t t T

T t T t

 

 





  

   



    


    

 

 

 

圖 3.2 除息後布朗運動反射路徑 

 

2. 使用期望值方法求得障礙選擇權訂價公式 

利用(3.2.1)以及(3.2.4)聯合機率分配，推算近似一期離散型股利股票障礙

1w  

1m  

1 12m w  

1( )M t  

1 1m w  

1 1m w  

1t
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選擇權的 payoff。根據第二章第三節所述，上方出局買權障礙選擇權在存續期

間標的物股價必頇並無觸碰到障礙價格，另外到期日標的物價格必頇大於執行價

格，此選擇權在到期日才能執行，故在考慮到期日選擇權 payoff 時必頇加入下

述條件： 

i. 在配息前 10 t t  ，股價最大值必頇小於障礙價格 B ： 


1

( )

1(0)            0
M t

S e B t t
 

    

經過移項之後，定義
1( )M t b ，推得配息前布朗運動最大值上限為： 

1
ln                                                   (3.2.5)

(0)

B
b

S
                            

並且因為 (0)B S ，所以 0b  。 

ii. 在配息後 1t t T  ，近似連續型股利率的股價最大值必頇小於障礙價格

B ： 

 
1 1 1 1 1'(0)exp((1 ) ( ) ( ))           S k W t M T t B t t T        

經過移項之後，定義
1 1 1( )M T t b  ，推得配息後布朗運動最大值上限為： 


1 1 1

1
(ln (1 ) ( ))                                    (3.2.6)

'(0)

B
b k W t

S



                       

在選擇權不失效前提下 
1 1'(0)exp((1 ) ( ))S k W t B  ，所以 1 0b  。 

iii. 到期日標的物價格必頇大於執行價格K ，(3.1.8)式視為標的物到期日

價格，股價與執行價格關係如下： 

 
1 1 1 1( ) ( '(0)exp((1 ) ( ) ( ))S T S k W t W T t K       

經過移項之後，定義
1 1( )W T t k  ，推得到期日布朗運動

1 1( )W T t 下限為： 


1 1

1
(ln (1 ) ( ))                                    (3.2.7)

'(0)

K
k k W t

S



                        
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因此，考慮支付一期離散型股利的上方出局股票障礙選擇權在到期日的價值

如下： 

 

  
1 1 1 1

11 1 1 1 1

( ) ( '(0)exp((1 ) ( ) ( )) )

                      { ( ) , ( ) , ( ) }           

V T S k W t W T t K

I W T t k M T t b M t b

     

     
 

利用風險中立訂價公式： 

 ( )( ) [ ( ) | ( )],         0                  (3.2.8)r T tV t E e V T F t t T     

當 0t  ，考慮支付一期離散型股利的上方出局股票障礙選擇權在期初的價值為

(0) [ ( )]rTV E e V T 。由條件三得知如果 
1 1'(0)exp((1 ) ( )S k W t K  ，表示 0k  ，

則如圖 3.3 Panel(b)所示  
1 11 1( ( ), ( ))M T t W T t  的積分區域為 1 1 1 1 1{( , ); }m w k w m b   ，

反之，如果 
1 1'(0)exp((1 ) ( )S k W t K  ，表示 0k  ，則如圖 3.3 Panel(a)所示

 
1 11 1( ( ), ( ))M T t W T t  的積分區域為 1 1 1 1 1 1{( , ); ,0 }m w k w m m b    ，結合上述，積分區域

可描述成 1 1 1 1 1 1 1{( , ); , }m w k w b w m b    ，其中 1w表示 1w 與 0兩者取最大者 1max{ ,0}w 。

而  
1 1( ( ), ( ))M t W t 積分區域如圖 3.4 為{( , ); ,0 }m w w b m b     。 

 

因此考慮支付一期離散型股利的上方出局股票障礙選擇權在期初的價值如下： 

1 1

+
1

2 2
1

1

2 2
1 1 1 1

1

b b b b

1 1
- 0 k w

1 1
(2 )

2 2

1 1

1 1
( ) (2 )

2 2( )1 1
1 1

1 1

V(0)= ( '(0)exp((1 ) )

2(2 )
                        

2

2(2 )
                        

( ) 2 ( )

rT

w t m w
t

w T t m w
T t

e S k w w K

m w
e

t t

m w
e dm dw dm

T t T t

 

 

 









  

   


  





 

   



             (3.2.9)dw
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圖 3.3  
1 11 1( ( ), ( ))M T t W T t  積分區域 

 

 

 

 

圖 3.4  
1 1( ( ), ( ))M t W t 積分區域 

 

 

 

1w

1w
 

1 1w m

 

1b

 

1m  

1w

1w
 

1 1w m

 

1b

 

1m  1m  

b  

 

m

 

w m

 

Panel (a) Panel (b) 
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3. 計算考慮支付一期離散型股利的上方出局股票障礙選擇權期初價格 

將(3.2.9)改寫成(3.2.10)： 

 1 1
1

1

2

2 2
1

1

1 1 1

1

1

- ( - )

1 1 1 1

1 1
( ) (2

2 2( )1 1

1

1 1
(2 )

2 2

0
1

1

1

(0)

                 (  ( '(0)exp((1 ) ( ) ( )) )

2(2 )
                 

2(2 )

2

 

( ) )

2

(

 
w t m wb b

r

b b
r T t

k w

w T t m
T

t t

t

V

e S k W t W T t K

m w
e

m w
e e

t

T t T

t

t

 

 













   





 





   





 

 

 






2

1 )

1 1 )               (3.2.10)
w

dmdwdm dw

由(3.2.10)可分為兩部份，灰色部份定為第一部份，其中並無  
1 11 1( ( ), ( ))M T t W T t  變

數，所以可以先積分dm此變數，黑色部份定為第二部份，其中並無
1( )M t 變數，

所以可以積分 1 1( , )dm dw 變數，而第一部分不能先積分dw是因為第二部份上下界為

w的函數，因此，第一部份積分
1( )M t 變數結果如下： 

2 2
1

1 1

2 2
1 1

1

2 2 2 2
1 1

1 1 1

1 1
(2 )

2 2

0
1 1

1 1
(2 )

2 2

1

1 1 1 1
(2 )

2 2 2 2

1

2(2 )
part one      

2

1
                  |

2

1
                  [ ] 

2

w t m wb b
rt t

rt w t m wb
t b

w

w t w w t b w
rt t t

m w
e e dm dw

t t

e dw
t

e e e
t

 

 

   









  




    



    





 

 

 



                          (3.2.11)
b

dw


 

第二部份積分  
1 11 1( ( ), ( ))M T t W T t  變數結果如下：

1 1
1

1

2 2
1 1 1 1

1

1

( )

1 1

1 1
( ) (2 )

2 2( )1 1
1 1

1 1

1 1

part two  ( '(0)exp((1 ) ) )

2(2 )
                           

( ) 2 ( )

            ( '(0)exp((1 ) ) )

            

b b
r T t

k w

w T t m w
T t

b

k

e S k w w K

m w
e dm dw

T t T t

S k w w K

 

 



 



 

   


   




 

   

 


2 2

1 1 1 1
1

2 2
1 1 1 1 1

1

1 1
( ) ( )

2 2( )

1

1 1
( ) ( ) (2 )

2 2( )

1

1

1
       [

2 ( )

                                                ] 

            '(0)exp((1 ) ) (1) (2)

         

r T t w T t w
T t

r T t w T t b w
T t

e
T t

e dw

S k w I KI

 

 





     


      







  

1                          '(0)exp((1 ) ) (3) (4)                          (3.2.12)S k w I KI  
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其中 

2
1 1 1 11

1

2
1 1 11

1

2
1 1 1 1 11

1

2
1 1 1 1

1

1
( )

2( )

1

1

1
( )

2( )

1

1

1
( ) (2 )

2( )

1

1

2 2
( )

( ) (

1

1
(1) ,

2 ( )

1
(2) ,

2 ( )

1
(3)

2 ( )

1
      

2 ( )

w r T t w wb
T t

k

r T t w wb
T t

k

w r T t w b wb
T t

k

w r T t w b
T t T

I e dw
T t

I e dw
T t

I e dw
T t

e
T t

 



 

 









   


   


    


    
 



















2
1 1 11

1 1

2
1 1 1 11

1

2 2
1 1 1 1 1 11

1 1 1

1

) 2( )

1

1
( ) (2 )

2( )

1

1

2 2 1
( )

( ) ( ) 2( )

1

1

1
(4)

2 ( )

1
      

2 ( )

b w wb
t T t

k

r T t w b wb
T t

k

r T t w b b w wb
T t T t T t

k

dw

I e dw
T t

e dw
T t












    


     
  













 

上述四個積分式配方法後可由通式表示： 

2 2 2
1 1 1 1 11 1

1 1

2 21 1
1

1

1

1

1 1 1
( ( )) ( )

2( ) 2( ) 2

1 1

1 1

11 1( ( ))( )
( )2 2

1
( ( ))

( )

1 1

2 ( ) 2 ( )

1
                                                  

2

w w w T t T tb b
T t T t

k k

b T tT t y
T t

k T t
T t

e dw e dw
T t T t

e e dy

    

 



 



       
 

   


 



 



 

          (3.2.13)

 

其中令 1 1

1

( )

( )

w T t
y

T t

 



，變數變換後使得積分式能以計算成累積常態函數，將 

(3.2.6) 1b 以及(3.2.7) k 代入可得： 

2
1 11

1

2
1

2
1

1

2( )

1

1

1
( )

1 1 12

1 1

1 1 1
( )

2

1

1

2 ( )

( ) ( )
            [ ( ) ( )]

( ) ( )

1
(ln (1 ) ) ( )

'(0)
            [ ( )

( )

                                   

w wb
T t

k

T t

T t

e dw
T t

b T t k T t
e N N

T t T t

B
k w T t

S
e N

T t

 

 

 



 

 


 


 

 



   
 

 

   






1 1

1

1
(ln (1 ) ) ( )

'(0)
     ( )]           (3.2.14)

( )

K
k w T t

S
N

T t

 


   



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根據(3.2.14)，積分式 (1)I 中的係數為 2

1 1

1
( ) ( )

2
r T t T t      以及

    ，所以 2

1

1
( ) 0

2
T t    ，因此 (1)I 如下： 

1 1

1

1 1

1

1
(ln (1 ) ) ( )( )

'(0)
(1) ( )

( )

1
(ln (1 ) ) ( )( )

'(0)
                                        ( )

( )

B
k w T t

S
I N

T t

K
k w T t

S
N

T t

  


  


    




    




 

 

根據(3.2.14)，積分式 (2)I 中的係數為 2

1 1

1
( ) ( )

2
r T t T t      以及  ，所

以 2

1 1

1
( ) ( )

2
T t r T t      ，因此 (2)I 如下： 

1

1 1
( )

1

1 1

1

1
(ln (1 ) ) ( )

'(0)
(2) [ ( )

( )

1
(ln (1 ) ) ( )

'(0)
                                        ( )]

( )

r T t

B
k w T t

S
I e N

T t

K
k w T t

S
N

T t

 


 


 

   




   




 

 

根據(3.2.14)，積分式 (3)I 中的係數為
2

2 1
1 1

1

21
( ) ( )

2 ( )

b
r T t T t

T t
      


以及

1

1

2

( )

b

T t
    


，所以 2

1 1

1
( ) 2 ( )

2
T t b       ，因此 (3)I 如下： 

1

2 1 1(ln (1 ) )( )
'(0)

1

1 1 1

1

1
(ln (1 ) ) ( )( )

'(0)
(3) [ ( )

( )

1 2
(ln (1 ) ) (ln (1 ) ) ( )( )

'(0) '(0)
                       ( )]

( )

B
k w

S

B
k w T t

S
I e N

T t

K B
k w k w T t

S S
N

T t

  


  


   
 

  
     




       




 

根據(3.2.14)，積分式 (4)I 中的係數為
2

2 1
1 1

1

21
( ) ( )

2 ( )

b
r T t T t

T t
      


以及

1

1

2

( )

b

T t
  


，所以 2

1 1 1

1
( ) ( ) 2

2
T t r T t b        ，因此 (4)I 如下： 
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1 1

2 1 1( ) (ln (1 ) )
'(0)

1

1 1 1

1

1
(ln (1 ) ) ( )

'(0)
(4) [ ( )

( )

1 2
(ln (1 ) ) (ln (1 ) ) ( )

'(0) '(0)
                       ( )]

( )

B
r T t k w

S

B
k w T t

S
I e N

T t

K B
k w k w T t

S S
N

T t






 


  
 

    
    




      




 

 

 結合(3.2.11)，(3.2.12)以及上述四條積分式，推導出期初上方出局障礙選

擇權價格一次積分式： 

2 2 2 2
1 1

1 1 1

1 1 1 1
(2 )

2 2 2 2

1

1

1

1
(0) { ( )

2

              [ '(0)exp((1 ) ) (1) (2)

                                   '(0)exp((1 ) ) (3) (4)]}              (3.2.15)

w t w w t b wb
rt t t

V e e e
t

S k w I KI

S k w I KI dw

   







    



 

  

  



 

 

由於公式(3.2.15)一次積分式我們無法積分，故我們使用 matlab 中的數值積分

辛普森法對(3.2.15)做積分。 

 

第三節 支付兩期隨機連續型股利率近似離散型股利的數學模型基礎假設 

 

本節推導支付兩期隨機連續股利率近似離散型股利之上方出局障礙選擇權

評價公式，支付兩期股利與支付一期股利推導方法大致相同。首先，我們依然假

設支付兩期離散股利之股價服從對數常態分配，並且將股價過程分成三部分，分

別為第一次除息日 1t 前、第一次除息後至第二次除息日 2t 前以及第二次除息後，

其中第一次除息前股價過程與(3.1.1)相同，第二段股價過程將(3.1.2)到期日T

提前至 2t ，而我們延伸模型四推導過程求得第三段股價過程，如下所示： 

2 1 2 1 2 1

2 2 1

2 2 2

( ) (0)exp[ (1 )(1 ) ( )

                      (1 ) ( ( ) ( ))]

                      [ ( ) ( ( ) ( ))]            (3.3.1)

S t S t k k k k W t

k W t W t

t t W t W t t t T

 



 

     

  

     
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經過整理後，依序股價過程如下： 

1
1 1

( ( )- (0))

1

( ) ( ( ) (0)) ( ( ) (0))

1 2

( ) (0)                                                  0           (3.1.1)

( ) (0)                                 (3.1.2)

( ) (0)e

t W t W

k
t k W t W W t W

t

S t S e t t

S t S e t t t

S t S

 

  



    

  

  

 2 1 2 1 2 1

2 2 1

2 2 2

xp[ (1 )(1 ) ( )

                      (1 ) ( ( ) ( ))]

                      [ ( ) ( ( ) ( ))]                          (3.3.1)

t k k k k W t

k W t W t

t t W t W t t t T

 



 






    
   

      


 

 

我們定義一個在風險中立機率測度 P 新的標準布朗運動 2 2( )W t t 如下： 

         2 2 2 2( ) ( ) ( )               W t t W t W t t t T     

使用定理 2.3 將 2 2( )W t t 轉換測度至 P 下，使得： 

2
22 2 2 2

( )
( ) ( )                  (3.3.2)

t t
W t t W t t t t T






       

藉由(3.1.3)、 (3.1.7) 以及(3.3.2)，將(3.3.1)改寫成如下： 



 
1 2 1

1 22 2 1 2 2

( ) ''(0)exp[(1 )(1 ) ( )

                    (1 ) ( ) ( )]       (3.3.3)

S t S k k W t

k W t t W t t t t T



 

  

      
 

其中 1 2 1 1 2 2 2''(0) (0)exp( ( 1) )S S k k k t k k t       。由(3.1.3)、 (3.1.7) 以及

(3.3.2)，經過定理 2.3 轉換測度後，三段股價隨機過程分別如下： 



 



( )

1

1 1 1 1 1 2

1 2 1

2

( ) (0) ,                                                         0    

( ) '(0)exp((1 ) ( ) ( ))              

( ) ''(0)exp[(1 )(1 ) ( )

                    (1 )

W tS t S e t t

S t S k W t W t t t t t

S t S k k W t

k



 





  

     

  

   
1 22 1 2 2( ) ( )]       W t t W t t t t T    

 

 

第四節 支付兩期股利之障礙選擇權模型推導 

 

使用定理2.1反射定理以及定理2.2求出布朗運動過程最大值與布朗運動的

聯合機率分配，有了聯合機率分配，便可利用期望值方法計算障礙選擇權期初價
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格。 

 

1. 布朗運動過程最大值與布朗運動聯合機率分配 

除息前後布朗運動過程最大值如下： 

 
2

2 22 2( ) max ( ),
t t T

M T t W T t
 

    

根據定理 2.2 求得第二次除息後的聯合機率分配，參照(2.3.9)求得

 
2 2( ( ), ( ))M t W t 聯合機率分配如下： 


 

2
2 2

2

22

1
(2 )

2( )2 2
2 2 2 2 2,

2 2

2(2 )
( , ) , , 0     (3.3.4)

( ) 2 ( )

m w
T t

M W

m w
f m w e w m m

T t T t

 


  
 

 

根據定理 2.3，定義轉換因子 

       
 2

2 2 2

1
( ) ( )

2
2 2( ) ,                          (3.3.5)

W T t T t

Z T t e t t T
    

     

藉由 Steven E. Shreve(2004)中的 Lemma 5.2.1，結合(3.3.4)與(3.3.5)，推得

在測度 P 下聯合機率分配如下： 


 

2 2
2 2 2 2

2

2 2

1 1
( ) (2 )

2 2( )2 2
2 2 2 2 2,

2 2

2(2 )
( , ) , , 0         (3.3.6)

( ) 2 ( )

w T t m w
T t

M W

m w
f m w e w m m

T t T t

 



   


  
 

整理上述(3.2.1)、 (3.2.4) 以及(3.3.6)分別的聯合機率分配： 


 


 

2 2
1

1

2 2
1 2 1 1 1

2 1

1 1

1 1
(2 )

2 2

1,

1 1

1 1
( ) (2 )

2 2( )1 1
1 1 1 1 1 1 2,

2 1 2 1

2(2 )
( , )                                   , , 0        0

2

2(2 )
( , )    , , 0    

( ) 2 ( )

w t m w
t

M W

w t t m w
t t

M W

m w
f m w e w m m t t

t t

m w
f m w e w m m t t t

t t t t

 

 





  

   



    


    

 


 

2 2
2 2 2 2

2

2 2

1 1
( ) (2 )

2 2( )2 2
2 2 2 2 2 2,

2 2

   

2(2 )
( , )  , , 0   

( ) 2 ( )

w T t m w
T t

M W

m w
f m w e w m m t t T

T t T t

 



   


    
 

 

2. 使用期望值方法求得障礙選擇權訂價公式 

利用(3.2.1)、 (3.2.4) 以及(3.3.6)聯合機率分配，推算近似兩期離散型

股利股票障礙選擇權的 payoff。根據第二章第三節所述，上方出局買權障礙選
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擇權在存續期間標的物股價必頇並無觸碰到障礙價格，另外到期日標的物價格必

頇大於執行價格，此選擇權在到期日才能執行，故在考慮到期日選擇權 payoff

時必頇加入下述條件： 

i. 在配息前
10 t t  ，股價最大值必頇小於障礙價格 B ： 


1

( )

1(0)            0
M t

S e B t t
 

    

經過移項之後，定義
1( )M t b ，推得配息前布朗運動最大值上限為： 

1
ln                                                   (3.2.5)

(0)

B
b

S
                            

並且因為 (0)B S ，所以 0b  。 

ii. 在配息後 1t t T  ，近似連續型股利率的股價最大值必頇小於障礙價格

B ： 

 
1 1 1 1 1'(0)exp((1 ) ( ) ( ))           S k W t M T t B t t T        

經過移項之後，定義
1 1 1( )M T t b  ，推得配息後布朗運動最大值上限為： 


1 1 1

1
(ln (1 ) ( ))                                    (3.3.8)

'(0)

B
b k W t

S



                       

在選擇權不失效前提下 
1 1'(0)exp((1 ) ( ))S k W t B  ，所以 1 0b  。 

iii. 在第二次配息後 2t t T  ，近似連續型股利率的股價最大值必頇小於障

礙價格 B ： 

  
1 21 2 1 2 2 1 2 2''(0)exp[(1 )(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )]      S k k W t k W t t W t t B t t T           

 

經過移項之後，定義
1 1 1( )M T t b  ，推得配息後布朗運動最大值上限為： 

 
12 2 2 1 1 2 1

1
ln (1 ) ( ) (1 )(1 ) ( )           (3.3.9)

''(0)

B
b k W t t k k W t

S
                           

在選擇權不失效前提下  
11 2 1 2 2 1''(0)exp[(1 )(1 ) ( ) (1 ) ( )]S k k W t k W t t B       ，

所以 2 0b  。 
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iv. 到期日標的物價格必頇大於執行價格K ，(3.3.3)式視為標的物到期日

價格，股價與執行價格關係如下： 



 
1 2 1

1 22 2 1 2

( ) ''(0)exp[(1 )(1 ) ( )

                    (1 ) ( ) ( )]

S T S k k W t

k W t t W T t K



 

  

     
 

經過移項之後，定義
2 2( )W T t k  ，推得到期日布朗運動

2 2( )W T t 下限為： 

 
12 2 1 1 2 1

1
ln (1 ) ( ) (1 )(1 ) ( )            (3.3.10)

''(0)

K
k k W t t k k W t

S
        

 

因此，考慮支付兩期離散型股利的上方出局股票障礙選擇權在到期日的價值

如下： 

  

   

1 21 2 1 2 2 1 2

2 12 2 2 2 1 1 1

( ) ( ''(0)exp[(1 )(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )] )

                                        { ( ) , ( ) , ( ) , ( ) }

V T S k k W t k W t t W T t K

I W T t k M T t b M T t b M t b

          

       
 

利用風險中立訂價公式： 

 ( )( ) [ ( ) | ( )],         0                  (3.3.11)r T tV t E e V T F t t T     

當 0t  ，考慮支付一期離散型股利的上方出局股票障礙選擇權在期初的價值為

(0) [ ( )]rTV E e V T 。由條件四得知如果  
11 2 1 2 2 1''(0) exp[(1 )(1 ) ( ) (1 ) ( )]S k k W t k W t t K       ，

表示 0k  ，則  
2 22 2( ( ), ( ))M T t W T t  的積分區域為 2 2 2 2 2{( , ); }m w k w m b   ，反之，如

果  
11 2 1 2 2 1''(0)exp[(1 )(1 ) ( ) (1 ) ( )]S k k W t k W t t K       ，表示 0k  ，則

 
2 22 2( ( ), ( ))M T t W T t  的積分區域為 2 2 2 2 2 2{( , ); ,0 }m w k w m m b    ，結合上述，積分區

域可描述成 2 2 2 2 2 2 2{( , ); , }m w k w b w m b    ，其中 2w表示 2w 與 0兩者取最大者

2max{ ,0}w 。而  
1 1( ( ), ( ))M t W t 以及  

1 12 2( ( ), ( ))M t W t 積分區域分別為{( , ); ,0 }m w w b m b    

以及 1 1 1 1 1 1{( , ); ,0 }m w w b m b     。 
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因此考慮支付兩期離散型股利的上方出局股票障礙選擇權在期初的價值如下： 

2 2
11 1 2 2

1

2

2 2
1 2 1 1 1

2 1

1 1
(2 )

2 2

0 0
1 1

1 1
( ) (2 )

2 2( )1 1

2 1 2 1

2 2

2(2 )
(0) ( ( ) )  

2

2(2 )
                       

( ) 2 ( )

2(2 )
                       

(

w t m wb b b b b b
trT

k w

w t t m w
t t

m w
V e S T K e

t t

m w
e

t t t t

m w

T

 

 







  


 

   



 



 



      




2 2

2 2 2 2
2

1 1
( ) (2 )

2 2( )

2 2 1 1

2 2

       (3.3.12)
) 2 ( )

w T t m w
T t

e dm dw dm dw dmdw
t T t

 



   


 

 

 

3. 計算考慮支付兩期離散型股利的上方出局股票障礙選擇權期初價格 

(3.3.12)分別對 2 2 1dm dw dm dm， ， ， 積分，因此導出(3.3.13)如下： 

2 22
1 1 1

1 1

2 22
1 1 12 1 1 2 1

2 1 2 1

1 11 (2 )
2 22

1

1 11 (2 )( ) ( )
2( ) 2( )2

2 1

1 2 2 1

1
(0) { ( )

2

1
           ( )

2 ( )

            [ ''(0)exp( (1 )(1 ) (1 ) ) (1)

w b wb b rt w t
t t

w b wr t t w t t
t t t t

V e e e
t

e e e
t t

S w k k k w J KJ

 

 





 

    

 

      
 

 

 


     

 

1 2 2 1 1

(2)

                  ''(0)exp( (1 )(1 ) (1 ) ) (3) (4)]}      (3.3.13)S w k k k w J KJ dw dw      

其中 

2

2

2 2

2 2 2

2 2

( ) 2 2 2

2 2

2 2
2 2 2

2( ) 2 2

2 2

( ) 2

( )( ) ( )( )
(1) [ ( ) ( )]

( ) ( )

( ) ( )
(2) [ ( ) ( )]

( ) ( )

2 2
( )( ) ( )( )

(3) [ ( ) ( )]
( ) ( )

(4)

r T t

b

r T t b

b T t k T t
J N N

T t T t

b T t k T t
J e N N

T t T t

b b
b T t k T t

J e N N
T t T t

J e

 



   

 

   
 

 



  

     
 

 

   
 

 

       

 
 



2 2
2 2 2

2 2

2 2

2 2
( )( ) ( )( )

( )
[ ( ) ( )]

( ) ( )

b b
b T t k T t

T t
N N

T t T t

 


     



 

 

根據(3.2.14)，積分式 (1)J 中的係數為 2

2 2

1
( ) ( )

2
r T t T t      以及

    ，所以 2

2

1
( ) 0

2
T t    ，因此 (1)J 如下： 

2 2 2

2 2

( )( ) ( )( )
(1) ( ) ( )

( ) ( )

b T t k T t
J N N

T t T t

        
 

 
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根據(3.2.14)，積分式 (2)J 中的係數為 2

2 2

1
( ) ( )

2
r T t T t      以及  ，

所以 2

2 2

1
( ) ( )

2
T t r T t      ，因此 (2)J 如下： 

2( ) 2 2 2

2 2

( ) ( )
(2) [ ( ) ( )]

( ) ( )

r T t b T t k T t
J e N N

T t T t

      
 

 
 

 

根據(3.2.14)，積分式 (3)J 中的係數為
2

2 2
2 2

2

21
( ) ( )

2 ( )

b
r T t T t

T t
      


以及

2

2

2

( )

b

T t
    


，所以 2

2 2

1
( ) 2 ( )

2
T t b       ，因此 (3)J 如下： 

22 ( ) 2 2 2 2

2 2

( )( ) 2 ( )( )
(3) [ ( ) ( )]

( ) ( )

b b T t k b T t
J e N N

T t T t

             
 

 
 

 

根據(3.2.14)，積分式 (4)J 中的係數為
2

2 2
2 2

2

21
( ) ( )

2 ( )

b
r T t T t

T t
      


以及

2

2

2

( )

b

T t
  


，所以 2

2 2 2

1
( ) ( ) 2

2
T t r T t b        ，因此 (4)J 如下： 

2 2( ) 2 2 2 2 2

2 2

( ) 2 ( )
(4) [ ( ) ( )]

( ) ( )

r T t b b T t k b T t
J e N N

T t T t

          
 

 
 

 

由於公式(3.3.13)兩次積分式我們無法積分，故我們使用 matlab 中的數值積分

辛普森法對(3.3.13)做積分。 
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第四章 模型模擬數值分析結果與財務議題探討 

 

本章節討論模型模擬數值分析以及財務議題探討，第一節討論特殊情況股利

為零時，本文推導支付隨機連續股利率近似離散型股利之上方出局股票障礙選擇

權公式結果是否與(2.3.11)結果相同，第二節利用敏感度分析圖分析各參數之間

關係是否符合真實情況，第三節討論本文數值結果與蒙地卡羅數值結果比較。 

 

第一節 特殊情況 

1. 當支付一期離散股利為零時，我們驗證本文支付隨機連續股利率近似離散型

股利之上方出局股票障礙選擇權公式(3.2.15)是否與上方出局選擇權封閉解

(2.3.11)相同，而本文使用 Matlab 中的數值積分辛普森法計算(3.2.15)，如表

4.1 所示，當 0.03r  、 0.2  、 50K  、 65B  、 1T  、 1 0.5t  、 1 0c  ，期

初股價 (0) {44,46,48,50,52}S  ，則封閉解減去數值積分的誤差大約為 610 。 

 

期初股價   44 46 48 50 52 

封閉解   1.00632706 1.251835 1.459959 1.601375 1.653843 

數值積分   1.006327205 1.25184 1.459957 1.601373 1.653842 

誤差   -1.44794E-07 -4.6E-06 1.61E-06 1.81E-06 9.21E-07 

表 4.1 一期股利特殊事件封閉解與數值積分 

 

2. 當支付兩期離散股利為零時，我們驗證本文支付隨機連續股利率近似離散型

股利之上方出局股票障礙選擇權公式(3.3.13)是否與上方出局選擇權封閉解

(2.3.11)相同，而本文使用 Matlab 中的數值積分辛普森法計算(3.3.13)，如表

4.1 所示，當 0.03r  、 0.2  、 50K  、 65B  、 1T  、 1 0.5t  、 1 0c  ，期

初股價 (0) {47,49,51,53,55}S  ，則封閉解減去數值積分的誤差大約為 510 。 
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期初價格 47 49 51 53 55 

封閉解 0.582992565 0.555573539 0.512992197 0.45750672 0.391711479 

數值積分 0.582967948 0.555530534 0.51298405 0.457507056 0.391714897 

誤差 2.4617E-05 4.30048E-05 8.14725E-06 -3.35845E-07 -3.41852E-06 

表 4.2 兩期股利特殊事件封閉解與數值積分 

 

3. 判斷可能誤差原因有二： 

i. 數值積分辛普森法所造成的誤差。 

ii. 計算機小數點進位誤差。 

 

第二節 模型參數比較 

 

1. 使用敏感度分析比較期初股價與股利的關係，當 0.03r  、 0.2  、 50K  、

65B  、 1T  、 1 0.5t  ，股利設定為 1 {1,2,3}c  ，期初股價設定為

(0) {45,50,55,60,64}S  ，如圖 4.1 所示，在固定到期日的情況下，當期初價格偏離

障礙價格越遠，選擇權價格越低，並且隨著股利越高，選擇權價格也越低，這符

合當股價越低，買權價格越小的性質，而期初股價高過 55時，選擇權價格開始

下降，並且當股價接近障礙價格 65時，三種股利的選擇權價格相當接近，這符

合當期初股價越靠近障礙價格，上方出局障礙選擇權價格越小以及受到股利變動

影響也越小。 

2. 使用敏感度分析比較存續期間與股利的關係，當 0.03r  、 0.2  、 50K  、

65B  、 (0) 50S  、 1 0.5t  ，股利設定為 1 {0.6,2.4}c  ，存續期間設定為

{1, 2,3}T  ，如圖 4.2，存續期間與選擇權價格關係與事實相符，存續期間越長，

選擇權股價越低；然而股利高者在存續期間為 1時選擇權價格比起股利低者較

低，而與存續期間為 3時相反，推測原因是因為短期間內股價受到股利影響較

大，故股利高者選擇權價格較低，而當存續期間拉長，在期間內股利低者的股價

有較多的機會觸碰到障礙價格而失效，所以選擇權價格較低。 
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圖 4.1 期初股價與股利關係 

X軸表示期初股價，Y軸表示選擇權價格 

參數設定： 0.03r  、 0.2  、 50K  、 65B  、 1T  、 1 0.5t   
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圖 4.2 存續期間與股利關係 

X軸為存續期間，Y軸為選擇權價格， 

參數設定： 0.03r  、 0.2  、 50K  、 65B  、 (0) 50S  、 1 0.5t   
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第三節 本文數值結果與蒙地卡羅數值結果比較 

 

1. 使用股利變動之敏感度分析比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果，當

0.03r  、 0.2  、 50K  、 65B  、 (0) 50S  、
1 0.5t  ， 1T  ，股利設定為

1 {0.3,0.6,0.9,..., 2.7,3}c  ，如圖 4.3 所示，本文數值積分結果隨著股利增加而選

擇權價格遞減，並且落在蒙地卡羅信賴區間內。 
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圖 4.3 股利變動比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果 

X軸為股利，Y軸為選擇權價格 

參數設定： 0.03r  、 0.2  、 50K  、 65B  、 (0) 50S  、 1 0.5t  ， 1T   

 

2. 使用期初股價變動之敏感度分析比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果，當

0.03r  、 0.2  、 50K  、 65B  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 1T  ，期初股價設定為

(0) {46,47,48,...,54,55}S  ，如圖 4.4 所示，因為期初股價越低，買權價值越低，

而當股價靠進障礙價格，契約越容易失效，所以選擇權價格下降，另外，本文數

值結果落在蒙地卡羅信賴區間內。 
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股票價格敏感度分析
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圖 4.4 期初股價變動比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果 

X軸為期初股價，Y軸為選擇權價格 

參數設定： 0.03r  、 0.2  、 50K  、 65B  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 1T   

 

3. 使用執行價格變動之敏感度分析比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果，

當 0.03r  、 0.2  、 (0) 50S  、 65B  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 1T  ，執行價設定

為 {47,49,51,53,55,57}K  ，如圖 4.5 所示，因為執行價越高，買權價值越低，

當執行價格逼近障礙價格，選擇權價格逼近零，並且本文數值結果落在蒙地卡羅

信賴區間內。 

 

4. 使用障礙價格變動之敏感度分析比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果，

當 0.03r  、 0.2  、 50K  、 (0) 50S  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 1T  ，障礙價格設

定為 {57,59,61,...,73,75}B  ，如圖 4.6 所示，因為障礙價格越接近期初價格，越

容易使得契約失效，而當障礙價格逼近期初股價時，選擇權價格接近零，另外，

本文數值結果落在蒙地卡羅信賴區間內。 
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圖 4.5 執行價格變動比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果 

X軸為執行價格，Y軸為選擇權價格 

參數設定： 0.03r  、 0.2  、 (0) 50S  、 65B  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 1T   
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圖 4.6 障礙價格變動比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果 

X軸為障礙價格，Y軸為選擇權價格 

參數設定： 0.03r  、 0.2  、 50K  、 (0) 50S  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 1T   
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5. 使用無風險利率變動之敏感度分析比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結

果，當 65B  、 0.2  、 50K  、 (0) 50S  、
1 1c  、

1 0.5t  ， 1T  ，無風險利

率設定為 {0.014,0.018,0.022,...,0.046,0.05}r  ，如圖 4.7 所示，利率上升，蒙地

卡羅結果以及無發放股利上方出局股票選擇權價格皆上升，與本文數值結果相

同，另外，本文數值結果落在蒙地卡羅信賴區間內。 
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圖 4.7 無風險利率變動比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果 

X軸為無風險利率，Y軸為選擇權價格 

參數設定： 65B  、 0.2  、 50K  、 (0) 50S  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 1T   

 

6. 使用波動度變動之敏感度分析比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果，當

0.03r  、 65B  、 50K  、 (0) 50S  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 1T  ，波動度設定為

{0.1,0.2,0.3,...,0.9,1}v  ，如圖 4.8 所示，因為波動度越大，股價區間越大，下方

越容易低於執行價，上方越容易高於障礙價格，另外，本文數值結果落在蒙地卡

羅信賴區間內。 
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波動度敏感度分析
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圖 4.8 波動度變動比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果 

X軸為波動度，Y軸為選擇權價格 

參數設定： 65B  、 0.03r  、 50K  、 (0) 50S  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 1T   

 

7. 使用除息日變動之敏感度分析比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果，當

0.03r  、 0.2  、 50K  、 (0) 50S  、 1 1c  、 65B  ， 1T  ，除息日設定為 

1 {0.1,0.2,0.3,...,0.8,0.9}t  ，如圖 4.9 所示，除息日越接近到期日，蒙地卡羅結

果下降，與本文數值結果相同，然而，依據模型一的近似模型，當股利越早發放，

則選擇權價格越低的結果相反，這可能是模型一近似模型有問題，另外，本文數

值結果落在蒙地卡羅信賴區間內。 

 

8. 使用存續期間變動之敏感度分析比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果，當

0.03r  、 65B  、 50K  、 (0) 50S  、 1 1c  、 1 0.5t  ， 0.2v  ，存續期間設定

為 {0.6,0.7,0.8,...,1.4,1.5}v  ，如圖 4.10 所示，因為股價 drift 項為正數，表示

股價整體擁有上升的趨勢，所以當存續期間越長，上方越容易觸碰障礙價格，另

外，本文數值結果落在蒙地卡羅信賴區間內。 
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圖 4.9 除息日變動比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果 

X軸為除息日，Y軸為選擇權價格 

參數設定： 65B  、 0.03r  、 50K  、 (0) 50S  、 1 1c  、 0.2v  ， 1T   
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圖 4.10 存續期間變動比較本文數值結果與蒙地卡羅數值結果 

X軸為存續期間，Y軸為選擇權價格 

參數設定： 65B  、 0.03r  、 50K  、 (0) 50S  、 1 1c  、 0.2v  ， 1 0.5t   
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第五章 結論以及後續研究 

 

第一節 結論 

 

 傳統支付離散股利之股票障礙選擇權並沒有精確解，本文推導支付隨機連續

型股利近似離散股利之上方出局股票障礙選擇權公式，使用數值積分得到精確

解，本文模型結果符合財務意涵，並且敏感度分析的結果皆落於蒙地卡羅信賴區

間之內，證明我們推導公式相當穩定且精確。 

 

第二節 後續研究 

 

1. (3.2.15)無封閉解，使用數值積分辛普森法會造成計算上的誤差，為了使誤

差降至可容忍的範圍，可以考慮對(3.2.15)指數項展開泰勒展開式，使得控制誤

差在合理範圍，另外一種作法是對常態累積分配函數做五項近似展開，但以上兩

種計算上皆為複雜，較難以計算。 

 

2. 可將模型四延伸至其他支付離散股利路徑相關選擇權上應用，譬如回顧選擇

權…等等。 
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