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使用強韌叢集演算法的叢集整合技術 

學生：石耿維                                          指導教授：王才沛 

國立交通大學多媒體工程研究所 碩士班 

 

摘要 

本論文研究目的在於探討強韌的叢集演算法（robust clustering）應用在叢集整和

（cluster ensemble）技術上的分析。叢集整合演算法包括三個主要的部份：1.產生個別

分群的叢集演算法、2.將個別分群用一個資料結構來整合各結果、3.如何由這個整合的

資料結構來得出最終的分群。第一部份我們將使用強韌叢集演算法（robust clustering）

做分群，本論文中將會使用NC（Noise Clustering）及PFCM（Possibilistic Fuzzy c-Means 

Clustering）作為個別分群的叢集演算法，第二部份我們將使用代表資料點兩兩關係的

co-association矩陣來紀錄各個叢集後的結果，第三部份接著再從co-association矩陣中利

用階層式叢集演算法（hierarchical agglomerative clustering algorithm）找出最終分群結果

並去除雜訊。最終分群的結果好壞會利用NMI（normalized mutual information）做最後

分析。測試的資料中我們會用各種資料，包涵高斯、曲線，分析各種叢集演算法後的結

果，有雜訊和無雜訊對叢集整合的影響，以及從最後階層樹中分析出最終的分群數目。 
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Robust clustering for cluster ensemble 

Student：Keng-Wei Shih                                Advisor：Tsai-Pei Wang 

Institute of Multimedia Engineering 

College of Computer Science 

National Chiao Tung University 

 

ABSTRACT 

In this paper, we discuss using robust clustering for cluster ensembles. Cluster ensemble 

algorithms include three main parts: (1) Generate clusters by applying different clustering 

algorithms; (2) combine multiple results as a data structure; (3) find the clustering result from 

data structure. In the first part, we use robust clustering algorithm to generate multiple 

clustering results. Robust clustering algorithms used include noise clustering (NC) and 

possibilistic fuzzy c-means clustering (PFCM). In the second part, we use co-association 

matrix to organize clusters. In the third part, we discard noises from the co-association matrix 

and then use hierarchical agglomerative clustering algorithm to find the final cluster. The 

quality of combination results can be evaluated with normalized mutual information (NMI). 

The data sets, used for testing include Gaussian and half rings with or without noise.  
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第一章 簡介 

1.1 研究動機 

隨著資訊科技的進步，資料越來越多且繁雜，如何能夠有效的將資料分類，或是從

一群資料中找出有意義的資訊，一直都是一個很重要的議題。資料叢集（data clustering）

從過去到現在一直被廣泛的探討，其應用非常廣，如：資料組織與分類、圖形檔案壓縮、

影像分析、機器學習等，叢集的方法有很多種[13]，舉例，像是階層式叢集演算法

（hierarchical clustering），階層式演算法主要是根據鄰近的點互相做結合，結合成樹狀

結構，無法根據整體資料形狀或是大小當作依據來做結合，而且當資料結合後就不會再

改變。另外，分割式叢集演算法（partitional clustering）其中像是清晰式（crisp）的叢

集演算法（hard c-means; HCM），其每個資料點只能表示屬於一個叢集，另一種是模糊

的叢集演算法（Fuzzy c-means; FCM），每個資料點對每個叢集都有一個歸屬程度。HCM

和FCM皆可以依資料的形狀或大小當作依據做分群，使其更有彈性，所以常被用來偵

測例如，線段、曲線、圓形、或特定形狀[14][15][16]，但分割式叢集演算法無法預先知

道分群的數目，而且當有雜訊時對分群的結果也會有很大的影響。 

現實的資料中，雜訊是不可避免的問題，一個好的叢集演算法應該要能夠有處理雜

訊的能力，過去已經有許多強韌叢集演算法（robust clustering）用來解決雜訊的問題，

像是在FCM中將雜訊視為一個虛擬的“雜訊叢集”，定義雜訊雛型（Noise Prototype）的

雜訊叢集法（noise clustering; NC）[1]。利用可能性去分析的可能性C均值（Possibilistic 

c-Means; PCM）[2]、模糊可能性C均值（Fuzzy Possibilistic c-Means; FPCM）[3]、可能

性模糊C均值（Possibilistic Fuzzy c-Means; PFCM）[4]，以上方法共通的目的都是希望

能夠降低雜訊對正確叢集的歸屬程度。NC定義將虛擬雜訊叢集和所有點為一個固定距

離，依距離值大小來區分雜訊跟資料，距離的大小會決定資料點於虛擬雜訊叢集的歸屬



 

 
 

2 

程度。而可能性的叢集演算法則會受到初始直影響最終分群，所以以上最終分群結果都

會受到參數設定的影響。 

  叢集演算法的種類眾多，且一直都有新的叢集演算法出現，但是各個方法所適用的

資料組特性以及所能找出的叢集特性都有其限制的，與其發展出一個應用範圍廣且高效

能的叢集演算法，[5]中提到一個有效的方法是使用叢集整合（cluster ensemble）技術，

其方法是對同一組資料產生多個不同的叢集結果，再整合這些個別的結果來產生一個更

穩定且正確性更高的分群。而且叢集整合非常適合用於平行與分散式系統的資料處理，

將資料分散在不同地方計算在加以整合。近幾年有許多叢集整合的相關研究但只有少數

的研究有針對雜訊的處理。[7]的做法是事先做雜訊過濾後再做叢集整合，[6]是利用

co-association矩陣來辨認雜訊的方法，但還是需由使用者指定要去除的雜訊點比例。 

  有雜訊的資料做叢集整合在正確性上會有很大的影響，本篇論文中，將使用叢集整

合技術，並將強韌叢集演算法（robust clustering）作為叢集整合的叢集演算法，把各個

分群後的結果做一個整合，找出最後分群結果。 

 

1.2 章節摘要 

在第二章我們會先介紹已知的強韌叢集演算法以及叢集整合技術。第三章我們將使

用強韌叢集演算法應用在叢集整合技術，並分析整合後的結果找出雜訊，接著使用single 

link和average link演算法做最後的分群。第四章為實驗結果及討論。第五章做最後總結

及討論未來可發展的方向。 
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第二章 文獻探討 

2.1 強韌叢集演算法 

  在實際的資料中，往往會受到很多種因素，常使得資料中多了雜訊，這些雜訊容易

影響最終的分群結果，所謂的強韌（robust）指的是當使用叢集演算法做分群時，所得

到的分群結果能夠減少受雜訊的影響，而降低最終分群的嚴重錯誤[10]。目前常見的強

韌叢集演算法[1][2]中，常常在分群過程中對雜訊資料點加入了調整函數（tuning 

function），藉以希望雜訊對分群的結果等影響能夠降到最低。 

FCM 被廣泛的使用在影像處理及資料分類，主要是它透過一個矩陣來紀錄點跟叢

集的歸屬值，但在參有雜訊的資料的狀況下，雜訊點的歸屬值依然很高，故FCM的效

果很差，[1]提出一個叫雜訊叢集法（Noise Clustering; NC），此方法是在FCM中另外加

了一個虛擬的“雜訊叢集”。雜訊點對於虛擬雜訊叢集的歸屬程度較高，藉此降低雜訊點

對真正叢集的歸屬程度，另外定義了一個雜訊雛型（noise prototype）：雜訊叢集對所有

的點皆為同一距離。表示說這個距離值將會影響雜訊叢集的歸屬程度，若距離太小，則

非雜訊的點的最大歸屬值會落到雜訊叢集裡。若距離設定太大，則NC會退化成一般的

FCM。對於密度不均的叢集，雜訊叢集的距離選擇上就會有很大的瓶頸。進而也有針

對距離選擇的相關研究[8]。 

  另外，[2]提出了可能性C均值演算法（Possibilistic c-Means; PCM），它在FCM成本

函數中另外加一項來避免所有歸屬程度皆為零的叢集化結果，其中加入了”影響範圍” jη

參數，會使得雜訊會有較小的歸屬程度，以減少雜訊對分群結果的影響。比較困難的是，

jη 的初始值會影響最終分群結果，且會有產生多個重疊的叢集的頃向。 

  為了解決PCM重疊叢集的問題，[4]提出可能性模糊C均值演算法（Possibilistic Fuzzy 

c-Means; PFCM），將PCM與FCM做一個整合，改善了PCM重疊叢集的問題和雜訊影響



 

 
 

4 

FCM歸屬值問題，並增加了a和b兩個參數來微調PFCM計算中心點的membership和

typicality的比重，增加PFCM的彈性。 

 

2.2 叢集整合 

  近幾年有許多相關的研究在於結合各種分群後的結果，從中分出正確性高且穩定的

分群結果。早期關於叢集整合一篇論文[5]中說明了“知識再利用”（knowledge reuse）用

於叢集的概念，“知識”指的就是個別分群。另外論文中也指出叢集整合用於平行和分散

式運算有很好得效果。[11]中透過理論去驗證叢集整合在穩定度及的正確性的優點。 

根據[7]中叢集整合演算法包括三個主要的部份：1.產生個別分群的叢集演算法、2.

將個別分群用一個資料結構來整合各結果、3.如何由這個整合的資料結構來得出最終的

分群，從圖1可以看清楚叢集整合的架構圖。第一部份需要有多個分群的結果，在[7]中

透過k-means演算法並用不同的參數來產生不同的分群結果，[9]對於隨機初始化的

k-means做了一個穩定度和正確性的評估，以上所介紹的都是利用k-means去做分群，其

屬於硬式叢集（crisp clustering），因為分群結果只屬於一個叢集，而[9]提出了軟式叢

集整合，將叢集整合的輸入改成模糊形式的表示方式，另一個方法[12]是用投影的方式

將高維度的特徵向量（feature vectors）投影到多個隨機的低維度空間。 

關於整合多個分群結果的方式，許多研究最常使用的是co-association矩陣。

co-association矩陣是個對稱矩陣，其中矩陣中每個元素代表的是兩資料點被分在同一群

的比例，[7]即是把各個k-means的結果整合成co-association矩陣，[9]則是透過模糊的形

式，將歸屬程度表示對於叢集的強度來產生co-association矩陣。[8]提出的Cluster-based 

Similarity Partitioning Algorithm (CSPA) 也是co-association矩陣的實際應用。 

 得到最終分群的方法裡，對於未知叢集數目的狀況下，[7]中使用階層式聚合叢集
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法（Agglomerative hierarchical clustering），包涵了單一連結（single-link; SL） 、平均

連結（average-link; AL) 和[12]裡所使用的完全連結（complete-link; CL），而最終分群

使用大生命期條件（maximum-lifetime criterion）來決定，以得到階層聚合過程中最穩

定的一個分群。 

 

 
      

Φ(1) 

Φ(2) 

Φ(r) 

s(1) 

s(2) 

s(r) 

Γ S* X 

圖 1：叢集整合架構，資料點Ｘ經過各個演算法 Φ 所得到的

最終分群結果 s(r)，再經過整合函數 Γ 做整合求得到

整合資料 S*。 
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第三章 使用強韌叢集演算法的叢集整合技術 

本章我們將說明使用強韌叢集演算法應用在叢集整合技術上，我們將依照叢集整合

的三本步驟一一說明，3.1節說明使用強韌叢集演算法做分群。3.2節說明將各個分群結

果以一個資料結構表示。3.3節說明從此資料表中過濾掉雜訊後計算最後的分群。 

 

3.1 強韌叢集演算法 

以下將介紹的強韌叢集演算法都是由FCM為基礎衍生出來的演算法，我們先從

FCM開始介紹。接著會介紹雜訊叢集演算法和可能性模糊C均值演算法，並說明每個演

算法的特性。 

 

3.1.1 模糊C均值演算法  

FCM是一種根據C均值演算法衍生而來的分群法，其透過模糊邏輯的概念，希望能

進一步提升分群的效果。FCM不再像HCM每個資料點各個叢集而言只有“屬於”或“不屬

於”表示。FCM加入了模糊的概念，故資料點將不再絕對屬於任何叢集，而是以一個介

於0～1之間的數字來表示資料點的歸屬程度。假設我們有 k 個分群 kCCC ,,, 21  ，以及

n 個資料點 },,,{ 3,21 nxxxxX = ，則我們可以以一個 kn× 的矩陣 U 來表示每個資料點

與每個叢集的歸屬程度，我們以uij代表歸屬程度矩陣U的元素，指的是U中第i個資料點

對於第j個叢集的歸屬值，另外，我們以V代表k 個叢集的中心點，v i表示V中第 i 個叢

集的中心點位置。對一個資料點 xi 

niu
k

j
ij ,,2,1,1

1
=∀=∑

=

而言，它與各個叢集的歸屬值總和正好等於1： 

  (1) 

根據矩陣U和中心點矩陣V，我們可以定義FCM的目標函數（objective function）J： 
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∑∑
= =

−=
n

i

k

j
ji

m
ij vxuVUJ

1

2

1
)(),(  (2) 

其中，m 是介於[1, ∞)之間的模糊化因子。xi 與 vj 

∑
=

−

−

−
=

k

c ci

ji

ij

m

vx

vx
u

1
2

2

1
1

)(

1

之間為歐幾里得距離。更新歸屬程度

的公式為 

  (3) 

更新中心點vj

kifor
u

xu
v n

j

m
ji

n

j
j

m
ji

i ,..,2,1

1

1 ==

∑

∑

=

=

的公式為 

  (4) 

我們以[4]裡其中一個範例資料為例，其資料點分佈於圖2，包涵了兩個菱形{x1, x2, 

x3, x4, x5}、{x6, x7, x8, x9, x10}以及兩個雜訊點 x12、x11 ，其座標在表1。經過FCM（k = 

m = 2）計算後的歸屬程度矩陣 U，從表2中很明顯看到雜訊點 x12、x11 對於兩個叢集的

歸屬值皆為0.5，就算 x12很遠，但其歸屬值也是0.5，所以FCM對於資料點跟叢集的遠

近是無法分辨出來的；而且從圖2中很明顯看到，在有雜訊兩個菱形資料點的歸屬值中，

明顯的比無雜訊降低了一些，當雜訊越多，對歸屬程度的影響就更大，故FCM對於雜

訊是相當敏感的。 
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表1：範例資料座標 
資料點 X座標 Y座標 

x -6.00 1 0.00 
x -4.34 2 1.67 
x -4.34 3 0.00 
x -4.34 4 -1.67 
x -2.67 5 0.00 
x 2.67 6 0.00 
x 4.34 7 1.67 
x 4.34 8 0.00 
x 4.34 9 -1.67 
x 6.00 10 0.00 
x 0.00 11 0.00 
x 0.00 12 10.00 

 
 
 
 
 
 
 

x12 

x11 x1 

x2 

x3 

x4 

x5 x6 x8 

x7 

x9 

x10 

圖 2：範例資料，其中{x1, x2, x3, x4, x5}、{x6, x7, x8, x9, x10}為兩個分群，

資料點 x12、x11 為雜訊。 
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表2：表1範例資料經過FCM(m=2)後的歸屬程度，分為有雜訊（有x11, 

x12）和無雜訊（無x11,  x12

資料點 
） 

無雜訊U 有雜訊UFCM FCM 
x 0.98 1 0.02 0.95 0.05 
x 0.97 2 0.03 0.98 0.02 
x 0.99 3 0.01 0.99 0.01 
x 0.97 4 0.03 0.94 0.06 
x 0.96 5 0.04 0.96 0.04 
x 0.05 6 0.95 0.04 0.96 
x 0.04 7 0.97 0.02 0.98 
x 0.01 8 0.99 0.01 0.99 
x 0.03 9 0.97 0.06 0.94 
x 0.02 10 0.98 0.05 0.95 
x  11  0.50 0.50 
x  12  0.50 0.50 

 
 
 
3.1.2 雜訊叢集演算法 

雜訊叢集演算法由Dave[1]所發表，在FCM中另外定義一個虛擬的雜訊叢集，而叢

集中對每個點為一個固定距離δ，假設資料集合 },,,{ 3,21 nxxxxX = 代表 n 個資料點。

假設我們有 k 個真正叢集，我們再外加第 k+1 個叢集為虛擬雜訊叢集。而資料點 ix 於

虛擬叢集的歸屬值 *iu 為： 

∑
=

−=
k

j
iji uu

1
* 1  (5) 

其(5)中 iju 代表第 i 個資料點於第 j 個叢集的歸屬程度，這也表示資料點對真正叢集的

歸屬程度為： 

niu
k

j
ij ,,2,1,10

1
=∀≤<∑

=

 (6) 

表示說雜訊的資料點對於真正叢集的歸屬值可以是很小的值。而目標函數可以表示為： 

∑ ∑ ∑∑
= = ==

−+−=
n

i

n

i

m
k

j
ij

k

j
ji

m
ij uvxuVUJ

1 1 1

2
2

1
)1()(),( δ  (7) 

歸屬函數的更新公式： 



 

 
 

10 

∑
=

−−
−

+
−

−
=

k

c

ji

ci

ji

ij

mm
vx

vx

vx
u

1
2

2

2

2

1
1

1
1

)()(

1

δ

 (8) 

kifor
u

xu
v n

j

m
ji

n

j
j

m
ji

i ,..,2,1

1

1 ==

∑

∑

=

=  (9) 

iv 指的是 iu 的叢集中心點，另外，Dave [7]建議計算虛擬叢集的距離 2δ 為： 









−= ∑∑

= =

n

i

k

j
ji vx

kn 1 1

22 λδ , (10) 

2δ 指的是所有資料點與叢集中心點距離平方的總和取平均，λ是一個大於零的數，用來

調整 2δ 的值，而 2δ 的值將會影響最終雜訊點對於真正叢集的歸屬程度。由(8)的分母第

二項可知，所有資料點對於虛擬雜訊的距離只有一個固定值 2δ ，如果 2δ 值太小會有過

多的點會被視為雜訊，若 2δ 太大會使得虛擬雜訊叢集發揮不了作用，能夠調整 2δ 大小

的參數λ就顯得格外重要。接著我們看λ值的影響，根據表1的資料點經過雜訊叢集演算

法後，從表3中可以很明顯看到調整λ值對於歸屬程度U的影響。當λ=10 時，虛擬雜訊

叢集對真正叢集幾乎沒什麼影響，跟表2 FCM的結果差距不大，對於較遠雜訊點 x12 

的歸屬值還是很高 x12=0.42。在λ=1時，可以看出雜訊資料點 x12 對於兩個叢集的歸屬

值明顯降低至 x12=0.16，但當λ=0.1時，雖然雜訊資料點 x11、x12

2δ

的歸屬值雖然很小，

但其他資料點的歸屬值明顯的也降低許多，這表示 太小，使得所有資料點幾乎都被

視為雜訊了，故λ值的選擇將會影響最終分群的結果。 
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雜訊叢集演算法詳細步驟如下： 
 
步驟一、初始化 

   i. 隨機初始叢集的中心點 V(0) 

   ii. 設定參數k、m、λ，1<k<n，1<m 

   iii. 設定最迴圈數r=1開始，至最大迴圈數 r

2δ

max 

   iv. ε：中止條件的臨界值 

步驟二、根據公式(10)計算  

步驟三、根據公式(8)計算 rU  

步驟四、根據公式(9)更新叢集中心點 rV  

步驟五、若 ( ) ( )max
1 rrorVV rr ><− − ε 則離開，否則回到步驟二並遞增r 

 
 
 

表3：NC根據不同λ所產生的歸屬程度矩陣 
資料點 UNC U：λ=10 NC U：λ=1 NC：λ=0.1 

x 0.95 1 0.04 0.89 0.03 0.58 0.02 
x 0.97 2 0.02 0.92 0.03 0.60 0.02 
x 0.99 3 0.01 0.99 0.0 0.99 0.01 
x 0.93 4 0.06 0.89 0.04 0.60 0.02 
x 0.96 5 0.04 0.91 0.04 0.62 0.03 
x 0.04 6 0.96 0.04 0.91 0.03 0.62 
x 0.02 7 0.97 0.03 0.92 0.02 0.60 
x 0.01 8 0.99 0.01 0.99 0.01 0.99 
x 0.06 9 0.93 0.04 0.89 0.02 0.60 
x 0.04 10 0.95 0.03 0.89 0.02 0.58 
x 0.49 11 0.49 0.42 0.42 0.16 0.16 
x 0.44 12 0.44 0.21 0.21 0.03 0.03 
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3.1.3 可能性模糊C均值演算法 

可能性模糊C均值演算法（Possibilistic Fuzzy c-means; PFCM）[4]是一個整合了PCM

和FCM的強韌模糊叢集演算法，改善了FCM對於雜訊點影響的問題，並且改善了PCM

會有多個重疊叢集的問題。PFCM的目標函數為： 

∑∑ ∑ ∑
= = = =

−+−×+=
n

i

k

j

k

j

n

i

n
ijjji

n
ij

m
ijnm tvxbtauVTUJ

1 1 1 1

2

, )1()(),,( η  (11) 

其中U為FCM的歸屬程度，T為PCM的歸屬程度。 iju 和 ijt 計算如下： 

kjni
vx
vx

u
k

c ci

ji
ij

m

≤≤≤≤






























−

−
=

−

=
∑

−

1;1,

1

1

)1(
2

 (12) 

kjni

vxb
t

n

ji
j

ij ≤≤≤≤











−+

=
−

1;1,

1

1
)1(

1

2

η

 (13) 

( )

( )
ki

btau

xbtau
v n

j

n
ji

m
ji

n

j
j

n
ji

m
ji

i ≤≤
+

+
=

∑

∑

=

= 1,

1

1  (14) 

jη 是一個正整數值，根據[2]式子可以表示為 

∑

∑

=

=

−
= n

i

m
ij

n

i
ji

m
ij

j

u

vxu
K

1

1

2

η  (15) 

其中K為一個大於零的正整數，一般都是設定K=1。PFCM分群的結果決定於 jη 的值，

就像雜訊叢集演算法的 2δ ，而NC中 2δ 在每一個分群中皆相同，但在PFCM中 jη 對於每

個資料叢集都是不一樣，因此可以解釋為，在NC中，只有一個雜訊叢集，而在PFCM

中每一個真正叢集都有一個相對應的雜訊叢集。 
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從[3]中提到在PCM中，要得到正確的結果， jη 計算方式是先利用FCM做分群，接

著得到FCM的歸屬值，和叢集中心點，再計算出 jη ，帶入PCM演算法，在此PFCM也會

採用一樣的方法取得 jη 的初始值。以下介紹可能性C均值演算法的詳細步驟。 

可能性C均值演算法： 

步驟一. 初始化： 

  1. 隨機初始叢集的中心點 )0(V  

  2. 設定參數 c、m、n，1<k<n，1<m，1<n 

  3. 設定參數 a、b 

  4. 設定公式(15)中的參數 K，K>0 

  5. 設定最迴圈數 r = 1開始，至最大迴圈數 r

iη

max 

  6. ε：中止條件的臨界值 

步驟二. 計算  

  1. 執行FCM求得 FCMU ， FCMV  

  2. FCMU ， FCMV 帶入公式(15)計算出 jη  

步驟三. 根據公式(12)計算歸屬程度 rU  

步驟四. 根據公式(13)計算 rT  

步驟五. 根據公式(14) 更新叢集中心點 rV  

步驟六. 若 ( ) ( )max
1 rrorVV rr ><− − ε 則離開，否則回到步驟三並遞增 r 

 
 
  表4是根據表1的資料點經過PFCM後的U和T，表4 中的歸屬程度U和表2 FCM的歸

屬程度差不多，而T中很明顯看出雜訊點對於兩個叢集的歸屬值皆很低(x12=0.07)，故能
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夠有效的把雜訊分辨出來。 

我們將把雜訊叢集演算法和PFCM所求得的歸屬程度U為主要分析雜訊的來源。依

照不同參數產生不同的結果，(參數包涵了分群個數、雜訊叢集演算法的 2δ 、可能性C

均值演算法的 jη )，做為叢集整合的叢集來源。 

 

表4：PFCM的兩個歸屬程度矩陣UPFCM、T
資料點 

PFCM 
U TPFCM PFCM 

x 0.04 1 0.96 0.64 0.08 
x 0.03 2 0.97 0.811 0.11 
x 0.01 3 0.99 0.961 0.11 
x 0.06 4 0.94 0.66 0.10 
x 0.04 5 0.96 0.84 0.16 
x 0.96 6 0.04 0.16 0.84 
x 0.97 7 0.03 0.11 0.81 
x 0.99 8 0.00 0.11 0.96 
x 0.94 9 0.06 0.10 0.66 
x 0.96 10 0.04 0.08 0.64 
x 0.5 11 0.5 0.35 0.35 
x 0.5 12 0.5 0.07 0.07 

 
 
 
 
3.2 使用強韌叢集法來獲得co-association 矩陣 

我們將強韌叢集演算法所得到的結果計算出co-association矩陣，假設資料集合

},,,{ 3,21 nxxxxX = 表示n個資料點。一個X的分群可由k個子集合 kCCC ,,, 21  來表示。

我們用 { }kCCCP ,,, 21 = 代表一個分群，執行多次叢集演算法可以得到多個不同的P，

總共有m個分群將被整合： mPPP ,,, 21  。每個分群當中的叢集個數都可以是不同的，我

們以 qk 來代表分群 )1( mqPq ≤≤ 當中的叢集個數。 

為了讓m個分群結果有一致的表示方式，先針對每個個別叢集 qP 計算個別 nn× 的

co-association矩陣，以S(q) )(q
ijs來表示。 代表S(q)的第( i, j )個元素，式子如下： 
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

 =

=
otherwise

cc
s

q
j

q
iq

ij ,0
,1 )()(

)(  (16) 

)(q
ic 表示叢集 qP 中，資料點 ix 所屬的叢集。整合個別分群的co-association矩陣

*S ： 

∑
=

=
m

k

k
ijs

m
S

1

)(* 1  (17) 

*S 代表m個個別分群的co-association矩陣加總的平均。 

在此我們舉個例子。假設有八個資料點，執行三次叢集演算法後分群為

{ } { } { }{ }876543211 ,,,,,,, xxxxxxxxP = ， { } { } { }{ }876543212 ,,,,,,, xxxxxxxxP = ，

{ } { } { }{ }876543213 ,,,,,,, xxxxxxxxP = ，其co-association矩陣分別為圖3(a)、圖3 (b)、圖3 (c)，

圖3(d)表示這三個叢集及整合後的co-association矩陣。 

 

 
 

  個別co-association矩陣內只有0或1表示，如此不夠有彈性，我們若要針對模糊式的

分群計算co-association矩陣，我們的分群P將以 kn× 的矩陣U來代表，而U代表的是n個

資料點對於 k 個分群的歸屬程度（membership），以FCM來說，它的U滿足以下式子： 

niu
k

j
ij ,,2,1,1

1
=∀=∑

=

 (18) 

以FCM來說，個別叢集 qP 計算個別 nn× 的co-association矩陣S(q)

njniuus
k

c

q
cj

q
ci

q
ij ≤≤≤≤=∑

=

1,1,
1

)()()(

式子可以改成： 

 (19) 

圖 3：(a)、(b)、(c)為 P1、P2、P3 個別的 co-association 矩陣，(d)為整合後的 *S 矩陣 

(a)                (b)              (c)                (d) 
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，由原本只有0或1的表示方式改成0～1的表示方式，如此可以使資料更有彈性，提高正

確性。 

對於強韌叢集演算法，由於資料點對於叢集的歸屬程度可以很小，它的U滿足以下

式子： 

niu
k

j
ij ,,2,1,10

1
=∀≤<∑

=

 (20) 

表示說，若是雜訊點，其對每個叢集的歸屬值可以很小，所以在使用(19)計算個別叢集

的co-association矩陣中可能會有某個資料點與其他所有資料點的值都會非常小，我們可

以依這些資訊分辨出雜訊。 

圖4中是將表1的範例資料經過FCM(a)和NC(b)計算出歸屬程度U後再依(19) 做10

次取平均後所算出的co-association矩陣，圖以灰階顯示表示0～1，矩陣內的值表示兩點

在同一個叢集關係程度，越高表示兩點皆在同一叢集的程度就越高，圖為了明顯表示故

以1－ co-association表示。co-association是一個對稱矩陣，而最右邊兩排是雜訊資料點

x11和x12，從(a)和(b)圖比較可以明顯看出兩個分群，而且雜訊點NC顏色比FCM來的淺，

就點x12來說，x12對於其它點的關係都很低，表示資料點x12不屬於任何叢集，所以只要

是雜訊，在co-association矩陣裡，它對所有點的關係值都很小，我們可以根據這個資訊

來做雜訊的辨別，藉此將雜訊過濾掉。 
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  另外，PFCM演算法會有兩個歸屬程度矩陣U和T，我們用T的歸屬程度來計算

co-association矩陣，S(q)

njnitts
k

c

q
cj

q
ci

q
ij ≤≤≤≤=∑

=

11,
1

)()()(

可以改成： 

 (21) 

圖5是根據表1的資料由PFCM演算法計算的歸屬程度，每個圖都是計算10次後取平均的

co-association矩陣。圖5(a)和圖5(b)則是U 和T根據公式 (19)和 (21)計算後所建立的

co-association矩陣。圖5(a)雜訊點的關係值明顯有過高的現象，圖5(b)中雖然雜訊點的關

係較低，但是兩個分群並沒有很明顯，故我們將U和T相乘求得 S(q)

njnitutus
k

c

q
cj

q
cj

q
ci

q
ci

q
ij ≤≤≤≤= ∑

=

11,
1

)()()()()(

： 

 (22) 

求得的co-association矩陣顯示於圖5(c)。 這兩個分群變得比較清晰。為了增加對比，所

以再做開根號求得 S(q)

njnitutus
k

c

q
cj

q
cj

q
ci

q
ci

q
ij ≤≤≤≤= ∑

=

11,
1

)()()()()(

： 

 (23) 

計算出的矩陣顯示於圖5(d)，明顯看出兩個叢集有變得較明顯。 

  由於FCM、NC、PFCM分群結果會依初始的叢集中心點的不同而使得分群結果不

同，所以我們針對各種演算法產生多個分群結果再將每個個別的co-association矩陣根據

(a)                        (b) 

圖 4：表 1 範例資料的歸屬程度 U 經過 (19) 做 10 次取平均的

co-association 矩陣，(a)FCM(k=m=2)，(b)NC(λ=0.8, k=m=2) 
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(17)將資料做一個整合。 

 

 
 

3.3 從co-association矩陣取得最終分群 

  上一章節我們介紹了如何把各個叢集演算法的歸屬程度矩陣轉換成co-association

矩陣再做整合，本章節將介紹如何從co-association矩陣中得到最終的分群。根據(19)所

算出每個分群結果的U的co-association矩陣，再由 (17)將結果做整合得到最終的

co-association矩陣，其co-association矩陣是一個對稱矩陣，代表的是資料點與資料點之

間的關係，越高表示兩點皆在同一叢集的程度就越高，從(19)可知， )(q
ijS  大表示資料點 

xi、xj 
)(q

ijS的歸屬程度（membership）相似，  小表示xi、xj的歸屬程度不相似。 

  在我們對最終分群個數未知的情況下，將使用階層聚合（hierarchical clustering）的

單一連結（single-link; SL）或平均連結（average-link; AL）來做分群，由於階層聚合是

根據co-association矩陣去做分群，故在做分群之前我們必須先把雜訊去除掉，我們可以

從圖4(b)中看到，雜訊點與其他點的關係值都非常的小，若是資料點是在真正叢集裡，

那它一定會跟某些點會有很高的關聯性，像圖4(b)較黑的部份。我們判斷資料點xi是否

是雜訊的方法為： 

(a)                 (b)                (c)                (d) 
圖 5：表 1 範例資料經過 PFCM(a=b=K=1, m=n=2, 叢集數=2)做 10 次取平均的

co-association 矩陣，(a)UPFCM式子(19)，(b)TPFCM式子(21)，(c)式子(22)，
(d)式子(23) 



 

 
 

19 

01,
)min()max(,0
)min()max(,1

>≤≤



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= thresholdni
thresholdxx

thresholdxx

ii

ii
iω  (24) 

ωi是個0或1的數，用來表示資料點x i是否是雜訊點，max(x i)指的是co-association矩陣中

資料點xi與其他資料點最大的關係值，min(xi)指的是co-association矩陣中與xi與其他資

料點最小的關係值，threshold則是一個臨界值。非雜訊的資料點x i必定會跟某些資料點

的關聯性會特別高故max(x i)大且對其他叢集的歸屬程度很小，所以min(x i)會很小，所以

max(x i)-min(x i)的值一定會很大。若是雜訊的資料點，由於雜訊不屬於任何叢集，故

max(x i)很小，當然min(xi)也會很小，所以max(xi)-min(x i)一定會很小。既然min(x i)都很

小，為何不直接用max(xi)做篩選呢，原因是取min(xi)則是希望能夠把叢集與叢集之間模

糊地帶的雜訊與真正資料點區分出來，像是表1的資料點x11則是介於兩個叢集之間的雜

訊點，經過NC演算法後於圖4(b)中可以發現，資料點x11的關係值中，它與其他點的關

係都介於0.5左右，若只取max(x i)則值會太大，但若是計算max(x i)-min(x i)則值會變很

小，故可以更準確的把雜訊與真正資料區分出來。所以正確叢集的資料點的

max(x i)-min(x i)會大，而雜訊資料點的max(x i)-min(xi

我們將小於 threshold 的資料點從co-association矩陣中去除掉，剩下的再做階層聚

)會小，我們定一個臨界值來分出雜

訊或是叢集資料點，因此我們可以從這些資訊去辨別出是否是雜訊。 

舉例而言，圖6(a)是四個200個點的高斯分佈，另外加入200個雜訊點。圖6(b)是使

用NC演算法（k=15, λ=0.1）求得的歸屬程度經過(19)計算出個別的co-association矩陣，

做10次分群取平均後得到平均後的co-association矩陣。圖6(d)是根據圖6(b) co-association

矩陣求得max(xi)-min(xi)後的結果，其中801～1000為雜訊資料點，很明顯看出雜訊點比

真正資料叢集的值來的低，故我們可以訂定一個臨界值（threshold）將雜訊與真正資料

給區隔開來。另外，圖6(c)是使用FCM計算max(xi)-min(xi)後的結果，圖中的雜訊點的

值和真正資料點的值差距並不大，所以不容易把雜訊給區隔開來。 
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合分群，要找到最終分群的方法是根據階層聚合分群的lifetime[7]。定義k個叢集的

lifetime指的是階層圖中選擇到k個叢集的範圍，如圖7(b)的階層圖，2個叢集的lifetime是

l2，而3個叢集的lifetime的l3，4個叢集的lifetime是l4，即是每個階層的生命期（lifetime）。

就 l4 來 說 ， 最 大 值 是 0.8657 ， 最 小 值 是 0.7927 ， lifetime 則 是 最 大 減 最 小

l4=0.8657-0.7927=0.0838。圖7(b)中，l2=0.071、l3=0.0393、l4=0.0838，其中l4最大，這

也表示階層聚合在4個叢集的時候，穩定度最高，所以圖7(b)我們的最大生命期

（maximum-lifetime criterion）則是l4=0.0838，4個叢集數，根據最大生命期的叢集數當

作最終的分群數目，圖7(a)為最終的分群結果。 
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圖 6：(a)資料點總共 1000 個，4 個 n=200 的 gaussian 外加 200 個雜訊，(b)經過 NC 做

10 次取平均後的 co-association 矩陣。 (c)和 (d)是經過 FCM 和 NC 後的

co-association 矩陣，再計算 max(xi)-min(xi)後的結果，其中橫座標是資料點。 

(a) 

(b) 

雜訊 

(c)FCM 

(d)NC 

threshold 

(b)NC: co-association 
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(a) 

圖 7：將圖 6 的 co-association 矩陣去除雜訊後剩下的資料做 single-link 後的結

果，(a)即是最大生命期=4 的最終分群結果，(b)是 single-link 產生的樹狀

圖，lifetime l2、l3、l4 中，其中 l4 的 lifetime 最長。 

(b) 

l2 l3 

l4 
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3.4 最終分群結果的正確度分析 

為了能夠分辨出分群結果的正確性，我們將採用[5][7]所介紹的正規劃共同資訊量

（normalized mutual information; NMI）來評估分群結果的正確性。NMI式子表示如下： 

( ) ( )
( ) ( )ba

ba
ba

PHPH
PPIPPNMI ,, =  (25) 

其中 )( aPH 指的是分群 Pa
 

∑
=
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i
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1
log)(

的熵（entropy）： 

 (26) 

ak 表是叢集數目， a
in 表示分群 Pa

 
a
iC中的屬於第  個叢集的資料點數目，n 為資料點

總數。另外 ( )ba PPI , 是 Pa 和 Pb
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的共同資訊量（mutual information），式子如子下： 

 (27) 

ab
ijn 指的是資料點屬於分群 Pa a

iC中的叢集 和分群 Pb b
jC中的叢集  的數目，完整的NMI

式子如下： 
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很明顯的 ( ) 1, =aa PPNMI ，當Pa與Pb中的分群彼此都不相同時則NMI=0都是，從圖

8可以看到圖8(a)是理想分群結果，圖8(b)的分群結果與圖8(a)故NMI=1，圖8(c)則與圖8(a)

的分群結果都不相同，故NMI=0。我們將帶入實際分群結果和理想分群結果計算NMI來

辨別結果的好壞。 
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  由於資料中會加入雜訊，而雜訊點應不屬於真正叢集的一部分，但在計算NMI時必

須知道每個資料點屬於哪個叢集，如果把所有雜訊點視為一個叢集，這樣有點不合理，

因為雜訊點之間是沒有任何關係的，所以我們將把每個雜訊資料點視為一個單一的叢

集，假如一組資料中包涵了兩個叢集和一百個雜訊，那理想分群結果將會有2個真正叢

集加100個雜訊點叢集。. 

圖 8：(a)是理想分群結果，(b)與(a)相同，故 NMI=1，(c)分群的結果明顯

與(a)都不相同，故 NMI=0 

(a)               (b)               (c) 
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第四章 實驗結果 

  這一章，我們將針對兩組資料做強韌叢集演算法搭配叢集整合技術，一個資料組包

涵了高斯分佈，另一個則是兩個半圓，如圖 9。圖 9(a)是四個高斯產生的資料群，各 200

個資料點，圖 9(b)則是兩個半圓，各 200 個資料點。 

 

 
 

我們將第三章的流程套用再 FCM、NC、PFCM 上，由於我們由階層聚合中找出最

終分群數，所以我們對於這三個演算法分群的叢集數目會大於理想的叢集數。圖 10 是

把圖 9(a)的資料點加入 500 個雜訊後做 FCM、NC、PFCM 的 T(21)和(23)的結果，分群

數都是 k=15，做 10 次得到個別的 co-association 矩陣再取平均求得整合後的

co-association 矩陣後 threshold 取 0.3 將雜訊去除，接著再用 average-link 做最後分群。

圖 10(a)中可以看到由 FCM 分群後，只有去除掉部份雜訊，而圖 10(b)(c)則明顯的把雜

訊給去除並得到正確的最終分群。 

 
 

(a)高斯分佈                      (b)半圓 

圖 9：兩組測試資料，(a)4 個高斯的群聚每個叢集都是 200 個點，(b)是兩個半

圓各 200 個點 
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在過濾雜訊步驟中，我們是以(24)計算出的值當作 threshold 的參考，故取不同的

threshold 造成最終分群的結果也是不同的。圖 11 則是將半圓圖加入 300 個雜訊後使用

NC 演算法，叢集數 k=15、λ=0.05，做 10 次得到個別的 co-association 矩陣再取平均求

得整合後的 co-association 矩陣，threshold 分別取 0.5、0.4、0.3、0.2、0.1 後使用 single-link

做最後分群。從圖 11 可見 threshold 越小，越少資料點被視為雜訊點，如圖 11(a)threshold

取 0.1 和圖 11(e)threshold 取 0.5 相比，圖 11(a)較少資料點被視為雜訊。 

(a)FCM                         (b)NC       

圖 10：四個高斯分佈和 500 個雜訊的資料做雜訊叢集整合後的的結果。

(a)FCM 、 (b)NC(λ=0.05) 、 (c)TPFCM 公式 (21) 、 (d)PFCM 公式 (23) ，
threshold=0.3。 

 

           (c) TPFCM                      (d)PFCM 
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圖 11各個分群結果threshold從 0.1～0.5的NMI分別為圖 11(a) NMI=0.61311，圖 11(b) 

NMI=0.84286，圖 11(c) NMI=0.88059，圖 11(d) NMI=0.81027，圖 11(e) NMI=0.67276。

在去除雜訊點後的分群結果中，圖 11(a)的最大生命期所選到的叢集數k=768，這很顯然

是受到雜訊資料點的影響。接著當threshold漸漸增加後，可以看到正確的分群。從圖 11(d)

中，這兩條半圓曲線開始被截成很多段，圖 11(e)半圓被截成很多段的狀況更明顯，而

且最終分群數目也變成個別線段的分群數k=15。在過度去除雜訊的狀況下會出現這種現

象是因為我們的co-association矩陣的資料是取自叢集演算法的歸屬程度，而在群跟群分

界之間的資料點的歸屬程度就沒有特別明顯的表示歸屬哪一個叢集，就像表 3 的資料點

x11的歸屬值在表中只介於 0.5～0.3 之間。故當threshold值增加時，介於群跟群之間的資

料點可能就會被當作雜訊，故會產生一段一段的現象。 

  另外，圖 12 跟圖 11 使用一樣的資料集，一樣使用 NC 演算法。差別在於，NC 的

叢集數是亂數介於 5～20 區間，其效果並沒有比圖 11 來的好。 
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(a)                        (b)                     (c)  

(d)                       (e)  

圖 11：兩個半圓加入 300 個雜訊，使用 NC 演算法(叢集數=15，λ=0.05)做整

合後不同 threshold 的結果。(a)threshold=0.1，(b)threshold=0.2，
(c)threshold=0.3，(d)threshold=0.4，(e)threshold=0.5 
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  我們再進一步看各種 threshold 對不同雜訊量不同資料形狀以及不同叢集數去做叢

集整合後的影響，圖 14 為四個高斯分佈資料點和圖 15 為兩個半圓的資料點，各別加入

0、100、300、500 個雜訊，使用 2 到 20 個叢集數於 FCM、NC、PFCM 演算法，計算

10 次結果再做叢集整合。每個圖表中，橫座標為初始的叢集數目，縱座標是最終分群

的 NMI。NMI 值越高，表示分群結果越準確。我們觀察到雜訊很少的時候 threshold 越

小 NMI 曲線越高，而當雜訊增加後反而是 threshold 大的 NMI 值高。我們以圖 11 中使

用 NC 演算法做分群的當例子，圖 14(b)是無雜訊的資料點使用 NC 後的結果，其 NMI

最高的曲線是 threshold=0.1 時最佳。當雜訊點增加到 300 時，圖 14(h)NMI 最高曲線是

在 threshold=0.2。雜訊點增加到 500 時，threshold=0.3 的 NMI 曲線也越來越高。這現象

圖 12：兩個半圓加入 300 個雜訊，使用 NC 演算法(叢集數=[5,20]區間，λ=0.05)
做整合後不同 threshold 的結果。(a)threshold=0.1，(b)threshold=0.2，
(c)threshold=0.3，(d)threshold=0.4，(e)threshold=0.5 
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表示雜訊點比例的增加影響到所有資料點的歸屬程度，使得雜訊資料點與真正資料點之

間的歸屬不再那麼明確。但 NC 與 FCM 比起來，NC 的 NMI 曲線確實比 FCM 高。另外，

NC 比 PFCM 來的穩定且正確性更高。 

  在雜訊很多情況下，似乎 FCM 和 NC 以最佳 NMI 曲線來比較感覺差距並不大。就

以圖 15(j)和圖 15(k)來說，FCM 最佳的是叢集數=16， threshold=0.4，跟 NC 的

threshold=0.3，看似 NMI 只有差 0.05 左右。實際結果於圖 13(i)(f)中。圖 13 中，FCM

的 NMI 值最高是圖 13(i) threshold=0.4，而 NC 圖 13(f)的 threshold=0.3，雖然 FCM 的結

果跟理想分群差很多，但 NMI 值依然是 0.781 而 NC 的是 0.878 只差 0.097。但為什麼

只差這麼少，原因在於計算 NMI 時也有考慮雜訊，每個雜訊點視為單一個叢集，雜訊

的比例，像圖 10 中真正資料是 4 個高斯分佈共 800 個點另外加上 500 個雜訊點，雜所

以以這些圖看來，至少 NMI=0.85 以上才屬於正確分群。 
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圖 13：雙半圓加入 500 個雜訊點，分別使用 FCM、NC、TPFCM、PFCM，叢集數=16，
threshold 分別取 0.2、0.3、0.4 的結果，其中(a)(e)(i)是 FCM，(b)(f)(j)是 NC，
(c)(g)(k)是 TPFCM，(d)(h)(l)是 PFCM。 

(a)                 (b)                (c)                 (d) 

(e)                 (f)                (g)                 (h) 

(i)                 (j)                 (k)                 (l) 
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(a) (b) 
 

(c)  
 

(d)  (e)  (f)  

(g) 
 

(j)  

(h) 

(k)  

(i)  

(l)  

圖 14：4 個高斯分佈資料點，FCM、NC、PFCM 整合，不同 threshold 和不同雜訊

比例的 NMI 曲線圖。(a)(b)(c)分別是 FCM、NCP、FCM 無雜訊的 NMI 曲線圖，

(d)(e)(f)分別是 FCM、NCP、FCM 加入 100 個雜訊的 NMI 曲線圖，(g)(h)(i) 分
別是 FCM、NCP、FCM 加入 300 個雜訊的 NMI 曲線圖，(j)(k)(l) 分別是 FCM、
NCP、FCM 加入 500 個雜訊的 NMI 曲線圖。 
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圖 15：雙半圓資料點，FCM、NC、PFCM 整合，不同 threshold 不同雜訊的 NMI 曲
線圖。(a)(b)(c)分別是 FCM、NCP、FCM 無雜訊的 NMI 曲線圖，(d)(e)(f)分
別是 FCM、NCP、FCM 加入 100 個雜訊的 NMI 曲線圖，(g)(h)(i) 分別是

FCM、NCP、FCM 加入 300 個雜訊的 NMI 曲線圖，(j)(k)(l) 分別是 FCM、

NCP、FCM 加入 500 個雜訊的 NMI 曲線圖。 
 

(a) (b) 
 

(c)  
 

(d)  (e)  (f)  

(g) 
 

(j)  

(h) 

(k)  (l)  

(i) 
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第五章 未來展望 

本篇論文中，我們將強韌叢集演算法用在叢集整合中，過程中包涵了強韌叢集演算

法的選擇，叢集結果的整合，和從整合的結果中找出最終分群。本篇論文的結果顯示，

將強韌叢集演算法用在叢集整合與使用一般叢集演算法做叢集整合，相較之下較不受雜

訊比例影響，將雜訊去除並找出正確的結果，但各種資料的最佳分群結果的參數設定像

是叢集法的初始分群個數，NC 的 λ、PFCM 的 a 和 b 參數，都是不相同的，我們必須

針對不同資料型態使用不同的參數，不容易找到一個共通的參數對各種資料都是最佳

的。另外，雜訊 threshold 參考資料的計算是依照 co-association 的值，但它也是會依雜

訊和資料分佈而使得 threshold 選擇不一。本論文只針對個別的強韌叢集演算法做整合，

未來的發展希望能夠試著加入不同的強韌叢集演算法做整合，能夠找出一個共通的參數

在不受資料或雜訊影響有好的分群結果，增加演算法的彈性。 

現實的資料對於雜訊的影響一直是個很大的問題，本篇論文的測試資料只有測試高

斯跟是半圓，未來再推廣到真實的資料，像是應用在影像處理、資料處理、或是辨識系

統上，都一定會有很好的效果。 
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