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逼近速率可調之離散型順滑模態控制器設計 

 

學生：陳建宏              指導教授：陳永平 教授 

國立交通大學電機學院電機與控制學程碩士班 

摘     要 

本論文研製逼近速率可調之離散型順滑模態控制器，適用於具有匹

配式雜訊干擾的離散型系統，可改善傳統順滑模態控制器設計時必須事

先掌握雜訊上限的缺點，並掌控迫近模態之系統軌跡，以避免高頻暫態

響應，及減抑控制輸入之高增益需求。此離散型順滑模態控制器包括兩

個設計步驟：首先設計適當之超曲面，當受控系統沿此超曲面運動時，

可穩定地接近控制目標，再選取順滑函數使系統軌跡在順滑層內，依設

定之逼近速率朝此超曲面前進；其次，設計滿足迫近及順滑條件之控制

法則，使系統軌跡得以在有限時間內進入順滑層，達到控制目的。最後，

為了驗證逼近速率可調之順滑模態控制器的可行性，以線性單輸入二階

系統及多輸入四階系統進行數值模擬，由模擬結果可知系統確實對於匹

配式外界干擾具有強健性，也可經由逼近速率的選取來調控順滑模態的

系統軌跡。 

關鍵字：離散型順滑模態控制 
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Discrete Sliding Mode Controller Design Based On 

Adjustable Approaching Rate 

Student：Chien-Hung Chen           Advisors：Yon-Ping Chen 

Degree Program of Electrical and Computer Engineering 

National Chiao Tung University 

ABSTRACT 

This thesis proposes a novel discrete sliding-mode controller with adjustable 

reaching rate for discrete systems encountering matched disturbance with 

unknown upper bound. In addition, by suitably designing the approaching 

mode, high frequency transient response and high gain control input can be 

avoided. There are two steps to design the discrete sliding-mode control. First, 

choose an appropriate hyper-surface and the system will reach the control 

goal when it moves along the hyper-surface. Besides, select sliding functions 

such that the system trajectory in the sliding layer will move toward 

hyper-surface under specific reaching rate. Next, design the control 

algorithms such that the approaching and sliding condition is satisfied, which 

completes the controller design. Finally, to verify the feasibility of the 

proposed sliding-mode controller, numerical simulation is adopted for a linear 

single-input second order system and a multi-input fourth order system. From 

the simulation results, the controller is indeed robust to the matched 

disturbance and the system trajectory in the sliding mode can be steered to 

reach the hyper-surface in a specific reaching rate. 

Keywords: Discrete Sliding Mode Control 
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一、 緒論 

1.1 背景與動機 

順滑模態控制（Sliding Mode Control）早在 1970 年代即被前蘇聯的 V. I. Utkin 和

幾位共同研究者提出[1]，其基本概念就是迫使系統狀態進入預先設計穩定的超空

間，也就是所謂的順滑平面，一旦進入後即被限制在此空間內，並且滑向控制目標點。

眾所週知，順滑模態控制的穩定性並不會受到外界干擾信號或系統參數的變化所影

響，也就是說，順滑模態控制具有非常良好的穩健性(Robustness)，此外，順滑模態

控制尚有快速響應，以及良好的暫態反應等優點。在過去數十年間，SMC 已被成功

應用於各種實體控制系統，如：機器手臂、飛機、水中載具、撓性臂、電動馬達、電

力系統…等。順滑模態控制本身也有一些限制，例如：實際的切換裝置會有延遲效應，

無法在極短瞬間完成切換條件，導致在順滑平面附近會有切跳的現象，而此切跳現象

會激發高頻的部分，進而影響整個系統的反應；再者，不合理的高增益輸入(high gain)

問題、系統狀態變數可量測的假設，以及不確定訊號(uncertainty)須具備匹配的特性，

通常無法存在於實際系統，雖然已經有學者提出使用輸出回授(output feedback)取代原

有的狀態回授(state feedback)，但卻會引發另外所謂”非最小相位”(non-minimal phase)

的問題。 

近年來，由於計算機科學之突飛猛進，已有越來越多控制理論採用微處理機來實

現，因此開始有學者致力於離散型順滑模態控制(Discrete-time Sliding Mode Control)

之研究，並且已獲得許多研究成果[2]-[10]。然而，離散型系統在取樣頻率受限制的

情況下，儘管可利用切換的手段迫使系統狀態朝向順滑面逼近，並且接觸到順滑面，

但是系統受到連續型雜訊干擾時，由於控制輸入只有在取樣點上才有意義，取樣點之

間的時段控制法則卻無從介入，使得系統狀態在接觸到順滑面後便隨即離開，而無法

停留在順滑面上。換句話說，離散型系統想要達到理想順滑模態是不可能的。Gao 等

人於 1995 年即提出”準順滑模態”(quasi-sliding mode, QSM)的設計概念[11]，並且利用



  2 

迫近法(reaching law)來設計控制法則，迫使系統軌跡在有限時間內接觸到順滑面，當

軌跡接觸到順滑面後，即沿著順滑面以鋸齒式運動(zigzag motion)朝向控制目標前

進。使用迫近法的好處在於順滑模態之動態軌跡可直接以設定參數的方式預先規劃，

但必須事先得知干擾訊號之上界，但實務上卻難以準確估測。 

綜上所述，傳統的離散型順滑模態控制器設計方式，通常必須先掌握系統不確定

參數量或外界干擾訊號之上限值，並且使用非常快速的逼近速率以避開雜訊的干擾，

但是快速的逼近速率通常需要高增益控制輸入，而高增益控制輸入的可能會使系統變

得不穩定。基於這些理由，本論文以迫近法為基礎，藉由干擾訊號的變化率，來取代

對干擾訊號上限的估測，並且設法導入濾波器的概念，使得系統軌跡進入順滑模態時

之逼近速率亦可掌控，藉此抑制順滑層的切跳現象。 

 

 

1.2 論文架構 

本論文編排方式共分成五個章節，第一章為緒論，介紹離散型順滑模態控制理論

的發展沿革，並說明本論文的研究動機；第二章為離散型順滑模態原理，將介紹所謂

離散型順滑模態控制之迫近條件及順滑條件，並且說明準順滑模態之迫近條件以及迫

近法；第三章為逼近速率可調之離散型順滑模態控制器設計，此章將介紹離散型順滑

模態之設計步驟，並且將濾波器的概念導入迫近法，以此方式來設計控制法則；第四

章將分別以單輸入系統及多輸入系統之數學模式作為範例，提出數值模擬結果；第五

章為結論。
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二、 順滑模態控制 

順滑模態控制是屬於可變結構控制（Variable Structure Control, VSC）的一種，

所謂可變結構控制，是指以控制手段刻意加入切換條件（switching condition），使受

控系統產生兩個以上的子結構，並將系統切換於各子結構之間，以達成控制的目標。 

針對連續型受控系統，在設計順滑模態控制時，必須先選定一個穩定的順滑函

數（sliding function），接著設計滿足迫近順滑條件之控制法則（control law），使系統

於有限時間內進入順滑模態，且系統一旦進入後即不再脫離，持續朝控制目標前進。 

當受控系統轉換為離散型系統時，由於取樣時間的影響，其迫近順滑條件必須

有所修正。在本章第 1 節中將利用數學模式來探討連續型順滑模態控制，在第 2 節中，

則說明離散型順滑模態控制必須滿足之條件，以及不同於連續型系統之受控行為。 

 

2.1 連續型順滑模態控制原理 

在設計連續型順滑模態控制時，系統的動態行為必須以狀態變數來描述，其一般

數學模式表示如下： 

  tf u,x,x   (2-1) 

其中   nT
nxxx Rx  21 為系統狀態，   mT

muuu Ru  21 是控制輸入。

根據順滑模態原理，系統若要產生順滑模態，則必須具備兩個重要條件：迫近條件

（approaching condition）與順滑條件(sliding condition)，當系統滿足迫近條件時，其

軌跡可在有限時間內進入所規劃的超空間─順滑模態，此過程稱為迫近模態（reaching 

mode）；當系統軌跡進入順滑模態後，若滿足順滑條件，則將沿著順滑模態滑向控制

的目標點，此過程稱為順滑模態（sliding mode）。 

通常設計順滑模態控制器時，必須依循兩個主要步驟，首先在步驟一中選擇適當
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的順滑函數，亦即順滑模態，讓系統軌跡在順滑模態的過程中得以成功滑向控制目

標；其次在步驟二中設計滿足迫近條件及順滑條件之控制法則，以使系統軌跡於有限

時間內進入順滑模態，並確保順滑模態的產生，底下將針對(2-1)之連續型系統設計順

滑模態控制器。 

由於系統(2-1)具有 m 個控制輸入，因此在步驟一中，必須選擇 m 個適當的順滑

函數  xis ，i=1,2,…,m，並組合成順滑向量(sliding vector)如下： 

         Txxxxs msss 21  (2-2) 

亦即系統存在 m 個順滑面   0xis ，而這些順滑面的交集   0xs  即順滑模態。通常

將順滑向量設定為 

    Cxxs    (2-3) 

其中 nmRC ，設計C時必須使系統之特徵值在複數平面的左半面上，亦即使系統的

穩定性獲得保證。 

順滑向量設計完成後，第二步驟即設計具有切換條件之控制輸入u，表示式為 

 
 
  ,...,m,,i

stu

stu
u

ii

ii
i 210for        

0 if  

0 if  














x)(x,

x)(x,
 (2-4) 

其中   ii uu ，下標 i 代表 u向量的第 i 個元素，使受控系統滿足迫近條件與順滑條件，

當系統未進入順滑模態時，必須滿足迫近條件，以使系統軌跡能在有限時間內進入順

滑模態，通常採用之迫近條件如下： 

 
        0xsxsxsxs  for              T

 
(2-5) 

一旦進入順滑模態後，則必須滿足順滑條件，其充分必要條件如下： 

  
      0xsxsxsT

xs



for           0

0
lim  (2-6) 

觀察以上二式可知，當狀態變數 x滿足(2-5)時，亦必同時滿足(2-6)式，換句話說，僅

需使用(2-5)即可同時滿足順滑條件與迫近條件，故稱(2-5)為迫近順滑條件，這是在設

計順滑模態控制時最常使用的切換條件。 



  5 

在此進一步利用 Lyapunov 定理來說明(2-5)式如何保證系統於有限時間內可處於

順滑模態，首先選取 Lyapunov 函數為 

       2
xsxsxsV  T  (2-7) 

將(2-7)對時間 t 微分，並根據(2-5)可得 

       0222  V
dt

dV
V T  xsxsxs   (2-8) 

顯然地， 0V 且 0V ，故Ｖ確實為 Lyapunov 函數，呈現遞減收斂趨勢，由於 0V

和 0dt ，因此將(2-8)整理為 

  dtVdV 2  (2-9) 

經積分運算後可得 

   
 

 

 

      tVtVV
V

dV tV

V

tV

V
20222

00
   (2-10) 

即 

       tVtV  00   (2-11) 

由此式可知當
 


0V
t  時，  tV 將收斂至 0，即系統會在有限時間內進入順滑模態

  0xs  ，滿足迫近條件。 

有關於連續型順滑模態控制原理大致介紹至此，在接下來的章節裡，將由離散型

順滑模態系統之迫近條件切入，進一步說明”取樣行為”對於順滑模態的影響，最後再

介紹迫近法(reaching law approach)及離散型順滑模態控制之原理。 
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圖 2.1 順滑模態之系統軌跡運行方式 

 

 

 

 

 

 

 

2.2 離散型順滑模態控制原理 

前一節已介紹有關連續型順滑模態系統的迫近條件與順滑條件，或者是結合式的

迫近順滑條件，在本節中將介紹有關離散型順滑模態控制原理，並探討產生準順滑模

態(quasi-sliding mode)的條件與行為。 

針對離散型系統之順滑條件，最直覺的想法就是將(2-6)式轉換為離散型，即 

   ,,,,0ssss 3210  ,for                 01  kkkk
T
k  (2-12) 

其中  kTk ss  ，T 為取樣時間(sampling time)。此式雖然可保證每一取樣點之軌跡方

向均朝向順滑模態，但是卻無法保證系統之穩定性，如圖 2.2 所示，其軌跡雖然滿足

(2-12)，但是卻呈現不穩定之發散情況。 
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圖 2.2  不穩定之離散型順滑模態 

 

為了解決圖 2.2 之發散問題，Sarpturk 等人認為除了(2-12)式以外，應再加入另一

輔助條件 

   0for               0  kk1k
T
k ssss  (2-13) 

因為只要將(2-12)式及(2-13)式相乘，便可得 

 kk ss 1  (2-14) 

亦即保證 ks 會隨著時間而遞減，然而這個修正方式只能確保 ks 收斂至某個固定常

數，卻無法保證收斂至 0ks ，也就是說，(2-12)與(2-13)兩式仍然無法確保順滑模態

的存在。其後， Furuta 再提出修正條件如下：  

   2

11 2

1
kkkk

T
k sssss    (2-15) 

事實上，此式與 Sarpturk 之修正條件是等效的，還是無法解決順滑模態的存在性問

題。針對此問題，W. B. Gao 提出準順滑模態(quasi-sliding mode)來加以解決，其系統

軌跡如圖 2.3 所示。 
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圖 2.3  準順滑模態 

W. B. Gao 提出利用迫近法則（Reaching Law）來設計連續型順滑模態系統[14]，

如下所示 

        tqstssgnts     (2-16) 

其中 0 ， 0q ，  sgn 為符號函數，由此式可知  ts 在有限時間內將由初值  0s 收

斂至   0sts ，其中 

  
 


0sq
ln

q

1
t s   (2-17) 

也就是說(2-17)式可滿足迫近條件，並且藉由設定和 q 可調整系統接近順滑平面過程

中的動態行為。W. B. Gao 再進一步將(2-15)式直接修改為離散型[11]，亦即 

  kkkk ssgnTqTsss  1   (2-18) 

其中 0 ， 0q ， 01  qT 且 T 為取樣時間，當系統狀態遠離順滑平面 0ks 時，

即 ks 夠大時，系統軌跡以近乎 kqTs 之衰減速率朝向順滑平面移動，隨著軌跡逐漸

逼近順滑平面時，則改以 T 之速率逼近，並於有限時間內進入順滑層 ks ，其

寬度為
qT1

εT
ρ


 ，且不再脫離此區間。事實上，根據(2-18)式可歸納出兩個重要性

質，分別以底下之 Lemma 2-1 及 Lemma 2-2 兩定理來表示，並提出簡略之證明。 
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Lemma 2-1 當
qT

T
sk 


1

 且系統滿足  kkkk ssgnTqTsss  1  時，則軌跡會

在有限時間內進入順滑層 ks 。 

證明： 

假設 0 ks ，也就是說 ks 位在順滑層外，利用差分方程求解技術可由(2-18)式解得

ks 為 

  
q

qT
q

ss k
k











 10  (2-19) 

其中
00 


kkss ，則由於 110  qT ，使得 ks 會隨著 k 的增加而遞減，且當

     0
1

log
0

1 


  

qsqT

k qT 時， 

 

 

  

  






































qT

T

qqTq

qqsqTq
s

q
qT

q
ss k

k

11
     

1
     

1

0
0

0

 (2-20) 

其中      0
1

log
0

1 


  

qsqTqT ，故由(2-20)可知 ks 會在有限的時間內穿過界面

ks ，使得 1ks 或 1ks ，亦即只存在進入順滑層或穿過順滑層兩種情形，

進一步假設 ks 穿過順滑層，即 

  
qT

T

q
qT

q
ss k

k 









 

 1
1 1

01


 (2-21) 

此式兩邊同除(1qT)可得 

      20
11

1
qT

T

qTq
qT

q
s k

















 (2-22) 

使得 
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 

   

 

































qT

T

qT

T

qT

T

qT

T

qTqq

q
qT

q
ss k

k

111
    

11
     

1

2

2

0

 (2-23) 

與假設 0 ks 不合，故 1ks ， ks 會在有限的時間內進入順滑層。同理可證當

0
1





qT

T
sk


時， ks 亦會在有限的時間內進入順滑層

qT

T
sk 


1


。 

Lemma 2-2 當
qT

T
sk 


1


， 1ks 必穿越順滑平面 0ks ，且

qT

T
sk 

 11


。 

證明： 

首先討論的是 ks 軌跡進入順滑層後，系統軌跡之方向性質，將(2-18)式乘上 ks 後，可

得到 

   kkkk sTsqTss 
2

1 1  (2-24) 

由於
qT

T
sk 


1


，所以將上式表示成 

   0
11

1
2

1 












 qT

T
T

qT

T
qTss kk

  (2-25) 

也就是說當軌跡處於順滑層內時， ks 的動態行為是在順滑平面上來回切跳，至於切跳

之幅度是否可能使 ks 跳脫至順滑層外，將(2-18)式取絕對值可得到其長度性質，即 

 

 

qT

T

qT

Tq
T

sqTss kkk


















1
 

1
                 

1




 (2-26) 

又因為 01  kk ss ，所以 kkkk ssss   11 ，(2-26)可改寫為 

 qT

T
ss kk 

 11


 (2-27) 

故
qT

T
sk 

 11


，即系統軌跡進入順滑層後其切跳幅度被限制於

qT

T

1


範圍內。 
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瞭解了迫近法則之性質後，接著以單輸入且受到雜訊干擾之離散型系統為例，

利用迫近法則來設計順滑模態控制器，此受控系統之數學模式可表示如下： 

     kkkkk du  xgxfx 1  (2-28) 

其中 n
k Rx  為系統狀態， Ruk  為控制輸入， Rd k  為外來的雜訊干擾，首先應設計

適當的離散型順滑模態，必須保證系統在進入順滑模態時能達到控制目標，通常將順

滑函數定義為 

   kkks xxh  (2-29) 

其中   n
k Rxh  且     0kk xgxh ，為了方便通常適當選取  kxh 使得     1kk xgxh ，

有關順滑函數  ks x 之設計尚須考慮系統穩定度，其設計步驟將於第 3.2 節中詳細描

述。接著由(2-28)式及(2-29)式求得 ks 之變化量如下： 

  

 
       
    kkkkk

kkkkkk

kkkkk

sdu

sdu

sss













11

111

111

             

             

xfxh

xgxfxh

xxh

 (2-30) 

假設已知匹配式雜訊 kd 之極大值 UD 與極小值 LD ，亦即 

 UkL DdD   (2-31) 

利用(2-31)進一步將 kd 拆解成明確部份(nominal part) kd̂ 與不確定部份(uncertainty 

part) kd
~
，也就是 

  kkk ddd
~ˆ   (2-32) 

其中 

  
2

LU
k

DD
d


ˆ

  

 2
LU

k

DD
d


~

 
 

控制法則 ku 設計如下： 

           kkkkkkk ssgndsTsgnsqTu   
ˆxfxh 111   (2-33) 

將 ku 代入(2-30)式可得到 
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     kkkkkk ssgndsTsgnqTsss  
~

1   (2-34) 

很明顯的 ks 在逼近的過程中仍然會受到雜訊的干擾，但不影響系統軌跡朝向順滑平面

0ks 逼近，第四章將有數值模擬範例。 

在這篇論文裡，我們將濾波器的觀念融入上述控制策略中，並使用 ku 的變化量

來設計控制法則，藉此降低控制輸入之增益值，並改善設計控制器時必須事先掌握雜

訊上界的缺點。 
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三、 離散型順滑模態控制器設計 

3.1 系統描述 

一般的實際系統大都是屬於連續型系統，傳統上所採用的控制器也是以連續型的

控制法則為主，但是目前因微處理器之取樣時間迅速，已有許多的連續型控制法則被

轉換為離散型式，順滑模態控制即為其中一例，為了採用離散型控制法則，首先必須

將連續型系統之數學模式轉換為離散型式，今以單控制輸入之連續型線性非時變系統

為例作說明，其數學模式如下： 

          tdtutt cc  bxAx  (3-1) 

其中   nt Rx  為系統狀態，   Rtu  為控制輸入，   Rtd  為匹配式雜訊， nn
c

 RA 與

n
c Rb  分別為系統矩陣，且( cA ， cb )為可控(controllable)，利用微分方程式之求解技

術可得 

 
          t

c
tt ddueet cc

0
0  bxx )(AA ,  0t  (3-2) 

其中  0x 為初始狀態。由於離散型控制法則在  TktkT 1 區間所使用的輸入為定

值，令 

 
  kutu  ,     TktkT 1  (3-3) 

其中 T 為系統之取樣時間(sampling time)。當 kTt  時，由(3-2)式可得
 

 
          kT

c
kTkT

k dduee cc

0
0  bxx AA  (3-4)

 

其中  kTk xx  ，而當  Tkt 1 時，可得 

      

            


 
 

Tk

c
TkTk

k dduee cc
1

0

11
1 0  bxx AA  (3-5) 

進一步將以上兩式相減後整理成為 

 
        


 

 
Tk

kT c
Tk

k
T

k dduee cc
1 1

1  bxx AA  (3-6) 

即 
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     


 

 
Tk

kT c
tTk

kkk dttdeux c
1 1

1 bΓΦx A  (3-7) 

其中 Tce AΦ  ，    


 
Tk

kT c
tTk dte c

1 1 bΓ A ，於  TktkT 1 時匹配式雜訊  td 可分

解成 

    tddtd k

~
 ,     TktkT 1  (3-8) 

其中，  kTddk  ，  td
~

表示取樣週期內  td 的變化量。將(3-8)式代入(3-7)式可得 

 
  rkkkk dux dΓΦx 1  

(3-9) 

其中，
       tdtde c

Tk

kT

tTk
r

c
~

bd A
 

1 1
。很明顯地，由(3-9)式可知原本受匹配式雜訊  td

干擾之連續系統，經過離散化處理後，除了匹配式雜訊 kd 外，還產生非匹配式雜訊

項 rd 。對於實際的離散系統而言，由於取樣時間的存在，控制輸入只有在取樣點上

才有作用，系統在取樣點以外的時間仍然受雜訊影響，由匹配式觀點來看，系統面對

的是屬於非匹配式雜訊。本文所要探討的重點以消除匹配式雜訊為主，因此以系統取

樣時間夠快為前提，將 rd 忽略不計，也就是將(3-9)式改寫如下： 

  kkkk du  ΓΦxx 1  (3-10) 

此外，不論是連續型或離散型系統，為了消除雜訊對系統的影響，通常都有高增益控

制輸入的需求，但不合理的高增益輸入，往往會引發無法預估的高頻響應，甚至激發

出未模式化的系統，因此設計離散型順滑模態控制器時，應設法避免使用高增益輸

入，本文嘗試於控制策略中融入濾波器的概念，藉由調整系統軌跡的逼近速率，以降

低控制輸入增益。 

離散型順滑模態系統之設計程序大致與連續型系統相同，一般分為兩個步驟：(1)

首先選定順滑模態(sliding mode) 0ks ，使得系統軌跡處於順滑模態時能到達控制目

標，(2)設計控制法則 ku ，使系統軌跡在滿足迫近條件的情況下，於有限時間內進入

順滑模態，進而被約束在順滑模態上，並朝向控制目標前進。有關步驟(2)控制法則

的設計，是第 3.3 節的主要內容，在下一節中先介紹第一步驟之順滑模態設計。 
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3.2 順滑函數設計 

在設計 DSMC 控制器時，第一個步驟必須選定適當的順滑模態，以保證系統軌跡在順

滑模態下能達到控制目標。考慮如(3-10)式之線性非時變系統，傳統的順滑模態設計

方式，通常是將順滑函數 k 定義為： 

  kk cx    (3-11) 

其中 n 1Rc ，且 0cΓ 。在此步驟中，必須先假設系統已成功地被控制在順滑平面

0k 上，且不再離開此平面。根據 Γ ，選定一個適當的轉換矩陣 nnT [4]，使

其滿足下式： 

 








 

1

0 1nTΓb  (3-12) 

且存在反矩陣 1T ，接著定義新的狀態變數 

 









k

k
kk v

w
Txz

 

(3-13) 

其中 n
k Rz  ， 1 n

k Rw ， Rk v ，經變數變換可將原系統(3-10)式進一步改寫為 

 
 kkkk du  bMzz 1  (3-14) 

其中 1

2221

1211 







 TAT

mm

mM
M ，亦即 

 kkk v12111 mwMw   (3-15) 

 kkkkk duvmv  22211 wm  (3-16) 

接著再將(3-11)式改寫為 

 kTkkk zczcTcx  1  (3-17) 

其中 1 cTcT ，再令 

  1TT cc   (3-18) 

則 
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   01
1

11 















  n

T

0
TTcΓc  (3-19) 

可滿足 0cΓ 的條件，此外，進一步將順滑函數表為 

 kkTkTkk vσ  wczccx  (3-20) 

由於系統於順滑模態時，(3-15)式將由 01 


eqk uuk 取代，故系統必須滿足 0k ，

即 kTkv wc ，將其代入(3-15)式可得 

   kTk wcmMw 12111   (3-21) 

接著只要設定特徵根(eigenvalues)，使(3-17)式成為穩定的系統，也就是極點位置落

在單位圓(unit cycle)內，即可經由(3-17)式解得 Tc ，故 

   kTkTkk TxcTxccx 1  (3-22) 

經由傳統方式設計的順滑函數 k ，至此已設計完畢。 

一般離散型順滑模態控制器之設計方式，均著重於如何滿足迫近條件及順滑條

件，事實上，掌握迫近模態之系統軌跡亦非常重要。為了確保系統對雜訊之穩健性，

順滑模態控制通常需要利用高增益控制輸入來消除雜訊的影響，以保證順滑模態存

在，於離散型順滑模態控制系統亦是如此，但高增益控制輸入除了很難於實際系統實

現外，還會引發極快速的迫近模態，並且不合理的切跳(chattering)現象將隨之產生，

因此底下將針對極快速迫近模態問題，利用一階濾波器的概念來設計離散型系統順滑

函數。 

首先考慮離散型線性非時變系統如 (3-10)式所示，一般的順滑函數形式為

kk cx ，其中 n 1Rc ， 1cΓ 。本文提出具一階濾波器架構之順滑模態控制，將順

滑函數 ks 定義為 

  1 kkks   (3-23) 

其中 k 即為一般的順滑函數，重要的是，當 ks 逼近順滑模態時， k 亦會逐漸向 0k

收斂，達到控制目的。令 ks 為輸入信號，而 k 為輸出信號，將(3-23)式進一步以 z

轉換表示其轉移函數如下 
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    
  11

1



zzs

z
zh




 (3-24) 

顯然地，只要(3-24)式滿足 10  ，則  zh 即為一階低通濾波器之表示式。當 ks 以

極快速的迫近速率逼近順滑模態 0ks 時，低通濾波器將迫近模態軌跡的高頻成分去

除，使 k 得以緩慢的速率接近順滑模態，避免高增益控制輸入之需求，在接下來的

章節裡，將說明有關順滑模態控制法則之設計，以及如何消除匹配式雜訊。 

 

 

 

3.3 順滑模態控制法則設計 

順滑模態平面已於前一節設計完畢，為了避免高增益控制輸入，於設計順滑模態

平面時，加入了一階低通濾波器，藉由來調整系統軌跡於迫近模態的逼近速率，在

這一節中將討論第二個步驟：設計滿足迫近及順滑條件之控制法則 ku ，使系統於有

限時間內進入順滑模態。 

考慮(3-10)式之線性非時變系統，且雜訊 kd 為匹配式的，設計控制法則時，通

常都會假設雜訊之大小有其上下限，如(2-26)式所示，進一步將雜訊分解為明確部分

及不確定部分，再於控制法則加入常數項及切換函數項來抵消雜訊的影響，但此方法

通常使控制器存在較多無謂的耗能，且系統軌跡進入順滑模態後，往往會面臨切跳現

象的困擾，其切跳的幅度與切換函數的大小有關，而造成過高的控制誤差，因此本文

設計控制法則時，係假設雜訊信號的變化是平滑且不會急遽變動的，即 

 


 

T

dd kk 1

  
,   for 0k

 
(3-25) 

其中為 kd 變化率之最大值，T 為取樣時間。 

接下來進行順滑模態控制法則設計前，需注意的是在設計順滑向量 c 時，已考

慮 1cb ，因此接下來的設計過程中將直接引用此結果。由(3-10)式及(3-11)式先求得



  18 

k 的變化量為 

 1111   kkkkkkk dduuxcΦ  (3-26) 

其中 11   kkk xxx 為系統狀態之變化量。接著利用(3-23)式計算 ks 之差值如下 

  111   kkkkkk ss   (3-27) 

將(3-26)式代入(3-27)式可得 

    11111   kkkkkkkkk dduuss xcΦ  (3-28) 

由於(3-11)式可得到 kkkk xc   11  ，因此將(3-28)式進一步表示為 

   1111    kkkkknkk dduuss xΦIc   (3-29) 

將控制法則 ku 設計如下： 

    kknkk vuu   11 xΦIc   (3-30) 

將 ku 代入(3-29)式可得 

   11   kkkkk ddvss  (3-31) 

其中 kv 除了用來消除雜訊 kd 的影響外，同時必須滿足(2-19)式之迫近順滑條件，故選

取 kv 為 

     kkk sTsgnqTsv    (3-32) 

其中 0q ， 01  qT ， 0 。將(3-32)式代入(3-31)式可得 

   kkkk sTsgnqTsss 1  (3-33) 

其中 

   k
kk ssgn

T

dd






 

 1  (3-34) 

亦即 

  0   (3-35) 

故所設計之順滑模態控制器可滿足迫近順滑條件。 
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3.4 多輸入順滑模態控制 

在前面的章節中考慮的是單輸入系統，底下要探討的是多輸入系統之設計方式，

對於具有 m 個控制輸入之離散型系統而言，其表示式如下 

   kkkk duBAxx 1  (3-45) 

其中 n
k Rx  ， nnRA ， mnRB ， m

k Ru  ， m
k Rd  ，並假設雜訊分量 ikd , 之變化

率上限為 

  mi
T

dd
i

ikik ,...,,,,, 21         1 
     (3-46) 

由於每一個輸入都可以控制一個順滑面的產生，多輸入系統可選擇與其控制輸入數量

相同的順滑函數，將這些順滑函數組合起來就成為順滑向量，因此設計順滑模態控制

器時，必須先選擇 kσ 如下 

  kk Cxσ    (3-47) 

其中  Tmkkkk ,,,σ  21 ， nmRC ，滿足 mICB  ，並且假設 0σ k 時系統之

穩定性已得到保證。接著定義 m 個具有濾波器結構之順滑函數如下： 

  miσσs ikiikik ,...,,,,,, 21        1      (3-48) 

其中 10  i ，若將上式表示成向量型式則為 

  1 kkk Λσσs  (3-49) 

其中 

   Tmkkkk sss ,,,s 21  , 

  





















m




00

0

0

00

2

1









Λ  

接著只需設計控制法則，使(2-19)式迫近順滑條件成立即可，將此條件重新表示如下： 

   ikikikik sTsgnqTsss ,,,, 1  (3-50) 

若寫成向量型式則為 
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   kkkk TqT ssgnsss 1   (3-51) 

其中 0 ， 0q ， 01  qT 。經由(3-45)、(3-47)及(3-49)等式計算 ks 的差值如下 

  

 
   
   1111

11

111

             

             













kkkkkkkk

kkkk

kkkkkk

σσΛdduuxxCA

σσΛxxC

σσΛσσss

 (3-52) 

選取控制法則為 

      kkkkkkk vσσΛxxCAuu   111  (3-53) 

代入(3-51)式，則 

   11   kkkkk ddvss  (3-54) 

若以分量表示即為 

   ikikikikik ddvss ,,,,, 11    (3-55) 

令 

     ikiiikik sTsgnqTsv ,,,    (3-56) 

其中 0i ，可用來調整系統軌跡於非常接近 0iks , 時之逼近速率。將 ikv , 代入(3-55)

式可得 

   ikiikikik sTsgnqTsss ,,,, 1  (3-57) 

其中 

  ik
ikik

iii ssgn
T

dd
,

,,








 
 1  (3-58) 

由(3-5)可知 

 0 ii   (3-59) 

故所設計之 kv 滿足迫近順滑條件。 

接下要討論的是(3-47)式中C的設計方式，同樣地必須先假設系統已被控制在順

滑模態 0σ k 上，接著選擇轉換矩陣T 滿足 

   








 

m

mmn

I

0
TB  (3-60) 

則系統經過變數變換後可成為 
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   kkkk duTBMzz 1  (3-61) 

其中 

  









k

k
k v

w
z   ，  Tmnkkk  ,, zzw 1   ， 

   Tnkmnkk ,, zzv 1   ， 







 

2221

12111

MM

MM
TATM  

進一步將(3-61)式化為 

  kkk vMwMw 12111   (3-62) 

  kkkkk duvMwMv  22211  (3-63) 

由於進入順滑模態時(3-63)式將由 01 


eqk uukσ 取代，與系統穩定性無關，因此設計順

滑模態時只需考慮(3-62)式，使得系統(3-62)式成為一個穩定系統。令 

  kkk Ψwvσ   (3-64) 

只要順滑模態產生，就可以保證 0kσ ，亦即 kk Ψwv  ，將 kv 代入(3-62)式可得到 

    kk wΨMMw 12111   (3-65) 

經由指定  ΨMM 1211 的特徵根，使其均位在複數平面的單位圓(unit cycle)內，即可

解得Ψ 。再將(3-64)式改寫成 

      km
k

k
mk TxIΨ
v

w
IΨσ 








   (3-66) 

亦即 

   TIΨC m  (3-67) 

順滑模態C至此設計完成。 
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四、 數值模擬與討論 

4.1 單輸入二階系統 

在取樣時間 T=0.01 秒之條件下，考慮以下具匹配式雜訊之二階離散型系統 

   kkkk du  bAxx 1   (4-1) 

其中 









600

1021

.

..
A ， 










1

0
b ，且雜訊為    tcostd 250. ，其頻率為 1Hz，經取樣後

可得 

      kcoskTcosdk 02050250 ... 
 (4-2)

 

首先根據 3.2 節的方式選取 k ，令 

  kk cx  (4-3) 

其中  11cc ，且 1cb 。當系統處於順滑模態時 01  eqk uuk ，由(4-1)式可得 

  
0     211 



,,

cx

kk

kk

xxc


  (4-4) 

則 112 ,, kk xcx  ，代入 11,kx 可得 

    1111 21 ,, . kk xcx   (4-5) 

考 慮 系 統 穩 定 性 將 (4-4) 之 特 徵 根 設 計 為 0.95 ， 可 得 2501 .c ， 即

  kkk x.cx 1250 ，其次令順滑函數為 

  1 kkks   (4-6) 

其中 10   ，用來調整系統軌跡之逼近速率。依據(3-30)式將控制法則設計為 

     kkkkk vuu   121 xxΦIc   (4-7) 

其中 

     kkk sTsgnqTsv    (4-8) 

由於 TTdd kk   1431 . ，故選定 53. ，由(3-34)可知 

   k
kk ssgn

T

dd






 

 153  .  (4-9) 
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當 ks 夠大時，系統軌跡以近乎 kqTs 之衰減速率朝向順滑平面移動，隨著系統軌跡

逐漸逼近順滑平面時，則改以 T 之速率逼近，並於有限時間內進入順滑層 ks ，

其寬度為 

   
qT

T

qT

T







1
7

1
   (4-10) 

接下來的數值模擬中，將個別改變、q 及，以驗證各參數對於控制器效能之影響性。 

 

 

 

【Case I-1】 8q ， 2 、 70.  

條件：在此先選定 8q ， 2 、 70. ，作為後續模擬結果之比較對象，令初始

條件為  T630 x ，利用 MATLAB 進行模擬。 

結果：模擬結果如圖 4.1~圖 4.4，在有外界干擾的情況下， ks 由初始狀態朝向順滑

模態逼近，並且可在有限時間內進入順滑層 ks ，同時將 k 帶進  k 。 
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圖 4.1 順滑函數軌跡( 8q ， 2 、 70. ) 
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圖 4.2 k 軌跡( 8q ， 2 、 70. ) 
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圖 4.3 控制輸入( 8q ， 2 、 70. ) 
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圖 4.4 狀態響應( 8q ， 2 、 70. ) 

 

 

 

 

【Case I-2】 35q ， 2 、 70.  

條件：由(2-19)式可知，當 ks 夠大時，系統軌跡以近乎 kqTs 之衰減速率朝向順滑

平 面 移 動 ， 即 q 愈 大 則 衰 減 速 率 愈 快 ； 此 外 ， 順 滑 層 寬 度 為

  140
1

7 .



qT

T ，也就是 q 愈大則的寬度愈大，以下利用 MATLAB

模擬驗證 q 參數可調整順滑層的寬度以及 ks 之衰減速率。 

結果：模擬結果如圖 4.5~圖 4.8。比較圖 4.5 與圖 4.1，將 q 參數由 8 增加至 35，可

看出迫近模態時 ks 之衰減速率明顯地加快，且順滑層的寬度亦隨之增加。 
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圖 4.5 順滑模態軌跡( 35q ， 2 、 70. ) 
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圖 4.6 k 軌跡( 35q ， 2 、 70. ) 
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圖 4.7 控制輸入( 35q ， 2 、 70. ) 
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圖 4.8 狀態響應( 35q ， 2 、 70. ) 
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【模擬 I-3】 8q ， 20 、 70.  

條件：由(4-9)式可知與成正比，且由(2-19)式之迫近順滑條件可看出，當 ks 接近順

滑平面 0ks 時，系統軌跡將以近乎 T 之衰減速率朝向順滑平面移動，且

愈大則衰減速率愈快，也就是愈大則 ks 之衰減速率愈快；此外，由(4-10)可

知愈大則順滑層寬度愈大，以下利用 MATLAB 模擬來驗證參數可調控順

滑層的寬度以及 ks 之逼近速率。 

結果：模擬結果如圖 4.9~圖 4.12。比較圖 4.9 與圖 4.1 可看出，由於由 2 加大至 20，

則順滑層的寬度由 09780. 增加為 29350. ，加大 ks 之切跳幅度；同時

可看出確實影響 ks 在接近順滑層附近時之衰減速率因此而加快。 
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圖 4.9 順滑模態軌跡( 8q ， 20 、 70. ) 
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圖 4.10 k 軌跡( 8q ， 20 、 70. ) 
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圖 4.11 控制輸入( 8q ， 20 、 70. ) 



  30 

0 1 2 3 4
-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

Time：sec

state

 

 

x
k,1

x
k,2

 

圖 4.12 狀態響應( 8q ， 20 ， 70. ) 

 

 

 

 

 

【模擬 I-4】 8q ， 2 ， 0  

條件：將設定為零，以驗證參數確實可調控順滑模態之逼近速率，藉此調降進入

順滑層後之控制輸入增益。 

結果：模擬結果如圖 4-13~圖 4-16。由圖 4-13 和圖 4-14 可知，當愈小則 k 的軌跡

愈近似 ks ；隨著增加，由圖 4-14 可看出 k 進入  k 的逼近速率明顯變

慢；此外比較圖 4-15、圖 4-3 可知當系統進入順滑層後，控制輸入之差異值

1 kk uu 隨著的增加而降低，由此驗證參數確實可控制迫近模態之逼近速

率，並且調整控制輸入增益。 
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圖 4.13 順滑模態軌跡( 8q ， 2 ， 0 ) 
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圖 4.14 k 軌跡( 8q ， 2 ， 0 )
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圖 4.15 控制輸入( 8q ， 2 ， 0 ) 
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圖 4.16 狀態響應( 8q ， 2 ， 0 ) 
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4.2 多輸入系統 

考慮以下離散型四階系統(取樣時間：T=0.01 秒) 

   kkkk duBAxx 1   (4-9) 

其中 

  
























10009900

0996700011000010

0003709867000730

0024001000099950

.

...

...

...

A  

  



























00100

01320

20170

00010

00010

02060

01260

00050

.

.

.

.

.

.

.

.

B  

 
 
 








kcos

kcos
k 


10150

1020

..

..
d  

首先選定滿足(3-60)式之轉換矩陣T 為 

  

























464710681867500

647368486725100

88282063926010

235500254001

..

..

..

..

T   (4-10) 

接著利用變數變換將(4-9)式轉換成 

  
 

 kkk

kkkk

duTBMz

duTBzTATz



 


       

1
1   (4-11) 

其中 kk Txz  ， 









2221

1211

MM

MM
M ，且 

  










0619100730

0024099950
11 ..

..
M  , 













4159002610

0006000020
12 ..

..
M  

  











58351000050

8351600520
21 ..

..
M  , 











1349313370

3809191030
22 ..

..
M   

再根據(3-65)式，將受控系統  ΨMM 1211 的特徵根指定為 0.95 與 0.99，可解得 

  











0317565063

09513451958

..

..
Ψ  (4-12)

利用(3-67)式可求得 
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  






 







634226

563930

11833

166449

03175

09513

65063

451958

.

.

.

.

.

.

.

.
C  (4-13) 

則 kk Cxσ  至此完成設計。接下來令順滑函數為 

  1 kkk Λσσs  (4-14) 

其中 









2

1

0

0




Λ ， 10  i ， 21,i 。將控制法則設計為 

      kkkkkkk vσσΛxxCAuu   111      (4-15) 

且 

     ikiiikiik sTsgnTsqv ,,,    ,  21,i  (4-16) 

其中 10  Tqi ， 0i 。由於 

  TηTdd kk 1111 266   .,,  ,  (4-17) 

  TηTdd kk 2212 694   .,,   (4-18) 

故設定 361 . ， 742 . ，則 

   1
111

11 36 ,
,,. k

kk ssgn
T

dd







 
   ,  (4-19) 

   2
212

22 74 ,
,,. k

kk ssgn
T

dd







 
    (4-20) 

可得順滑層寬度為 

   
qT

T

qT

T







1
612

1 1
1

1  .  (4-21) 

   
qT

T

qT

T







1
49

1 2
2

2  .   (4-22) 

以下為此節之數值模擬結果。 
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【Case II-1】 121  qq ， 1521   ， 7021 .   

條件：在此先選定 121  qq ， 1521   ， 7021 .  ，作為後續模擬結果之比

較對象，令初始條件為  T207070800 ....x  。 

結果：模擬結果如圖 4.17~圖 4.20。模擬結果如圖 4.1~圖 4.4，在有外界干擾的情況

下， ks 由初始狀態朝向順滑模態逼近，並且可在有限時間內進入順滑層

2778011 .,  ks ， 2465022 .,  ks 。 
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圖 4.17 順滑模態 ks 軌跡( 121  qq ， 1521   ， 7021 .  ) 
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圖 4.18 k 軌跡( 121  qq ， 1521   ， 7021 .  ) 
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圖 4.19 控制輸入 ( 121  qq ， 1521   ， 7021 .  ) 
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圖 4.20 狀態響應( 121  qq ， 1521   ， 7021 .  ) 
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【Case II-2】 1021  qq ， 1521   ， 7021 .   

條件：此模擬將參數 121  qq 改為 1021  qq ，主要驗證 ks 在迫近模態之衰減速率

將隨著 q參數增加而變得較為快速。 

結果：模擬結果如圖 4.21~圖 4.24。比較圖 4.17( 121  qq )以及圖 4.21 ( 1021  qq )

可明顯看出當 q 由 1 調整為 10 時， ks 於迫近模態之軌跡以較為快速之衰減速

度 逼 近 順 滑 層 ， 且 順 滑 層 之 寬 度 因 此 擴 大 為 3056011 .,  ks ，

2711022 .,  ks 。 
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圖 4.21 順滑模態 ks 軌跡( 1021  qq ， 1521   ， 7021 .  ) 
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圖 4.22 kσ 軌跡( 1021  qq ， 1521   ， 7021 .  ) 
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圖 4.23 控制輸入( 1021  qq ， 1521   ， 7021 .  ) 
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圖 4.24 狀態響應( 1021  qq ， 1521   ， 7021 .  ) 
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【Case II-3】 121  qq ， 1521   ， 021    

條件：此模擬令 021   ，並將模擬結果與 Case II-1 對比，主要驗證可用來調

節當系統處於順滑模態時之逼近速率，並藉此縮小控制輸入增益。 

結果：模擬結果如圖 4.25~圖 4.28。圖 4.27 與圖 4.19 分別為 021   及 7021 . 

之控制輸入波形，可明顯地看出，若 1 、 2 設定為零，則系統進入順滑模態

時之 1,ku 與 2,ku 大於 1 、 2 設定為 0.7 之情況，驗證本文提出之理論。 
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圖 4.25 順滑模態 ks 軌跡( 121  qq ， 1521   ， 021   ) 
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圖 4.26 k 軌跡( 121  qq ， 1521   ， 021   ) 
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圖 4.27 控制輸入( 121  qq ， 1521   ， 021   ) 
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圖 4.28 狀態響應( 121  qq ， 1521   ， 021   ) 
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五、 結論與未來展望 

5.1 結論 

本論文提出逼近速率可調之離散型順滑模態控制器，適用於具有匹配式雜訊干擾

之單輸入或多輸入離散型系統，改善傳統順滑模態控制器設計時必須事先掌握雜訊上

限的缺點，並藉由掌控迫近模態之系統軌跡，以避免高頻暫態響應，並減抑高增益控

制輸入需求。在本文中，首先說明準順滑模態之迫近順滑條件以及迫近法，其次介紹

設計離散型順滑模態控制器之兩個設計步驟，首先設計適當的超曲面，當受控系統沿

此超曲面運動時，可穩定地接近控制目標，再選取順滑函數使系統軌跡在順滑層內，

依設定之逼近速率朝此超曲面前進；其次設計滿足迫近及順滑條件之控制法則，使系

統軌跡得以在有限時間內進入順滑層，達到控制目的。最後，為了驗證此控制器之可

行性，以線性單輸入二階系統及多輸入四階系統進行數值模擬，由模擬結果可知系統

確實對於匹配式外界干擾具有強健性，也可經由逼近速率的選取來調控順滑模態的系

統軌跡。 

本文提出順滑模態控制器之 q 與參數影響系統迫近模態之效能和順滑層之寬

度，而參數影響系統進入順滑模態時之逼近速率，可調整控制輸入增益。總結第四

章的數值模擬結果，以下摘述各種假定情況的數值模擬結果： 

(I) 由 Case I-2 可知，選取較大之 q 值，將使得順滑函數 ks 較快逼近到順滑模態

0ks ，且加大順滑層的寬度。 

(II) 由 Case I-3 可知，選取較大的值，亦同時增加值，使得順滑函數 ks 收斂到

順滑模態附近時，以更快的收斂速度接近 0ks ；此外，值越大則加大順滑

層寬度，連帶使得順滑模態內受雜訊干擾而引起的切跳現象更加嚴重，並

且加大控制輸入增益，相反的，若是為了限縮順滑層寬度，而一昧的選取

較小的值，將會發現為了消除雜訊干擾而設定的將發生效應，使得值的

效果無法明顯發揮。 
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(III) 由 Case I-4 可知，極端的將值設定為零，可看出 k 之收斂速度 ks 一致，並

且系統在進入順滑模態後控制輸入增益確實增加，亦即適當的設定值可降

低控制輸入增益。 

(IV) 由 Case II-2 可知，將本控制器設計延伸至多輸入系統，系統狀態及順滑函

數 ks 均可在有限時間內逼進到順滑層裡面，與單輸入系統之模擬結果相同，

選取較大的 q 值，可加快 ks 的收斂速度，但卻加大順滑層寬度，使得切跳現

象更為嚴重。 

(V) 由 Case II-3 可知，在多輸入系統之應用中，若將選定為零，仍可以達到控

制目標，但選定適當的值，確實可降低控制輸入增益，避免高頻暫態響應。 

 

5.2 未來展望 

對於具有匹配式雜訊干擾的離散型系統，本文研製逼近速率可調之離散型順滑模

態控制器確實展現良好成效，除了改善傳統順滑模態控制器設計時必須事先掌握雜訊

上限的缺點，可掌控系統於迫近模態的軌跡，亦解決高增益輸入與高頻暫態響應的問

題。由第三章的推導過程可知，具有匹配式雜訊之連續型系統經過離散化處理後，除

了匹配式雜訊外，還產生非匹配式雜訊項，其影響系統的程度與取樣時間有極大的關

係，也就是取樣時間愈快，則離散化過程產生的非匹配式雜訊愈小。本文在設計控制

器過程中，已假設取樣時間相當快，而將取樣過程中產生之非匹配式雜訊影響忽略不

計，但此問題仍存在於實際系統中，因此未來可將取樣時間對於離散型順滑模態系統

穩定度之影響列為重要之研究議題。 
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