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摘  要 

 

    特徵值問題（Eigenvalve problem）普遍存在於自然界中，然而，在求解

的過程中，只有少數情形能得到解析解，如何利用數值方法解出各種情形

的的特徵值問題是一個重要的課題。在這篇論文中，我們利用特徵函數展

開法，以 Sinc 函數為基底，分析物理系統中相當重要的特徵值問題：二維

赫姆霍茲方程式（Helmholtz equation）。 

    首先為了證實數值方法的可行性，我們以此數值方法解出邊界為二維

方形及圓形的赫姆霍茲方程式，並將模擬結果和解析解比較，發現在同定

態下的圖形是相當接近的；比對特徵能量值（Energy），能量值誤差並不大。

接著我們利用此數值方法解任意邊界的赫姆霍茲方程式，選取的邊界為金

門形狀及小提琴形狀。我們更用此方法推廣研究振盪平板的節線圖騰，並

推算微擾對節線圖騰的影響，比較數值模擬與實際震砂實驗的結果，兩者

之間有良好的對應關係。 
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ABSTRACT 

     
    Eigenvalue problem has been widely existed in the nature. Unfortunately, 
due to the complexities of the physical system, analytical solutions to eigenvalue 
problem can be obtained only in few cases. Some numerical methods must be 
used to solve the eigenvalue problem. In this paper, we used expansion method 
based on Sinc function as basis to analyze the famous eigenvalue problem in 
physical system: 2D Helmholtz equation.  
 

To consider the feasibility of numerical method, we numerically calculated 
the eigenstates and eigenenergy in rectangular and circular membrane and 
compared the numerical results with the analytical solutions. We also solved the 
two dimensional (2D) membranes problems with arbitrary shapes of Kinmen 
and violin by using the numerical method. 

 
We further used the numerical method to simulate Chladni Nodal line 

pattern and investigate the influence of perturbation on Chladni Nodal line 
pattern. It can be seen that there is a good agreement between numerical results 
and experiment results.   
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第一章 緒論 

1.1 研究動機 

    日本 311 芮氏 9.0 大地震發生，撼動了全世界，大地震造成了日本相當

嚴重的損害，所激發的能量也造成了可怕的海嘯，這是人類有史以來第一

次即時的紀錄下海嘯可怕的現場。過去科學家也透過各種研究方法來研究

地震；1985 年墨西哥大地震發生[1- 6]，一群研究量子理論的科學家利用解

薛丁格方程式處理不規則邊界問題的方法，研究震波對於地震產生災害行

為並類比災害現場，發現處於節線位置上房屋倒塌的情形相當輕微，這是

一個很有趣的現象，因而對波的共振行為產生了興趣。 

    

    對於波共振行為的研究相當多，其中節線圖騰（Nodal lines patterns）

在科學上是一個相當重要的研究領域，而 Chladni patterns 更是節線圖騰研

究的經典。 Chladni 發現了一種觀察振動波形的方法，他將均勻的細砂撒

在平板上，以小提琴的弓在平板的邊緣拉彈，產生特定頻率的振動，致使

細砂移動至沒有產生振動的節線上，讓人類第一次可以真正的看見聲音。

爾後更有許多科學家以 Chladni patterns 的方法做各種不同方面的運用。郭

政嘉學長也利用了 Chladni patterns 的方法[7]，並在其中加上了干擾物來研

究節線的變化，概念上就有如一座 101 大樓坐落在台北盆地，當震波傳遞

碰上了 101 大樓，看看能量與節線會是如何的變化。諸多的研究也引發對
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這些波動行為產生模擬研究的想法。我們知道波動行為在邊界規則的情況

下有解析解可以解釋它，而於複雜的邊界條件下僅能利用數值方法來解釋

這些波動的行為，我們更利用這樣的數值方法去探討不規則邊界的問題及

有干擾物微擾情況下的 Chladni patterns。 
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1.2 本文組織 

    本論文共有六個章節，第二章簡介波動行為從繩波到電磁波乃致物質波

的基本概念，以及簡述其代表的運動方程在有邊界條件下的赫姆霍茲方程

式的表示式。第三章介紹 Sinc 函數及其正交性，並以 Sinc 函數為基底利

用數值方法-特徵函數展開法，推導二維定態薛丁格方程式。第四章以此數

值方法得到的解來驗證二維方形、圓形的解析解，並對不規則邊界圖形做

分析。第五章針對 Chladni 經典的節線圖騰作一系列模擬[8]，並類比實際

在 Chladni plate 加干擾物的節線圖驣來做探討。第六章結論與未來方向。 

。 
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第二章 自然界中的波動及赫姆霍茲方程式 

    在日常生活中，人類無時無刻都可以體驗到許多來自不同介質所產生

的各種波動。波其實是一種擾動，一種平衡狀態中的擾動，這種擾動會隨

著時間的經過，從空間中的某個區域傳到另一個區域。除了拍擊海岸的海

浪是波之外，聲波、光、廣播電台及電視台的無線電波、震撼地面的地震

波、甚至是微小電子的物質波，在在的顯示其實整個自然界到處都是充滿

著波動，換句話說，整個自然界都是被波動所支配。 

    物理學家將自然界中的波動行為區分為巨觀世界及微觀世界的波動，

描述巨觀世界的波動行為依循的是古典物理中牛頓運動定律準則，主要所

處理的質點系統是建立在力與加速度的觀念，以及描述運動軌跡的運動方

程式的兩項基礎上；而描述微觀世界的波動行為依循的是量子力學的理

論，建立在物質的波粒二象性及能量為不連續態的觀念上。 

    波既然是一種傳播運動，必然會有符合其行為的運動方程式，稱為波

動方程式，我們將從一般常見的繩波、電磁波及物質波，來導出符合其波

動行為的波動方程式[9]。而在物理系統中任何描述其動態的行為必然有其

對應的微分方程，波動方程亦是其中之ㄧ，而這些重要的微分方程，在有

邊界的條件下皆可以化為特徵值問題的形式。物理界中最常碰到的特徵值

問題的形式其實就是赫姆霍茲方程式，如式（2.1）。 
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    ( )2 2 0∇ + =k E                                             

（2.1） 

因此我們可以將波動方程式化成赫姆霍茲方程式的形式，來解波動在有邊

界條件下的特徵值問題。 

 

2.1 繩波 

    在所有波的種類中，最容易了解的是機械波，這種波是介質從平衡狀態

偏離所引起的效應，使波在這種物質內通過，我們可想像由大量質點所構

成的介質，每一質點都以彈性材料和其附近的質點連接。此介質的一端以

任何形式使其位移，發生位移的地方會使其在旁邊的質點上產生一種彈

力，因此在旁邊的質點也產生了位移，第二個質點又會使旁邊的質點產生

位移，因此這樣的位移會沿著這個介質以固定的速率來傳播[9]。 

    我們將這個介質換成是一條繩子，在其左端垂直於繩子的方向上施以

外力使其發生位移，此種橫向位移的波我們稱之為橫波，而以一定方向及

速度傳播的波動稱為行進波。 

直接從牛頓定律出發，假設均勻且完全彈性之繩索，在兩點張力及斜率

分別為 、1T tanα  及 、2T tan β  之作用下，如圖 2.1.1。 
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圖 2.1.1 繩波線段示意圖 

                          

由橫向力平衡 0=∑ xF  可知： 

    1 2cos cosα β= = =T T T constant                             （2.1.1）  

縱向力平衡 0  可知： =∑ yF

    
2

2 1 2
sin sin ( )β α ∂

− = ⋅ Δ ⋅
∂

yT T u x
t

                             （2.1.2） 

其中，  為單位質量。將式（2.1.2）除以式（2.1.1）整理可得： u

    
2

2 1
2

2 1

sin sin ( )
cos cos

β α
β α

∂
− = ⋅ Δ ⋅

∂
T T u x
T T T

y
t

                           （2.1.3） 

    
2 2

2

1
+Δ

∂ ∂ ∂⎡ ⎤⋅ = − →⎢ ⎥∂ Δ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
x x x

u y y y
T t x x x x2

∂ y                          （2.1.4） 

整理後可得 

    
2 2

2 2

1∂
= ⋅

∂ ∂
y

2

∂ y
x v t

                                          （2.1.5） 

其中 2 =
Tv
u

 ， 

    所推導出來的方程式稱為波動方程式，為行進波的波動函數所遵循的

微分方程[10,11]。而  為時間 t 與距離 x 的耦合函數，因此利用分離變y
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數法做時空分離，令 ( ) ( ) ( ),y x t X x T t=  代入式（2.1.5），得 

    
2 2

2

2 2 2

1 1 λ⇒ = =
d T d X

v T dt X dx
−                                 （2.1.6） 

其中 2λ  為一常數，整理可得 

    

2
2 2

2

2
2

2

0

  0

λ

λ

⎛ ⎞⇒ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞⇒ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

d v T
dt
d X
dx

                                     （2.1.7） 

只要給定邊界條件就可求得其解。此方程形式就是赫姆霍茲方程式的形式。 
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2.2 電磁波 

    最具代表電磁波的理論就是馬克斯威爾方程式（Maxwell equation） 

[12]，而馬克斯威爾在電磁理論方面的成就可以和牛頓在力學理論的成就相

媲美，他將法拉第等人的實驗結果及理論作為基礎，創造性的提出十九世

紀物理學中最偉大的成就電磁場理論，並預測電磁波的存在。 

    如何描述波的運動模式在本篇論文中是一項很重要的課題，我們利用

馬克斯威爾方程式（Maxwell equation）來描述電磁波的波動方程式，首先

針對馬克斯威爾方程式來論述。 

    在 MKS 的單位制度下，馬克斯威爾方程式的微分方程為： 

    
∂

∇ × = −
∂

uv
uv BE

t
                                          （2.2.1） 

    
∂

∇ × = +
∂

uv
uuv uvDH

t
J                                        （2.2.2） 

    ρ∇ ⋅ =
uv
D                                               （2.2.3） 

    0B∇ ⋅ =
uv

                                              （2.2.4） 

其中 E  為電場強度（Electric field intensity）， H  為磁場強度（Magnetic 

field intensity）， D 為電通密度（Electric flux density）亦為電位移為（Electric 

displacement）， B  為磁通密度（Magnetic flux density）， J  為電流密度

（Electric current density）， ρ  為體電荷密度（Volume charge density）。 

    電場強度與電位移的關係式為 D Eε=  ，磁場強度和磁通密度關係式
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則為 B Hμ= ， ε 為介電常數（Permittivity），μ 為介磁常數（permeability）。 

    在一無源區域（Source free region），ρ 、  皆為零，馬克斯威爾方程

式的微分方程可化為 

J

    μ∂ ∂
∇ × = − = −

∂ ∂
B HE
t t

                                  （2.2.5） 

    
D EH ε∂ ∂

∇ × = − =
∂ ∂t t

                                   （2.2.6） 

                                                  （2.2.7） 0∇ ⋅ =
uv
D

    0∇ ⋅ =
uv
B                                               （2.2.8） 

對式（2.2.5）取旋度，可得下面的式子： 

    μ ∂
∇ ×∇ × = − ∇ ×

∂

uv uuv
E

t
H                                 （2.2.9） 

在 ( ) 2E E∇ × ∇ × = ∇ ∇ ⋅ − ∇ E  的關係中， 0∇ ⋅ =E  帶入式（2.2.9），可得

一電場齊次波動方程式如下： 

    
2

2
2

0με ∂
∇ − =

∂
EE
t

                                     （2.2.10） 

同理磁場齊次波動方程式: 

    
2

2
2

0με ∂
∇ − =

∂
HH
t

                                    （2.2.11） 

式（2,2,10）與式（2.2.11），其形式就是一般的波動方程式的形式，其速率

 可表示為: c
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1
με

=c                                              （2.2.12） 

    在MKS制中，介電常數
-12 2 2 3

0 8.85418 10  s /C m kgε ×≈  及介磁常數

-6 2
0 1.25 10  mkg /Cμ ×≈  帶入式（2.2.12）可得 82.99792 10 /c m× s=  此速

率與真空中的光速相等，所以光也是電磁波的一種。 

    對於這些方程式的解，我們可瞭解到平面行進的正弦波就是其一組

解，波的電場和磁場相互垂直，並且分別垂直於平面波行進的方向，以光

速  來傳播。 c

    電場和磁場均為時間諧和函數，因此 ωi te  來表示隨時間的變量，即 

    0
ω= i tE E e                                             （2.2.13） 

因此式（2.2.10）可以二階偏微分方程式來表示為 

    ( )2 2 0ω με∇ + =E                                      （2.2.14） 

同理 

    ( )2 2 0Hω με∇ + =                                     （2.2.15） 

其中 2ω με  表示成  ，則可得 2k

    ( )2 2 0∇ + =k E                                        （2.2.16） 

    ( )2 2 0∇ + =k H                                        （2.2.17） 

這就是赫姆霍茲方程式的表示式。 
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2.3 物質波 

    描述物質波的微分方程就是薛丁格方程式。當愛因斯坦揭露了光具有波

和粒子的二象性後，一套觀測微觀世界的理論已然悄悄地萌芽。物理學家

德布羅伊（Louis V.deBroglie,1892~1987）提出了突破性的物質波的理論，

每一種粒子都具有粒子與波動的兩象性理論，即帶質量的粒子除了具有粒

子特性外，還具有波的性質，粒子同時也具有波長和頻率，這種質點所具

有的波稱為物質波[13]。 

    西元1925年，薛丁格（Erwin Schrödinger，1887~1961）研究德布羅伊

的論文，思考著粒子既然具有波粒二象性，其運動應該存在其對應的波動

方程，此方程式可以正確地詮釋粒子的運動行為。西元1926年，薛丁格連

續發表了一系列的論文，提出了滿足粒子系統對應其波函數的波動方程

式，波動力學至此已然產生。薛丁格方程式的提出，成功的描述許多微觀

世界粒子的行為。首先成功解決了重要的氫原子光譜問題。接著利用薛丁

格方程式處理固體的晶格問題，可得到能帶結構，這對於我們了解固體為

何有絕緣體、導體、半導體的區別是非常重要的。還有許多物質的重要物

理及化學性質，都能透過薛丁格方程式得到重要的解釋，也就是說薛丁格

方程式對於近代科學的發展，是具有非常重要的意義[13,14]。 

    簡單介紹薛丁格方程式，薛丁格在其波動方程式中採用虛數 ’i’  於時

間項中，其方程式為[14,15]： 
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( , ) ( , )ψ ψ∂

=
∂

h
r ti E
t

r t                                    （2.3.1） 

( , )r tψ  定義為波函數，代表物質波的粒子在某一時間，出現在特定地點的

機率，
2ψ 代表著出現在特定地點附近機率大小的一個量。 

    古典物理中，物理系統的總能量 E 是動能與位能的總和，表示式為  

                                                （2.3.2）  = +E K V

K 代表著動能勢，V 代表是位能勢。薛丁格依循的這個模式，將空間裡一

個單獨粒子運動於位能勢 ( )V r  中的與時間有關的波動方程式寫為: 

    ( )
2

2( , ) ( , )
2

ψ∂ ⎡ ⎤= − ∇ +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

h
hi r t V r r

t m
ψ t                     （2.3.3） 

接下來令 ( )( , ) ( )r t r f tψ ψ=  帶入上式（2.3.3），利用分離變數法處理，可

得方程式， 

    ( ) ( )
2

21 ( )
( ) 2

ψ
ψ

⎡ ⎤= − ∇ +⎢⎣ ⎦

h hi df V r r
f t dt r m ⎥                   （2.3.4） 

其中左式及右式分別為時間 t 和位置 r 的函數，互為相等，因此必會等於

一個常數 E，整理可得 

    ( )2
2

2 ( ) 0ψ⎡ ⎤∇ + − =⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦h

m E V r r                          （2.3.5） 

這就是與時間無關的定態薛丁格方程式，其中 E 其實就是定態的特徵能

量，其形式也就是赫姆霍茲方程式的表示式。定態薛丁格方程式將是本論

文對於二維幾何邊界推算特徵能量及特徵態的主要方程式。 
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2.4 赫姆霍茲方程式（Helmholtz Equation） 

    從繩波、電磁波到物質波，我們皆可以將其對應方程式化為赫姆霍茲

方程式的形式來求在有邊界條件下的解，因此赫姆霍茲方程式在特徵值問

題中是相當重要的。赫姆霍茲方程式是一個描述電磁波的橢圓偏微分方程

，其形式如下：  

    (                                          （2.4.1） )2 2 0∇ + =k A

    在物理的研究中，大部分的物理問題都同時存在著空間和時間的依存

關係，例如波動方程： 

    ( )
2

2
2 2

1 ,ψ∂⎛ ⎞∇ + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
x t

c t
0                                （2.4.2） 

對式（2.4.2）進行變數分離 ( )( , ) ( )x t A x T tψ = ，可以得到兩個微分方程： 

    (                                          （2.4.3） )2 2 0∇ + =k A

    
2

2 2

2
0d v T

dt
λ⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
=                                       （2.4.4） 

其中 k 是分離常數波數，A 是振幅。 

    我們會得到一個具有空間變數x的赫姆霍茲方程式和一個二階時間常

微分方程式。時間解是一個正餘弦函數的線性組合，而空間解則必須依賴邊
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界條件，因此只要在給定邊界條件下，我們就可以得到空間解，而我們就

是利用定態薛丁格方程式化為赫姆霍茲方程式的形式，在有邊界的條件下

去求解特徵值問題。 
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第三章 數值方法 

3.1 特徵函數展開法 

   在一正交系統集合中，定義 { }( )φm x  為此正交系統的函數，且具有完備

性及正交性，則此系統中的任意函數 ( )f x  均可以級數展開表示成； 

    ( ) ( )m m
m

f x c xφ= ∑                                       （3.1.1） 

    因此對於此函數只要找出一組具備正交及完備性質的基底函數，就可

以解出於此系統中任意態的解，其實這就是特徵值函數問題。 

    解特徵值問題，其實是一種線性轉換的過程，可以表示為； 

    ( ) ( )A x E xΦ = Φ                                        （3.1.2） 

其中 A 為此系統集合的特徵空間， E 為特徵值， ( )Φ x  則為特徵函數。

又由上可知，假設 ( )Φ x  為一具備正交及完備性質的函數，我們可以將此

函數作級數展開為； 

    ( ) ( )m mx c xφΦ = ∑                                       （3.1.3） 

將式 (3.1.3) 帶入式 (3.1.2) ，得 

    ( ) ( )m m m mA c x E c xφ φ=∑ ∑                               （3.1.4） 

同乘上 * ( )n xΦ  並積分 

    ( ) ( ) ( ) ( )* *
m n m m n m

m m
c x A x dx E c x xφ φ φ φ=∑ ∑∫ ∫ dx              （3.1.5） 

其中 * ( )n xΦ  與 ( )m xΦ  彼此正交，所以 m nm n
m

c cδ =∑ ， 

又令 ( ) ( )*
n m nmx A x dx Aφ φ =∫  ，則式(3.1.5) 改寫為 
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1 1 2 2 3 3

m nm n
m

nm m nn n n

c A Ec

A c A c A c A c Ec

=

→ + + + + =

∑
K

                （3.1.6） 

 

若將集合展開， ， 1,2,3n m= K

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1        
2       

                                 
                                 
                                 

      

m m

m m

m m mm m

n A c A c A c E
n A c A c A c E

n m A c A c A c Ec

= + +…+ =
= + +…+ =

⋅
⋅
⋅

= + +…+ = m

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎣

c
c

 

我們再將聯立方程式整理，得 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

    
   

               
               
               

   

m

m

m mm m mm

A A A c c
A A A c c

E

c cA A A

…⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥…⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

… ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⋅                               （3.1.7） 

其中令 

11 12 1

21 22 2

1 2

    
   

               
               
               

   

m

m

m m mm

A A A
A A A

A

A A A

…⎡ ⎤
⎢ ⎥…⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⇒⎢ ⎥
⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥

⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⎢ ⎥

…⎢ ⎥⎣ ⎦

，

1

2

m

c
c

c

c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅

=⎢ ⎥⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，整理得 

    (                                           （3.1.8） ) 0A EI c− =

    此即為矩陣的特徵值問題，可藉由解 [ ]det 0− =A EI c  特徵方程式，
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得到相對應的特徵值與特徵向量，亦可得此矩陣中相對應的特徵態，其中

特徵向量為基底向量。由此可知，只要找到某系統的一組具備正交及完備

性質的基底函數，亦可由此方法來找出此系統中的特徵態。而 Sinc 函數即

為具有正交性質的基底函數，但其完備性並不完全，故其數值解有些許的

誤差，雖然如此 Sinc 函數依舊是為基底函數的最佳選擇之ㄧ，所以我們將

以 Sinc 函數作為解定態薛丁格方程式的基底函數。 
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3.2 基底函數 

3.2.1 基底 

    基底（Basis）在數學上的定義[16] ，簡單來說就是存在一個數學系統

中最小的元素，不能又有其他的元素可以對這個數學系統做線性的組合，

系統內任何狀態皆可以由基底的乘積或疊加而組成來表示。我們最容易理

解的基底就是整數的 1，在整數系定義中它是最小的元素，任何數皆可以 1

的倍數來表示。 

    以二維向量系統來看，如圖 3.2.1 所示，在二維向量系統中 XY 方向

的基底向量亦可稱為單位向量，其單位向量分別以  及  

來表示，而且在這個系統中，任何向量皆可由單位向量 及 來組成，即

可用  來表示，其中a、b 為實數。從 XY 二維的系統中我們

可以理解到既是為 X方向的基底必不可影響到Y方向的向量，亦即為此 XY 

二維系統必然具有正交的特質，其

x e = (1,0) y e = (1,0)

x e y e

(1,0) (0,1)+a b

空間中兩向量的內積必然為 0；而滿足內

積為 0 的條件，單位向量  及  必然為線性獨立。 x e y e

    而基底不單單是只用向量方式來表示，它當然可以以不同形式的數學

函數來表示，而在二維系統中基底函數的特質如同向量一樣，必須具有正

交及線性獨立的特質。 
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圖 3.2.1 單位向量表示圖 

資料來源[17] 
 
 

3.2.2 Sinc function 

    Sinc 函數 [18-23] 在科學上的應用相當廣泛，不論在光學成像系統的

頻率特性、空間濾波、相干光學處理、非相干光學處理、信息光學、光通

信及數位訊號的處理上，都在 Sinc 函數的涵蓋範圍內。我們在處理方波

時，經由傅立葉轉換可得到在時域的訊號，其形狀為一 Sinc 函數的訊號。

首先介紹 Sinc 函數的定義。 

    Sinc 函數在數學上定義的基本數學形式為： 

    ( ) ( )sin
sin =

x
x

x
                                         （3.2.1） 

    ( ) ( )sin
sin

α
α

α
=

x
x

x
                                       （3.2.2） 
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其中 Sinc 函數在 x 為 0 點的奇異點定義為 1，如圖 3.2.2， 
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圖 3.2.2 Sinc 函數形式 
 

    Sinc Collection Method 數學符號表示為 ，而其數學架構為：  kS

    ( )
( )

( )
( )

sin
,

2

π

π

π

π π
± −

−

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

−
∫
h

i x kh t
k

h

x kh
hhS h x e dt

x kh
h

                   （3.2.3） 

     為一 Sinc function 的表示式，其中固定  值，改變  值，

可在 x 軸上的得到不同位置的 Sinc function。很直覺的，任何函數皆可由

這些不同位置的 Sinc function 乘上特定比重所表示，圖 3.2.3 及圖 3.2.4 分

別表示 

( , )kS h x h k

( ) 24=f x x  及利用 Sinc function 描述函數 ( ) 24=f x x 。 
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x

( )f x

圖 3.2.3 ( ) 24=f x x 圖形 

 

  

圖 3.2.4 Sinc function 描述 ( ) 24=f x x   

    Sinc function 也具有正交的特質，接下來我們將接續來了解 Sinc 函數

的正交性質。已知有兩個 Sinc 函數  及  ，假設在某一區( , )kS h x ( , )lS h x
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間內彼此正交，為驗證其正交性，對 ，  做內積運算： ( , )kS h x ( , )lS h x

 

    ( ) ( ) ( ) ( ), ,
2 2

π π

π ππ π

∞ ∞
′− −

−∞ −∞ − −

′=∫ ∫ ∫ ∫
h h

i x lh t i x kh t
l k

h h

h hS h x S h x dx e dt e dtdx             

                     ( )
2

24

π π

π ππ

∞
′+′

−∞− −

′= ∫ ∫ ∫
h h

i t t xilht ikht

h h

h e e e dxdtdt           （3.2.4） 

                     
( ) ( )

2 2

2 2

π π π

π π π

δ
π π

δ

′−′

− − −

′ ′ ′= + =

=

∫ ∫ ∫
h h h

i l k htilht ikht

h h h

kl

h he e t t dtdt e dt

h

 

計算結果為 δ klh ，函數  及  的正交性質因此而得以證明。 ( , )kS h x ( , )lS h x

    從上述討論得知任何函數可以 Sinc function 來表示，而且 Sinc function

彼此間有正交性，也就是說 Sinc function 可以當作任何物理系統的基底函

數。 
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3.3 一維薛丁格方程式的數值方法推導 

    以 Sinc 函數為基底代入特徵函數展開法，則一維定態薛丁格方程式

可表示成, 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ('
'

2
'

2

1 , , ,
2

− + =∑ ∑∑ ∑k k k k k kk
k k kk

d C S h x V k h S h x C S h x E C S h x
dx

), （3.3.1） 

將式（3.3.1）乘上 ( ),lS h x  並積分， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

'
'

2

2

'

1 , ,
2
 , , ,

, ,

−

+

=

∑ ∫

∑∑ ∫

∑ ∫

k l k
k

k l kk
k k

k l k
k

dC S h x S h x dx
dx

V k h C S h x S h x S h x dx

E C S h x S h x dx

                   （3.3.2） 

將式（3.3.2）整理得 

    ( ) ( )( 2 '1
2

δ− − =∑ k lk lk
k

C hC hV k h EhC) l                           （3.3.3） 

其中 ( )

( )

2

2

2 2

2 3
  

12  
( )

    k l

i
h

lk

f l k

if l k
h k l

c
π

−

                

        

− =

−
≠

−

⎧⎪≡ ⎨
⎪⎩

 

式（3.3.3）經由電腦運算，則可計算出特徵函數及特徵能量。 
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3.4 二維薛丁格方程式的數值方法推導 

    接著推導二維定態薛丁格方程式，其二維薛丁格方程式的表示為 

    ( ) ( ) ( ) (
2 2

2 2

1 , , ,
2

ψ ψ⎛ ⎞
− + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

d d ),ψx y V x y x y E x y
dx dy

            （3.4.1） 

而 ( ),ψ x y  及 ( ),V x y 在導入基底函數的表示式為 

    
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ('
'

'

, , ,

, , ,

ψ ≈⎧
⎪⇒ ⎨

≈⎪⎩

∑∑

∑∑

mn m n
m n

k k
k k

x y C S h x S h y

V x y V kh k h S h x S h y),
                 （3.4.2） 

將式（3.4.2）帶入式（3.4.1）可得 

    

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) (

( ) ( )

'
'

2 2

2 2

'

1 , ,
2

, , , ,

, ,

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
+

=

∑∑

∑∑ ∑∑

∑∑

mn m n
m n

k mn mk
k m nk

mn m n
m n

d d C S h x S h y
dx dy

V kh k h S h x S h y C S h x S h y

E C S h x S h y

),n        （3.4.3） 

將（3.4.3）同乘上 ( )' ,
m

S h x  及 ( )' ,
n

S h x  並積分， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

' '

' '

'

2

2

,
2

2

, , , ,
1                                          
2

, , , ,

                                                        
,

+

m nm n

mn
m n

m nm n

mn m

dS h x S h x dx S h y S h y dy
dx

C
dS h x S h x dx S h y S h y dy
dy

C S h x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

+

∫ ∫
∑

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

' '
'

'

'

,,

'
,

, , , , , ,

   
, , , ,

k m nn k
m nk k

mn m m nn
m n

S h x S h x S h x S h y S h y V kh k h dydx

E C S h x S h x dx S h x S h y dx=

∑∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

  （3.4.4） 

整理可得 
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( ) ( ) ( )}{ δ δ δ δ δ⎡ ⎤− + + =⎣ ⎦∑ ∑' ' ' ' ' ' ' '
2 22 21 ,

2 mn mnnn m m m m n n m m nn m m nn
mn mn

h C C C V mh nh h E C δ       （3.4.5） 

其中 ( )

( )

2

2

'

2 2

-

'

'              2 3
'

'       

-      

-12   
( - )

     

    
   

m m
h

m m

i

i
h m m

f m m

f m m
c

π =

≠

⎧⎪≡ ⎨
⎪⎩

 

     ( )

( )

2

2

'

2 2'

'
2 3
'

'12
( )

     

     
   

n n
h

n n

i

i
h n n

f n n

f n n
c

π

−

                    

           

−

−
−

=

≠

⎧⎪≡ ⎨
⎪⎩

 

同樣的，式（3.4.5）經由電腦運算，則可計算出特徵函數及特徵能量。 
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3.5 結果與討論 

    對於特徵值問題，我們採用的數值方法就是特徵函數展開法，只要找

出一組具備正交及完備性質的基底函數，我們就可以找到特徵值與特徵向

量，最後就可解出於此系統中特徵態的解。而 Sinc 函數為具有正交性質的

基底函數，但其完備性並不完全，故其數值解有些許的誤差，雖然如此 Sinc  

函數依舊是為基底函數的最佳選擇之ㄧ，所以我們將以 Sinc 函數作為解定

態薛丁格方程式的基底函數。 
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第四章二維位能勢 

       波在不同幾何形狀邊界的行為探討，一直被科學家所研究著，舉凡

在通訊、雷射及發光二極體等方面，在在都對特定幾何邊界的波動行為有

著相當廣泛的研究。像是光通過光纖進行傳導訊息時，能量在垂直於光傳

遞方向二維平面的行為分布就相當重要，關係著傳導訊息失真與否；發光

二極體在光行進的路徑，在不同的材料的介面上，波在其幾何邊界上所產

生的干涉及反射行為，關係著發光效率高與低。而這些方面的行為研究皆

屬電磁學與量子力學的範疇，因此波在不同幾何形狀二維特定邊界下的基

礎行為探討，在電磁學及量子力學中是相當重要的。 

 

4.1 二維方形位能勢 (Two-Dimensional square potential) 

    波的運用相當多元，其中最令人熟知的便是運用在光傳輸的光波導，不

同材料的波導會產生不同的模態，在光的傳遞時最不希望高階模態的產

生，高階模態會造成光收斂性不佳，而致使光產生損耗或者訊號轉換失真。

因此波導的形狀及材質也因應產業的發展而廣泛的被研究著，其中矩形對

稱形狀的波導一直是光通訊元件的主流。因此對於二維方形我們將分別以

數值方法及解析解來分析及比較。 

 

4.1.1 二維方形位能勢解析解 

    經由第三章數值方法的討論，已知二維定態薛丁格波動方程式如下； 
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    )( ( ) )( )(
2

2 , ,
2

,x y V r x y E x y
m

ψ ψ ψ−
∇ + =

rh                      （4.1.1） 

現在要解描述粒子行為的波函數 )( ,x yψ  在二維方形位能勢的解析解，位

能勢如圖 4.1.1， ( ),V x y  表示如下 

2
a−

2
a−

2
a

2
a x

y

( )
0       ; 

2 2,
     ;  

2 2

a ax y
V x y

a ax y
 

⎧ < <⎪⎪= ⎨
⎪∞ > >
⎪⎩

2
a−

2
a−

2
a

2
a x

y

( )
0       ; 

2 2,
     ;  

2 2

a ax y
V x y

a ax y
 

⎧ < <⎪⎪= ⎨
⎪∞ > >
⎪⎩

2
a−

2
a−

2
a

2
a x

y

2
a−

2
a−

2
a

2
a x

y

( )
0       ; 

2 2,
     ;  

2 2

a ax y
V x y

a ax y
 

⎧ < <⎪⎪= ⎨
⎪∞ > >
⎪⎩

 

                 圖 4.1.1 二維方形位能勢圖 

在方形位能勢中，薛丁格方程式為 

)( )(
2

2 ,
2

,x y E x y
m

ψ ψ−
∇ =

h                                  （4.1.2） 

利用分離變數，令 )( ( ) ( ),x y X x Y yψ = ，代入式（4.1.2） 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2

2
0

d X x d Y y m
Y y X x EX x Y y

dx dy
⇒ + +

h
=         （4.1.3） 

令 2
2

2mEK =
h

，並將式（4.1.3）同除以 ( ) ( )X x Y y ， 

    
( )

( )
( )

( )2 2
2

2 2

1 1 0
d X x d Y y

K
X x dx Y y dy

⇒ + + =                    （4.1.4） 
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假設 

    
( )

( )

( )
( )

2

2

2

2

2

2

1
-

1
-

d X x
X x dx

d Y y
Y y dy

α

β

=

⇒

=

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

                                 （4.1.5） 

這兩個常係數微分方程式的通解可以表示為 

    
( )
( )

sin cos

sin cos

X x A x B

Y y C y D y

xα α

β β

= +
⇒

= +

⎧
⎨
⎩

                          （4.1.6） 

其中 A、B、C、D 為常數。因為我們假設在邊界上，位能勢是無限大，粒

子無法跑出位能勢之外，因此可得知波函數 )( ,x yψ  在方形位能勢的邊界

上的值為零，表示成 

    
( )

( )

, 0
2 2

, 0
2 2

a a
x y X Y y

a
x y X x Y

ψ  

ψ  

± ±
= =

± ±
= = =

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

a

=

                         （4.1.7） 

式（4.1.6）代入邊界條件式（4.1.7），可以解得 

    
( )

( )

sin , 1,2,3,
2

sin , 1,2,3,
2

m

n

m aX x A x m
a

n aY y C y n
a

π      

π        

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞′= + =⎜ ⎟⎪ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ′= + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩

L

L

                  (4.1.8) 

其中 A′  和 C′  為常數，可以由歸一化條件 )( 2

-
, 1x y dxdyψ

∞

∞
=∫ ∫  得到 

    2 2 2 22 2

2 2

sin sin   1
2 2

π π
− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′⇒ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

a a

a a
m a n aA x dx C y dy
a a

=  

    2

4 2′ ′⇒ = =A C
a a  
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最後可以得知二維方形的特徵態（Eigenstates）的解析解，表示如下 

   

)( ( ) ( ), ,  

1,2,3,...2
              sin sin   

 1,2,3,...2 2

m n m nx y X x Y y

mm a n a
x y

na a a

ψ

π π

=

=
= + +

=
⎧⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩

（4.1.9） 

    而二維方形位能勢的特徵態（Eigenstates）對應的能量特徵值（Energy 

Eigenvalues）  表示為 ,m nE

    

2 22 2 2

,

,

1, 2,3,...

1, 2,3,...2 2
m n

m n

mK m n
E

nm m a a
π π

        
=

= = +
=

⎡ ⎤ ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎩⎣ ⎦

h h
    (4.1.10) 

    表 4.1.1 及表 4.1.2 為二維方形位能勢的特徵態的解析解及特徵態對應

的特徵能量值。從表 4.1.1 中我們可以看到，當（m,n）為（2,1）及（1,2）

時，所描述的圖形會以簡併態來呈現，所以其 Energy 是相等。 
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表 4.1.1 二維方形之解析解(一) 

 

m,n Intensity Energy m,n Intensity Energy

(1,1) 2.467 (4,1) 20.973

(2,1) 6.169 (3,3) 22.207

(1,2) 6.169 (4,2) 24.674

(3,1) 12.337 (4,3) 30.843

(3,2) 16.038 (5,1) 32.076

解析解 解析解
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表 4.1.2 二維方形之解析解(二) 

 

m,n Intensity Energy m,n Intensity Energy

(5,2) 35.777 (4,6) 64.152

(4,4) 39.478 (6,5) 75.256

(5,3) 41.946 (1,8) 80.191

(6,2) 49.348 (3,8) 90.060

(3,6) 55.517 (9,4) 119.669

解析解 解析解
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4.1.2 二維方形位能勢數值解 

 

    將二維方形的圖形，轉化為以點陣圖格式來呈現，點陣圖的灰階呈現由

黑到白可表示為 0 至 255。在二維方形外圍束以白色邊框做為其邊界條件，

如圖 4.1.2，其中以白色為的邊框部份就是我們用以表示為無限位能井，所

有的波動皆束縛在方形位能勢中。 

 

 
 

圖 4.1.2 二維方形圖形 

 

    將二維方形帶入特徵函數展開法來運算，使用數值方法運算時， Basis 

越高其誤差會越低，但由於個人電腦效能的關係，無法處理太大數量的 

Basis ，在這裡我們使用的 Basis 數目是 Ｎ＝40×40，得到在不同 State 狀

態下，模擬出的特徵態的圖形及特徵能量值。如表 4.1.3 及表 4.1.4 所示。 
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表 4.1.3 二維方形位能勢之數值解(一) 

 

State Intensity Energy State Intensity Energy

(1,1) 2.513 (4,1) 21.231

(2,1) 6.256 (3,3) 22.479

(1,2) 6.256 (4,2) 24.975

(3,1) 12.496 (4,3) 31.214

(3,2) 16.239 (5,1) 32.463

數值解 數值解
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表 4.1.4 二維方形位能勢之數值解(二) 

 

State Intensity Energy m,n Intensity Energy

(5,2) 36.206 (4,6) 64.908

(4,4) 39.950 (6,5) 76.140

(5,3) 42.446 (1,8) 81.132

(6,2) 49.933 (3,8) 91.116

(3,6) 56.173 (9,4) 121.067

數值解 數值解
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4.1.3 二維方形位能勢解析解與數值解比較 

 

    由於運算的 Basis 數量越高，其運算結果與解析解的差異會越小，所以

先針對二維方型圖形在不同 Basis 數目的運算下，來比較其運算結果對解

析解的誤差率。定義誤差率為在同一定態下，數值解減去解析解的差值再

除以解析解，並取其絕對值。從圖 4.1.3 的確可以看出，運算的 Basis 數量

越高，其誤差越小。 

 

縱合以上二維方形解析解與數值解的結果，可以從表 4.1.5 及表 4.1.6

中得知，以數值方法模擬所呈現出來在各個不同特徵態的圖形與解析解的

圖形比較，在相同特徵態下的圖形是一致的。比對特徵能量值（Energy），

從表 4.1.5 及表 4.1.6 中也可以看出二維方形解析解與數值解的特徵能量值

的確相當的接近。 

 

    接下來進一步分析解析解與數值解特徵能量值分佈，我們先定義特徵

態（State），由 1 至 100 代表著圖形複雜程度的增加， Energy 為特徵能量

值。從圖 4.1.4 可以看出，隨著特徵態的複雜度遞增，於相同特徵態下解析

解與數值解能量值分別也往上遞增，而其數值解對解析解的平均誤差約為

1.1%。 
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表 4.1.5 二維方形位能勢解析解與數值解比較表(一) 

 

Intensity Energy Intensity Energy

(1,1) 2.513 2.467

(2,1) 6.256 6.169

(1,2) 6.256 6.169

(3,1) 12.496 12.337

(3,2) 16.239 16.038

解析解數值解State
(m,n)
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表 4.1.6 二維方形位能勢解析解與數值解比較表(二) 

 

Intensity Energy Intensity Energy

(4,1) 21.231 20.973

(3,3) 22.479 22.207

(4,2) 24.975 24.674

(4,3) 31.214 30.843

(5,1) 32.463 32.076

解析解數值解State
(m,n)
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不同 Basis數量誤差比較
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圖 4.1.3 不同Basis數量誤差圖 

 
 
 

解析解與數值解特徵能量關係圖
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圖 4.1.4 二維方形解析解與數值解特徵能量關係圖 
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4.2 二維圓形位能勢 (Two-Dimensional circle potential) 
 

4.2.1 二維圓形位能勢解析解 

現在要解描述粒子行為的波函數 )( ,ψ ρ φ  在二維圓形位能勢的解析

解，位能勢如圖 4.2.1， ( ),V ρ  φ  表示如下： 

a

φ

( )
0

,
a

V
a

      ρ
ρ  φ

     ρ
<⎧

= ⎨∞ >⎩

y

x

a

φ

a

φ

( )
0

,
a

V
a

      ρ
ρ  φ

     ρ
<⎧

= ⎨∞ >⎩

y

x

             

                    圖 4.2.1 二維圓形位能勢圖 

    在 aρ <  的位能為零；在 aρ <  的區域，其位能則為無窮大。在圓形

位能勢的內部，薛丁格方程式為 

    )( )(
2 2 2

2 2 2

1 1+ + , ,
2

E
m

ψ ρ φ ψ ρ φ
ρ ρ ρ ρ φ

⎡ ⎤− ∂ ∂ ∂
=⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

h                 （4.2.1） 

利用分離變數，令 )( ( ) ( ), Rψ ρ φ ρ φ= Φ  ，代入式（4.2.1）， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22

2 22

    
    0

d R dR R d
m d d d

ER

2

ρ φ ρ ρ φ
φ

ρ ρ ρ ρ φ

ρ φ

Φ Φ⎡ ⎤−
⇒ Φ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
+ Φ

=

h

          （4.2.2） 
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令 2
2

2mEK =
h

，並將式（4.2.2）同除以 ( ) ( )
2

R ρ φ
ρ

Φ  

    
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )2 2
2 2 2

2 2

1 1
0

d R dR d
R K

R d d d
ρ ρ φ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ φ φ

Φ
⇒ + + +

Φ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎜

⎝ ⎠⎣ ⎦
=⎟⎥ （4.2.3） 

假設 
( )

( )2
2

2

1 -
d

m
d

φ
φ φ

Φ
=

Φ
，代入式（4.2.3）並重新整理，可得徑向跟軸向兩

個方向的微分方程式 

    ( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2

1 0
d R dR mK R

d d
ρ ρ

ρ
ρ ρ ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⇒ + + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
=                 （4.2.4） 

    ( ) ( )
2

2
2 0

d
m

d
φ

φ
φ

Φ
⇒ + Φ =                                   （4.2.5） 

 

    現在先解式（4.2.5）微分方程式。已知此微分方程式的通解為 

    ( ) ( )cosm A mφ φ θ⇒ Φ = +                                  （4.2.6） 

其中 ,A  θ  為常數。在此我們令 0θ =  。又因為在 φ  方向圓對稱，故有

邊界條件 ( ) ( )2φ πΦ + = Φ φ ，代入式（4.2.6），可以得到 ，

因此其通解為 

0, 1, 2...m = ± ±

    ( ) ( )cos , 0, 1, 2...m A m mφ φ      ⇒ Φ = = ± ±                       （4.2.7） 

    接下來，要解徑向方向微分方程式。令 x Kρ= ，則式（4.2.4）可改寫

成 

    ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

1 1
d R x dR x m R x

dx x dx x
⎡ ⎤⎛ ⎞⇒ + + −⎢ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
0=⎥                    （4.2.8） 

式（4.2.8）即 m 階 Bessel 微分方程式，其通解為 
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    ( ) ( )mR x BJ x⇒ =                                        （4.2.9） 

其中 B  為常數且  為 m 階 Bessel 函數。跟方形一樣，波函數在邊

界上值為零，也就是 

( )mJ x

( ) ( ) 0mR x Ka BJ Ka= = = 。並非所有的 K 都可滿足 

，只有某些特定的不連續( ) 0mJ Ka = K 值才滿足，即當  mn mnK a α=  時，

， ( ) 0m mnJ α = mnα  可由查表得知。最後我們得到徑向方向的通解為  

    ( ) ( )m mnR BJ Kρ ρ⇒ =                                    （4.2.10） 

  

    不同 ( ),m n  可對應到特定的特徵狀態 )( ( ) ( ), , cm n m mn osABJ K mψ ρ φ ρ φ= ，

AB 可以由歸一化條件 )( 2

-
, 1d dψ ρ φ ρ ρ φ

∞

∞
=∫ ∫  得到 

    
( )1

1

m mn

AB
aJ Kπ ρ+

⇒ =                                  （4.2.11） 

最後可以得知二維圓形位能勢的特徵態（Eigenstates）解析解，表示如下 

    

)( ( ) ( )
( ) ( )

( )

,

1

,

cos
                     ,        0, 1, 2..

                

m n

m mn

m mn

R

J K m
aJ K

m

ψ ρ φ ρ φ

ρ φ
π ρ+

⇒ = Φ

= = ± ±      （4.2.12） 

而二維圓形位能勢的特徵態（Eigenstates）對應的能量特徵值（Energy 

eigenvalues）  表示為 ,m nE

    

22

, , 0, 1, 2..
2

mn
m nE m

m a
α       ⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
h

± ±                    （4.2.13） 

表 4.2.1 及 4.2.2 為二維圓形位能勢的特徵態解析解及特徵態對應的能量特

徵值。 
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表 4.2.1 二維圓形位能勢之解析解(一) 

 

State Intensity Energy m,n Intensity Energy

(0,1) 2.776 (1,2) 25.038

(1,1) 7.36 (4,1) 28.059

(2,1) 13.102 (2,2) 36.121

(0,2) 15.113 (0,3) 37.319

(3,1) 20.002 (5,1) 37.273

解析解 解析解
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表 4.2.2 二維圓形位能勢之解析解(二) 

 

State Intensity Energy m,n Intensity Energy

(4,1) 28.059 (3,3) 86.590

(4,1) 37.319 (6,2) 92.027

(6,1) 47.645 (4,3) 105.329

(4,2) 61.759 (5,3) 125.225

(0,4) 69.396 (1,5) 137.289

解析解 解析解
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4.2.2 二維圓形位能勢數值解 

    將二維圓形的圖形，化為矩陣的方式來呈現，處理方式與方型一致，在

圓形外圍束以白色邊框做為其邊界，其中白色部分的位能勢視為無窮大，

黑色部分位能勢設為零，如圖 4.2.2， 

 

 

 
圖 4.2.2 二維圓形圖形 

 

    將此圖形帶入數值方法來做運算，可以得到在不同 State 狀態下，其模

擬出的不同特徵態圖形及特徵能量 Energy 。如表 4.2.3 及表 4.2.4 所示。 
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表 4.2.3 二維圓形位能勢之數值解(一) 

 

State Intensity Energy m,n Intensity Energy

(0,1) 2.865 (1,2) 25.111

(1,1) 7.456 (4,1) 29.226

(2,1) 13.344 (2,2) 35.799

(0,2) 15.503 (0,3) 38.067

(3,1) 20.724 (5,1) 39.076

數值解 數值解
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表 4.2.4 二維圓形位能勢之數值解(二) 

 

State Intensity Energy m,n Intensity Energy

(3,2) 48.333 (3,3) 85.875

(6,1) 50.128 (6,2) 93.759

(4,2) 62.294 (4,3) 104.63

(0,4) 70.715 (5,3) 125.21

(5,2) 77.246 (1,5) 137.34

數值解 數值解
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4.2.3 二維圓形位能勢解析解與數值解比較 

 

    縱合以上二維圓形解析解與數值解的結果，可以從表 4.2.5 及表 4.2.6 中

得知，以數值方法模擬所呈現出來在各個不同 State 的圖像與解析解的圖

像作比較，在相同 State 下的圖形，數值解的圖形近似解析解的圖形。比

對特徵能量值（Energy），從表 4.2.5 及表 4.2.6 中也可以看出二維圓形解析

解與數值解的特徵能量值相當的接近。 

 

    接下來進一步分析解析解與數值解特徵能量值分佈，與二維方形一

樣，定義 State 由 1 至 100 代表著圖形複雜程度的增加， Energy 為特徵能

量值。從圖 4.1.3 可以了解，隨著 State 的複雜度遞增，於相同 State 下解

析解與數值解能量值分別往上遞增，其數值解對解析解的誤差約為 2.39%。 
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表 4.2.5 二維圓形位能勢解析解與數值解比較表(一) 

 

Intensity Energy Intensity Energy

(0,1) 2.865 2.776

(1,1) 7.456 7.36

(2,1) 13.344 13.102

(0,2) 15.503 15.113

(3,1) 20.724 20.002

解析解數值解State
(m,n)
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表 4.2.6 二維圓形位能勢解析解與數值解比較表(二) 

 

Intensity Energy Intensity Energy

(1,2) 25.111 25.038

(4,1) 29.226 28.059

(2,2) 35.799 36.121

(0,3) 38.067 37.319

(5,1) 39.076 37.273

解析解數值解State
(m,n)
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圖 4.2.3 二維圓形解析解與數值解特徵能量關係圖 
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4.3 其他二維不規則邊界 

    從上述二維方形及圓形位能勢的解析解與數值解比較來看，以數值方法

所運算出來的數值解，的確可以近似二維方形及圓形位能勢的解析解。    

接下來我們將利用這個數值方法對於不規則形狀邊界的圖形做運算，解出

在各個不同定態下的圖形及特徵能量值。 

 

4.3.1 二維不規則邊界-金門 

    選擇一個金門地形的地圖，再將地圖轉化為二維不規則的矩陣圖形，如

圖4.3.1，再帶入數值方法運算，可得二維不規則邊界的特徵態及特徵能量

值。 

 
圖4.3.1 不規則邊界圖形-金門 
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表 4.3.1 二維不規則邊界-金門 
 

Intensity Energy Intensity Energy Intensity Energy

11.704 43.334 150.047

18.680 49.818 200.569

25.015 54.614 236.512

29.724 61.825 280.848

34.955 83.892 329.290

40.745 106.822 362.464

數值解
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4.3.2 二維不規則邊界-小提琴 

 

    選擇一個小提琴的圖形，再將小提琴圖形轉化為二維不規則的圖形，如

圖4.3.2，帶入數值方法運算，可得小提琴形狀的二維不規則邊界的特徵態

及特徵能量值。 

 
 
 

 
圖4.3.2 不規則邊界圖形-小提琴 
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表 4.3.2 二維不規則邊界位能勢數值解-小提琴 

 

Intensity Energy Intensity Energy Intensity Energy

8.710 74.077 201.461

12.156 95.703 237.205

19.669 118.287 258.851

23.917 138.529 340.629

28.413 164.402 376.090

54.173 172.819 417.450

數值解
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第五章 節線研究(Nodal Line)  

 

    自從 Ernst Chladni ( 1756-1827 ) 發現了將只能聽得到的聲音化為看得

見的”聲音”之後， Nodal Line 在聲學上一直是一個很重要的研究指標。

Ernst Chladni 發展出這個研究二維波圖案的技術，是改良於伽利略的方金

屬板振動，他將沙子灑在板子上，用提琴的弓來使平板振動。當達某個共

振頻率時，節點線上的沙子仍是靜止，不在節點線的沙子會一直跳動直到

移動至節點線上為止。此時，平板的沙子呈現駐波圖案 Chladni pattern ，

而聲音節線圖騰－ Chladni pattern 到今天仍是重要的研究波振動的工具。 

    Ernst Chladni 也用圓盤和方型盤子的振動，進行很多實驗研究節點   

（Nodal Line）。當振動的平板具有均勻的密度且對稱的形狀，則當施予的

波動頻率改變，共振圖案會隨之立即跟著變化，而呈現各種不同模態的對

稱圖案，如圖（5.1）。無論圓形或方形盤子的振動，顯示 Chladni pattern 皆

是侷限在二維空間中所展現的共振現象。由第四章我們可以知道，以 Sinc 

function 為基底的特徵函數展開法可以作為解二維不同幾何形狀特定邊界

的數值方法，因此我們將利用數值方法來模擬及類比圓形和方形的 Chladni 

pattern ，從而衍生討論在設有干擾物微擾下的波動的行為[28-30]。 
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圖 5.1 方形與圓形震動示意圖 
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5.1 類比文獻上的 Chladni pattern 

5.1.1 方形 

    在大學物理實驗中，探討在特定邊界下波的振動及觀察駐波的行為大都

以 Chladni pattern 作為實驗對象，因此相關的資料相當多元，圖 5.1.1 為文

獻上的方形 Chladni pattern 。首先我們將針對方形進行模擬並與文獻上方

形的 Nodal line 圖形進行比對，結果如圖 5.1.2 與圖 5.1.3， 

 

 
 

圖.5.1.1 文獻上方形 Chladni pattern [28] 
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圖.5.1.2 方形 Chladni pattern 比對圖（一） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K=4 K=6 K=7 K=5

K=14 K=13K=10K=9 
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圖.5.1.3 方形 Chladni pattern 比對圖（二） 

 
 

    文獻中的 Nodal line pattern 會依頻率的不同而產生不同的 pattern ，頻

率越高， pattern 就會越複雜，在數值方法所模擬各個特徵態的圖形中，我

們選擇其中與 Chladni pattern 文獻中相似的 Nodal line 圖形來比較，在類

比的圖形中清楚顯示在以數值方法所模擬的特徵態（K）是介於 4~27 間，

可以模擬出相似於文獻上的圖形；特徵態（K）越高可得到對應到的圖形越

少。 

K=13 K=14 K=16 K=20 K=17 K=19

K=27K=21 K=22
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5.1.2 圓形 

    對於圓形的 Nodal line pattern ，除了類比文獻上的 Chladni pattern 

外，也加入實際震砂的經典 pattern 。與方形相同的狀況，圓形可模擬的特

徵態（K）都是在較低的特徵態（K）時可模擬出與相關文獻上相似的圖形，

結果如圖 5.1.4 與圖 5.1.5。 

 

 

 

 

 

 

 

K=2 
K=8 K=16 K=4 

 

   圖.5.1.4 圓形 Chladni pattern 比對圖（一） 
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K=12 K=4K=6 
K=2 

 

圖.5.1.5 圓形 Chladni pattern 比對圖（二） 

 
 

5.1.3 小提琴圖形（Violin shaped plate） 

    類比小提琴圖形的 Nodal line pattern ，由於邊界條件不同，所模擬的

圖形與相關文獻上相似的圖形較少。 

 

K=12 K=21

 
 

圖.5.1.6 小提琴 Chladni pattern 比對圖 
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5.1.4 結果與討論 

    雖然所模擬的圖形及數量還無法與文獻完全的類比，但已經顯示以 

Sinc function 為基底的特徵函數展開法的確可以在給定特定的邊界下，模擬

出部分在相關文獻上所研究的 Chladni pattern 。  
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5.2 理論計算分析 

    接下來我們要在模擬的圖形中加上了干擾物，來探討干擾物對波動行為

的影響所產生出的 Nodal Line 圖形。我們從干擾物在不同距離所計算的模

擬結果，發現了一些相當有趣的現象值得我們來探討。我們知道當給定一

對稱的二維形狀如圓形，在未放干擾物時，在各個特徵態其圖形會呈現對

稱性的排列，模擬結果與實際實驗皆有相同的結論。當我們在二維圓形中

放置干擾物時，預期原本的對稱性將會受到破壞，而產生另一種新的破壞

性對稱的圖形；但若恰巧干擾物放置的位置是在各個特徵態的 Nodal line 

時，圖形會等同於未放干擾物時的圖形。另外在產生新的破壞性對稱的圖

形時，其特徵能量也會有不同的變化，而當對稱破壞達到最大時，特徵能

量也會隨著達到最大值，我們將會再對此現象針對干擾物不同的距離來分

析特徵能量的變化趨勢。 

 

5.2.1 干擾物對圖騰的定性分析 

    我們可以預期，當二維圓形未放置干擾物時，模擬所呈現特徵態的圖形

是對稱的，而放置干擾物時則破壞原本呈現的對稱性，而產生另一種新的

破壞性對稱的圖形。當干擾物沿著相同的方向改變其放置的位置時，可以

清楚的觀察到共振圖形會隨著干擾物放置的方向，呈現其破壞性的對稱，

如表5.2.1與表5.2.2。 
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表.5.2.1 干擾物於不同距離的特徵態（一） 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

   距離
State

0 cm
(無障礙物)

2 cm 3.8 cm 5 cm 7.3 cm 10 cm

K=3

K=5

K=6

K=8

 

 

表.5.2.2 干擾物於不同距離的特徵態（二） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    距離

State 0 cm (無障礙物) 2 cm 3.8 cm 5 cm 7.3 cm 10 cm

K=10

K=12

K=14

K=16

 - 65 - 



 

5.2.2 干擾物對圖騰特徵能量值的定量分析 

    由5.2.1節可知，干擾物沿著同一方向改變放置的位置，共振圖形會產生

破壞性的對稱圖形，而其所對應的特徵能量值也會隨著變化，從表 5.2.3 中

可以看出，各個特徵態在不同距離下，所呈現的特徵能量值皆比無干擾物

時的特徵能量值高。我們預期對稱性破壞變化達到最大時，其特徵能量也

會達到最大值，但如何確定二維圓形內在何種距離下對不同特徵態的對稱

破壞變化能達到最大？針對干擾物放置的距離再做進一步的細切來分析，

我們發現特徵能量的變化呈現兩種峰值的趨勢，以干擾物放置位置距離的

中心 6 cm 為界線，特徵能量的峰值群隱約可以看出會坐落在中心的兩

側，如圖 5.2.1及圖 5.2.2。 

 
 

表 5.2.3 不同距離的特徵能量值 

 
     距離

 E
0 cm

(無障礙物)
2 cm 3.8 cm 5 cm 7.3 cm 10 cm

E (k=3) 7.223 7.76 8.524 8.812 8.462 7.564

E (k=5) 13.008 13.068 13.503 14.198 14.676 13.542

E (k=6) 18.138 19.532 18.94 18.428 18.327 18.366

E (k=8) 19.996 20.03 20.202 20.58 22.01 20.725

E (k=10) 24.168 26.918 27.302 25.857 24.535 24.938

E (k=12) 28.431 28.432 28.572 28.774 30.495 29.534

E (k=14) 34.887 35.526 37.543 37.163 35.12 35.603

E (k=16) 37.792 37.792 38.421 38.389 39.262 39.052
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不同位置的特徵能量趨勢圖
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圖 5.2.1 不同距離特徵能量趨勢圖（一） 

 
 

不同位置的特徵能量趨勢圖
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圖 5.2.2 不同距離特徵能量趨勢圖（二） 
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    接著將各個特徵態的特徵能量值(E)減去無干擾物的特徵能量值(E0)，

可清楚的看到相對特徵能量值呈現的趨勢，如圖 5.2.3 。歸納相對特徵能

量值與特徵態的關連性，可以分成三類，如圖 5.2.4 能量分布形式所示： 

1. 初始的特徵態為圓周節線時，在不同位置加上干擾物後，其特徵能

量值的峰值會出現在 2.5~5 cm之間， 

2. 初始的特徵態為徑向節線時，於不同位置加上干擾物後，其特徵能

量值的峰值會出現在 7~9.5 cm之間，也就是在這兩種區間中，其

對稱性破壞變化會達到最大。 

3. 初始的特徵態為混合徑向節線與圓周節線時，特徵能量值的峰值在

上述兩個區域皆會出現，最大的特徵能量峰值會出現在2.5~5 cm

間。 

 

特徵能量趨勢圖
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圖 5.2.3 不同距離的特徵能量趨勢圖 
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圖 5.2.4 能量分布形式 
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5.3 加干擾物的 Nodal line 波動行為探討 

    在5.1節中已知，利用 Sinc function 為基底的數值方法所模擬出的圖形

可以類比出文獻上經典的 Chladni pattern ，在郭政嘉”局部挾置對平板振盪

器的節線圖騰之影響”的論文中，也實際的利用挾住局部區域的一個點及改

變點的位置來研究節線圖騰現象做出了實驗，因此我們將重現以其實驗的

條件，帶入以 Sinc function 為基底的數值方法中，針對模擬出的圖形對實

驗的節線圖騰來做類比，以探討以 Sinc function 為基底的數值方法對於在

有干擾物微擾下的節線圖騰的變化。 

 

5.3.1 類比實驗圖形 

    由實驗得知磁鐵位置、磁鐵大小為其實驗主要影響參數，因此我們定義

與實驗一致的直徑24cm的圓形作為模擬的二維邊界的範圍，輔以直徑 10 

mm的圓形干擾物，改變圓形干擾物位於圓心的距離，分別對 2 cm、3.8 cm、

5 cm、7.3 cm、10 cm不同的位置作模擬，並與實驗中所有頻率的圖騰比較

出相同的圖形，結果如圖5.3.1 ~ 5.3.5。 
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K=12 K=55 K=17K=19

 

圖.5.3.1 圓形干擾物距圓心 2 cm 

 

 

圖.5.3.2 圓形干擾物距圓心 3.8 cm 

K=34 K=80

K=16K=8 

K=5 

K=4 K=17 

K=29 
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K=8 K=17 K=17 
K=1 

 

K=54
K=34 

 

圖.5.3.3 圓形干擾物距圓心 5 cm 
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K=17K=8 K=55 
K=5 

 

圖.5.3.4 圓形干擾物距圓心 7.3 cm 

K=17
K=5 

 

圖.5.3.5 圓形干擾物距圓心 10 cm 

5.3.2 實驗結果討論 

    根據上述的資料所示，比對干擾物在不同距離下各個特徵態（K）的圖

形，其中特徵態（K）為17在各個距離皆出現相仿的圖形。因此以 Sinc 

function 為基底的數值方法可模擬出部分文獻所研究的二維方形及圓形的 

Chladni pattern。 
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第六章 結論與未來展望 

     Sinc function 為具有正交性質的基底函數，其完備性並不完全，故其數

值解有些許的誤差，以二維方形圓形解析解與數值解的結果比較可以得

知；以 Sinc function 為基底的數值方法模擬，比較各個特徵態與解析解的特

徵態，在相同特徵態下的圖形是相當接近的；比對特徵能量值（Energy），

能量值相當的接近，方形及圓形數值解對解析解的誤差各約為 1.1% 及

2.39%，所以 Sinc function 依舊是為基底函數的最佳選擇之ㄧ。 

 

    而在 Chladni pattern 模擬，雖然所模擬的圖形及數量還無法與文獻完全

的類比，但已經顯示以 Sinc function 為基底的數值方法的確可以在給定特定

的邊界下，模擬出部分在相關文獻上所研究的 Chladni pattern。探討干擾物

對波動的 Nodal Line 圖形，我們亦可以針對干擾物在不同距離下，模擬出

與實際震砂實驗相似的圖形；而探討微擾對 Nodal Line 的影響，在有放置

干擾物下的特徵能量值，的確會高於無干擾物時的特徵能量值。 

 

    在此研究上並未針對 High Order 特徵態進行探討， High Order 特徵

態的圖形變化更為複雜，未來我們可以利用 Sinc function 為基底的數值方法

持續對在 High Order 特徵態作探討。另外我們可利用這個數值方法模擬干

擾物在任意邊界圖形中微擾的影響，尤其是當多個干擾物存在時，整個二

維系統會呈現出接近現實中無序的狀態，這在物理的研究上是相當重要的。 
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