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提升聲源位置估測準確度之麥克風陣列幾何配置 

 

 

 

研究生：蔡 傑 名                   指導教授：胡 竹 生 博士 

 

國立交通大學電控工程研究所碩士班 

 

摘   要 

本論文提出一套在麥克風數量固定與麥克風間距離有最大限制的情況，在

不同訊噪比(SNR)下找出一個對角度估測與位置估測的最佳麥克風陣列排

列方法。文中所使用的角度和位置的估測方法乃基於麥克風之間聲源傳遞

的時間差(Time Difference of Arrival, TDOA)。因為此時間差的估測在實際狀

況下有誤差，因此導致聲源角度和位置的估測不準，而此不準度與陣列的

幾何配置有密切關係。本論文提出以估測矩陣的奇異值(singular value)對估

測變異量的影響，進而探討麥克風陣列的最佳排列方法。在遠聲場的條件

下，本論文得到精確的全域解析解可以使角度估測的 Cramér-Rao Lower 

Bound (CRLB)最小，而在近聲場的情形下，其結果需要對非線性聯立方程

式求解，且與聲源位置有關。因此本論文探討在額外的限制條件下，其數

值解的結果與特性。 
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Geometrical Arrangement of Microphone Array for Accuracy 

Enhancement in Sound Source Localization 

 

 

Student: Chieh-Min Tsai     Advisor:  Prof. Juw-Sheng Hu 

 

Institute of Electrical and Control Engineering 

 

ABSTRACT 

This work proposes an optimal structure of microphone array for sound source 

localization under the conditions of fixed microphone numbers, limited distance 

between each microphone pair and different signal-to-noise ratios (SNR). The 

location estimation algorithm is based on the time difference of arrival (TDOA) 

of each microphone pair. The estimation accuracy is influenced by the TDOA 

errors and is dependent on the microphone array geometry. This work proposes a 

geometry optimization formulation using the relationship between the singular 

values of the estimation matrix and the estimation error. Under the far field 

condition, an analytical solution can be derived to minimize the Cramér-Rao 

Lower Bound (CRLB). In near field, the result leads to a set of nonlinear 

equations and is source location dependent. With additional constraints, several 

numerical solutions are discussed. 
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第一章 緒論 

1.1  研究動機 

空間中的聲源定位(Sound Source Localization)是聲音訊號處理領域

中一項重要的技術，在聲源分離或是降低環境噪音干擾的研究上，目標

或是干擾聲源的位置資訊對提升分離或降噪效能上有很大的幫助。此

外，在語音處理相關應用中，聲源的位置也是整體系統中的一項重要資

訊，例如在視訊會議中確認發言者的位置，或是智慧型機器人辨別交談

者的方位等。一般較為準確的聲源定位均需仰賴麥克風陣列，指的是由

若干麥克風按照一定的方式佈置在空間不同位置上組成的陣列。麥克風

陣列因為其空間選擇性，可以在一定範圍內實現聲源的定位。 

現有使用麥克風陣列的聲源定位技術大致可分為三類。第一類是基

於最大輸出功率的可控波束形成(beamforming)技術。其基本概念是將各

陣列元件採集的訊號進行加權求和形成波束，通過搜索聲源的可能位置

來引導該波束，並修改權值使得麥克風陣列在聲源方向的輸出信號功率

最大。在傳統的波束形成器中，權值取決於各陣列元件上訊號的相位延

遲，相位延遲與聲達時間延遲(delay of arrival, DOA)有關，因此稱為延遲

求和波束形成器(delay-and-sum beamformer)，第二類是基於訊號頻譜差異

的空間特徵估計技術。此方法主要有自我回歸模型(autoregression)、最大

熵法(maximum entropy)、最小平方差估計法(minimum variance estimation)

和特徵值分解方法(multiple signal classification，MUSIC ；estimating signal 

parameters via rotational invariance techniques, ESPIRIT)等方法。第三類是

基於聲音到達各陣列元件的時間差(time difference of arrival, TDOA)的定

位技術。 TDOA 的估測最常使用的方法就是取兩顆麥克風間的

GCC(Generalized Cross-Correlation)，藉由找出GCC的最大值就等於找到
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了聲音傳遞到這兩顆麥克風的時間差，在經由時間差的資訊便可以推測

出聲源相對於這兩顆麥克風的方位。當麥克風個數變多時，即可以利用

三角定位法的原理計算聲源的位置。TDOA的方法比之第一、二類方法有

兩個優點，第一是可以經過變數轉換，可以間接估測聲音的傳遞速度，

第二是其方法可同時適用在近聲場與遠聲場的情況。本論文及以TDOA

的方法來探討定位的準確性。 

一般很多研究著重在於如何逼近麥克風中的訊號空間轉換使得

TDOA 的誤差縮小，如此對聲源方位或位置估測的誤差就會變小。然而，

一旦麥克風的數量增加，麥克風的排列方式也會影響到估測的準確性，

例如不恰當的陣列幾何配置可能在某些角度的聲源會造成極大的誤差。

其次，對陣列的設計而言，其基本的問題是在無可避免的 TDOA 估測誤

差下，如何設計陣列的幾何配置以達到最佳的聲源定位。以往這方面的

研究大部分以遠聲場為主，而本論文則嘗試以一統合遠近聲場的定位模

型，基於最小方差無偏估計(minimum variance unbiased estimator)，分別

探討在近聲場與遠聲場的情況下，麥克風陣列的最佳幾何配置關係。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

3 

1.2 文獻回顧 

估測訊號在空間中的方位，或者是入射方向與感測裝置之間的關係，此

類研究一般來說稱為Direction of arrival (DOA) estimation，DOA 的技術

層面其中一類為基於聲音到達各陣列元件的時間差(time difference of 

arrival, TDOA)的定位技術，TDOA的估測最常使用的方法就是取兩顆麥

克風間的GCC (Generalized Cross-Correlation)，藉由找出這個關係式的最

大值就會等效於找到了聲音傳遞到這兩顆麥克風的時間差，而GCC的定

義卻延伸出相當多的變化，也是推動此類方法持續演進的關鍵技術，這

類方法主要都是轉換到頻率域，並且定義出各自的Weighting function。

Roth[1]所提出的Roth Processor，好處在於可以壓低第一顆麥克風電子雜

訊和空間雜訊的所在頻率所產生的影響，估計的正確性。Carter等人[2]

提出的PHAT，如果兩顆麥克風彼此的雜訊的分佈情況是無關的此法可以

有相當好的效果，這也是本文中使用的方法。Carter等人[3]又提出的

SCOT，此法是同時去考慮到兩顆麥克風的雜訊所造成的影響，而想較

Roth只考慮到第一顆麥克風的雜訊所造成的影響，可說是SCOT的一個特

例。Knapp以及Carter提出的ML (Maximum Likelihood)方法[4]，放鬆了高

SNR 這樣的限制，且假設雜訊以及聲源的統計分佈都是高斯分佈

(Gaussian)，最後推演出新的Weighting function、Brandstein等人的[5]，此

方法並不需要求取channel的響應，而是利用新的統計函數(Tukey’s 

Biweight)來重新定義Weighting function，並且推演出對於反射情況下更穩

健的估測方法，以上都是在探討這方面的問題。 

以上方法都是用於1-D情況，藉由時間差的資訊，便可以推測出聲源相

對於這兩顆麥克風的方位，而一旦麥克風數量增加時，麥克風的位置就不

一定單單只是一個一維的情況。在多麥克風的情況下，兩兩一對的麥克風

對也就增加了，因此可以獲得的資訊也就變多，除了分別利用外，另一方
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面也可以整合這些資訊來提升估測的效果，但原本的關係式為一個非線性

的方程式，所以最常用的方法是固定其中一顆麥克風當做參考點，於是問

題就可以轉換成一個線性方程式，Yao[6]中提出利用TDOA和最小平方法

(Least square)，在假設聲速不知道的情況下去估測聲源位置與聲速，更加

在[7]中提出了一套有限制的最小平方演算法，其中針對估測值之間的關係

加以限制，在最小平方法的基礎和利用已知聲速的理想範圍，加以改良估

測求得較合理的估測值，有利於提升估測的準確度。而後[8][9]也在聲速已

知的條件下，分別提出限制的最小平方演算法的封閉解。[8]中也是利用估

測值之間有個關係式，利用其當成一條限制方程式，使用Lagrange multiplier

來達成限制的最小平方演算法，但因為要求得Lagrange multiplier的係數沒

有一個封閉解，對於計算上比較麻煩，所以它提中另外一套近似的最小平

方演算法，利用泰勒展開式線性，則可找到對估測的封閉疊代解。[9]中則

是深入探討Lagrange multiplier的方法，且針對Range measurement和

Range-difference measurement分別加以討論。 

探討陣列形狀的文章，從最簡單的直線分布，[10]探討了在直線不同位置

擺放，根據Power spectral dispersion，結論出要利用Stochastic Region 

Contraction (SRC) algorithm來找到最佳的解， [11]主要對線段上的sensor

做最佳化，不限定在直線上。[11]中，限制麥克風只能分佈在已定的線段

上，基於Cramér-Rao Lower Bound(CRBL)去最小化變異量的下界，並分

別去探討三種不同的情況，角度估測、距離估測以及位置估測，都有其

不同的擺放方式。在[12]中基於Cramér-Rao Lower Bound (CRLB)對聲源

位置的變異量做最佳化，在不限制麥克風和聲源位置的情況下，可以得

到當2維陣列以聲源為中心呈正多邊形分佈或3維陣列以聲源為中心呈正

多面體分布時，可以得到最小的位置變異量，這跟一般的直覺是一樣的。

[13]則延續[12]的工作，給予更多除了[12]提到之外的排法，更特別的探
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討maximum Fisher information matrix, minimum Cramér-Rao Bound, 

spherical codes, uniform angular arrays之間的關係。[14]則是基於線性方程

式係數矩陣的條件數(condition number)會影響估測誤差的上界，利用使條

件數最小化來決定感應器(sensor)的位置，但只探討最簡單的情況，也就

是4顆感應器依序分布於原點、以及3軸上，結果可看出來跟其他非條件

數最佳化的陣列相比可以有較小的誤差。[15]則是針對遠聲場的聲源，考

慮訊號及雜訊的功率譜密度(signal and noise power spectral densities)對時

間延遲(time delay)的影響，找出方位角(azimuth)和仰角(elevation)的

CRLB，進而可以推論出麥克風位置對其變異量的影響，為了最小化CRLB

而提出對麥克風位置的一些條件，於這些條件下可以決定麥克風的位

置。[16]則是也是針對遠聲場的聲源，加上在聲速已知的條件下，基於線

性方程式對azimuth和elevation的估測，分別探討azimuth和elevation的

CRLB，結論出線性方程式係數，也就是麥克風位置對CRLB的影響。 
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1.3 論文貢獻 

本文假設聲源方位以及聲速未知的情況下，以最小方差無偏估計

(minimum variance unbiased estimator)為基準，結合奇異數(singular value)的

觀念，對於麥克風位置加以探討。以遠聲場聲源而言，對於全方位估測，

結論出一套可任意擺放和即時調整的方法，該陣列對於所有方向的聲源都

有相同的估測準度，並給予其滿足條件的方程式，更佳也證明正多邊形和

正多面體都滿足條件；對於已知的小範圍方位估測，可近一步利用縮小角

度變異量，可精確其估測準度。對近聲場聲源，對於誤差分布有進一步的

分析，分析在方程式係數也有誤差的情況下，對近聲場該如何估測，在估

測位置方面，一樣對全方位估測和區域方位估測有所分別探討，並提出一

套演算法供區域方位估測設計出精確較佳的麥克風擺放結構。 

 
 
1.4 論文架構 

本論文從聲源估測方法講起，再依序介紹近聲場與遠聲場的差異及分

析，最後透過模擬來比較，主要內容如下： 

第二章：主要GCC演算法與聲源估測演算法及其改良方法。 

第三章：從聲源估測演算法中探討奇異數與麥克風位置的關聯性，更加深

入分析如何找出最好的麥克風位置，分開遠聲場和近聲場的情況，最後為

模擬與討論。 

第四張：結論與未來展望 

 

 

 

 

 



 

 

7 

第二章 GCC 和聲源方位估測演算法 

2.1 GCC 演算法 

首先假設空間中有一個聲源，在理想情況下兩個麥克風收到的聲音訊號可

以分別表示為： 

1 1 1( ) ( ) ( )x t s t n t                   (2.1.1) 

2 1 2( ) ( ) ( )x t s t D n t                      (2.1.2) 

其中假設 1( )s t ， 1( )n t 和 2 ( )n t 都是WSS，並且 1( )s t 和 1( )n t 以及 2 ( )n t 是

uncorrelated。其中D就是真正的延遲(Delay)，而 代表的是改變大小的Scale 

value，並且其D和 的改變相較於 1( )s t 是緩慢變化的，而此時麥克風之間的

cross correlation可以表示為： 

 
1 2, 1 2( ) ( ) ( )x xR E x t x t                     (2.1.3) 

其中 E 代表期望值，而使得(2.1.3)達到最大值的 即為兩個麥克風之間的時

間延遲量，因為實際觀測的時間是有限的，所以cross correlation的估算可

以表示為： 

1 2, 1 2
1ˆ ( ) ( ) ( )

T

x xR x t x t dt
T 

 


 
                (2.1.4) 

其中T代表觀測的時間間隔，而cross correlation 和cross power spectrum 之

間的關係可以用Fourier Transform 表示成下面這個形式： 

1 2 1 2

2
, ,( ) ( ) j f

x x x xR G f e df 



              (2.1.5) 

現在來考慮實際空間的狀態，麥克風收到的聲音訊號是經過空間轉換後的

狀態，因此實際麥克風之間的cross power spectrum 可以表示為: 

1 2 1 2

*
, 1 2 ,( ) ( ) ( ) ( )y y x xG f H f H f G f            (2.1.6) 

其中， 1( )H f 以及 2 ( )H f 分別代表聲源到第一個麥克風以及第二個麥克風的

空間轉換函數，因此定義麥克風對之間的Generalized correlation 為: 

( )

1 2 1 2

2
, ,( ) ( ) ( )g j f

x x g x xR f G f e df  



                  (2.1.7) 
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其中 *
1 2( ) ( ) ( )g f H f H f   

實際上，在有限的時間觀察下只能以估算的
1 2,

ˆ ( )x xG f 取代
1 2, ( )x xG f ，因此改寫

為:  

( )

1 2 1 2

2
, ,

ˆˆ ( ) ( ) ( )g j f
x x g x xR f G f e df  




               (2.1.8) 

由(2.1.8)就可以估算麥克風對之間的時間延遲量，而 ( )g f 的選取對於時間

延遲的估計也有一定的影響，而其中一種方法是由Carter 等人提出的名為

PHAT (The Phase Transform)的方法，也就是:  

1 2,

1( )
( )g

x x

f
G f

   

此方法在兩個麥克風彼此的雜訊分佈是無關的時候，有相當好的效果。 
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2.2 聲源方位估測演算法 

2.2.1 聲源方位估測原理 

傳統的聲源定位演算法如MUSIC[17]，必須將聲音傳遞的速度定為已知，

雖然關於聲速的數值有理論值可以做為參考，但是實際上，並不知道聲音

傳遞的速度，K. Yao 等人[6]提出了一套在聲速為未知的情況下依舊能夠估

測聲源位置的方法，此方法以TDE的為基礎去完成的，本論文提出之方法

是以此方法為基礎，同時考慮到麥克風陣列的形狀以及聲源距離對估計上

的影響，以下將詳細說明及推導此演算法。 

 

根據[6]提出的方法([6]中第(13)式)，可以得到以下的式子: 
2 2

1 1 1 1
1

1 1 1

( ) ( ) | | ( )
( )

| | 2 | | 2 | |
i s i i

i
s s s

v t t t t
v v
   

    
  

r r r r r r
r r r r r r
              (2.2.1) 

其中， sr 代表聲源的位置向量， [ ]i i i ix y zr 代表第i個麥克風的位置向量，

而 i jt t 代表第i個麥克風和第j 個麥克風之間的時間延遲量差(在此都將j 

設定為第一個麥克風)，而v 代表聲速。接者定義以下兩個變數: 

1

1

ˆ
| |

s
s

s





r rr
r r

 以及 1

1

| |
| |

i
i

s







r r
r r

              (2.2.2) 

ˆsr 代表聲源位置向量的單位向量，而 i 代表聲源距離和麥克風陣列大小之

間的比例，而當聲源屬於遠聲場的時候， 1i  ，將(2.2.2)代入(2.2.1)，可

以得到以下的式子: 
2 2

1 1
1 1

1

ˆ | | ( )1( ) ( )
2 | | 2

s i i i i
i i

i

v t t t t
v v v

  
     


r r rr r

r r
          (2.2.3) 

(2.2.3)式中， 1( )iv t t 代表聲源到第 i個麥克風和到第1個麥克風之間的距離， 

定義這樣的距離差為 id ，也就是: 

1 1( ) | | | |i i s i sd v t t     r r r r             (2.2.4) 
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因此，(2.2.3)可以改寫為: 

1 1
ˆ

( ) ( )
2

s i
i i i

rr r f t t
v


                 (2.2.5) 

其中 1

1

| | | | | |
| |

i i i
i

i

d df
v v


 


r r
r r

           (2.2.6) 

由(2.2.5)式可以發現，當 1i  的時候，(2.2.5)式可以近似為: 

1 1

ˆ
( ) ( )s

i it t
v

   
rr r              (2.2.7) 

將(2.2.7)視為遠聲場下的關係式，所以定義 i 為聲場遠近的比例，而 if 為近

聲場的影響因數。 

由於(2.2.1)式是一個線性的方程式，所以聲源位置的估算可以利用最小平

方法解(2.2.1)式而求得，首先定義聲源方向單位向量為: 

1 2 3
ˆ

[ ]
| |

Tx x x
v v

  s s
s

s

r rx
r

            (2.2.8) 

以及定義另外兩個變數為: 

4 5
1 1

1 ,
2 | | 2 | |s s

vx x
v

 
 r r r r

           (2.2.9) 

因此M個麥克風的線性方程式可以寫成: Ax b  

其中 

2 2
2 1 2 1 2 1

2 2
1 1 1

( ) ( )

( ) ( )M M M

t t

t t

     
 

  
 
      

r r r r
A

r r r r

    
2 1

1M

t t

t t

 
   
  

b    4

5

w
w

 
   
  

sx
x          (2.2.10) 

在3D 的環境下，需要求的變數有5個，因此需要至少6個的麥克風才可以

求解，利用最小平方法的解為: 

 ˆ 
-1T Tx A A A b                   (2.2.11) 

而聲源位置以及聲速的估算如下: 

1
4 4

ˆ ˆ 1ˆ ˆ ˆ ˆ,  
ˆ ˆ2 | |

s s
s

s

v or v
w x

 
    

 

x xr r
x

                 (2.2.12) 
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當聲場接近遠聲場模型的時候( 1i  )，由(2.2.5)式可以得到新的方程式為: 

s sA x b  

其中 

2 1

1

( )

( )
s

M

r r

r r

  
   
   

A                    (2.2.13) 

由於使用遠聲場模型的關係，無法求得聲源的座標，只能得到聲源的方向: 

 
 

ˆ
| |

s
s

s

 

-1T T
s s s

-1T T
s s s

A A A bxr
x A A A b

                (2.2.14) 

而聲速的估算為: 

 
1 1ˆ

| |s

v  
-1T T

s s s
x A A A b

                 (2.2.15) 

矩陣 A和 sA 必須是full rank，[18]有探討full rank的條件，此條件會跟麥克風

陣列的形狀有關係，所以在使用此方法必須避免這樣的情況發生。 
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2.2.2 有限制的最小平方演算法 

K. Yao 等人在[7]提出一套有限制的最小平方法解 
2 2

1 1 1 1
1

1 1 1

( ) ( ) | | ( )
( )

| | 2 | | 2 | |
i s i i

i
s s s

v t t t t
v v
   

    
  

r r r r r r
r r r r r r
  

經由移項可修改為 
2

2 2
1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) | | ( ) | |

2i s i s i i
vt t v t t        r r r r r r r r            (2.2.16) 

因此M 個麥克風的線性方程式可以寫成: By c  

其中 
2

2 1 2 1 2 1

2
1 1 1

( ) ( ) ( ) / 2

( ) ( ) ( ) / 2M M M

r r t t t t

r r t t t t

   
   
    

B     

2
2 1

2
1

| |
1
2

| |M

r r

r r

 
   
  

c    4

5

x
x

 
   
  

sy
y         (2.2.17) 

其中 

  2
1 2 3 1 4 1 5,    | |,    T

s s sy y y y v y v     y r r r r  

利用[7]所提出的方法，在[7](16)式， 2' ' v B y c d  

2 1 2 1

1 1

( ) ( )
'

( ) ( )M M

t t

t t

  
   
   

r r
B

r r
    

4

'
x
 

  
 

sy
y  

2
2 1

2
1

| |
1
2

| |M

r r

r r

 
   
  

c 

2
2 1

2
1

( )
1
2

( )M

t t

t t

 
    
  

d       (2.2.18) 

對於要求未知的向量，利用有限制的最小平方法解 
†' 'y B c 2v †'B d     †'B 1( ' ') 'T T B B B              (2.2.19) 

利用(2.2.19)，定義 †'   p B c †'q B d可以把式子表示成： 
2

1 1 1
2

2 2 2
2

3 3 3

2
4 4s

y p v q

y p v q
y p v q

v p v q

 

 

 

 r

                        (2.2.20) 

在假設 1 0r 的情況下，這些參數之間有個關係式 

2 2 2 2
1 2 3s y y y  r                   (2.2.21) 

(2.2.20)帶入(2.2.21)式 
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2 3 2 2 2( ) ( ) ( ) 0v v v                      (2.2.22) 

其中 
2 2 2
1 2 3

2
1 1 2 2 3 3 4

2 2 2
1 2 3 4 4

2
4

2( )

2

q q q

p q p q p q q

p p p p q

p









  

   

   

 

 

對於聲速 v來說，這個方程式最多存在3個解，利用聲速的數值是有範圍

的，可以選取一個最適合的聲速 v̂，所以對於聲源估測可以寫成 
2ˆ y p v q  

但此方法必須確定所估測的TDOA都是正確的，否則在錯誤的TDOA情況

下，他也可能算到合理的聲速，導致估測錯誤。但在TDOA估測無誤的情

況下，相較一般的LS可以改善誤差的大小。 
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第三章 麥克風位置擺放最佳化 
3.1 奇異數(singular value)  

3.1.1 奇異數介紹 

定義一個矩陣A， ,m n m n A  ，矩陣A的奇異數 , 1~i i n  ，滿足 

   
1

1 1

 for all i i i

n n

n

i







 
    
  

Av u
0

A v v u u
0

  
             (3.1.1a) 

,    n n m m    AV UΣ V U                  (3.1.1b) 

where ,T T
n n m m  V V I U U I  

V和U都必須是正交矩陣(orthogonal matrix)。 

 

3.1.2 奇異數與麥克風位置的關聯 

M 個麥克風的線性方程式可以寫成: Ax b  

其中 

2 2
2 1 2 1 2 1

2 2
1 1 1

( ) ( )

( ) ( )M M M

t t

t t

     
 

  
 
      

r r r r
A

r r r r

    
2 1

1M

t t

t t

 
   
  

b    4

5

x
x

 
   
  

sx
x          (3.1.2) 

首先探討觀測(observation) b的誤差對於估測(estimator) x的影響 

假設觀測到的 b̂有一個誤差 b  

ˆ    b b b Ax b                     (3.1.3) 

假設誤差是呈現高斯分佈且兩兩間沒關連 
2 2ˆ( , ) ( , )N N  b 0 I b Ax I                  (3.1.4) 
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利用Cramer-Rao Lower Bound(CRLB)，可以求得我們的最小方差無偏估計

(minimum variance unbiased estimator)和誤差下界(error lower bound) 

2ˆ ( , )N b Ax I 為高斯分佈，因此可以得到其機率密度函數(pdf) 

2
1 ˆ ˆ( ) ( )

2
2 / 2

1ˆ( )
(2 )

T

Mp e 



  
 

b Ax b Ax
b              (3.1.5) 

利用去計算CRLB，(3.1.5)對估測值x做偏微分 

2 2
2

ˆln ( ; ) 1 ˆ ˆ(2 ) ( ) ( )
2

M Tp
x x




           

b x b Ax b Ax            (3.1.6a) 

2 2

1 1ˆ ˆ2 ( ) ( )
2

T T T

 
   A b Ax A b A Ax              (3.1.6b) 

1
2

ˆ( )
T

T T


   

A A A A A b x                 (3.1.6c) 

根據CRLB定義，若可以表示(3.1.7)的形式，最小方差無偏估計則可以達到

CRLB 
ˆln ( ; ) ( )( ( ) )p g

 


b x I x x x
x

                    (3.1.7) 

其中 1
2

ˆ( ) , ( ) ( )
T

T Tg


 
A AI x x A A A b  

由(3.1.7)式，可得到最小方差無偏估計為 
1 ˆˆ ( ) ( )T Tg  x x A A A b              (3.1.8) 

各估測值的變異量為 
1 2 1ˆvar( ) ( ( ) ) ( ( ) )T

i ii iix   I x A A           (3.1.9) 

所以估測的未知變數的分佈為 
2 1ˆ ~ ( , ( ) )TN  x x A A                  (3.1.10) 

由(3.1.10)可結論出誤差會正比於 2 1( )T A A  
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 跟觀測值 b̂的誤差有關，假設此刻的影響固定，想要讓估測值的變異量和

最小 
1 1ˆmin var( ) min  tr( ( ) ) min  tr(( ) )T

i
i

x    I x A A            (3.1.11a) 

因為 1 1tr( ) ,    tr(( ) )T T
i

i i i




  A A A A  

1
i

i i

1min  tr(( ) ) min  ,    T 


  A A 是 TA A的eigenvalue        (3.1.11b) 

根據柯西不等式(Cauchy-Schwarz inequality) 

   
1 1

2 2 1

1 1

1/
1/ tr( )tr(( ) )

1/

T

D D
T T

i i
i i

D D

D
 

 

 



 

   
   

     
   
   

  A A A A       (3.1.12a) 

2
1tr(( ) ) ,

tr( )
T

T
D A A
A A

D為陣列的維度           (3.1.12b) 

當給定一些限制下，tr( )TA A 可以固定為一個值，也就是說 1tr(( ) )T A A 有一個

固定的下界，接下來的目的則是在此限制條件下找到最小的情況，也就是

等號成立。底下章節會根據近聲場或遠聲場，分別決定所要的限制條件。 

很明顯的，等式在 TA A的eigenvalue都相同的情況下成立 

cond( ) 1.T    A A I A                     (3.1.13) 

所以可以看出來我們估測值的變異數會跟 eigenvaluesTA A的 有關，也就是A

的奇異數。 
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3.2 麥克風最佳化排放位置 

3.2.1 遠聲場的最佳擺放位置 

首先先看A矩陣 

2 2
2 1 2 1 2 1

2 2
1 1 1

( ) ( )

( ) ( )M M M

t t

t t

     
 

  
 
      

r r r r
A

r r r r

               (3.2.1) 

假設為遠聲場的環境下，在此條件下可以簡化(3.2.1)成 

s sA x b  

2 1

1

( )
,

( )

s
s s

s
M

v

  
            

r r
rA x
r

r r
            (3.2.2) 

根據最小平方(Least square)方法 
1ˆ ( )T T

s s s s
x A A A b                 (3.2.3) 

可另 1 r 0

讓我們矩陣更簡單

2

s

M

 
   
  

r
A

r
   

sA 只跟麥克風的位置有關，也就是麥克風擺放的位置會影響 sA 的奇異數 

根據(3.1.13)，如果要讓估測的變異量最少，所有的singular value要相同。 
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先從簡單的2維開始分析 

 1 1 1Let  ( )  for 2 ~i i ia b i M      r r  

1 1 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1

1 1

T M M M
s s s

M M M
M M

a b
a a a b a b

a b a b b b
a b

  

  
 

  
                  

A A A
 

 
 

    (3.2.4) 

目前要找出 ( ) det( ) 0T T
s s s s   A A A A I  

det( ) 0T
s s  A A I                      (3.2.5a) 

1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( ) ( )( ) ( )

M M M M

i i i i i i
i i i i

a b a b a b 
   

   

                   (3.2.5b) 

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
( ) 4 ( )

2 2

M M M M M

i i i i i i i i
i i i i i

a b a b a b a b
 



    

    

   
             

    
    (3.2.5c) 

因為 T
s sA A 是symmetric和semi-positive definite矩陣，所以 0, 0i    

1
1 2

2

cond( ) , ,
2 2s

   
 


 

  A               (3.2.6) 

目標是 1 2 越靠近 越好，同等於  要越小越好 

( , )optimuma b = 
1 1 1 1

2 2 2 2 2

, 1 1 1 1
arg  min 4 ( )( ) ( )

M M M M

i i i i i i
i i i i

a b a b a b
   

   

    
      

    
   

a b
      (3.2.7) 

如果我們假設
M-1

2 2

i=1
Ki ia b  ，也就是第2~M顆麥克風到第一顆的距離平方

2
1( )i r r 總合為一個定值，又可以進一步簡化(3.2.7)： 

( , )optimuma b = 
1 1 1

2 2 2

, 1 1 1
arg  min 4 ( )( ) ( )

M M M

i i i i
i i i

a b a b
  

  

  
   

  
  

a b
          (3.2.8a) 

=
1 1 1

2 2 2

, 1 1 1
arg  max ( )( ) ( )

M M M

i i i i
i i i

a b a b
  

  

 
 

 
  

a b
           (3.2.8b) 

=
1 1 1 1

2 2

, 1 1, 1 1,
arg  max ( ) ( )

M M M M

i j i i j j
i j j i i j j i

a b a b a b
   

     

 
 

 
   

a b
            (3.2.8c) 

=
2 1 2 1

2 2 2 2

, 1 1 1 1
arg  max ( ( )) 2( )

M M M M

i j j i i i j j
i j i i j i

a b a b a b a b
   

     

 
  

 
   

a b
          (3.2.8d) 
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=
2 1

2 2 2 2

, 1 1
arg  max ( ( 2 ))

M M

i j i i j j j i
i j i

a b a b a b a b
 

  

 
  

 
 

a b
            (3.2.8e) 

=  
2 1 2

, 1 1
arg  max

M M

i j j i
i j i

a b a b
 

  

 
 

 
 

a b
               (3.2.8f) 

i j j ia b a b 又可以看成  ,i ia b 跟  ,j jb a 的內積，進一步化簡(3.2.8f) 

      
2 1 2 1 22

1 1 1 1

, ,
M M M M

i j j i i i j j
i j i i j i

a b a b a b b a
   

     

                  (3.2.9a) 

    
2 1 2

,
1 1

, , cos( 90 )
M M

i i j j i j
i j i

a b b a 
 

  

                 (3.2.9b) 

若假設  ,i ia b 對所有i的長度固定= 'K ： 

2 1 2 1
2 2 2 2

, ,
1 1 1 1

' cos ( 90 ) ' sin ( )
M M M M

i j i j
i j i i j i

K K 
   

     

               (3.2.10a) 

12 1 1
2 2

1 1 1
' sin , 360

jM M M

k k
i j i k i i

K  
  

    

 
  

 
                 (3.2.10b) 

M是奇數跟偶數有點差別所以把(3.2.10b)分開表示 

12 1
2

1 1
sin

jM M

k
i j i k i


 

   

 
 
 

    

( 3) / 2 ( 1) ( 1) / 2 ( 1) / 2 11
2 2

( %( 1))
1 1 1

( 2) / 2 ( 1)1
2

( %( 1))
1 1

 sin sin ,  is odd

 sin ,  is even

M j i M i MM

k n k
i j k j i k i

M j iM

k n
i j k j

M

M

 



      


    

  


  

    
    

    
 
 
 

    

  
     (3.2.11) 

然而可以證明當所有角度都相同的時候是其中的一個解 

2 1
2

1 1

360ˆ sin , ,is one of the solution.
1

jM M

M M M
i j i k i

S
M

 
 

   

 
    
  



         (3.2.12) 

當M顆麥克風的時候我們的eigenvalue為底下所表示 

2
2( 1) ( 1) 4

, ( 1) 4 0
2

M
M M

K n K M S
n S

   
               (3.2.13) 

代入(3.2.12)的答案 
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( 3) / 2
2

12
( 2) / 2

2

1

( 3) 4( 1) 2( 1) 2( 1) cos
2 1ˆ( 1) 4

( 2) 2( 1) 2( 1) 2( 1) cos
2 1

M

i
M M

i

M iM M M
M

M S
M iM M M

M









  
        

       




     (3.2.14a) 

2

2

( 3)( 1) 2( 1) 2( 1) ( 1)( 1 3 2) 0
2

( 2)( 1) 2( 1) ( 1) ( 1)( 1 2 1) 0
2

MM M M M M M

MM M M M M M

                          


     (3.2.14b) 

由(3.2.14b)式可看出滿足  最小的情況，也就是兩個eigenvalue相同。 

 

可以看出如果是使用硬算eigenvalue的情況下，算式會很複雜，一旦擴展到

3維的空間，會變的更複雜，所以這邊考慮另一種分析方式： 

L. Yu. Kolotilina的[19][20]中提到，如果有一個 n n  Hermitian positive 

definite matrix A，把他表示成 11 12
12*

12 22

2 2 block form = ,
 

  
 

A A
A A 0

A A
，而且假設

11A 和 22A 是正定矩陣，那可以證明A的極端eigenvalue滿足底下的不等式： 

12 12
1( ) (1 ),   ( ) (1 )n    

A A
A R A R

R R
              (3.2.15) 

其中 1/ 2 1/ 2
11 12 22
 R A A A                       (3.2.16) 

從(3.2.15)可知道，若 12 A 0，則 1/ 2 1/ 2
11 12 22 0  R A A A  

所以可以看出來 1( ) A 一定不會等於 ( )n A  

反過來說，如果想要 1( ) ( )n A A的下界 的上界 ， 12A 0一定要為 。 

由式子可以知道要達到 cond( ) 1A 有兩個條件 

以目前2維的例子，22矩陣的情況來說 
2 2

11 121 1 1 1 1 1
*2 2
12 221 1 1 1 1 1

T M M M
s s

M M M

a a a b a b
a b a b b b

  

  

      
          

A A
A A

A A
 
 

     (3.2.17) 

滿足 1 n 1 1 1 1λ (A)'s lower bound=λ (A)'s upper bound 0M Ma b a b         (3.2.18) 

除此之外，因為 1 1 1 1 0M Ma b a b      
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2 2
1 1

2 2
1 1

0
0

T M
s s

M

a a
b b





  
    

A A



 

很容易看出來， 2 2 2 2
1 1 1 1 1( ) ,   ( )M n Ma a b b     A A = =  

要滿足 1( ) ( )n A A  
2 2 2 2
1 1 1 1M Ma a b b                      (3.2.19) 

所以可以結論 

1 1 1 1
1 2 2 2 2

1 1 1 1

0M M
n

M M

a b a b

a a b b
   

 

    
    


 

            (3.2.20) 

令    cos , sini i i i i ia R b R    

2 2
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

0M M M

M M M M

R a b R a b

R a R a R b R b
  

   

   


    


 

          (3.2.21a) 

2 2
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

cos sin cos sin 0

cos sin cos sin 0
M M M

M M M

R R

R R

   

   
  

  

    
    




          (3.2.21b) 

2 2
1 1 1 1
2 2

1 1 1 1

sin 2 sin 2 0
cos 2 cos 2 0

M M

M M

R R
R R

 
 

 

 

   
 

  




              (3.2.21c) 

1 1
22 2

1 1
0 ( ) 0i i

M M
j j

i i
i i

R e R e 
 

 

                   (3.2.21d) 

 

 

也就是說要設計一個麥克風陣列，在決定以一顆麥克風為準，其餘麥克風

與它的向量 ij
iR e  平方後相加要等於0。 

可以把(3.2.21d)稍為移項 
1

2

1
( ) 0i

M
j

i
i

R e 




  

1

2
2 2

1
1

( ) ( )iM

M
jj

M i
i

R e R e  






    
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如果對 iR 沒有任何限制，也就是說第1到 1M  顆麥克風任意擺放後，可以

利用第M 顆來使這個陣列達到最好的位置，位置會由前面 1M  顆決定。 

有M顆麥克風，理論上有
( 1)

2
M M 

個時間延遲資訊，但上面的理論只用到

1M  個，其中原因也可以用上面來解釋，一旦用了其他的資訊，算出來的

變異量有可能很糟，也就是說多用了其他資訊不一定會幫助估測，還有可

能讓估測變差。 

 

假設 iR 都相同，則可以簡化(3.2.21d)的式子 

要滿足
1

2

1
0i

M
j

i
e 





  極座標單位圓上的點總合為0 

明顯的
2( 1)

2( 1)i i
M
  


和
2( 1)

1i i
M
  


為其中的一個解 

但理論上還有其他很多組的解，以上只是提到比較明顯的解。 

 

以M=9，也就是9顆的例子為例，圖一兩個情況都會滿足：  

    
                    (a)                          (b) 

圖一、遠聲場情況下二維麥克風最佳排列範例 

近一步可以拓展，假設我們有K個subarrays，這K個subarrays都使用相同一

顆當基準點，而每個都滿足 1 n  ，則這K個subarrays組成的array必定也滿

足 1 n  ，所以組合的總類其實是無限多種的。 

-10 -5 0 5 10
-10

-5

0

5

10

cond(A)=1
-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

cond(A)=1
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接著拓展到3維分析 

 1 1 1 1 ( )  for 2 ~i i i iLet a b c i M     r r  

1 1 1

1 1 1

s

M M M

a b c

a b c  

 
   
  

A                       (3.2.22) 

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

M M M M M
T
s s M M M M M

M M M M M

a a a b a b a c a c
a b a b b b b c b c
a c a c b c b c c c

    

    

    

      
         
       

A A
  
  
  

      (3.2.23) 

 

 

以L. Yu. Kolotilina的理論來說，(3.2.25)式要滿足condition number=1，需要

以下的式子成立： 

cond( ) 1



  



A

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

0
0
0

M M

M M

M M

M M M

a b a b
a c a c
b c b c
a a b b c c

 

 

 

  

  

  
  

       




  

       (3.2.24) 

(3.2.26)式可以分成3區 
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 10,   M M M Ma b a b a a b b                     (3.2.25a) 
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 10,   M M M Ma c a c a a c c                      (3.2.25b) 
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 10,    M M M Mb c b c b b c c                      (3.2.25c) 

也就是說在 , ,x y x z y z   平面都要滿足2維條件 

 

i

i j

j

iR jR

 
圖二、Sensor 示意圖 
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假設    sin cosi i i ia R   ,    sin sini i i ib R    and  cosi i ic R  ，如圖二示意 

帶入(3.2.25a), (3.2.25b), (3.2.25c)  
1

2 2

1
sin cos sin 0

M

i i i i
i

R   




 ,  
1

2 2 2 2

1
sin cos -sin 0

M

i i i i
i

R   




  (3.2.26a) 

1
2

1
cos sin cos 0

M

i i i i
i

R   




 , 
1

2

1
cos sin sin 0

M

i i i i
i

R   




  (3.2.26b) 

 
1

2 2 2 2

1
sin cos - cos 0

M

i i i i
i

R   




 ,  
1

2 2 2 2

1
sin sin - cos 0

M

i i i i
i

R   




  (3.2.26c) 

可稍微合併和整理(3.2.26a) ,(3.2.26b) ,(3.2.26c) 
1

22 2

1
sin 0i

M
j

i i
i

R e 




  (3.2.27a) 

1
2

1
cos 2 0i

M
j

i i
i

R e 




  (3.2.27b) 

 
1

2 2

1
1-3cos 0

M

i i
i

R 




  (3.2.27c) 

 

簡化式子則假設 iR 都相同，(3.2.27a)可改寫  

1
22

1
sin 0i

M
j

i
i

e 




              (3.2.27a-1) 

(3.2.27b)可改寫成 
1

1
cos 2 0i

M
j

i
i

e 




               (3.2.27b-1) 

(3.2.27c)可經過移項寫成 

 
1

2

1

1cos
3

M

i
i

M







             (3.2.27c-1) 

也就是高度平方總合是個定值
1

3
M 

，與麥克風數量有關。 
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所以當然當2顆到第M顆是以正多面體的分佈時，是其中的一個特殊解，如

圖三所示。 

tetrahed. cube octahed. dodecahed. icosahed. 
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圖三、遠聲場情況下三維麥克風最佳排列範例 

同理在相同原點情況下，任意K個正立方體組合也滿足。 

 

 

以上的分析，是針對最小平方法的估測變數讓 sx 的變異量最小， 

但實際上 sx 不一定是真正關心的值 

1

2

3

cos sin

sin sin

cos

s
s

s

v x
x

v v
x

v

 

 



 
 

                   
 
  

rx
r

                (3.2.28) 

遠聲場真正關心的是角度(azimuth 和elevation  )，如圖四中所表示  

 





 
圖四、三維聲源示意圖 
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其中 2
1

1

atan( )= ( )x g
x

  x ，
2 2
1 2

2
3

atan( )= ( )
x x

g
x




 x  

也就是真正的估測(estimator)是 ( , )    

所以CRLB分析的Fish imformation要改寫成 

1

1 1 11 2

2

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

T T T
g

g g
g

   

 
              
  

x
x x g x g xxI I x I x

xx x x x
x

        (3.2.29) 

其中 1 2 1( ) ( )T I x A A  

1 2 1( ) ( ) ( ) ( )ˆvar( ) ( ( ) ) ( ( ) )
T T

T     
 

   
g x g x g x g xI x A A

x x x x
       (3.2.30) 

 

 

接著要找到一個好的估測方程式 

由 2
1 ˆ ˆ( ) ( )

2
2 / 2

1ˆ( )
(2 )

T

Mp e 



  


b Ax b Ax
b             (3.2.31) 

因為現在的估測是角度，所以(3.2.31)式要對角度做偏微分 

ˆln ( ; )p 





b  

2 2
2

1 ˆ ˆ(2 ) ( ( )) ( ( ))
2

M T  
 
         

b Ax b Ax           (3.2.32) 

2

1 ( ) ˆ2 ( ( ))
2

T
T


 

 


x A b Ax                 (3.2.33) 

2

sin cos cos cos 0
1 ˆ( ( ))

cos sin sin sin cos
T Tv v

v v v

   


    

 
 

  
  
  

A b A Ax          (3.2.34) 

可以看出沒辦法找到一個CRLB形式 

ˆln ( ; ) ( )( ( ) )p g
  




 


b I  

所以說沒有一個對角度有效的估測封閉解。 
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但藉由ML(maximum-likelihood) 

ˆ arg max ( ; )ML p


                    (3.2.35) 

隨著M變大，估測會慢慢趨近CRBL。 

ML(maximum-likelihood): 

找到 ，使
( ; ) ln ( ; )0 0p p   
 

 
  

 
 

 

ˆln ( ; ) 0p 






b  

sin cos cos cos 0
ˆ( ( ))

cos sin sin sin cos
T Tv v

v v v

   


    

 
 

  
  
  

A b A Ax           (3.2.36) 

可以看出當 ˆ( ( )) 0T T  A b A Ax 可滿足(3.2.36)式 
1

ML
ˆˆ( ) ( )T T  x A A A b                    (3.2.37) 

求得 ML ˆ( )x 則可以反推 ̂  

̂  ˆ( ( ))MLg x                   (3.2.38) 

也就是說一樣可以用 1
ML

ˆˆ( ) ( )T T x A A A b 來當作計算估測的式子 
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接著來分析Cramer-Rao Lower Bound，也就是誤差下界 

11 12 13
1

12 22 23

13 23 33

Let ( )T

  
  
  



 
   
  

A A  

誤差下界 1 2 1( ) ( )( ) ( )
T

T   
 

 
g x g xI A A

x x
 

2 2 1

sin cos cos
sin

sin cos 0 cossin sin= v ( ) sin cos
sin

cos cos sin cos sin
0 sin

T

  


 
   


    




 
 
  
  
  
     
  

A A         (3.2.39) 

於是可以歸納出方位角跟仰角的變異量 

   
2 2

1
2

vˆvar( ) sin cos 0 ( ) sin cos 0
sin

TT
    


  A A           (3.2.40a) 

 
2 2

2 2
11 12 222

vˆvar( ) sin 2 sin cos cos
sin


       


           (3.2.40b) 

 2 2 1

cos cos
ˆvar( ) v cos cos sin cos sin ( ) sin cos

sin

T

 
        





 
    
  

A A       (3.2.41a) 

2 2 2 2 2 2 2
11 12 22

2
13 23 33

ˆvar( ) v ( cos cos 2 cos sin cos sin cos

                                2 cos cos sin 2 sin cos sin sin )

           

         

  

  
   (3.2.41b) 

如果 T cA A I  
12 2 2 2 1

2
112 2

1

v vˆvar( )
sin sin

M

i
i

a 
 

 





 
   

 
             (3.2.42a) 

11
2 2 2 2 2

11
1

ˆvar( ) v v
M

i
i

a   




 
   

 
              (3.2.42b) 

看的出來 ̂只跟目前聲源的有關， ̂則跟聲源在哪都沒有關係 

對於全方位估測可說是最好的擺法。 
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如果 T cA A I  

那聲源的跟對相同陣列就會造成影響 

   
2 2

1
2

vˆvar( ) sin cos 0 ( ) sin cos 0
sin

TT
    


  A A             (3.2.40) 

 
2 2

1
2

vˆvar( ) ( ) ,    sin cos 0 1
sin

T T
  


    d A A d d  

 2 2 1

cos cos
ˆvar( ) v cos cos sin cos sin ( ) sin cos

sin

T

 
        





 
    
  

A A         (3.2.41) 

 2 2 1ˆvar( ) v ( ) ,     cos cos sin cos sin 1T T          e A A e e  

可以看出來，一但決定一個陣列形狀， TA A就決定了 

要 1min   ( )T T x A A x ，很明顯可以知道是要找到 1( )T A A 最小eigenvalue的

eigenvector，由此eigenvector可反推出跟。 
1( )T A A 最小eigenvalue也就是 TA A的最大eigenvalue。 

但根據d和e來看，可以明顯看出來它們算出來的會差個90度，也就是說

ˆvar( ) 小，則 ˆvar( ) 會大，反之亦然。 

或是也可以在已知跟下去找出最好的陣列位置 

 

舉個例子： 

假設已知聲源 90 ,   固定 

 
2 2

112

vˆvar( )
sin


 


                   (3.2.42) 

2 2 2 2
22 23 33

ˆvar( ) v ( cos 2 cos sin sin )                      (3.2.43) 

由(3.2.42)式，也就是要找到一個陣列形狀讓 11 越小越好 
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先分析矩陣裡面元素，目前關心的元素是 11  

1-1 -1 -1
2

1 1 1
111 12 13 -1 -1 -1

2
12 22 23

1 1 1
13 23 33 -1 -1 -1

2

1 1 1

M M M

i i i i i
i i i

M M M

i i i i i
i i i
M M M

i i i i i
i i i

a a b a c

A
a b b b c

a c b c c

  
  
  



  


  

  

 
 
  
                 
   

  

  

  

T

B
B C

            (3.2.44) 

用區塊反矩陣的特性可知道 

22 23 1 1 1
11 1

23 33

1 1 1,     T
Tk A k

 


 
  



 
      

C C B BC
BC B

             (3.2.45) 

要讓 11 最小，也是說A要越大越好且B=0 

-1
2

1

M

i
i

A a


  x座標總和 

(3.2.45)式知道 ˆvar( ) 跟 1 1 11 T

k
  C C B BC 有關 

1-1 -1 -1 -1
2 2

1 1 1 11
-1 -1 -1-1 -1 -1 -1

2 2 22 2

1 1 11 1 1 1

1

( )

M M M M

i i i i i i
i i i i

M M MM M M M

i i i ii i i i i i
i i ii i i i

b b c c b c

b c b cb c c b c b



   

     

   
   

    
       
   

   

     
C        (3.2.46) 

 

看的出來因為 2 2 2 2
22 23 33

ˆvar( ) v ( cos 2 cos sin sin )            

如果要讓 ˆvar( ) 變小，則需要
-1

1
0

M

i i
i

b c


   且  
-1

2

1

M

i
i

b

 或

-1
2

1

M

i
i

c

 要越大越好 

但其實這會跟 ˆvar( ) 有牴觸，因為我們對
-1

2 2 2

1

M

i i i
i

a b c


  有限制 

一旦
-1

2

1

M

i
i

a

 要大，相對

-1 -1
2 2

1 1

M M

i i
i i

b c
 

  則會變小 

但由(3.2.42)和(3.2.43)看出來， ˆvar( ) 會比 ˆvar( ) 稍大，所以其實可以犧牲一

點 ˆvar( ) 的效果來改善 ˆvar( ) 。 

或者是說如果只有要 ̂的資訊，則可忽略對 ̂造成的影響。 
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如果考慮對聲速的估測，聲速跟x的關係為
2 2 2
1 2 3

1 = ( )v h
x x x


 

x  

2 1( ) ( )ˆvar( ) ( )
T

Th hv   


 
x xA A
x x

             (3.2.47a) 

3

2 3 3 3 1 3

3

cos sin

cos sin sin sin cos sin sin= ( )

cos

T

v
v

v v v v
v v v v

v
v

 

      





  
 

          
 
 
  

A A



   



   (3.2.47b) 

 2 4 1

cos sin
= cos sin sin sin cos ( ) sin sin

cos

Tv
 

       




 
 
 
  

A A         (3.2.47c) 

如果一樣讓 T cA A I，則可改寫成 
11

2 4 2 4 2
11

1

ˆvar( )
M

i
i

v v v a  




 
   

 
                (3.2.48) 

也就是跟聲源從哪邊來沒有關係 

如果 T cA A I  

 2 4 1

cos sin
ˆvar( )= cos sin sin sin cos ( ) sin sin

cos

Tv v
 

       




 
 
 
  

A A         (3.2.49) 

 2 4 1ˆvar( )= ( ) ,    cos sin sin sin cos 1T Tv v       f A A f f  

跟 ˆvar( ) , ˆvar( ) 做比較 

 
2 2

1
2

vˆvar( ) ( ) ,    sin cos 0 1
sin

T T
  


   d A A d d  

 2 2 1ˆvar( ) v ( ) ,     cos cos sin cos sin 1T T         e A A e e  

對相同的陣列來說 

由 , ,d e f 可看出來， 

,e f 算出來的會跟d算出來的互為補角 

e算出來的會跟 f 算出來的互為補角 
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但如果是一個2維的陣列在3維空間 

2
1

1

atan( )= ( )x g
x

  x ， 2 2
1 2 2acos( 1 )= ( )x x g    x          (3.2.50) 

1 2 1( ) ( )( ) ( )
T

T   
 

 
g x g xI A A

x x
誤差下界           (3.2.51a) 

2 2 1

sin cos sin cos
sin sin sin cos

= v ( )
cos sin cos sin
cos cos sin cos

T

   
   


   
   



    
   
   
   
      

A A          (3.2.51b) 

   
2 2

1
2

vˆvar( ) sin cos ( ) sin cos
sin

TT
    


  A A         (3.2.52a) 

   
2 2

1
2

vˆvar( ) cos sin ( ) cos sin
cos

TT
    


 A A          (3.2.52b)  

 
2 2

2 2
11 12 222

vˆvar( ) sin 2 sin cos cos
sin


       


           (3.2.53a) 

 
2 2

2 2
11 12 222

vˆvar( ) cos 2 sin cos sin
cos


       


           (3.2.53b) 

如果 T cA A I  

 
2 2 2 2 1

2
112 2

1

v vˆvar( )
sin sin

M

i
i

a 
 

 





               (3.2.54a) 

 
2 2 2 2 1

2
112 2

1

v vˆvar( )
cos cos

M

i
i

a 
 

 





               (3.2.54b) 

則估測2種角度都會跟聲源仰角有關  

如果 T cA A I  

   
2 2

1
2

vˆvar( ) sin cos ( ) sin cos
sin

TT
    


  A A         (3.2.55a) 

   
2 2

1
2

vˆvar( ) cos sin ( ) cos sin
cos

TT
    


 A A          (3.2.55b)  

可以看出來對相同的陣列 

ˆmin var( ) 跟 ˆmin var( ) 得到的會互為補角 
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一樣也可以由已知的跟去分析陣列位置 

若假設 90 ,   固定 

 
2 2

112

vˆvar( )
sin


 


                (3.2.56a) 

 
2 2

222

vˆvar( )
cos


 


                (3.2.56b) 

 

則可以看出來2個是完全相反的，如果要使 ˆvar( ) 變小，則 11 要變小，但 11

變小則相對來說 22 就會變大，也就是 ˆvar( ) 會變大，一樣跟3維陣列會有一

個牴觸的現象，這時就要看使用而變。 

 

但如果現在是一個平面的聲源，也就是 90    

需要估測的只有 ̂，那就不會有牴觸的情況。 

對 =90 來說，需要設計的是讓
-1

2

1

M

i
i

a

 越大越好 

也就是第2~M顆麥克風的x座標要越大越好，如果又限制麥克風要在一個圓

上面，那也就是把麥克風角度趨近0或180度，以圖五中幾個例子模擬： 
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arfa=0.001262
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(a)                 (b)                   (c) 

圖五、遠聲場情況下根據角度變異量設計不同的3種麥克風陣列擺放方式 
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因為這個陣列是針對90度方向設計的，可以知道對其他角度效果一定不好 

2 2
11 12 22

11

22

11 12 22

'( )= ( )( sin 2 sin cos cos )
K( )                                    , for 90

K( )                                    , for 0
K( )(0.5 0.5 )      , for 45

K        

  

  

    

 

 

 

   

I






           (3.2.57) 

 

'( ) / K( ) I (M=9) (a) (b) (c) 

=90   0.001262 0.0015121 0.0025 

=0   0.132 0.0072105 0.0025 

=45   0.06631 0.0043613 0.0025 

表一、不同麥克風擺放對不同角度聲源的角度誤差變異量 

表一中可以看出尤其在0度方向的效果特別差，但這樣的設計在如果知道來

的角度在某個範圍的情況下，是可以去使用的。 

 

另外在2維的環境下分析一下對聲速的估測 

2 2
1 2

1 = ( )v h
x x




x                   (3.2.58) 

聲速估測誤差下界 1( ) ( )( )
T

Th h 


 
x xA A
x x

          (3.2.59a) 

3

3 3

3

1 2cos
1 2cos 1 2sin=

1 2sin
v v

v v v v
v v


  
  

 
    
         
  


 


          (3.2.59b) 

 8

cos1 cos sin
sinv

  
 

  
   

    
   

           (3.2.59c) 

2 2( )( cos 2 sin cos sin )K v                     (3.2.59d) 
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可以看到跟角度的估測其實是呈現相反的情況，也就是說當估測角度好的

時候，估測聲速就會比較差，但對聲速的資訊比較不在乎，所以基本上還

是以估測角度的為主。以上是對遠聲場下的分析。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.2.2 近聲場的最佳擺放位置 

在近聲場的情況下，有些在遠聲場下的省略的東西就不能刪除了 

2 2
2 1 2 1 2 1

2 2
1 1 1

( ) ( )

( ) ( )M M M

t t

t t

     
 

  
 
      

r r r r
A

r r r r

    
2 1

1M

t t

t t

 
   
  

b    4

5

x
x

 
   
  

sx
x         (3.2.60) 

 ˆ 
-1T Tx A A A b  

而聲源位置以及聲速的估算如下: 

1
4 4

ˆ ˆ 1ˆ ˆ,  
ˆ ˆ ˆ2 | |
s s

s
s

v or v
x x

 
    

 

x xr r
x

              (3.2.61) 

如果我們在近聲場的情況下仍然用遠聲場的模型，則會因為太少的預估會

造成估測的偏差，在大多的情況下會造成巨大的誤差。 
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圖六、近聲場聲源對遠聲場假設下之不同麥克風擺放的角度偏差值 

 

圖六中可以看到在兩種陣列中(case 1和case 2)，大多數的角度都會有偏差的

情況產生，但對有些角度來的聲音，並沒有偏差的產生，經由觀察和驗證，

可以知道是因為Least square和對稱的麥克風陣列所造成的。當聲源方向看

過來的麥克風陣列為以第一個為準左右對稱，則Least square的結果在遠聲

場模型情況下就不會產生偏差。 

假設3顆麥克風分別在 

1 2 1 1 3 2 2(0,0), (cos ,sin ), (cos ,sin )M M M      ， 

以及一個聲源在 

1 2( cos , sin ),
2

S R R  
  


   

令我們Least square出來的解為 ̂，則須滿足 
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2 2
1 2( ) ( ) 0ˆ

d t a t a
d

    ,                   (3.2.62) 

1 1 1 1
2 3

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆcos cos sin sin cos( )
,

ˆ ˆ ˆcos cos sin sin cos( )

t
a S M S M

t

     

     

   
   

   
其中  

2 2
1 2

ˆ( ) ( ) ( )ˆ
df t a t a

d



                  (3.2.63a) 

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ2(cos( ) )sin( ) 2(cos( ) )sin( )a a                     (3.2.63b) 

1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆsin 2( ) sin 2( ) 2 (sin( ) sin( ))a                      (3.2.63c) 

1 2ˆ
2

1 2 2 1 1 2 2 1

ˆ( )

sin 2( ) sin 2( ) 2 (sin( ) sin( )) 0
2 2 2 2

f

a

 
 



       


 

   
    

           (3.2.64) 

 

一旦離開這個角度就會開始有偏差，越遠離偏差越大，想要讓偏差小一點

的方法就是讓對稱的角度越多越好，然而最好的方法就是第一顆在正中

間，其餘以正邊型在周圍環繞，以M顆麥克風為例，會有2(M-1)個對稱的

角度。由模擬也可以看到，以9顆為例，就算聲源在3倍陣列半徑的情況下，

也幾乎沒有甚麼偏差。 

 

主要的應用在於，如果想得到角度的資訊，看似在近聲場的情況下一定也

要考慮到聲源位置的影響，但這邊提供了一個陣列形狀使可以用比較簡易

的計算也可以達到相對精確的角度，不受是近聲場或是遠聲場的影響。 

 

 

 

 

 

 



 

 

38 

但如果不僅只要角度的資訊，則需要使用近聲場模型，在使用近聲場模型

的情況下，線性方程式就會表示程底下： 
2 2

1 1 1 1
1

1 1 1

( ) ( ) | | ( )
( )

| | 2 | | 2 | |
i s i i

i
s s s

v t t t t
v v
   

    
  

r r r r r r
r r r r r r
  for i=2~M        (3.2.65) 

M-1個方程式寫在一起可得到底下矩陣形式 
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  

b    4

5

x
x

 
   
  

sx
x            (3.2.66) 
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利用最小平方法可以解出x的解 

 ˆ 
-1T Tx A A A b                  (3.2.67) 

而聲源位置以及聲速的估算如下: 
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             (3.2.68) 
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在近聲場的情況下，A矩陣也包含了time delay的資訊，所以重新分析誤差

對該系統的影響： 
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5 5 5(1 2 )s s x x x        Y A x b b b b b           (3.2.69) 

可以把方程式分成固定項和隨機的部分，各別針對每個隨機部分加以探討。 
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根據(3.2.70)，可經由一些計算可以得到目標的pdf(probability density 

function)，得到pdf則可作進一步的分析。 
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於是現在可以重寫方程式 ' '  A x b b ，然而 'b 的pdf我們是已知的 
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得到joint pdf後，則可針對其ML來找到一個良好的估測 
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                                                                   (3.2.73) 

其中  
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根據ML步驟，此時要找到符合x使
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可以看到是一個很複雜的非線性方程式，於求解時不是很容易。 



 

 

41 

所以試著簡化上面的分析 
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因為 2b 相對來的小，所以在分析上可近似省略它 
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5(1 2 )i i iY b x b                   (3.2.75) 

根據(3.2.75)，於是可以得到其pdf 
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(3.2.77)可以看出來pdf有比較簡單的形式，於是也是利用ML來分析 
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其中有些較小的項可以省略掉 
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





 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 
 
     

Ax b

AA 



     (3.2.81) 

(3.2.81)可以看出來當A有不確定項時，一樣可以推得滿足 0 Ax b 的x一樣

是其中的特殊解，且符合ML。當然這個比較簡單的方程式一樣是一個非線

性方程式，要解出x一樣需要使用疊代法慢慢求出。 
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或是可以從另一個角度來看： 

可以看到因為這時候誤差出現在b也出現在A 

 

1 1

1 1

1
1

1 1

( )( )
( )

,

 

 




 

     
     

       


      

   
   

   
  

A A x x b b
A x b A x x

x A b A A x x

A
x A b A A x x

A

A bx A x x b
A A x

x x A x A

x b A x x
A A A A

x b A x

        (3.2.82) 

 

b和A的影響跟
b
b

和
A
A

有關 

2
2 1 2 1 2 1

2
1 1 1

0 0 2( ) ( ) ( ( ))

0 0 2( ) ( ) ( ( ))M M M

t t t t t t

t t t t t t

       
    
        

A     

 

看的出來 A 相較 A 大很多，於是先省略A的影響。 

由前面推導也可以看的出來，一旦加入A的不確定性時，整個分析會變得

很複雜，所以這邊會暫時忽略A的影響。 

也就是現在還是一個   Ax b b的問題。 

所以說最小平方法一樣是一個對x好的估測方法。 

接著來分析聲源位置的變異量，因為x並不是真正關心的值，真正關心的位

置經過一個非線性的轉換。 

31 2

4 4 4

( )
2 2 2sx sy sz

xx xg r r r
x x x

 
     

 
x              (3.2.83) 
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1Let  ( ) subT
T e

  
  
 

A d
A A

d
 

聲源位置的變異量下界會經過一個轉換 

1( ) ( )ˆ'( ) ( )
T

T
s

g g 


 
x xI r A A
x x

            (3.2.84a) 

4
1
2

4 4
4

2
2

4 4
4

3
31 22

2 2 24 4
4 4 4

1 0 0
2

1 0 0 0 10 02 2 2
1= 0 0 0 10 02 2 2

10 0 0
2 2

2 2 2
0 0 0

sub
T

x
x

x x x
x

ex x x
x xx x

x x x x x

 
 
  
  
  
         
   
      
   
 
  

A d
d

       (3.2.84b) 

可以知道其聲源位置估測的變異量 
2

11 14 442
4

2

22 24 442
4

2

33 34 442
4

1ˆvar( ) (( ) 2( ) ( ) )
4 2 4

1ˆvar( ) (( ) 2( ) ( ) )
4 2 4

1ˆvar( ) (( ) 2( ) ( ) )
4 2 4

sx sx
sx sub sub sub

sy sy
sy sub sub sub

sz sz
sz sub sub sub

r rr
x

r r
r

x

r rr
x


  


   


   


A A A

A A A

A A A

         (3.2.85) 

ˆminimize var( )sxr ˆvar( )syr ˆvar( )szr  

ˆminimize tr( '( ))s I r                (3.2.86a) 

1 ( )min imize tr( ( )( ) ( )), ( )T T g 
 


xG x A A G x G x

x
         (3.2.86b) 

由柯西不等式 

1 2tr(( ) )
tr(( ))

T
T

 A A
A A

                   (3.2.87) 

tr(( ))TA A 的主要影響項為
4 4

2 1 1M   r r r r  

所以把
4 4

2 1 1M   r r r r 設為定值來分析，可以保證在幾乎相同的下界來

分析。 
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要分析這些element的影響，首先先看塊狀矩陣的反矩陣(inverse of block 

matrix)。 
1

block
T e


 
 
 

A d
d

 

1 1

1

1 1( )

1 1

T
block block

T
block

e k

k k

 



   
  
   

A dd A d

d A
            (3.2.88a) 

1 1 1 1

1

1

1 1

1 1

T
block block block block

T
block

T
block

k k

k k
k e

   





   
  
   
 

A A dd A A d

d A

d A d

          (3.2.88b) 

所關注的element集中在左上方的block，也就是 

1 1 11 T
block block blockk

  A A dd A  

其中 
1 1 1 1

22
1

1 1 1 1
1 1 1 1

22
1

1 1 1 1
1 1 1 1

22
1

1 1 1 1

1 1
2 2

1 1 1
1 1

M M M M

i i i i i i i i
i i i i

M M M M

i i i i i i i i
i i i i

block M M M M

i i i i i i i i
i i i i

M M

i i i i i i i i
i i

a a b a c a

a b b b c b

a c b c c c

a b c

   


   

   


   

   


   

 

  
 

 

 


 

    

   

   

   

 

r r

r r
A

r r

r r r r r
1 1

2 4
1

1 1

M M

i i i
i i

 


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  

 r r r

       (3.2.89) 

 
1

2
1

1

1
2

1
1

1
2

1
1

1
2 2

1 1
1

( )

( )

( )

( )

M

i i i
i
M

i i i
i

M

i i i
i

M

i i i i
i

a t t

b t t

c t t

t t


















 


 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
   
  









d

r r

                (3.2.90) 
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所以可以把關注的變異量分成兩部分 

ˆvar( )sxr  ˆvar( )syr 1 1 11ˆvar( ) ( ) ( )T
sz block block blockr f f

k
    A A dd A         (3.2.91) 

所以現在就可以朝兩部分去進行 

第一個部分是min 1( )blockf A ，另一部分就是min 1 11( )T
block blockf

k
 A dd A ，這兩部

分不一定可以同時進行，所以分別討論。 

首先探討min 1( )blockf A  

1 1 1 1
22

1
1 1 1 1
1 1 1 1

22
1

1 1 1 1
1 1 1 1

22
1

1 1 1 1

1 1
2 2

1 1 1
1 1

M M M M

i i i i i i i i
i i i i

M M M M

i i i i i i i i
i i i i

block M M M M

i i i i i i i i
i i i i

M M

i i i i i i i i
i i

a a b a c a

a b b b c b

a c b c c c

a b c

   


   

   


   

   


   

 

  
 

 

 


 

    

   

   

   

 

r r

r r
A

r r

r r r r r
1 1

2 4
1

1 1

M M

i i i
i i

 


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  

 r r r

 

1 1 1 1
11 22 332

4

1 1 1 1 2 2 2
14 24 34 44

1( ) (( ) ( ) ( )
4

1                 (( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ))
4

block block block block

block sx block sy block sz block sx sy sz

f
x

r r r r r r

   

   

  

     

A A A A

A A A A
   

(3.2.92) 

由塊狀矩陣的反矩陣的特性可以知道，當非主對角塊狀的矩陣不為0的時

候，會使 1 1 1 1
11 22 33 44( ) , ( ) , ( ) , ( )block block block block

   A A A A 變大，讓 1( )blockf A 也變大。 

所以由上面條件可以歸類出要符合底下六條方程式： 

1 1 1

1 1 1

1
2

1
1

1
2

1
1

1
2

1
1

   0

  0

  0

  0

M M M

i i i i i i
i i i

M

i i i
i

M

i i i
i

M

i i i
i

a b a c b c

a

b

c

  

  

















  




  

   


   

  







r r

r r

r r

              (3.2.93) 
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而由經驗得知，當 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1M M Ma a b b c c            時，會有最好的效

果，但 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1M M Ma a b b c c            會受到

4 4
2 1 1M   r r r r 為定值

的影響。 

由柯西不等式 

  
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) 1 1

                                                ( ) ( )

M M M

M M M

a b c a b c

a b c a b c

  

  

      

      

 


     (3.2.94a) 

1
42 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1

( ) ( )
M

M M M i i
i

a b c a b c


   


         r r             (3.2.94b) 

等號成立當 
2 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 1 1( ) ( )M M M Ma b c a b c            r r r r          (3.2.95) 

也就是第2~M顆在同一個圓上 

 

總結所有條件為 
1 1 1

1 1 1

1 1 1
2 2 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

   0

   

   

M M M

i i i i i i
i i i

M M M
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i i i

M M M

i i i
i i i

a b a c b c

a b c

a b c

  

  

  

  

  

  


  




 



 


  

  

  

             (3.2.96) 

可以證明當正多面體滿足此式子。 

這邊沒有探討 1 1 1
14 24 34( ) ( ) ( )block block block

  A A A, 跟 的影響，因為假設他們不是主要

影響項。也就是在min 1( )blockf A 的情況下，得到的結論為2~M顆呈正多面體

分佈。 
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接著我們探討min 1 11( )T
block blockf

k
 A dd A  

可以明顯看出，如果 d 0則 1 11( ) 0T
block blockf

k
  A dd A  

1
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1
1

1
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1
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1
2

1
1

1
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i
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M
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 
 

 
 
 
   
  









d

r r

 

由d的element可知要滿足 d 0，唯一的可能是 

2 1 1( ) ( ) 0Mt t t t                     (3.2.97) 

1 2 1M Mt t t t      

也就是說聲源到每顆麥克風距離是相同的。 

但根據[18]中可知道，對這樣的線性系統來說，麥克風的分佈不能在同一

個圓上面，不然會造成 TA A的rank少一，如此形狀不能做Least square演算

法。 

但一樣要減少 1 11( ) 0T
block blockf

k
  A dd A 所造成的影響，於是使用數值方法解讓

d變小，但不要讓他趨近0。 

要去解的是一個非線性方程組的解 
2 2

1, 2, 1 1, , 11
2 2

1, 2, 1 1, , 12
2 2

1, 2, 1 1, , 13
2 22 2

4 2, 1 2, 1 , 1 , 1
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( ) ( )( , )
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k k M k M kk k

k k M k M kk k
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
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     
       
 
         
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a b r r r r







0


 
   
 
  

      (3.2.98) 

其中 1, 1, 1, 1,( , ) ( , , , , )k k k M k k M ka a b b a b    
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在這邊使用的方法是牛頓法 

由於最初有一個條件
4 4

2 1 1M   r r r r 為定值 

所以在方程組中加入一組 
2 2

1, 2, 1 1, , 1
1 2 2

1, 2, 1 1, , 1
2 2 2

1, 2, 1 1, , 1
3

2 22
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5

( ) ( )( , )
( ) ( )( , )
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





    
    

       
        
  

a b
a b

s a b a b
r r r ra b

a b





 2
, 1

4 4
2, 1 , 1

0
( )M k

k M k

t t

K

 
 
 
 

 
 
 
       r r r r

     (3.2.99) 

接著依照牛頓法的步驟 

1 1
1

5 5
1

( , ) ( , )

( , )

( , ) ( , )

k k k k
k

k k

k k k k
k

s s
a b

J

s s
a b

  
   

  
   
   

a b a b

a b

a b a b



  



          (3.2.100a) 

( , ) ( , ) ( , ), solve ( , )k k k k k k k kJ    a b a b s a b a b           (3.2.100b) 

1 1( , ) ( , ) ( , )k k k k k k    a b a b a b              (3.2.100c) 

 

(3.2.100c)中  正常來說是設為1，但如果想要減慢更新的速度，可以減少 

的值。理論上牛頓法的目標是要讓d趨近於0才停止迴圈，但由上面說明知

道d不能讓他趨近0，所以停止迴圈的條件要放寬。 

當然使用牛頓法一開始要有個初始值，不同的初始值收斂曲線和結果是會

不一樣的，一開始使用的初始值是min 1( )blockf A 的結果。 

 

 

 

 

 

 



 

 

50 

假設在2維的環境聲源在(0,30)，圖七是經上面的方法跑出來的模擬，且停

止迴圈的條件是 || || 50s ，號代表初始值，號代表每個iteration後的點，

代表收斂時的值。 
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圖七、牛頓法收斂曲線及結果 
圖七很明顯的可以看出來，最後會收斂在一個圓弧周圍，但因為放寬了收

斂條件，所以不會完全圓弧上。接著觀察主要重點的變異量： 
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圖八、牛頓法步驟的變異量曲線圖 

圖八發現一旦麥克風分佈越接近一個圓弧，其structure term的變異量就會激

增，這根推論的結果一樣，另一方面比較讓人驚訝的是time-delay term的影

響下降的速度比想像的快，也就是d的影響比想像中的小，只要讓他足夠

小就有一定的效果。 
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於是在看的出來要選的情況大概在2~4個iteration的時候，但在那個時候不

一定會滿足
4 4

2, 1 , 1k M k K    r r r r ，所以在程式中必須在每個iteration都

在做一次normalize，重新在跑一次演算法。圖九中標示為變異量最小時

候的麥克風位置。 
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圖九、牛頓法收斂曲線及結果(二) 
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圖十、牛頓法步驟的變異量曲線圖(二) 

亦可在選取的iteration附近減少  的值，讓更新的速度不要那麼快，有可能

可以找到更好的位置。有normalize之後代表每個iteration中都有相同的變異

量下界，也就是說初始值的structure term幾乎會是最小的，圖中也可看出有

這個趨勢。圖十中選取iteration 3當作麥克風陣列的擺放位置。 
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3.3 模擬結果與分析 

此小節分別展示遠聲場和近聲場下，不同的麥克風擺放方式下對聲源角度

與方位估測的模擬。模擬假設聲速為34000cm/s 
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圖十一、遠聲場聲源下麥克風擺放對多方位來向聲源角度與聲速誤差(一) 

在圖十一中要看的有幾個重點，可以看到如果陣列擺放呈(b)的形狀，會讓

估測x1跟x2有最好的效果，圖中也可以看到(a)的形狀造成的誤差就會比較

大，但根據推導，(a)是針對90度方向來的聲源所設計的陣列，圖八中可以

看到(a)在90度附近對角度確實有較好的效果，經由之前推導，的確對聲速

的估測會比較差。 
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接著用更極端的例子在針對90度方向的聲源： 
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圖十二、遠聲場聲源下麥克風擺放對多方位來向聲源角度與聲速誤差(二) 

圖十二中可以看到雖然在90度方向的誤差有變小，但對其他方向來的誤差

卻是急速上升，不僅如此，在90方向的聲速估測也有很大的誤差，誤差大

的幾乎會認定這聲速是有問題的，也就是說這樣的一個設計方式其實不是

很好，改進了一點效果卻失去更多其他的估測準度。 
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如果現在聲源的來向是45度，則可以針對該方向設計一個陣列 
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圖十三、遠聲場聲源下麥克風擺放對多方位來向聲源角度與聲速誤差(三) 

圖十三中可以看出只要把原本設計的陣列轉一個角度會有一樣的效果。 

 

以上是針對遠聲場的環境下模擬不同陣列形狀所造成的誤差，接著模擬在

近聲場環境下的陣列。用來比較的兩個例子分別為min 1( )blockf A 的結果跟

min 1 11( )T
block blockf

k
 A dd A 結合牛頓法的結果 

 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 8 

8.5 
9 

9.5 x 10 -3 
(a) 
(b) 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0.5 

1 

1.5 

X: 45 
Y: 0.6734 

(a) 
(b) 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 

400 

600 
800 

source direction(degree) 

(a) 
(b) 

error of x1+x2 

error of angle 

(degree) 

error of sound 

velocity(cm/s) 



 

 

55 

在這邊假設聲源距離第一顆麥克風為30公分，針對90度去設計陣列 
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圖十四、近聲場聲源下麥克風擺放對多方位來向聲源的方位誤差(一) 

可以看到針對(0,30)的聲音，相對於(a)的效果，(b)明顯起來有不少的改善， 

Error of S (cm) 
2 2S x y   

75度 82.5度 90度 97.5度 105度 

Error of S(a) 10.886 9.3236 7.6025 8.5557 11.708 

Error of S(b) 20.227 37.015 19.988 18.386 23.184 

表二、近聲場聲源下不同麥克風陣列對90度附近聲源的方位估測誤差(一) 
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一旦增加麥克風數量，會讓變異量越趨近最低下界，於是增加麥克風來模

擬。 

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

(a)
-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

(b)  

60 70 80 90 100 110 120
5

10

15

20

25

30

er
ro

r o
f x

1+x
2(c

m
) (a)

(b)

60 70 80 90 100 110 120
0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

va
r(x

1)+
va

r(x
2)

source direction(degree)

(a)
(b)

 

圖十五、近聲場聲源下麥克風擺放對多方位來向聲源的方位誤差(二) 

Error of S (cm) 
2 2S x y   

78度 84度 90度 96度 102度 

Error of S(a) 5.3299 4.5012 4.3602 4.4965 5.394 

Error of S(b) 10.622 11.849 9.0799 9.2502 9.0589 

表三、近聲場聲源下不同麥克風陣列對90度附近聲源的方位估測誤差(二) 

可看到誤差很明顯的下降。 
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接下來對假設知道聲源為(30 / 2 ,30 / 2 )，也可以設計一套針對該聲源的陣

列，以下模擬該情況。 
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圖十六、近聲場聲源下麥克風擺放對多方位來向聲源的方位誤差(三) 

Error of S (cm) 
2 2S x y   

33度 39度 45度 51度 57度 

Error of S(a) 10.068 8.1797 7.1692 7.3981 9.782 

Error of S(b) 18.616 22.392 42.215 60.559 26.357 

表四、近聲場聲源下不同麥克風陣列對45度附近聲源的方位估測誤差(三) 
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接著我們分析在不同時間延遲誤差的變異量中，對方位估測的影響。 
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圖十七、近聲場聲源下不同時間延遲誤差 

對兩種麥克風擺放對90度來向聲源的方位誤差圖 

Error of S (cm) 
2 2S x y   

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 

Error of S(a) 0.7729 1.5961 2.4066 3.3172 4.2635 5.7651 7.143 

Error of S(b) 1.2887 2.7089 4.2143 6.3676 8.7245 23.269 32.648 

表五、近聲場聲源下不同time delay誤差 

對兩種麥克風擺放對90度來向聲源的方位誤差表 

可以看出來一但時間延遲估測的誤差增加，經調整設計過的陣列的誤差會

比沒有的好很多。 
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第四章 結論與未來展望 

    本論文提出當方位估測變異量最小時，如何找出所相對應的麥克風陣

列位置，利用所設計出來的陣列，對於全方位的聲源，有一套固定的陣列

可以確保在任何角度都有相同的效果。若是知道聲音只從某個範圍來，可

以更加進一步的設計專門的陣列，由模擬中可以看出對誤差會有很明顯的

減少，對近聲場跟遠聲場各有一套設計的方法，本文對於多顆麥克風的聲

源方位估測定義其麥克風應該擺放的位置。 

    當然本文只單單考慮位置對估測的影響，並沒有考慮到實際環境對時

間延遲(time delay)估測的不準度，或是反射的問題，這些都有還有探討的

空間。 

在實際應用時還需要考慮空間上的問題，這套位置組合可能會因為它

應用的地方會有一些擺放的限制，陣列的形狀還需要依環境做調整，但對

之後需要使用聲源方位估測的相關研究，可以提供他們一個更好的估測結

果。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

60 

Reference 
[1]. P. R. Roth, “Effective measurements using digital signal analysis,” IEEE 

Spectrum, vol. 8, pp. 62-70, Apr. 1971. 

[2]. G. C. Carter, A. H. Nuttall, and P. G. Cable, “The smoothed coherence 

transform(SCOT),” Naval Underwater Systems Center, New London Lab., 

New London Lab., New London, CT, Tech. Memo TC-159-72, Aug. 8, 

1972. 

[3]. G. C. Carter, A. H. Nuttall, and P. G. Cable, “The smoothed coherence 

transform,” Proceedings of the IEEE, vol. 61, pp. 1497-1498, Oct. 1973. 

[4]. C. H. Knapp and G. C. Carter, “The generalized correlation method for 

estimation of time delay,” IEEE Trans. Acoust., Speech, Signal Processing, 

ASSP-24(4):320-327, Aug. 1976. 

[5]. M. S. Brandstein, H. F. Silverman, “A Robust Method for Speech Signal 

Time-Delay Estimaiton in Reverberant Rooms,“ICASSP-97, vol. 1, April 

1997. 

[6]. K. Yao, R. Hudson, C. Reed, D. Chen, and F. Lorenzelli, “Blind 

beamforming on a randomly distributed sensor array system,” IEEE J. 

Select. Areas Comm. 16, 8 (Oct. 1998), 1555–1567. 

[7]. J. C. Chen, K. Yao, T. L. Tung, C .W .Reed ,and D. Chen. “Source 

localization and tracking of a wideband source using a randomly 

distributed beamforming sensor array,” International Journal of High 

Performance Computing Applications, 16(3):52–65, August 2002. 

[8]. P. Stoica and J. Li, “Source localization from range-difference 

measurements,” IEEE Signal Process. Mag., vol. 23, pp. 63–65,69, Nov. 

2006. 

[9]. A. Beck, P. Stoica, and J. Li, “Exact and approximate solutions of source 

localization problems,” IEEE Transactions on Signal Processing, 

56:1770–1778, 2008. 

[10] Alvarado, V. M., Silverman, H. F., "Experimental Results Showing the 



 

 

61 

Effects of Optimal Spacing Between Elements of a Linear Microphone 

Array", ICASSP-90, April 1990, pp. 837-840. 

[11] J. S. Abel,  Optimal sensor placement for passive source localization,  in 

Proceedings of the IEEE International Conference on Acoustics, Speech, 

and Signal Processing, Albuquerque, NM, April 1990. 

[12]. B. Yang and J. Scheuing, “Cramer-Rao bound and optimum sensor array 

for source localization from time differences of arrival,” Proceedings of 

IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and Signal 

Processing (ICASSP) , vol. 4, pp. 961-964, Philadelphia, USA, 2005. 

[13]. B. Yang, “Different sensor placement strategies for TDOA based 

localization, ” in: Proc. ICASSP, vol. 2, pp. 1093–1096, Honolulu, Hawaii, 

USA, Apr. 2007. 

[14]. T. Hegazy and G. Vachtsevanos, “Sensor placement for isotropic source 

localization, ”  in Proceedings of the Second International Workshop on 

Information Processing in Sensor Networks, Palo Alto, CA, April 2003. 

[15]. R. O. Nielsen, “Azimuth and elevation angle estimation with a three 

dimensional array,” IEEE J. Oceanic Eng., vol. 19, pp. 84–86, Jan. 1994. 

[16]. B. Berdugo, M. A. Doron, J. Rosenhouse, and H. Azhari, “On direction 

finding of an emitting source from time delays,” J. Acoust. Soc. Am., Vol. 

105, No. 6, pp. 3355–3363, 1999. 

[17]. R. O. Schmidt, “Multiple Emitter Location and Signal Parameter 

Estimation, ” IEEE Transaction Antennas and Propagation, vol. AP-34, no. 

3, pp.276-280, March 1986 

[18]. 汪正剛, “多聲源方位偵測與聲源數量估算,”交大電控碩士論文, 2008 

[19]. L. Yu. Kolotilina, “Bounds for the extreme eigenvalues of block 2 × 2 

Hermitian matrices,” Zap. Nauchn. Semin. POMI, 301, 172–194 (2003). 

[20]. L. Yu. Kolotilina, “A class of optimally conditioned block 2×2 matrices,” 

Zap. Nauchn. Semin. POMI, 284, 64–76 (2002). 


