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摘要 

本文應用 Eulerian 與 Lagrangian 座標系統間的轉換關係，推導出

在 Lagrangian 座標下均勻水深上規則前進重力波之控制方程式，並利

用攝動展開技巧解析獲得五階解。本文所得 Lagrangian 近似解的質點

運動週波率包含二部份，一部份為含深度 的 函數，可表現質點

運動的週波率隨深度增加而增加的特性；另一部份為不隨空間中任何

一個位置點而改變的常數。本文進一步比較 Eulerian 及 Lagrangian 座

標的波浪運動週波率的關係，發現本文的 Lagrangian 近似解的質點運

動週波率可轉換至 Eulerian 座標下固定點觀測波動的週波率。由解析

結果可知，Lagrangian 系統中奇數階近似解主要進行週波率修正，偶

數階近似解主要進行高程修正，且由結果中可知，本文近似解可求得

平均靜水位上的波壓。本文的 Lagrangian 近似解可描述流體質點運動

軌跡於波動一週期後，不會封閉而有微量前進的質量傳輸量，且可表

現上層質點運動軌跡的位移範圍較下層者大的特性。 

b cosh

本文接著探討 Lagrangian 與 Eulerian 兩種描述方式間的轉換關

係。在相同攝動參數的選定下，本文探討本文提出的 Lagrangian 五階

解與 Fenton (1985)Eulerian 五階解之間的轉換方法及結果。本文透過

連續泰勒展開的方式，成功的將 Lagrangian 五階解轉換至 Fenton 

(1985)的 Eulerian 五階解。在 Eulerian 解轉換至 Lagrangian 解方面，

往昔學者在進行 Eulerian 三階解轉換至 Lagrangian 三階解時，會產生

含時間的不合理結果，本文主要考慮 Lagrangian 週波率與 Eulerian 週

波率之不同，首先提出對週波率進行轉換的概念，透過泰勒展開，成

功的將 Fenton (1985)的 Eulerian 五階速度轉換至 Lagrangian 五階流體

質點運動軌跡，解決往昔學者無法將三階 Eulerian 解轉換至

Lagrangian 解的問題。由本文轉換結果可知，針對同一個波浪現象的

兩種描述方式可以互相轉換。 
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最後，本文探討 Lagrangian 與 Eulerian 兩種描述方式動力特性間

的關係。本文首先由動力特性的基本定義，獲得 Eulerian 系統的動力

特性至第四階解，並符合 Longuet-Higgins (1975)動力特性間的關係。

本文同時探討有限振幅波與微小振幅波能量傳遞速度的關係，發現波

浪非線性交互作用會增加波浪能量傳遞速度，且較微小振幅波理論

高。本文接著透過 Jacobian 轉換，求得 Lagrangian 系統的動力特性至

第四階解，並將此結果與 Eulerian 系統的動力特性比對，而有

Lagrangian 與 Eulerian 系統的動力特性公式相同。本文主要的學術貢

獻為推導出 Lagrangian 五階近似解，並證明 Eulerian 與 Lagrangian 兩

種解析結果可以互相轉換，且其波浪的動力特性皆相同。 
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ABSTRACT 

A set of governing equations in Lagrangian form transformed from 

the Eulerian system was derived for the propagating gravity waves in 

water of uniform depth in this paper. The technique of Lindstedt-Poincaré 

perturbation method was used to obtain the approximations up to 

fifth-order for these nonlinear governing equations. The Lagrangian 

frequency of the present solution consists of two parts. One part is a 

function of depth and increases as the water depth increases. The other 

part is constant for all particles and equivalent with that of Stokes’ wave 

theory of third-order. The present Lagrangian solution for the particle 

motion shows that the water particle has a drift displacement of second 

order, which decreases exponentially with water depth, after a period of 

time. The pressure of the present solution has zero value at the free 

surface and this exactly satisfies the dynamic boundary condition. 

This study investigates two-way transformations between the 

Eulerian and Lagrangian solutions for gravity waves propagating on a 

uniform depth. The Eulerian and Lagrangian fifth-order approximations 

with the same perturbation parameter are used to examine such possibility. 

Up to now, it is known that the Eulerian solution of Stokes waves up to 

the third order cannot be transformed into the corresponding Lagrangian 

solution. A key to resolve this problem is to recognize the fact that the 

Lagrangian frequency is not constant with water depth. With this 

correction, two-way transformations between the Lagrangian and 

Eulerian solution are shown to be possible. 

The dynamic properties of regular gravity waves are obtained using 

both Eulerian and Lagrangian approximations, based on the fundamental 
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definition. Both obtained results are identical and satisfy some possible 

relationships between these dynamic properties. The energy transport 

velocity of high waves are demonstrated to be greater than that of low 

waves which can be also represented by the group velocity. The main 

academic contributions of the paper are that the Lagrangian 

approximations to the gravity wave are systematically derived, and 

two-way transformations between the Lagrangian and Eulerian governing 

equations and solutions are successfully obtained, and high order 

dynamic properties are first obtained. 
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第一章 前言 

1-1 研究目的 

海洋之水面隨著空間及時間而變化，該變化的水面會導致海水內

水粒子運動及水壓變動等現象，此現象為研究海洋科學及海岸專家學

者探討的古典力學機制的範疇。水平底床上規則波浪理論是個古典的

問題，描述流體運動狀態的數學解析有 Lagrangian 方法和 Eulerian 方

法兩種。Lagrangian 方法為觀測各個特定的流體質點，來描述該流體

質點於其運動路徑上之運動行為；而 Eulerian 方法為在空間各個固定

的位置上，描述流場之時空特性。從數學的觀點，以 Eulerian 方法研

究流體力學較 Lagrangian 方法簡易，故一般常採用 Eulerian 方法來探

究流場的特性(見 Pao, 1967)。 

自 Airy (1845)省略波浪的非線性量，提出微小振幅波理論。Stokes 

(1847)利用攝動解析的技術，解析等水深有限振幅波的問題。爾後有

關波浪問題幾乎多採用 Eulerian 座標系統，至今，理論解析部份已推

展到五階解(如 Skjelbreia 和 Hendrickson, 1960; Isobe 等人, 1978; 

Fenton,1985)。然而，由於 Eulerian 方法為觀測空間中之固定位置，

並不能正確地轉換成可描述出各個流體質點於時空中的運動軌跡的

形式(見陳, 1996)。若採用 Lagrangian 座標來描述前進重力波，可處

理波動流場有污染源擴散(如陳等人, 1998)，及波浪於斜坡底床上造

成波形的變形不對稱的問題(如 Biesel, 1951; 陳 , 1997; 陳和黃 , 

2000)，且由於完全滿足邊界條件，而可求出平均水位上的波壓，此

為 Eulerian 解所無法表現的限制。雖然 Lagrangian 方法的解析較採用

Eulerian 方法複雜，但 Lagrangian 方法具有可描述質點運動軌跡的優

點。本文嘗試以 Lagrangian 方法解析波動場中流體質點的運動路徑。 
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Truesdell (1953)提出 Eulerian 座標系統與 Lagrangian 座標系統的

微分的轉換關係，透過此轉換關係可知，Eulerian 系統與 Lagrangian

系統間的控制方程式可互相轉換。Eulerian 與 Lagrangian 系統雖然描

述方式不同，但皆是在描述同一個波浪現象，因此，這兩種描述方式

之特性是否具有關係，應值得探討。故此兩種控制方程式，經過相同

攝動參數及攝動方法所獲得之各物理之解，是否能轉換是本文探討的

另一主題。 

波浪有水位起伏及水粒子運動，即有能量存在，而波浪在運動及

有壓力變化時，就會產生運動量，此種物理量不能直接觀察。且當波

浪在運動時會將各物理量沿波浪進行方向傳遞，即產生各物理量的通

率，一般稱此種物理量及其通率為動力特性，動力特性為研究判斷波

浪各種變化的根據，故研究波浪的動力特性亦是一個重要的課題。 

本文研究主要目的為探討水平底重力規則波之 Lagrangian 解

析，並提出與 Eulerian 解析完整的相互轉換方式，以解決往昔兩種方

法解析波動無法轉換之問題。本文探討主題分為解析 Lagrangian 近似

解，並說明波動之運動特性，接著探討 Eulerian 與 Lagrangian 近似解

間的轉換方法，最後比較 Eulerian 與 Lagrangian 近似解動力特性的差

異性。期望藉此基本研究，以 Eulerian 與 Lagrangian 兩種不同座標系

統下，對水平底床有限振幅波的運動與動力特性進行完整的探討。 

1-2 文獻回顧 

在 Lagrangian 座標系統的理論解析方面，由於 Lagrangian 方法描

述波浪問題的控制方程式皆為非線性，理論解析較為困難，故相關的

探討文獻並不多。von Gerstner (1802)由幾何學及運動學的觀點，首先

提出以 Lagrangian 方法來解析波浪運動現象，其解即所謂的餘擺線波

理論(trochoidal wave)，爾後 Rankine (1863)亦利用 Lagrangian 方法導
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出完全相同的理論，但是二者均為第一階線性解，而僅適用於深海中

之波動。Gaillard (1904)提出有限水深規則波的 Lagrangian 方法的線

性解。Miche (1944)採用 Lagrangian 座標系統的連續方程式及 、x y 方

向的運動方程式，結合自由表面及底床邊界條件，探討有限均勻等水

深中之波動現象，並在假設流體質點從起始位置開始運動的位移量很

小的情況下，分別對 、x y 方向的質點運動軌跡及壓力進行攝動展開，

而求得波動場之二階解，同時在限制旋轉量為零及垂直方向質量守恆

的條件下，求得質量傳輸速度隨深度變化的特性。Moe 等人(1998)根

據 Miche (1944)的推導方式，求出在有限水深下的二階 Lagrangian 波

浪解，並將理論結果與實驗值相比較。上述以 Lagrangian 座標系統描

述的波動問題所得之研究結果，其流體質點的運動皆為旋轉性，故與

理想流體的非旋轉性的基本假設互相矛盾，且由於未對週波率進行攝

動展開，故無法表現不同深度下質點運動的週波率隨深度增加而增加

的特性。 

陳(1994a)在 Lagrangian 系統中，將運動方程式透過 Weber 轉換

轉成能量方程式，並在流速勢的定義下，推導出非旋轉流條件。在同

時考慮連續方程式、能量方程式、非旋轉流條件及自由表面和底部邊

界條件下，對 、x y 方向的質點運動軌跡、壓力、流速勢及週波率進

行攝動展開，求得非旋轉性重力波動場至三階解。其解析結果與往昔

最大的不同，在於其滿足了理想流體非旋轉的特性，且因考慮了週波

率的攝動展開，而可表現出週波率於不同深度下的變化特性。陳

(1994b)進而將其結果展開至第五階解。除了解析水平底波動的

Lagrangian 解外，尚有 Biesel (1951)與陳(1997)解析出微小振幅前進波

於斜坡上的 Eulerian 解，並將其結果轉移成 Lagrangian 形式，用以表

現斜坡上波形的不對稱特性。陳和黃(2000)直接解析斜坡上前進波的

Lagrangian 解，但由於解析過程中忽略波浪的非線性部份，故其解仍
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僅適用於微小振幅波浪。另外，Pierson (1962)推導出 Lagrangian 的

Navier-Stokes 方程式，並求得其波動場的第一階線性解，探究深水中

的自由表面前進重力波受黏滯性的影響。 

往昔學者的探討在 Eulerian 與 Lagrangian 近似解的轉換方面不

多。Longuet-Higgins (1953)利用泰勒展開的方式，將 Eulerian 速度解

轉換至 Lagrangian 速度解，並對其取時間平均，以求得質量傳輸速

度，但僅能對二階 Eulerian 速度解進行轉換，而求得二階的質量傳輸

速度，在進行第三階 Eulerian 速度解的轉換時，會產生隨時間成長的

不合理 Lagrangian 三階速度解。陳(1996)探討 Eulerian 三階解與

Lagrangian 三階解間的轉換關係，並首先提出 Lagrangian 解轉換至

Eulerian 解的方式，結果顯示，Eulerian 解在第三階無法轉換至

Lagrangian 解，亦會產生不合理的時間項，而 Lagrangian 三階解可成

功轉換至 Eulerian 三階解。 

在探討波浪的動力特性方面，往昔學者已有相當多的研究(如

Lighthill, 1965; Peregrine 和 Thomas, 1979; Jonsson 和 Arneborg, 1995; 

Jonsson 和 Steenberg, 1999)。傳統上，在探討波動場之動力特性，皆

是採用 Eulerian 近似解，依照基本定義求取平均動量、平均動能、平

均位能、輻射應力、平均總動壓及平均能通率，爾後，部份學者推導

出各動力特性間之關係 (如 Longuet-Higgins, 1975; Cokelet, 1977; 

Rienecker 和 Fenton, 1981; Sobey 等人, 1987; Klopman, 1990)。而動力

特性間的關係亦可作為求得動力特性結果的正確性檢驗(如 Jonsson

和 Steenberg, 1999)。Eulerian 與 Lagrangian 系統雖然描述方式不同，

但皆是在描述同一個波浪現象，故此兩種描述方式之動力特性是否具

有關係，便顯的非常重要。陳(1995)首先比較前進重力波與重力駐波

Eulerian 與 Lagrangian 近似解的動力特性，但仍僅限於第二階量。由
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陳(1995)的比較結果可知，Eulerian 與 Lagrangian 近似解至第二階量

的動力特性公式是相同的。 

1-3 研究課題 

本文的欲探討主題示如圖 1-1 之流程。圖 1-1 中打問號的部分為

本文欲解析或證明的部分。本文主要探討針對水平底床下有限振幅波

的物理現象，描述該現象的 Eulerian 與 Lagrangian 系統，其控制方程

式是否可相互轉換，並進行 Lagrangian 近似解的解析。接著瞭解針對

同一個波浪現象的兩種描述方式是否可以互相轉換，故將進行

Eulerian 與 Lagrangian 近似解的轉換研究。最後為了瞭解同一個波浪

現象下，兩種描述方式的動力特性之間的差異，於是將分別求解出

Eulerian 與 Lagrangian 系統中的動力特性，並進行比較。透過如此的

研究，我們可以瞭解針對同一個物理現象，採用不同系統來描述，其

間的差異與其優缺點。 

在 Lagrangian 座標系統的理論解析方面，雖然往昔學者已有應用

Lagrangian 方法解析斜坡波浪運動及黏滯性波動的研究，然而對於最

基本的水平底床上的波動問題，除陳(1994a, b)外，早期的研究僅為低

階解，或甚至僅適用於深水情況，但對於有限水深適用於波動非線性

的高階解的解析技巧及對波動特性的描述尚沒有系統而完整的探

討。本文第二章乃針對有限水深水平底床上規則重力波的 Lagrangian

特性的問題，首先應用 Eulerian 與 Lagrangian 座標系統之間的轉換關

係，將一般常用的均勻水深上非旋轉性重力波的 Eulerian 控制方程式

轉換至 Lagrangian 系統的控制方程式，簡化直接由 Lagrangian 系統中

推導控制方程式的複雜性，再利用攝動展開技巧，進行理論解析，由

於在 Eulerian 系統中，往昔學者皆解析至第五階解，於是為了

Lagrangian 系統的完整性，且方便第二部份進行系統轉換上各階量的
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比較，本文亦將解析至第五階解。接著探討 Eulerian 與 Lagrangian 兩

種不同觀點下，波浪週波率、波形及波壓的關係，最後再探討流體質

點在不同深度下水平位移的特性及質量傳輸速度。 

在 Eulerian 與 Lagrangian 近似解的轉換方面，往昔學者對於三階

Eulerian 解，尚無法成功轉換至合理的 Lagrangian 解。本文第三章將

針對有限水深水平底床上規則重力波的問題，在相同攝動參數的考慮

下，首先應用陳(1996)將 Lagrangian 解轉換至 Eulerian 解的轉換技術，

驗證本文所提出 Lagrangian 五階解是否可以轉換至 Fenton (1985)的

Eulerian 五階解，接著解決高階 Eulerian 解無法轉換至 Lagrangian 解

的問題。 

在探討波浪的動力特性方面，往昔學者雖然已有探討 Eulerian 與

Lagrangian 近似解的動力特性，但僅限於第二階解，對於高於二階近

似解的部份尚無法確認兩種描述方式之間的關係。本文第四章首先應

用 Fenton (1985)的 Eulerian 近似解求得 Eulerian 系統的動力特性至第

四階量，並應用 Longuet-Higgins (1975)所提出動力特性的關係來檢驗

動力特性的正確性。接著應用本文的 Lagrangian 近似解求得

Lagrangian 系統的動力特性至第四階量，並加以比對此兩種描述方式

動力特性間之關係。 

第五章為對本文所歸納出的綜合結論。 
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水平底床下有限振幅波

Eulerian 觀點 Lagrangian 觀點 

控制方程式轉換(?)

(x, y, z, t) (a, b, c, t) 

近似解轉換(?)

Eulerian 近似解 Lagrangian 近似解(?)

圖 1-1 本文探討主題 

 

 

 

 

 

 

Eulerian 動力特性 Lagrangian 動力特性(?)
動力特性比較(?)
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第二章 Lagrangian 攝動近似解 

2-1 控制方程式 

在均勻等水深中，二維非旋轉性的自由表面規則前進重力波向卡

氏座標(Carterian coordinate)之正 軸前進，選擇此座標的 軸恰位於

平均水位上且 軸向上為正， h為平均水深，

x x

y η為變動水位。波浪的

波長與週期分別為 L 與 ，下標ET E 代表 Eulerian 座標系統，而所對應

的波數與週波率分別為 Lk /2π= 與 EE T/2πσ = 。 

 

1.連續方程式 

考慮流體為不可壓縮流體時，Eulerian 座標描述的連續方程式

(continuity equation)為 

 0=
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇
y
v

x
uV

v
 (2-1) 

式(2-1)中 )/,/( jyix
vv

∂∂∂∂=∇ 為空間的散度運算子(divergence operator)，

為水粒子速度向量。Truesdell (1953)提出 Eulerian 座標系統

與 Lagrangian 座標系統的微分的轉換關係為 

),( jviuV
vvv

=

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )ba

vx
Jy

v
ba
yv

Jx
v

ba
ux

Jy
u

ba
yu

Jx
u

,
,1,

,
,1

,
,1,

,
,1

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 (2-2) 

其中 ),(/),( bayxJ ∂∂= 為 Jacobian 運算，表示體積膨脹率(dilatation)，而

為 Lagrangian 座標系統中的獨立變數，用來描述任一特定流體質

點在某一時間的位置。將式(2-2)代入式(2-1)可得 

),( ba

 ( )
( )

( )
( ) 01

,
,1

,
,1

=
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

t
J

Jba
vx

Jba
yu

J
 (2-3) 

式(2-3)為Eulerian座標轉換至Lagrangian座標之連續方程式。由式(2-3)

右式的 Jacobian 值對時間微分為零，代表其物理意義為體積膨脹率不
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隨時間變化。在質量守恆定律下，當密度不變的不可壓縮流體，其體

積必需保持固定不變，因此微小控制體的體積對時間的微分必等於

零。 

同樣的，依照質量守恆的原則，以 Lagrangian 座標描述不可壓縮

流體的連續方程式為(見 Lamb (1945)第 16 節) 

 ( )
( )

( )
( )ba

baybax
ba

tbaytbax
,

)0,,(),0,,(
,

),,(),,,(
∂

∂
=

∂
∂  (2-4) 

因為式(2-4)中等號右邊項為代入起始時間 0=t 的 Jacobian 值，此

值不為時間的函數且等於等號左邊任何一時間的 Jacobian 值，所以得

知任何時間的 Jacobian 值應與時間 無關。式(2-4)代表 Lagrangian 座

標系統下不可壓縮流體的質量守恆方程式之物理意義與式(2-3)經由

座標轉換所得之連續方程式的結論是相同的。 

t

 

2.非旋轉流條件 

以 Eulerian 座標描述質點運動的非旋轉流條件為速度的外積

(cross product)為零，即為 

 0=
∂
∂

−
∂
∂

=×∇
y
u

x
vV

v
 (2-5) 

同樣地，利用式(2-2)的轉換關係式可得以 Lagrangian 座標系統描

述的非旋轉流條件為 

 ( )
( )

( )
( ) 0

,
,1

,
,1

=
∂
∂

−
∂
∂

ba
ux

Jba
yv

J
 (2-6) 

 

3.運動方程式 

若同時在不可壓縮流體及非旋轉流的兩個假設，流場的運動特性

主要受壓力及重力之平衡影響，黏滯力並不發生於流場中，因此流體

質點的動量方程式(momentum equation)為 
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x
P

t
x

∂
∂

−=
∂
∂

ρ
1

2

2

 (2-7a) 

 
y
Pg

t
y

∂
∂

−−=
∂
∂

ρ
1

2

2

 (2-7b) 

其中 ρ為流體的密度， 為重力加速度，g P 為流場中之壓力。由於系

統之獨立變數為 、b、t，於是將式(2-7a)乘上 與式(2-7b)乘上 後

相加；同樣地，將式(2-7a)乘上 與式(2-7b)乘上 後相加；並利用

與

a ax ay

bx by

aayax PyPxP =+ bbybx PyPxP =+ 之關係，可得 Lagrangian 座標系統在

方向及 方向之動量守恆方程式分別為(見 Lamb (1945)第 13 節) 

x

y

 aaattatt Pgyyyxx
ρ
1

−−=+  (2-8a) 

 bbbttbtt Pgyyyxx
ρ
1

−−=+  (2-8b) 

 

4.平均高程條件 

在質量守恆的條件下，水平底床上的規則波動中，流體質點的平

均高程經過一個波長的運動，其平均高程不變 (見 Milne-Thomson 

(1968)第 14.41 節) 

 0)),,((1
0

=−∫ dxytbay
L

L  (2-9) 

式(2-9)中的 y 為流體質點於空間中之平均位置。 

 

5.邊界條件 

本研究探討的波浪運動，除了在水平方向及時間上具有週期性

外，在自由表面處為定常大氣壓力，因此可假設相對為零而得表面條

件為 

  (2-10) 0=P

另外在底部的條件為位於不透水的底床上之流體質點的垂直流

速為零，則得 
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  (2-11) 0=ty

 

6.分離控制方程式 

若將任何一點的質點軌跡分離出不含時間部份，而總壓力分離出

靜壓力及動壓力部份時，座標 及壓力),( yx P 分別可表示為 

  (2-12a) ),,( tbaxax ′+=

  (2-12b) ),,( tbayby ′+=

 ),,( tbapgbP +−= ρ  (2-12c) 

上述變數 和 所代表之意義並非為起始流體質點的位置，而僅

是方便標註流體質點位置的獨立變數，x

a b

′和 y ′代表流體質點的運動軌

跡，為時間的週期函數。本文利用 Adrian (2001)的映射概念

(diffeomorphism)處理邊緣波(edge wave)問題，其以 Lagrangian 方法描

述一個已存在的波浪現象，而非解析自靜止水面至形成波浪的過程 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+

′+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
yb
xa

b
a

a  (2-13) 

由式(2-13)可知，當 時，代表表面水粒子的運動高程，而 則

為底部水粒子的運動高程，故式(2-10)之表面條件可設定在 ，而

式(2-11)之底部條件則可設定在

0=b hb −=

0=b

hb −= 。 

若假設 原點恰位於平均水位上，變數 b 取向上為正。將式

(2-12)代入式(2-3)、式(2-6)、式(2-8)、式(2-9)、式(2-10)及式(2-11)的

控制方程式及邊界條件中，分別得到 

),( ba

 ( )
( )

( )
( ) 0

,
,

,
,

=
∂

′′∂
+

∂
′′∂

+′+′
ba
yx

ba
yx

yx tt
btat  (2-14a) 

 ( )
( )

( )
( ) 0

,
,

,
,

=
∂

′′∂
−

∂
′′∂

+′−′
ba
xx

ba
yy

xy tt
btat  (2-14b) 

 01
2

2

=′′+′′+
∂
′∂

+
∂
∂

+
∂

′∂
attatt yyxx

a
yg

a
p

t
x

ρ
 (2-14c) 
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 01
2

2

=′′+′′+
∂
′∂

+
∂
∂

+
∂

′∂
bttbtt yyxx

b
yg

b
p

t
y

ρ
 (2-14d) 

 0)1(1
0

=′+′∫ daxy
L

L

a  (2-14e) 

 ，  (2-14f) 0=p 0=b

 ，0=′ty hb −=  (2-14g) 

由式(2-14)可知，透過式(2-12)的處理，將原本為非線性的控制方

程式分離成線性部份(如式(2-14a, b)之前二項，與式(2-14c, d)之前三

項)及非線性部份。數學在解析過程，式(2-14)比原方程式更能清楚表

示出線性及非線性的作用。 

 

2-2 理論解析 

因為式(2-14a)-式(2-14e)等式為非線性方程式，所以不能獲得理

論解析解，然而可利用攝動法求取近似解來克服此問題。由 Stokes 

(1847)波浪理論可知，波浪水粒子在表面的運動速度比底部還大，因

此假設在不同深度下流體質點的運動週期不同，而週波率是個變量，

需要進行攝動展開，因此本文採用 Lindstedt-Poincaré 的攝動解析技術

(見 Nayfeh (1993))，可將週波率的攝動量轉入至控制方程式中，並參

考陳(1994a, b)的解析過程，將要求解的變數表示為 

  (2-15a) (∑
∞

=

=′
1

,,
n

n
n tbaxx ε )

)

)

  (2-15b) (∑
∞

=

=′
1

,,
n

n
n tbayy ε

  (2-15c) (∑
∞

=

=
1

,,
n

n
n tbapp ε

 ( )
Ln

Ln
n

L T
ba πσεσ 2,

0

== ∑
∞

=

 (2-15d) 
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式(2-15)中，ε如同 Pierson (1962)及陳(1994a, b)所提者，為一個代表

階量的參數(perturbation parameter)；式(2-15d)中， 是 Lagrangian 系

統中流體質點運動時重現其高度的週期，而

LT

Lσ 乃對應的週波率。式

(2-15d)表示水粒子的 Lagrangian 運動週期，先假設為 的函數，其

最後形式視解析結果，此為陳(1994a)首先提出的觀念，往昔學者均尚

無人提及，且其發現

),( ba

Lσ 僅與 有關。應用式(2-15)的攝動表示式至式

(2-14)的控制方程式及邊界條件作系統的展開，當收集相同的階量

b

ε

後，依攝動技巧及求解步驟，由最低階逐次求至高階解。今為方便運

算起見，設定 tLστ = ，則以 Lagrangian 座標描述的波動場可被逐階的

求出解答，為能與 Eulerian 五階近似解進行比較，且為了確定高階近

似解是否能相互轉換，故本文將求解到 Lagrangian 第五階解。 

 

2-2-1 第一階近似解  

將式(2-15)代入式(2-14)後，若取出攝動展開式中所有包含 )(εO 的

項，則 Lagrangian 座標系統的第一階控制方程式及邊界條件為 

( ) ( ) 0101001010110 =+++++ tyxyxyx bLaLLbLaLbaL ττττττττ σσσσσσ  (2-16a) 

( ) ( ) 0101001010110 =−+−+− txyxyxy bLaLLbLaLbaL ττττττττ σσσσσσ  (2-16b) 

011
110111

2
0 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++ tgypgypx aLaaL ττττ ρ

σ
ρ

σ  (2-16c) 

011
110111

2
0 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++ tgypgypy bLbbL ττττ ρ

σ
ρ

σ  (2-16d) 

01
0 1 =∫
L

day
L

 (2-16e) 

01 =p ， 0=b  (2-16f) 

01 =τy ， hb −=  (2-16g) 
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由攝動理論可知，將非線性方程式的非線性部份去除後，即為該

非線性方程式第一階的線性控制方程式。若忽略式(2-14)的非線性部

份，並與式(2-16)進行比較可知，且本文探討的波動特性並不隨時間

增加而增加的漸變(transient)問題，因此方程式中含有隨時間 t成長之

項均需為零，以確保獲得不隨時間增加的合理解，故可得

000 == bLaL σσ 。同時調整座標原點，使得在時間 0=t 且 的位置

上，波峰正好通過座標原點的正上方。今由式(2-16a)的連續方程式及

式(2-16b)的非旋轉流條件可知， 及 滿足控制方程式，故可利用分

離變數法於滿足式(2-16g)的底床邊界條件下，求得 

0=a

1x 1y

 ( ) ( )tkahbkBx Lσ−+−= sincosh1  (2-17a) 

 ( ) ( )tkahbkBy Lσ−+= cossinh1  (2-17b) 

其中， Lk /2π= 為週波數(wave number)，L 為波長，式(2-17b)若令

為表面水粒子的位置高程，此時可知 表示為 函數週期運動的水

位變化，因此可令 為波動的水位振幅。在式(2-17b)滿足式

(2-16e)的條件下，將 及 代入式(2-16c)及式(2-16d)中，並在式(2-16f)

自由表面邊界條件的應用下，可得 

0=b

1y cos

khBa sinh0 =

1 1x y

  (2-17c) khgkL tanh2
0 =σ

 ( tka
kh
kbgBp Lσρ −−= cos

cosh
sinh

1 ) (2-17d) 

式(2-17c)顯示第一階解的分散關係(dispersion relation)，此與

Eulerian 座標下所得第一階線性解是相同的，即 000 σσσ == EL 。式

(2-17d)為波動壓的解，在表面上任何一點均為零，完全滿足邊界條

件，而隨水深以 函數遞減，此結果比 Eulerian 座標下的解在表面

上無法完全滿足壓力為零的表面條件是此解之優點。 

sinh
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2-2-2 第二階近似解 

若取出攝動展開式中所有包含 的項，且應用)( 2εO 000 == ba σσ 的

條件，則可得 Lagrangian 座標的第二階控制方程式及邊界條件，在連

續方程式中包含了 ( tyx bLaL ττττ )σσσ 11110 + 的時間項，而在非旋轉流條件

中包含了 ( txy bLaL ττττ )σσσ 11110 − 的時間項，由於波動場中的特性並不隨

時間成長，所以如同第一階的處理方式，使含有隨時間成長之項均令

為零，而可得 011 == bLaL σσ 。今將第一階解代入連續方程式及非旋轉

流條件中，可得有 

( ) ( )tkakByx Lba σσσ ττ −=+ 2sin0
22

220  (2-18a) 

( ) ( )hbkkBxy ba +−=− 2sinh0
22

220 σσ ττ  (2-18b) 

由 式 (2-18) 右 邊 的 外 力 項 (forcing term) 或 稱 非 齊 次 項

(non-homogeneous term)及底部邊界條件之函數形式，透過待定係數法

(undetermined coefficient)解非齊次方程式之特殊解的方法，假設 及

的形式為 

2x

2y

( ) ( )
( ) ( ) ( ) thbkMtkahbkN

tkaMhbkNx

L

L

0220211

2022222

2coshsincosh
2sin]2cosh[

σσ
σ

++−+−
−++−=  (2-19a) 

( ) ( ) ( ) ( )tkahbkNtkahbkNy LL σσ −++−+= cossinh2cos2sinh 2112222 (2-19b) 

其中 及 為齊次方程式 (homogeneous)的調和解 (harmonic 

solution)，而 及 為非齊次方程式(non-homogeneous)的特解

(particular solution)。今將式(2-19)代入式(2-18)中，則可求得特解為 

222N 211N

202M 220M

kBM 2
202 4

1
=  (2-20a) 

kBM 2
220 2

1
=  (2-20b) 

在式(2-19)滿足平均高程的條件下，可獲得 的正確解為 2y
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( ) ( ) ( ) ( )

)(2sinh
4
1

cossinh2cos2sinh

2

2112222

hbkkB

tkahbkNtkahbkNy LL

++

−++−+= σσ
(2-21) 

接著將第一階及第二階的 及x y 代入 方向運動方程式後，再對

積分，則可得壓力為 

x a

),()}cos()](cosh)2(

)(sinhcoth[1)(2cos]
2
3

)(2cosh4)(2sinhcoth2[
2

{

2102110

2
0211

2

222222

2
0

2

τσσσσ

σσ

σ
ρ

bpbtkahbkBN

hbkkhN
k

tkakB

hbkNhbkkhN
k

p

LL

L

+−+++

+−+−−

+++−=

 (2-22) 

式(2-22)中， ),(2 τbpb 為積分常數，此值需將式(2-22)代入 y 方向

運動方程式獲得 對 微分的方程式。因此再對 積分而得 2pb b b

)()](2cosh)(2sinh[coth
4
1),( 2

2
0

2
2 τρστ pchbkhbkkhBbpb ++−+−= (2-23) 

其中， )(2 τpc 為積分常數。最後應用表面壓力為零的邊界條件，可得 

kh
kBN 2

2

222 sinh8
3

=  (2-24a) 

01 =Lσ   (2-24b) 

2
0

2
2 4

1)( ρστ Bpc =  (2-24c) 

至此僅剩調和解 尚未求出，於 Lagrangian 系統中，調和解

可以是任意值，上述結果均能滿足控制方程式。但若要求 Lagrangian

系統的解析結果與 Eulerian 系統解析結果是一致時，可用 Eulerian 解

的特性定出一個限制條件來求出該值的大小。往昔於 Eulerian 系統的

Stokes 波的解析結果可歸納出三種形式，第一種為 Isobe 等人(1978)

和 Fenton (1985)提出的，二者選定攝動參數均為 ，其波形具有

奇數倍角週期函數的係數的各高階量和為零的特性。第二種和第三種

皆選定攝動參數為 ， 約為振幅之半。第二種為 Skjelbreia 和

Hendrickson (1960)解析結果有在波形的一倍角週期函數的係數沒有

211N 211N

2/kH

0ka 0a
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高階量的特性。第三種解析結果的特性如 Dingemans (1997)，為二階

解以上的流速勢沒有一倍角週期函數的係數。透過此三種 Eulerian 解

的特性額外當為條件分別求出三種可能的調和解係數 。若選定第

一類 Stokes 波的 Eulerian 解做為限制條件時，本文的攝動參數

211N

ε則代

表 ，而2/kH 2/0 Ha = 。倘若選定第二類或第三類 Eulerian 解做為限制

條件時，則本文的攝動參數ε即為 ，而 為相近於振幅，其值需由

波高為波峰減去波谷的關係求得。本文已分別推導出以此三類

Eulerian 解做為限制條件所得的解析結果。因解析過程三者均相同，

本文接著以選定 為攝動參數的第一類 Stokes 波解的波形奇數倍

角週期函數的係數高階量和為零做為限制條件進行討論，而後續的解

析說明，第二和第三類的限制條件所得的解析結果將詳列於附錄 A

和附錄 B 以做參考。調和解 的求解過程需先將 Lagrangian 的水位

轉換至 Eulerian 的水位。將本文 Lagrangian 的表面水位 轉換至

Eulerian 系統中的表面水位

0ka 0a

2/kH

211N

),0,( tay

),( txη 時，為方便起見，先令 Lagrangian

的位相函數 tka LL σθ −= 及 Eulerian 的位相函數 tkx EE σθ −= ， Eσ 為在

Eulerian 座標的前進波的週波率，此值在任何一個 上均相同。

Lagrangian 系統與 Eulerian 系統之位相關係在第一階時可表示為 

x

ξθθ += EL   (2-25) 

其中 

LM hbkkBkxtUxak θξ sin)(cosh)( 1 +=−=+−=  (2-26) 

其中 為流體質點於水平方向位移之速度，即漂移速度(drift 

velocity)或稱質量傳輸速度(mass transport velocity)。若將 Lagrangian

系統流體質點運動軌跡的垂直分量，其中

MU

Lθ 的函數經泰勒級數展開在

Eθ 處 
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)(2sinh
4
1

cos)(sinh2cos)(2sinh
)sin)(cos(sinh

22

211222

hbkkB

hbkkNhbkkN
hbkkBkbky

EE

EE

++

++++
−++=

θθ
θξθ

 (2-27) 

將式(2-27)取 可得到 Eulerian 的水位表示式，再利用奇數倍

角週期函數的係數和為零的條件，令在一倍角週期函數的係數的二階

量為零 

0=b

0sinh211 =khkN  (2-28) 

因此，由式(2-28)即可得 

0211 =N   (2-29) 

至此，第二階量已完全求出。當時間由 至t LTt + 時，則流體質點

將運動一位移，稱為都卜勒位移(Doppler shift)，令其水平與垂直分量

分別被表示為 及 ，結果為 xl yl

L

Lx

ThbkkB

tbaxTtbaxl

0
2 )(2cosh

2
1

),,(),,(

σ+=

−+=
 (2-30a) 

0),,(),,( =−+= tbayTtbayl Ly  (2-30b) 

因式(2-30a)不等於零，表示質點在時間 間，會前進lLT x距離，若

lx除以質點運動的時間，可得第二階的質量傳輸速度為 

0
2

2 )(2cosh
2
1 σhbkkBU M +=  (2-31) 

但在 方向的流體質點平均位移為零，則以 Lagrangian 座標描述

的第二階解為 

y

( ) ( )

( ) thbkkB

tkahbk
kh

kBx L

0
2

2
2

2

2cosh
2
1

2sin]
4
12cosh

sinh8
3[

σ

σ

++

−++−=
 (2-32a) 

( ) ( ) )(2sinh
4
12cos2sinh

sinh8
3 2

2

2

2 hbkkBtkahbk
kh

kBy L ++−+= σ  (2-32b) 
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( ) ( )

( )

]}tanh)(2sinh)(2cosh[tanh
4
1

2cos]tanh
4
3

sinh8
2sinh3

sinhcosh4
2cosh3{[ 2

2
2

khhbkhbkkh

tkakh

kh
hbk

khkh
hbkgkBp

L

++−++

−−

+
−

+
=

σ

ρ

 (2-32c) 

01 =Lσ  (2-32d) 

第二階解 除了有第二項二倍角週期性運動外，還有隨時間線性

增加的量，此項即表示流體質點運動一週期後會前進一段水平距離。

的解除了有二階的二倍角週期性運動外，還有不含時間而僅為b函

數的水位修正量，此修正量在後節有詳細的論述其物理意義。第二階

的壓力顯示有二倍角週期的成分，亦有隨深度不同的常數階量。二階

的壓力在表面亦保持為零的常數。第二階的頻率的修正量為零。 

2x

2y

 

2-2-3 第三階近似解 

若取出攝動展開式中所有包含 的項，且應用)( 3εO 000 == ba σσ 及

01 =Lσ 的條件，可得 Lagrangian 座標系統描述下的第三階控制方程式

及邊界條件。如同第二階解的求解過程，在連續方程式中包含了

( ) thbkhbkkByx bLaL 0
33

12120 )(2sinh)(sinh σσσσ ττττ ++++ 的時間項，而在非

旋轉流條件中，亦如同第二階解的求解過程，發現有包含了

( ) thbkhbkkBxy bLaL 0
33

12120 )(2sinh)(cosh σσσσ ττττ +++− 的時間項，為避免

解中有隨時間成長的結果產生，將連續方程式及非旋轉流條件含有隨

時間成長的項均取零而分別得 

02 =aLσ   (2-33a) 

)(2sinh0
32

2 hbkkBbL +−= σσ  (2-33b) 

將式(2-33b)對b積分，則可得 

20
22

2 )(2cosh
2
1 ωσσ ++−= hbkkBL  (2-34) 
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其中， 2ω 為積分常數。式(2-34)的第二階水粒子運動的週波率 2Lσ 包括

二項，一項為含深度 的 函數，即隨深度 愈深，其值愈小，在

底部時變為 ；而另外一項不為 函數的常數，

b cosh b

2/0
22 σkB− b 2ω ，即空間

任何一點水粒子均有相同的第二階頻率修正量的部份，此值可如同求

第二階解相同，由自由表面邊界條件求出。 

今將第一階及第二階解代入連續方程式及非旋轉流條件中得 

( )

)](3sin)(cosh)2cosh7(
8
3)sin(

)(3cosh)2cosh210(
16
1[

sinh 2
0

33

330

tkahbkkhtka

hbkkh
kh

kB
yx

LL

ba

σσ

σ
σ ττ

−++−−−×

++=+
 (2-35a) 

( )

)](3cos)(sinh)2cosh5(
8
1)cos(

)(3sinh)2cosh1026(
16
1[

sinh 2
0

33

330

tkahbkkhtka

hbkkh
kh

kB
xy

LL

ba

σσ

σ
σ ττ

−++−−×

++−=−
 (2-35b) 

3x 及 於滿足水平底床邊界條件下，並由式(2-35)等號右邊的外

力項的函數特性，可將其形式假設為 

3y

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( tkahbkNhbkM

tkahbkMhbkNx

L

L

σ )
σ

−+−++
−+++−=

sin]cosh3cosh[
3sin]cosh3cosh[

311331

3133333  (2-36a) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( tkahbkNhbkN

tkahbkNhbkNy

L

L

σ )
σ

−++++
−+++=

cos]sinh3sinh[
3cos]sinh3sinh[

311331

3133333  (2-36b) 

其中 、 為滿足式(2-35a)及式(2-35b)的左式為零的齊次方程式

的調和解，而 、 、 、 為上二式(2-35)之非齊次方程式

的特解。將式(2-36)代入式(2-35)，可先求得特解為 

333N 311N

313M 331M 313N 331N

)2cosh217(
sinh48

1
2

23

313 kh
kh

kBM −=  (2-37a) 

)2cosh411(
sinh16

1
2

23

331 kh
kh

kBM +−=  (2-37b) 

kh
kBN 2

23

313 sinh16
3

−=  (2-37c) 
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)2cosh27(
sinh16

1
2

23

331 kh
kh

kBN +=  (2-37d) 

在式(2-36)滿足平均高程條件下，知對 無任何平均水位的修

正。如同第二階求壓力的方法，將第一階至第三階的 及 代入 方

向運動方程式後對 積分，再代入

3y

x y x

a y 方向運動方程式後對b 積分，可

得壓力為 

)()}cos()](sinh

)(cosh)
2

)4(tanh
4
1(

)(3sinh)2cosh27(
sinh16

1

)(3cosh
2sinh8

9[

)(3cos)](sinh
sinh16

3

)(cosh)2cosh425(
2sinh8

1

)(3sinh)(3coshtanh3{[

3311

02
311

23

2

23

23

2

23

23

3333333

τσ

σω

σ

ρ

pctkahbkN

hbk
gk

B
NkBkh

hbkkh
kh

kB

hbk
kh

kB

tkahbk
kh

kB

hbkkh
kh

kB

hbkNhbkkhNgp

L

L

+−+−

++−−+

++−

++

−++

++−+

+−+=

 (2-38) 

其中， )(3 τpc 為積分常數。於自由表面邊界條件的應用下，由式(2-38)

可得 

)2cosh211(
sinh64

1
4

23

333 kh
kh

kBN +−−=  (2-39a) 

)4cosh8(
sinh16

1
2

0
22

2 kh
kh

kB
+=

σ
ω  (2-39b) 

0)(3 =τpc   (2-39c) 

如同第二階的處理方式，利用 Lagrangian 系統與 Eulerian 系統之

位相關係，式(2-25)，其中 

( ) LLL

M

kMhbkkNhbkkB
tUxxk

θθθ
ξ

2sin2sin2coshsin)(cosh
)(

202222

221

−+++=
−+−= (2-40) 

接著透過泰勒級數以 Eθ 為中心連續展開 Lθ 的函數 
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( ) ( )
( ) ( ) EE

EE

EE

EEE

hbkkNhbkkN
hbkkNhbkkN

hbkkBhbkkN

hbkkBkbky

θθ
θθ

θξθ

θξθξθ

cos3sinh3cossinh
cossinh3cos3sinh

)(2sinh
4
1)2sin22)(cos(2sinh

)cos
2
1sin)(cos(sinh

331313

311333

22
222

2

++++
++++

++−++

−−++=

(2-41) 

最後取 ，利用限制在奇數倍角週期函數的係數和為零的條

件，令三階量的一倍角週期性函數和三倍角週期性函數的係數和為零 

0=b

0]6cosh24cosh)45(2

2cosh)16(22413[
sinh

4

23
311

23

311
23

311
23

3

=+++

−++

khkBkhNkB

khNkBNkB
kh

k
 (2-42) 

則係數 為 311N

)6cosh24cosh102cosh213(
sinh64

1
4

23

311 khkhkh
kh

kBN +++−=  (2-43) 

於是以 Lagrangian 座標描述的第三階解整理如下 

):,()(sin)(cosh
3

1

3

1
33 oddnmfortkanhbmkMx L

m n
mn σ−+= ∑∑

= =

 (2-44a) 

):,()(cos)(sinh
3

1

3

1
33 oddnmfortkanhbmkNy L

m n
mn σ−+= ∑∑

= =

 (2-44b) 

):,()(cos)](sinh

)(cosh[

3

1 1
33

oddnmfortkanhbmkF

hbmkEp

Lmn

m n
mn

σ−++

+= ∑∑
= =

3 3

 (2-44c) 

∑
=

+=
2

0
022 ):()(cosh

m
mL evenmforhbmkG σσ  (2-44d) 

其中係數詳列於附錄 C。第三階解 、 及 均為有一倍角及三倍角

週期性運動的三階量。 

3x 3y 3p

 

 

 

2-2-4 第四及第五階近似解 
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如同第一階至第三階的解析過程，以下為第四階的解析結果 

):()(cosh

):,()(sin)(cosh

0

4

2
04

4

0

4

2
44

evenmforthbmkM

evennmfortkanhbmkMx

m
m

L
m n

mn

σ

σ

++

−+=

∑

∑∑

=

= =  (2-45a) 

):()(sinh

):,()(cos)(sinh

4

2
04

4

2

4

2
44

evenmforhbmkN

evennmfortkanhbmkNy

m
m

L
m n

mn

++

−+=

∑

∑∑

=

= =

σ
 (2-45b) 

):,()(cos)(sinh

):,()(cos)(cosh

4

2

4

0
4

4

0

4

0
44

evennmfortkanhbmkF

evennmfortkanhbmkEp

L
m n

mn

L
m n

mn

σ

σ

−++

−+=

∑∑

∑∑

= =

= =  (2-45c) 

03 =Lσ  (2-45d) 

):()(cosh 0

4

2
044 evenmforhbmkMU

m
mM σ+= ∑

=

 (2-45e) 

式(2-45)中，係數詳列於附錄 C。由第四階的解析結果可知， 及

除有二倍角及四倍角函數的週期性運動模態外， 如同 般，有一

隨時間線性向前進的傳輸量，而 如同 般，有一垂直方向的修正量。 

4x

4y 4x 2x

4 2y y

將前述四階解代入原控制方程式，獲得五階的控制方程式，再利

用上述攝動求解方法，獲得第五階的解析結果為 

):,()(sin)(cosh
5

1

5

1
55 oddnmfortkanhbmkMx L

m n
mn σ−+= ∑∑

= =

 (2-46a) 

):,()(cos)(sinh
5

1

5

1
55 oddnmfortkanhbmkNy L

m n
mn σ−+= ∑∑

= =

 (2-46b) 

):,()(cos)](sinh

)(cosh[

5

5

1

5

1
55

oddnmfortkanhbmkF

hbmkEp

Lmn

m n
mn

σ−++

+= ∑∑
= =  (2-46c) 

∑
=

+=
4

0
044 ):()(cosh

m
mL evenmforhbmkG σσ  (2-46d) 
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式(2-46)中，係數詳列於附錄 C。由第五階解 及 可知，運動

軌跡的第五階量均包括有一倍、三倍及五倍週期函數。而式(2-46d)

顯示週波率四階量的修正，此修正量亦包括有含水深相關的 函數

部份及常數二部份。 

5x 5y

cosh

 

2-3 解析解之印證 

2-3-1 正確性之印證 

攝動法主要是將低階解代入高階方程式而求出高階解，在攝動解

析過程相當的繁複，有可能在程式化或推導時發生錯誤，為避免此種

錯誤，Fenton (1985)提出一種數值的檢驗方法，以確認近似解的正確

性，本文利用此數值檢定法來檢驗攝動解析近似解中係數的正確性。

其方法為將二個不同的微小攝動參數值代入邊界條件中，由所產生不

同水平空間或時間的誤差值，經富立葉級數求出各倍角的振幅後，由

二個調和項的振幅的比值可獲得一個判斷誤差階數的指標，來判斷攝

動近似解的正確性。其原理簡述如下，當假設近似解是以ε為攝動參

數推導求得至 1−n 階時，此解代入控制方程式或邊界條件所產生的誤

差值 )(εje 應為 階量，可表示為 n

  (2-47) )()()( 1)( ++= njn
j Oje εεαε

其中 )( jα 及 為與)( jn ε無關的係數， 為)( 1+nO ε 1+n 階的誤差量。 

由式(2-47)中可知， 為各調和項振幅的誤差階數指標。此值可

經由給定兩組不同的攝動參數值來決定，為 

n

 ),(
)log(

]
)(
)(

log[
)( 21

1

2

1

2

εε

ε
ε
ε
ε

O
e
e

jn j

j

+=  (2-48) 
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式(2-48)中， 1ε 及 2ε 為二個任意給定的攝動參數數值，若近似解正確

至五階，則 值需約為 6 左右。今給定不同的深度及時間，求其誤差

的階數指標，以確定本文推導所得近似解中係數的正確性。在 Eulerian

系統中，由於所解析的控制方程式是 Laplace 方程式，近似解均會滿

足方程式，因此僅需確定表面邊界條件是否滿足。但在 Lagrangian

系統中，由於除了邊界條件外，所有控制方程式皆為非線性，故近似

解無法滿足控制方程式。若將本文近似解代入式(2-14a)至式(2-14d)

四個控制方程式於時間及空間中所產生誤差的階數指標如表 2-1 所

示。 

n

表 2-1 的計算條件為 2.0/ =Lh ， 009.0/ =LH ， 2/1 kH=ε ， 12 2εε = 。

表 2-1 中，富立葉成分欄代表各富立葉級數的調和項，由表 2-1 可知

四個控制方程式的富立葉級數第 1、第 3 及第 5 調和項振幅所求的 值

均為 7，而由第 2 及第 4 調和項所求得之 值為 6。由表 2-1 可知，在

選擇二個時間及二個水深，本文五階解代入四個方程式所計算的 值

均為 6 或 7，顯示本文五階近似解滿足各方程式至五階量均正確。由

本文獲得的各階解可知，奇數階解僅有奇數倍角的調和項而無偶數倍

角的調和項，反過來說，偶數階解僅有偶數倍角的調和項，而無奇數

倍角的調和項。因此當解析至五階時，偶數倍角調和項並無修正量，

因此誤差應產生於六階，故 值為 6，而奇數倍角調和項有五階量的

修正，此量保留至第七階才會再修正，第六階並不修正，因此 值才

會為 7。 

n

n

n

n

n
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表 2-1 五階解在控制方程式的誤差階數指標 

控制 

方程式 

富立葉

成分 

0=b  

0=t  

4hb −=  

0=t  

0=b  

2)0(Tt L=

4hb −=  

2)0(Tt = L

1 7.0 7.0 7.0 7.0 

2 6.0 6.0 6.0 6.0 

3 7.0 7.0 7.0 7.0 

4 6.0 6.0 6.0 6.0 

 

連續 

方程式 

5 7.0 7.0 7.0 7.0 

1 7.0 7.0 7.0 7.0 

2 6.0 6.0 6.0 6.0 

3 7.0 7.0 7.0 7.0 

4 6.0 6.0 6.0 6.0 

 

非旋轉

流條件 

5 7.0 7.0 7.0 7.0 

1 7.0 7.0 7.0 7.0 

2 6.0 6.0 6.0 6.0 

3 7.0 7.0 7.0 7.0 

4 6.0 6.0 6.0 6.0 

 

X 方向 

運動 

方程式 

5 7.0 7.0 7.0 7.0 

1 7.0 7.0 7.0 7.0 

2 6.0 6.0 6.0 6.0 

3 7.0 7.0 7.0 7.0 

4 6.0 6.0 6.0 6.0 

 

Y 方向 

運動 

方程式 

5 7.0 7.0 7.0 7.0 
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2-3-2 連續方程式的檢驗 

假設流體質點於靜止水深時，恰位於 、b位置，在滿足質量守

恆的原則及密度不變的條件，流體元素在靜止水深中與其在波浪運動

中的大小應該相同，於是可推導出 Lagrangian 系統下的另外一種連續

方程式形式為(見 Miche, 1944) 

a

1=J   (2-49) 

本文解析結果來自於式(2-14a)之連續方程式，其物理意義與式

(2-49)相同，為檢驗本近似解析結果能否滿足式(2-49)，於是將五階近

似解析結果代入式(2-49)中，而獲得 

)(1 6εOJ +=  
 (2-50) 

因本五階解為近似解，無法完全滿足式(2-49)，而有第六階以上

誤差量，故本文解析結果滿足至五階量的質量守恆方程式。若依本文

方法求至更高階解答，再代入式(2-49)，誤差必定為更高階量。 

 

2-4 結果與討論 

2-4-1 波浪週波率 

依 Longuet-Higgins (1986)提出於 Eulerian 與 Lagrangian 兩種不同

系統下，波浪週波率的關係可表示為 

)0()0( MEL kU−= σσ  (2-51) 

其中 )0(Lσ 為自由表面處的 Lagrangian 週波率， Eσ 為 Eulerian 週波率，

為自由表面處的質量傳輸速度。將式(2-31)、式(2-34)、式(2-45e)

及式(2-46d)代入式(2-51)，可得 

)0(U M

420 ωωσσ ++=E  (2-52a) 
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2

2
2
0

2
02 )1(4

72
S
Sak

−
+

= σω  (2-52b) 

5

5432
4
0

4
04 )1(32

14671400116324
S

SSSSSak
−

+−−−+
= σω  (2-52c) 

其中 ，2/sinh 0 HakhB == khS 2cosh/1= 。式(2-52)與 Fenton (1985)攝動

展開 Stokes 波所得之五階週波率是相同的。由上面的導証可知，本文

所推導之 Lagrangian 系統任何一點流體質點的週波率皆可經由式

(2-51)而轉換至 Eulerian 系統空間中任何一個位置點的週波率，且此

空間中之週波率為一常數，不隨空間任何位置而有所不同。本文透過

導証將式(2-51)推展至空間中任一位置皆適用，而不僅限於自由表面

處。 

 

2-4-2 波形 

為瞭解本文攝動近似解描述波形的能力，本文選擇 Rienecker 和

Fenton (1981)所提高精度的富立葉近似的數值解當作標準來和本文

近似解的波形比較。圖 2-1 為選擇計算條件 2.0/ =Lh ， ，

五階近似解與數值解的波形之比較，本文選定的計算條件接近於

Stokes 極限波 ，其中 為極限波高，以此條件

計算的結果將落於 Stokes 五階的適用範圍中(見 Dean 和 Dalrymple, 

1991)。圖中實線上有三角空心點為 Rienecker 和 Fenton (1981)的數值

解波形，虛線為 Fenton (1985)的 Stokes 五階解，實線為本近似解至五

階的波形。由圖 2-1 中可知，本近似解至五階的波形已非常逼近數值

解的波形，且在波谷的部分，並不會產生如 Fenton (1985)五階解的二

次波形，此二次波形的產生主要是在 Eulerian 系統中，需經泰勒展開

求解波形所造成的，二次波的產生亦是檢驗波浪理論缺失的一種指標

(見 Ebbesmeyer, 1974)。 

114.0/ =LH

khLH tanh142.0/max = maxH

 

 28
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0.8
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H

Rienecker and Fenton (1981)
Stokes 5th solution (Fenton 1985)
Lagrangian 5th solution

 

圖 2-1 波形的五階近似解與數值解之比較( 2.0/ =Lh ， ) 114.0/ =LH

 

2-4-3 波壓 

如 Stokes (1847)波浪理論，在 Eulerian 系統求解過程，乃以平均

靜水位為中心進行泰勒展開，因此波壓公式僅適用於平均靜水位以下

的部份，至於平均靜水位以上部份，則以平均靜水位為基準線所得靜

壓力來近似。然而在 Lagrangian 系統的求解過程完全滿足在自由表面

邊界的壓力為零，故可求得在波形下的波壓。圖 2-2 為選擇 ，

條件，所計算的無因次化波壓隨水深的變化，其無因次化

為

2.0/ =Lh

08.0/ =LH

)/( gLP ρ 。圖 2-2 中隨水深成線性增加的虛線為該處水深的靜水壓，

位於兩虛線中的細實線為本近似解至五階的壓力。由圖 2-2 中可知，

由自由表面算起，位於波峰部份，其壓力低於靜水壓，而位於波谷部

份，其壓力大於靜壓力，水中每一位置處的壓力值皆介於該時刻不同

水位的靜水壓及平均靜水位的靜壓力之間。 

 

 29



0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x/L

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

y/
H

 

圖 2-2 第五階波壓隨水深變化圖( 2.0/ =Lh ， ) 08.0/ =LH

 

2-4-4 流體質點運動軌跡 

往昔描述流體質點的運動軌跡，常採用 Eulerian 解的速度，以平

均位移量為中心，透過泰勒級數展開水平及垂直速度，然後再對時間

積分獲得，但其結果僅限於運動位移不大的情形。根據 Lagrangian

與Eulerian系統分別從流體質點與空間中固定位置兩種不同觀點來描

述波場的特性可知，Lagrangian 座標系統才能方便且正確的描述流體

質點的運動軌跡。為瞭解本文攝動解描述質點運動軌跡的能力，以條

件為 ， 計算在不同深度下流體質點的運動軌跡示如

圖 2-3。圖 2-3 中以 為運動中心的軌跡線即是標註為 ，

而向下則分別是標註為

2.0/ =Lh 08.0/ =LH

0/ =Ly 0/ =Lb

075.0/ −=Lb 及 15.0/ −=Lb 的流體質點的運動軌

跡。計算不同深度之三個質點的時間均為五倍的 ， 為在表

面處質點的運動週期。圖 2-3 中實線為本近似解至五階的軌跡線，虛

線為本近似解至三階的軌跡線。由圖中可知，在不同深度下，流體質

點之運動軌跡的大小及形狀並不相同。在自由表面處，運動軌跡的位

)0(LT )0(LT

 30



移範圍較下層者大，且其 、 位移範圍較相近，而在接近底部的地

方，則軌跡較為扁平，即 方向移動相對較 方向移動為大。流體質

點運動軌跡於波動一週期後，不會封閉，而有微量的前進，此前進量

即所謂質量傳輸量。圖 2-3 亦顯示了在相同的運動時間，愈接近底部

的流體質點重覆的次數愈多，此說明底部質點的運動週期較短的緣

故。而且由圖 2-3 可知，於自由表面處，五階解位移的距離較三階解

者長，但是於自由表面之下，位於

x y

x y

075.0/ −=Lb 及 15.0/ −=Lb 的深度，

五階解位移的距離反而較三階解者短。圖 2-4 為不同深度第五階流體

質點的運動軌跡，由圖中可知，不同深度之流體質點將維持在其平均

高程持續向前傳遞。 

 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x/L

-0.2

-0.1

0.0

0.1

y/
L

b/L=0

b/L=-0.075

b/L=-0.15
Lagrangian 3 order

Lagrangian 5 order

 

圖 2-3 不同深度第三階及第五階流體質點的運動軌跡( ，2.0/ =Lh

08.0/ =LH ) 
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圖 2-4 不同深度第五階流體質點的運動軌跡( 2.0/ =Lh ， ) 08.0/ =LH

 

2-4-5 質量傳輸速度 

往昔求取質量傳輸速度的方法來自於二種觀念。其一以 Eulerian

觀念求質量傳輸速度，乃對平均靜水位處的 Eulerian 解的速度採用泰

勒級數展開，求得近似的波浪表面處的流場速度，再對此近似的速度

取一波浪週期平均值(如 Longuet-Higgins, 1986; Ursell, 1953)。另一為

以 Lagrangian 觀念求質量傳輸速度，是先利用泰勒展開的方式，將

Eulerian 系統的解轉換至 Lagrangian 參數 ，再對其取一水粒子運

動週期平均值。往昔方法不論採用 Eulerian 或 Lagrangian 觀點，皆採

用 Eulerian 系統中的解來近似，需經過泰勒展開的過程，增加了求解

的複雜性。本文因直接解析的偶數階部份會有一隨時間向前進的水平

量項，若將此項除以質點運動的時間，即可得質量傳輸速度，大大簡

化了往昔求取需經由泰勒展開的複雜性。 

),( ba

Longuet-Higgins (1987)提出深水波自由表面處的質量傳輸速度

高階數值解，在此稱為正確解。表 2-2 為深水波於自由表面處質量傳

輸速度的比較，表中第二欄為 Longuet-Higgins (1987)的無因次化質量
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傳輸速度，表中第三欄為本文的結果，表中最後一欄為本文結果與正

確 解 間 的 誤 差 。 當 35.02/ =kH ( 11.0/ ≈LH ) 時 ， 本 文 結 果 與

Longuet-Higgins (1987)的正確解僅有 3.63%的誤差，而只在接近極限

波時有 27.82%的誤差，說明本近似解僅不適用於探討碎波極限附近

的問題，而可正確描述表面質量傳輸速度。 

 

表 2-2 深水波於自由表面處質量傳輸速度的比較 

2/kH  LU  0/)0( σMkU Error (%) 

0.1 0.01005 0.01005 0 

0.2 0.04090 0.04080 0.24 

0.3 0.09558 0.09405 1.6 

0.35 0.13491 0.13001 3.63 

0.4 0.18797 0.17280 8.07 

0.42 0.21779 0.19196 11.86 

0.44316 0.29882 0.21568 27.82 

 

若假設通過垂直的單位寬度平面的總質量通率為零，因此需將質

量傳輸速度修正為 

0)(
00

=+= ∫∫ −−

∗ dbDUdbu
h Mh

 (2-53) 

其中 為一常數項。透過式(2-53)積分後可得總質量通率為零的修正

質量傳輸速度為 

D

khh
khkhkhkhka

Ukh
h

a
Uu MM

7
0

24
0

4
0

2
0

2

sinh256
)7cosh5cosh53cosh9cosh21(

coth
2

+++
+

+−=∗

σ

σ

 (2-54) 
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式 (2-54) 等號右邊的第一項及第二項為二階近似解，此與

Longuet-Higgins (1953)解析非旋性前進波的質量傳輸速度結果一

致，而第三項及第四項則為四階量的質量傳輸速度。圖 2-5 為以條件

， 所計算的質量傳輸速度隨水深的分佈。圖 2-5

中實線為本近似解至四階的質量傳輸速度，虛線為本近似解至二階的

質量傳輸速度。由式(2-54)可知，質量傳輸速度與振幅平方及四次方

成正比，故波高越大，波浪的質量傳輸速度越顯著。由圖 2-5 中可知，

質量傳輸速度在水面時最大，隨水深增加而逐漸減小並由正值轉為負

值，在水底時達到最小值。圖 2-5 亦顯示，於自由表面處，四階解的

質量傳輸速度較二階解大，而隨水深增加而遞減的速度亦較二階解

快，當考慮的波浪條件小時，此現象並不明顯，僅可於表面處看出四

階解的質量傳輸速度較二階解大，若考慮的波浪條件越大，則此現象

越顯著，且四階解於底部的 較二階解小，並非落於同一數值，

此與流體質點於自由表面處，五階解位移的距離較三階解者長的結果

一致，而圖中二階解與四階解相交位置的深度即表示五階解位移的距

離與三階解者相同，在此深度之上五階解位移的距離較三階解者長，

在此深度之下，則五階解位移的距離較三階解者短，此現象將隨著波

浪條件的增大而越顯著。 

2.0/ =Lh 114.0/ =LH

0/σ∗ku

將式(2-54)對 微分可得 b

)].(2cosh)(2sinh)4cosh2cosh8(16
)(2sinh)6cosh3

4cosh202cosh724([
sinh64

)(2sinh

4
0

44

0
22

hbkhbkkhkh
hbkkh

khkh
kh

kB

hbkkB
b
u

++++
++

++−+

+=
∂
∂ ∗

σ

σ

 (2-55) 

式(2-55)等號右邊的第一項為二階質量傳輸速度的梯度，此梯度值自

表面至底部皆為正值，由此可知，二階質量傳輸速度為非遞減函數，

且於底部梯度值為零。式(2-55)等號右邊其餘項為四階量的修正，由

 34



於 ，若取1)(2cosh ≥+ hbk )(2cosh hbk + 的最小值，式(2-55)可被證明為正

值，故四階質量傳輸速度的梯度在任意水深和波浪條件下皆為正值，

此結果與 Ursell (1953)一致。由於非線性交互作用，自由表面處流體

質點的運動速度較快，因而提高了質量傳輸速度，故在表面處四階質

量傳輸速度較二階質量傳輸速度快，另一方面，為了滿足質量守恆定

律，在底部四階質量傳輸速度較二階質量傳輸速度慢。

Longuet-Higgins (1953)考慮流體黏滯性所得波動質量傳輸之分布與

本文不考慮流體黏滯性之非旋轉波動下之結果不同。 
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圖 2-5 第二階及第四階質量傳輸速度分佈( 2.0/ =Lh ， ) 114.0/ =LH

 

圖 2-6 為自由表面處，四階與二階質量傳輸速度比值隨著波高及

水深的變化，此處極限波高的條件採用 Miche (1944)的公式估算，由

圖中可知，比值隨著波高的增加而變大。在相同的相對水深，比值隨

著波高的增加而漸增，表示在波浪非線性作用增強時，四階的貢獻將

增加。在相同的波高條件下，比值將隨著相對水深的減少而增加，然
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在相對水深為 時，比值將降至 0，此時表示四階並無修正

量，故將式(2-55)中的四階量令為零，可得極限水深為 。 

3937.0=kh

0627.0/ =Lh
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圖 2-6 自由表面處四階與二階質量傳輸速度的比值 

 

圖 2-7為底部四階與二階質量傳輸速度比值隨著波高及水深的變

化，計算條件相同於圖 2-6，由圖中可知，在相同的相對水深，比值

將隨著波高的增加而減少，表示向後的速度越強，此結果由圖 2-5 四

階與二階的比較可知，而在相同的波高條件下，比值亦將隨著相對水

深的減小而變小，由此可知，當非線性效應增強時，底部流體質點向

後運動的速度將增強。 
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圖 2-7 底部四階與二階質量傳輸速度的比值 

 

由圖 2-5 可知，四階與二階質量傳輸速度有一交叉點，該點表示

此處無四階的修正量，由式(2-54)可得 

)))12cosh310cosh408cosh1906cosh872
4cosh34012cosh10403310(6(6cosh64cosh40

2cosh1448
)4cosh2cosh8(32

1(cosh
2
1

2/1

1

khkhkhkh
khkhkhkh

kh
khkh

khkb

++++

+++++

+
+

+−= −

 (2-56) 

將式(2-56)繪圖如圖 2-8 所示。圖 2-8 為圖 2-5 中四階與二階質量

傳輸速度分佈曲線相交位置隨著水深的變化，此位置點僅為水深的函

數，與波高的變化並無相關性，由此可知，在相同的相對水深下，圖

2-5 中四階與二階速度曲線相交的位置將不變，改變波高條件僅會改

變此位置處上下的速度分佈。由圖 2-8 中可知，此位置在深水時，幾

乎為一定值( 1451.0−=kb )，隨著水深的減小而降低，直到 π425.0=kh 時

降至最低( 1651.0−=kb )，而在接近淺水時，再向上移動，當 π125.0=kh

時，四階與二階速度分佈曲線將相交於自由表面處。 
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圖 2-8 四階與二階質量傳輸速度分佈曲線相交點的變化 
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第三章 Eulerian 與 Lagrangian 近似解的轉換 

3-1 Lagrangian 解轉換至 Eulerian 解 

本文首先選定本文第二章所提出的 Lagrangian 五階解和大家所

熟悉 Fenton (1985) 的 Eulerian 五階解，二者均以 為攝動參數。

Fenton (1985)指出此攝動參數明確，推導結果之計算較以其他攝動參

數之理論方便。 

2/kH

確認 Lagrangian系統及 Eulerian系統流場中速度是否可以進行轉

換的方式有兩種。第一種為求出相對應於 Eulerian 系統中流速勢的

Lagrangian 流速勢，再將此解轉換至 Eulerian 系統中與 Eulerian 流速

勢比較。第二種為將 Lagrangian 系統中的流體質點運動軌跡對時間微

分，得到流體質點的速度，再將速度解轉換至 Eulerian 系統中，並與

Eulerian 系統中流速勢對空間位置微分所得的速度相比較。本文採用

第一種方式，先求出 Lagrangian 的流速勢，再將其轉換至 Eulerian 系

統中，以瞭解流速勢是否可以進行轉換。 

在考慮非旋轉流條件下， Eulerian 座標系統的流場流速勢為 

y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂

=
φφ ,  (3-1) 

其中φ為 Eulerian 系統的流速勢，如同 Truesdell (1953)提出的微分轉

換關係，則透過 ),(/),(/ baJyx ∂Φ∂=∂∂φ 及 ),(/),(/ baJxy ∂Φ∂=∂∂φ 的轉換關

係式，可將式(3-1)轉換成 

)(1
abbat yy

J
x Φ−Φ=  (3-2a) 

)(1
abbat xx

J
y Φ−Φ=  (3-2b) 

其中 ),(/),( bayxJ ∂∂= 為 Jacobian 運算，表示體積膨脹率， 為

Lagrangian 系統的流速勢。由式(3-2a)及式(3-2b)可知，利用 Cramer

Φ
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法則，即可獲得 Lagrangian 座標系統中流速勢對水平及垂直方向的梯

度表示式如下 

atata yyxx +=Φ  (3-3a) 

btbtb yyxx +=Φ  (3-3b) 

如同第 2-2 節的攝動解析技術，對式(3-3a)及式(3-3b)進行攝動展

開後，將流體質點運動軌跡的五階近似解代入攝動展開式，並將式

(3-3a)對a積分，再代入式(3-3b)，對b積分，則可得 Lagrangian 流速

勢為 

):(
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 (3-4) 

其中 為係數，為便於閱讀，將此係數詳列於附錄 D。 iD

由第 2-4-1 節可知，透過 Longuet-Higgins (1986)提出波浪週波率

於 Lagrangian 與 Eulerian 兩種不同系統的關係 

MEL kU−= σσ  (3-5) 

其中 Lσ 為 Lagrangian 週波率， Eσ 為 Eulerian 週波率， 為質量傳輸

速度。式(3-5)表示 Lagrangian 系統的週波率與 Eulerian 系統的週波率

的關係，且本文經轉換而得與 Fenton (1985)的 Stokes 波之五階週波率

是相同的。 

MU

陳(1996)透過連續泰勒展開的方式將 Lagrangian 解成功轉換至

Eulerian 解。本文應用陳(1996)提出的轉換技術，驗證本文所提出的

Lagrangian 五階解是否可轉換至相同攝動參數 Fenton (1985)的

Eulerian 五階解。令 Lagrangian 系統與 Eulerian 系統之位相關係及高

程關係分別表示為 

ξθθ += EL   (3-6a) 
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ζ−= EL ZZ   (3-6b) 

其中 tka LL σθ −= 為 Lagrangian 位相函數， tkx EE σθ −= 為 Eulerian 位相

函數， )( hbkZ L += 為 Lagrangian 高程， )( yhkZ E += 為 Eulerian 高程，

為平均水位。在式(3-5)的應用下，式(3-6a)及式(3-6b)可改為 h

)()()( tUxaktxak MLEEL +−=−+−=−= σσθθξ  (3-7a) 

)( bykZZ LE −=−=ζ  (3-7b) 

式(3-4)中，最後一項與 t0σ 相乘，僅於偶數階才會出現，此項透過轉

換後會產生時間常數項。今將式(3-4)中， Lθ 的函數和 的函數，分別

在
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其中 
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則透過連續的泰勒展開，並收集相同的階量至第五階，即可將

Lagrangian 系統中的五階流速勢轉換至 Eulerian 系統中，將轉換結果

與 Fenton (1985)的解析結果比較，發現轉換結果比 Fenton (1985)原文

在偶數階部份多了一項時間常數項，這是因為本文是以固定座標處理

前進波，而 Fenton (1985)是在移動座標下處理，然此項在穩定運動座

標(steady motion)下將會消失。另外，經過比對發現 Fenton (1985)的

解析結果中五階解的係數 是錯誤的，其分母的係數應為 64，正確

形式為 。 

55A

6)1)(23(sinh64 SSkd −+
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本文所推導出 Lagrangian 系統中之五階壓力，在式(3-7a)、式(3-7b)

及 khhbkkhhbkkb sinh)(coshcosh)(sinhsinh +−+= 的應用下，如同流速勢的

轉換，將 Lθ 和 的函數，透過泰勒級數，分別展開在L EZ θ 處和 處 EZ

EEmnE
m n

mn

EEEE
m n

mn

EEEE
m n

mn

Ls
L

s

s

s

ZZ
Lr

L

r

r

r

mn

ZZ
Lr

L

r

r

r

m n
mn

Ls
L

s

s

s

n ZZ
Lr

L

r

r

r

n

Ls
L

s

s

s

ZZ
Lr

L

r

r

r

m n
mn

Ls
L

s

s

s

ZZ
Lr

L

r

r

r

ZZ
Lr

L

r

r

r

LL
i

i

m

i

n
imn

LL
i

i

m

i

n
imn

LLimnL
i

i

m

i

n
imn

L
LL

nmZFmZE

nnnmZmmZF

nnnmZmmZE

n
s

nmZ
Zr

mF

mZ
Zr

mE

n
s

nZ
Zr

F

n
s

n

mZ
Zr

mE

s
Z

Zr
kh

Z
Zr

kBkb

evennmifornmZF

evennmifornmZE

oddnmifornmZFmZE

kh
khZkhZ

kBkb
g

kP

ELEL

EL

ELEL

EL

EL

ELEL

EL

θ

θξθζ

θξθζ

θ
θ

ξζ

ζ

θ
θ

ξζ

θ
θ

ξ

ζ

θ
θ

ξζ

ζ

θ

θ

θ

θ
ρ

θθ

θθ

θθ

θθ

cos)sinhcosh(

)sin)(coscosh(sinh

)sin)(cossinh(cosh

cos
!
)(]sinh

!
)(

cosh
!

)([

cos
!
)(2sinh

!
)2(

cos
!
)(

cosh
!

)(

cos
!

]cosh
!
)(tanh

sinh
!
)([

):,,(cossinh

):,,(coscosh

):,,(cos]sinhcosh[

cos
cosh

sinhcoshcoshsinh

5

5

1

5

1
5

4

2

4

0
4

4

0

4

0
4

2

0

2

0
3

2

0

3

1

3

1
3

3

0

2

0

3

0
22

3

0

3

0

2

0

2

0
2

4

0

4

0

4

0

4

2 2 0

4

2 0 0

5

3 1 1

++

−−+

−−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

×

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

−−=

+

+

++

−
−−=

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑∑

∑∑ ∑

∑

∑∑∑

∑∑

∑

∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

= =

= =

= =

====

=== =

=== ==

==

=== =

====

==

= = =

= = =

= = =

(3-10) 

式(3-10)中的第一項 可由垂直方向的流體質點運動軌跡得到 kb−
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將式(3-9a)及式(3-9b)代入式(3-10)和式(3-11)中，並透過連續的泰勒展

開，在收集相同的階量至第五階後，即可將 Lagrangian 系統中的五階

壓力轉換至 Eulerian 系統中。 

若將 Lagrangian 系統流體質點運動軌跡的垂直分量，其中 Lθ 的函

數經泰勒級數展開在 Eθ 處，再取 0=b ，即可得到 Eulerian 的水位表示

式 
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將式(3-9a)代入式(3-12)中，並透過連續的泰勒展開，在收集相同的階

量至第五階後，即可將 Lagrangian 系統中的五階水位轉換至 Eulerian
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系統中，由轉換結果可知，Lagrangian 系統中的水位可完全轉換至

Eulerian 系統中，且與 Fenton (1985)攝動展開 Stokes 波所得之五階波

形是相同的。 

至此，本文中週波率、波壓及波形的 Lagrangian 五階解和依照第

2-2 節的攝動解析技術所導出的 Lagrangian 五階流速勢皆可完全轉換

至 Fenton (1985)的 Eulerian 五階解。 

 

3-2 Eulerian 解轉換至 Lagrangian 解 

往昔學者在進行 Eulerian 解轉換至 Lagrangian 解時，皆如同

Longuet-Higgins (1953)一般，利用泰勒展開的方式，將 Eulerian 速度

解的 展開在 ， 展開在b，以得到 Lagrangian 速度解，但此種轉換

方式僅能對二階 Eulerian 速度解進行轉換，而在三階由於會產生隨時

間成長的不合理項，故至目前為止均無法成功轉換出 Lagrangian 三階

或以上的結果。由式(3-5)可知，Eulerian 系統與 Lagrangian 系統中的

週波率並不相同，為了能轉換出合理的 Lagrangian 解，於是本文在考

慮週波率的影響因素下，首先提出對週波率進行轉換的概念，故除了

將 Eulerian 速度解的 展開在a，y 展開在b外，亦同時將

x a y

x Eσ 轉換至 Lσ 。 

考慮於時間 t時，位於 位置的流體質點，是由 時，位於

位置的流體質點流來的。因此，對同一流體質點，其速度於

Eulerian 系統與 Lagrangian 系統中應相同，即 

),( yx 0=t

),( ba

),,(),,( tbaUtyxu =  (3-13a) 

),,(),,( tbaVtyxv =  (3-13b) 

而 

∫+=
t

dttbaUax
0

),,(  (3-14a) 
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∫+=
t

dttbaVby
0

),,(  (3-14b) 

其中 和 分別為 Eulerian 系統中 處的水平及垂直速

度，而 和 分別為 Lagrangian 系統中流體質點的水平及

垂直速度。 

),,( tyxu ),,( tyxv ),( yx

),,( tbaU ),,( tbaV

依照攝動理論，可將變動的變數表示為各變動量的和 

∑
∞

=

=
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),,(
n

n
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∑
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n
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∑
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∑
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n

n
n tbaVV ε  (3-15f) 

∑
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2 ),(

n
nM

n
M baUU ε  (3-15g) 

∑
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2
2 ),(

n
nL

n
L baσεσ  (3-15h) 

∑
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=
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2
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n
nE

n
E σεσ  (3-15i) 

其中ε為一代表階量的參數，式(3-15g)為質量傳輸速度，僅在偶數階

出現，式(3-15h)和式(3-15i)分別為 Lagrangian 週波率及 Eulerian 週波

率，僅在奇數階會產生修正量。由於本文將對 Fenton (1985)於 Eulerian

系統中攝動展開 Stokes 波所得之五階解進行轉換，故 2/kH=ε ，x和

為 Lagrangian 系統中流體質點的軌跡。 

y
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今將式(3-15a)、式(3-15b)、式(3-15e)及式(3-15f)代入式(3-13a)和

式(3-13b)中，並利用泰勒級數及式(3-14a)、式(3-14b)的關係，將 展

開在 ，將

x

a y 展開在 ，收集相同的b ε，即可得各階 Eulerian 系統與

Lagrangian 系統的關係。 

今若取出 )(εO ，可得第一階為 

byaxtyxutbaU === ,11 |),,(),,(  (3-16a) 

byaxtyxvtbaV === ,11 |),,(),,(  (3-16b) 

由式(3-16)可知，該式僅將 Eulerian 位相函數中的 代換成

Lagrangian 位相函數中的 ，並未對 Eulerian 位相函數中週波率進

行轉換。Flierl (1981)提出當有質量傳輸速度存在時，Eulerian 週波率

與 Lagrangian 週波率將不同。Eulerian 週波率與 Lagrangian 週波率間

的差異量可表示為 

),( yx

),( ba

MLE kUba =−=∆ σσσ ),(  (3-17) 

由於 Eulerian 系統與 Lagrangian 系統中的週波率並不相同，應用

式(3-17)至 )cos( tka Eσ− 和 )sin( tka Eσ− ，並將其中差異量造成的函數展

開成 MacLaurin 級數的形式，則可將式(3-16a)及式(3-16b)的位相分別

表示成 
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式(3-18a)及式(3-18b)等號右邊中， )cos( tka Lσ− 與 )sin( tka Lσ− 之係

數為 )cos( tσ∆ 及 )sin( tσ∆ 的 MacLaurin 級數，此級數任一後項比前項值

為高二階量。將 Fenton (1985)一階解代入式(3-16)並應用式(3-18)，可

得 Lagrangian 速度 

L+++= )5(1)3(1)1(11 ),,( UUUtbaU  (3-19a) 

L+++= )5(1)3(1)1(11 ),,( VVVtbaV  (3-19b) 

式(3-19a)及式(3-19b)中下方的括號代表階量，由式中可知在位相

進行轉換時會產生高階量，而此高階量 、 、 和 將合併

至三階及五階的轉換過程中，今取出第一項來說明 
)3(1U )5(1U )3(1V )5(1V

L+++=

−+−=∫
)5(1)3(11

0
)1(1 )sin()(cosh

xxx

tkahbkBdtU L
L

σ
σ
σ

 (3-20a) 

L+++=

−+=∫
)5(1)3(11

0
)1(1 )cos()(sinh

yyy

tkahbkBdtV L
L

σ
σ
σ

 (3-20b) 

其中， 為波動的水位振幅，透過式 (3-5)可知，2/sinh0 HkhBa ==

000 σσσ == EL ，故 

)sin()(cosh1 tkahbkBx Lσ−+−=  (3-21a) 

)cos()(sinh1 tkahbkBy Lσ−+=  (3-21b) 

式(3-20)積分過程中產生的高階量 、 、 和 ，將合併

至三階及五階的轉換過程中，由式(3-21a)及式(3-21b)可知，Eulerian

系統中速度的第一階解可轉換至 Lagrangian 系統中運動軌跡的第一

階解。 

)3(1x )5(1x )3(1y )5(1y

今若取出 ，可得第二階為 )( 2εO
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122 ][),,(  (3-22b) 

 48



式(3-22a)及式(3-22b)的第一項為直接將 Eulerian 解轉換的結果，

第二及第三項為對 泰勒展開後所產生的非線性交互作用量。將

Fenton (1985)第一階及第二階的流場速度和第一階的流體質點運動

軌跡代入式(3-20a)和式(3-20b)的等號右邊，並如同第一階對位相進行

轉換一般，透過式(3-17)，並將其中差異量造成的函數展開成級數的

形式，可得 

),( yx

L++= )4(2)2(22 ),,( UUtbaU  (3-23a) 

L++= )4(2)2(22 ),,( VVtbaV  (3-23b) 

式(3-23a)及式(3-23b)中 和 將合併至四階的轉換過程中，

今取出第二階量則可得到 Lagrangian 系統中第二階的質點運動速度。 
)4(2U )4(2V

將式(3-23)中第一項進行積分，可得 

L++=∫ )4(22)2(2 xxdtU  (3-24a) 

L++=∫ )4(22)2(2 yydtV  (3-24b) 

其中 
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kBx L
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 (3-25a) 

( ) ( tkahbk
kh

kBy Lσ−+= 2cos2sinh
sinh8

3
2

2

2 ) (3-25b) 

由第 2-2 節可知，於 Eulerian 系統與 Lagrangian 系統中的平均水

位不同，故將 Eulerian 系統轉換至 Lagrangian 系統時，需進行水位修

正，於是依照第 2-2 節的攝動展開技術，攝動展開 Lagrangian 系統中

連續方程式 ，並將轉換所得的 Lagrangian 解代入攝動展開式中，

故在滿足連續方程式下， 應修正為 

1=J

2y

( ) ( ) )(2sinh
4
12cos2sinh

sinh8
3 2

2

2

2 hbkkBtkahbk
kh

kBy L ++−+= σ  (3-26) 
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式(3-26)的第二項為水位的修正量，往昔學者並未做此修正，故

無法滿足 Lagrangian 系統中最基本的連續方程式。由式(3-25a)及式

(3-26)可知，Eulerian 系統可轉換至 Lagrangian 系統至第二階解。接

著透過式(2-29)，可求得質量傳輸速度 

0
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1),( σhbkkBbaU M +=  (3-27) 
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 (3-28b) 

式(3-28a)及式(3-28b)的第一項為直接將 Eulerian 解轉換的結果，

第二至第八項為對 泰勒展開後所產生的非線性交互作用量。代入

Fenton (1985)的 Eulerian 解及第一階、第二階的轉換結果，且如同前

二階一般，對位相進行轉換，並加入式(3-19a)及式(3-19b)中第二項，

對位相轉換造成的三階量，可得 

),( yx

L+++= )5(3)3(1)3(33 ),,( UUUtbaU  (3-29a) 

L+++= )5(3)3(1)3(33 ),,( VVVtbaV  (3-29b) 

式(3-29a)及式(3-29b)中， 和 為轉換過程中產生的五階

量，將合併至第五階的轉換結果，由式(3-29a)及式(3-29b)中第一及第

二項即可得到 Lagrangian 系統中第三階的質點運動速度。往昔學者在

轉換三階解時，於質點運動速度會產生不合理的時間項，主要是因為

沒有對週波率進行轉換，本文對週波率進行轉換後，會產生如式(3-29a)

)5(3U )5(3V
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的 和式(3-29b)的 ，此二項即可消去不合理的時間項。透過式

(3-5)可知，流體質點的第二階運動週波率為 
)3(1U )3(1V

)(2cosh
2
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sinh16
)4cosh8(
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222

hbkkB
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σ
σ
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 (3-30) 

在考慮週波率影響的情況下，第一階的質點運動速度經過積分後

會產生三階量，故 

L++=++∫ )5(33)3(1)3(1)3(3 )( xxxdtUU  (3-31a) 

L++=++∫ )5(33)3(1)3(1)3(3 )( yyydtVV  (3-31b) 
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由於 )1( 2020 LLL σσσσ ′+=+ ，利用二項式定理，則 12)3(1 xx Lσ ′−= 。同

理， 12)3(1 yy Lσ ′−= 。故第三階的運動軌跡為 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )}sin]cosh)6cosh2

4cosh102cosh213(
sinh64

1

3cosh
16

2cosh411[

3sin]cosh
48

2cosh217

3cosh
sinh64

2cosh211{[
sinh

4

22

23

3

tkahbkkh

khkh
kh

hbkkh

tkahbkkh

hbk
kh

kh
kh

kBx

L

L

σ

σ

−++

+++

+
−−

+

−+
−

+

+
+−

=

 (3-33a) 

 51



( )

( ) ( )

( )

( ) ( )}cos]sinh)6cosh2

4cosh102cosh213(
sinh64

1

3sinh
16

2cosh27[

3cos]sinh
16
3

3sinh
sinh64

2cosh211{[
sinh

2

22

23

3

tkahbkkh

khkh
kh

hbkkh

tkahbk

hbk
kh

kh
kh

kBy

L

L

σ

σ

−++

++−

+
+

+

−+−

+
+−

−=

 (3-33b) 

如同第二階一般，將轉換所得的 Lagrangian 解代入 Lagrangian

系統中連續方程式的攝動展開式中，在滿足連續方程式下，知對 不

用進行修正，此結論與第 2-2-3 節一致，僅於偶數階才會有垂直方向

的修正量。式(3-33a)和式(3-33b)與第 2-2-3 節解析 Lagrangian 系統的

三階流體質點運動軌跡一致，故 Eulerian 系統可完全轉換到

Lagrangian 系統至第三階解。與 Longuet-Higgins (1953)之轉換方法比

較，本文能成功轉換的處理關鍵有三。一為質點的 Lagrangian 週波率

與空間點 Eulerian 週波率不同，而二者之轉換如式 (3-18a)及式

(3-18b)。第二為 Lagrangian 解在偶數階需經質量守恆條件( )有垂

直修正量。第三為積分質點速度至軌跡時，需經式(3-32)之二項式展

開

3y

1=J

Lσ/1 之高階量。 

若取出 ，可得第四階為 )( 4εO
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 (3-34b) 

代入 Fenton (1985)的 Eulerian 解及各階的轉換結果，並對位相進

行轉換，同時加入式(3-23a)及式(3-23b)中第二項，對位相轉換產生的

四階量，可得 

L++= )4(2)4(44 ),,( UUtbaU  (3-35a) 

L++= )4(2)4(44 ),,( VVtbaV  (3-35b) 

由式(3-35a)及式(3-35b)中可得到 Lagrangian 系統中第四階的質

點運動速度，如同第三階轉換一般，式(3-35a)和式(3-35b)中的 及

，主要在消去不合理的時間項。由此，對質點速度取時間平均，

可求得質量傳輸速度 。而第四階的運動軌跡為 

)4(2U

)4(2V

4MU

L++=++∫ )6(44)4(2)4(2)4(4 )( xxxdtUU  (3-36a) 

L++=++∫ )6(44)4(2)4(2)4(4 )( yyydtVV  (3-36b) 

如同第三階解一般，利用二項式定理，可得 22)4(2 xx Lσ ′−= 和

22)4(2 yy Lσ ′−= 。式(3-36a)及式(3-36b)在滿足 Lagrangian 系統中的連續

方程式下，需對 進行水位修正，而 與修正後的 如第 2-2-4 節解

析 Lagrangian 系統的第四階流體質點運動軌跡，故 Eulerian 系統中流

場速度的四階解可轉換至 Lagrangian 系統中流體質點運動軌跡的四

階解。 

4y 4x 4y

若取出 ，可得第五階為 )( 5εO

 53



byaxyx
uyx

yx
uy

yx
uy

yx
uyx

yx
uyx

yx
uy

yx
uy

yx
uyx

yx
uyx

yx
uyy

yx
uy

yx
uy

yx
u

y
yx

uy
yx

uyx

y
uyy

y
uyy

y
uyy

x
uxx

x
uxx

x
uxx

y
uy

y
uy

y
uy

y
uy

y
uy

y
u

y
y

uy
y
uy

x
ux

x
ux

x
ux

x
ux

x
ux

x
u

x
x

ux
x
uxutbaU

==∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+=

,3
1

4
1

3
1

22
1

42
1

2
2

3

12
1

3

2

2
1

1
2

132
1

32
12

2

1
1

2

22

2
1

3

122
1

3

213
1

43
1

2
2

32
13

2

1
2

2

2
1

2

31

3
1

3
2

2
1

2
2

2

212
1

2

31

3
1

3
2

2
1

2
2

2

212
1

2

31

4
1

44
1

3
2

33
1

2
3

22
1

2
1

22
2

4
1

3
2

2
3

1
4

4
1

44
1

3
2

33
1

2
3

22
1

2
1

22
2

4
1

3
2

2
3

1
455

]
6

)
2

(
2

)
2

(

)
6

2
(

2

2

24622

24622

[),,(

 (3-37a) 

byaxyx
vyx

yx
vy

yx
vy

yx
vyx

yx
vyx

yx
vy

yx
vy

yx
vyx

yx
vyx

yx
vyy

yx
vy

yx
vy

yx
v

y
yx

vy
yx

vyx

y
vyy

y
vyy

y
vyy

x
vxx

x
vxx

x
vxx

y
vy

y
vy

y
vy

y
vy

y
vy

y
v

y
y
vy

y
vy

x
vx

x
vx

x
vx

x
vx

x
vx

x
v

x
x
vx

x
vxvtbaV

==∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+=

,3
1

4
1

3
1

22
1

42
1

2
2

3

12
1

3

2

2
1

1
2

132
1

32
12

2

1
1

2

22

2
1

3

122
1

3

213
1

43
1

2
2

32
13

2

1
2

2

2
1

2

31

3
1

3
2

2
1

2
2

2

212
1

2

31

3
1

3
2

2
1

2
2

2

212
1

2

31

4
1

44
1

3
2

33
1

2
3

22
1

2
1

22
2

4
1

3
2

2
3

1
4

4
1

44
1

3
2

33
1

2
3

22
1

2
1

22
2

4
1

3
2

2
3

1
455

]
6

)
2

(
2

)
2

(

)
6

2
(

2

2

24622

24622

[),,(

 (3-37b) 

 54



由式(3-37a)及式(3-37b)並透過週波率的轉換再加上第一階及第

三階解在週波率轉換過程中產生的五階量可得 

L+++= )5(3)5(1)5(55 ),,( UUUtbaU  (3-38a) 

L+++= )5(3)5(1)5(55 ),,( VVVtbaV  (3-38b) 

由式(3-38a)及式(3-38b)可得到 Lagrangian 系統中第五階的質點

運動速度，而透過式(3-5)可求得流體質點的第四階運動週波率 4Lσ ，

故第五階的運動軌跡為 

L++=++++∫ )7(55)5(3)5(1)5(3)5(1)5(5 )( xxxxdtUUU  (3-39a) 

L++=++++∫ )7(55)5(3)5(1)5(3)5(1)5(5 )( yyyydtVVV  (3-39b) 

同樣利用二項式定理可得 、14
2
2)5(1 )( xx LL σσ ′−′= 32)5(3 xx Lσ ′−= 、

、14
2
2)5(1 )( yy LL σσ ′−′= 32)5(3 yy Lσ ′−= 。由式(3-39a)及式(3-39b)可得如 2-2-4

解析 Lagrangian 系統的第五階流體質點運動軌跡。至此，本文已將

Fenton (1985)的 Eulerian 五階解完全轉換至本文所提出的 Lagrangian

五階解。 
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第四章 Eulerian 與 Lagrangian 近似解的動力特性 

4-1 Eulerian 近似解的動力特性 

本文應用 Fenton (1985)的 Eulerian 近似解，將第一至第四階的解

析結果代入往昔學者所提出的動力特性公式中，因公式中的積分上標

為波形，其為時間及空間變動量，故需先將波形η先透過泰勒級數展

開在 ，再取波長或週期平均，才能得到正確的階量。所獲得

Eulerian 近似解的動力特性至第四階量如下。其中

0=y

xu ∂∂= /φ 與

yv ∂∂= /φ ，φ為 Fenton (1985)所獲得之流速勢(velocity potential)， 、

為穩定化座標之水平及垂直的水粒子速度。 

u

v

 

1.平均動量(momentum)  EI
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2.平均動能(kinetic energy)  kEE
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3.平均位能(potential energy)  pEE
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4.輻射應力(radiation stress)  ES
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輻射應力為波動額外增加的應力，此外力包括壓力及動量。其定

義為在與 軸垂直的單位面積，週期平均的動量通率 x

)8sinh36sinh12
4sinh602sinh1326cosh164cosh160

2cosh11280(
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 (4-4a) 

式(4-4a)中， 為靜水壓。式(4-4a)中二階量與 Longuet-Higgins 和

Stewart (1960)推導出的結果相同。在水平與 軸垂直之 方向，因 方

向的流體質點運動速度 ，故在 軸上 方向的輻射應力分量為 

0p

x z z

0=w z z

)8sinh6sinh24sinh162sinh306cosh8
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 (4-4b) 

而 軸平面上 方向和 軸平面上 方向的分量均為 z x x z

0=== ∫−
η
ρ

hxzEzxE uwdySS  (4-4c) 

故前進波二階輻射應力之向量形式為 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

zzEzxE

xzExxE
E SS

SS
S  (4-4d) 

 

5.平均總動壓  EP

zzEhhE SdypdywpP =−+= ∫∫ −−

0

0
2 )(

η
ρ  (4-5) 

 

6.平均能通率(energy flux)  EF
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 (4-6) 

波浪能通率之定義為波浪能量與能量傳遞速度之乘積。式(4-6)

中， 為波浪能量，即動能與位能的和， 為能量傳遞速度，當考慮

微小振幅波時，由微小振幅波理論(見 Dean 和 Dalrymple, 1991)可知，

波浪能量及能量傳遞速度分別為 和

EE eV

8/2gHρ 2/)2sinh/21( ckhkhCg += 。若

比較不同波高能量傳遞速度與微小振幅波之能量傳遞速度，示如圖

4-1。由圖 4-1 之比值都大於 1 之結果，顯示非線性波浪理論比線性

波浪理論有較高之能量傳遞速度。當波高小時，能量傳遞速度比值接

近於 1，線性波理論足可描述能量傳遞速度，若波高較大時，能量傳

遞速度比值約為 1.42，顯示能量傳遞速度高於以微小振幅波理論估算

者差 42﹪。 
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圖 4-1 不同波高之能量傳遞速度與微小振幅波理論值之比值

( ，sec8=ET mh 5= ， 11/1/ ≈Lh ) 
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7.動力特性間的關係 

Longuet-Higgins (1975)考慮波動場在平均 Eulerian 流速為零之參

考座標下，推導出動力特性間之公式。本文利用 Longuet-Higgins (1975)

所提出動力特性的關係來檢驗高階 Eulerian 近似解動力特性的正確

性。依照其所推導之公式，先求出底部水粒子速度之平方均值 

)6cosh4cosh102cosh75(
coshsinh1024

2sinh4
)(2

7

43

2
22

khkhkh
khkh

Hgk
kh

gkHcghRub

++−−

=−−=
 (4-7) 

其中 R 為伯努力常數， 為波速。本文引用 Fenton (1985)的 Eulerian

近似解結果。水平輻射應力與平均動能、平均位能及底部水粒子速度

之平方均值的關係如式(4-8) 

c

234 bpEkExx uEES ρ+−=  (4-8) 

本文發現將式(4-2)、式(4-3)與式(4-7)代入式(4-8)中所求得之 ，與

本文由定義所求得之 相同。故由式(4-8)可確認 Eulerian 近似解平

均水平輻射應力是正確的。 

xxS

xxES

同樣的，透過平均動量、平均動能、平均位能及底部水粒子速度

之平方均值的關係可求出平均能通率為式(4-9) 

EEbpEkE FchIuEEcF =++−= )(
2
1)23( 2 ρ  (4-9) 

由式(4-9)的運算結果亦與 Eulerian 近似解平均能通率相同，說明本文

之推導結果是正確的。 

 

4-2 Lagrangian 近似解的動力特性 

由於 Lagrangian 系統是採用參數來描述流體質點的運動行為，故

在計算 Lagrangian 近似解的動力特性時，需先將空間位置 變換至

流體質點的參數 ，故 

),( yx

),( ba
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dadbbaJdxdy ),(=  (4-10) 

其中 為 Jacobian。在本文之水粒子為不可壓縮流

體，因此

),(/),(),( bayxbaJ ∂∂=

1),( =baJ ，滿足 Lagrangian 系統中的連續方程式。本文應用

第二章本文提出的 Lagrangian 近似解，將第一至第四階的解析結果代

入往昔學者所提出的動力特性公式中，則 Lagrangian 近似解的動力特

性至第四階量如下，其中 txu = 與 tyv = 。各種動力特性依其定義推導，

其過程不再贅述，簡列如下。 
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2.平均動能  kLE
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3.平均位能  pLE
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4.輻射應力  LS
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6.平均能通率  LF
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透過式(4-11)至式(4-16)的計算結果可知，Lagrangian 近似解與

Eulerian 近似解的動力特性公式相同，表示針對同一個波浪現象，不

論用 Eulerian 方法或 Lagrangian 方法來描述波動場，其動力特性皆相

同。 
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第五章 結論 

本文利用 Lagrangian 方法，探討有限振幅波於水平底上的波動傳

統問題。本文首先透過 Eulerian 與 Lagrangian 系統間的轉換關係，推

導出 Lagrangian 座標中非旋性前進波的控制方程式，簡化直接由

Lagrangian 系統中推導控制方程式的複雜性，本文使用的攝動技巧主

要因假設質點的運動週波率包括水深的函數，才能獲得合理的五階

解，甚至可延伸至更高階。本文根據 Fenton (1985)的數值檢驗方法，

確認本近似解的係數是完全正確的。透過轉換關係，本文所推導之

Lagrangian 系統流體質點的週波率皆可轉換至 Eulerian 系統空間中任

何一個位置點的週波率，而不僅限於自由表面處(Longuet-Higgins, 

1986)，且此空間中之週波率為一常數不隨空間任何位置而有所不同。 

本文比較本文 Lagrangian 五階解、Fenton (1985)的 Stokes 五階解

與 Rienecker 和 Fenton (1981)之數值解的波形，本近似解至五階的波

形已非常逼近數值解的波形，且在波谷的部分，並不會產生如 Fenton 

(1985)五階解的二次波形，說明 Lagrangian 的解可正確描述重力波的

波形。 

本文的 Lagrangian 近似解能在自由表面任何一點完全滿足表面

邊界條件，即波動在自由表面的壓力為大氣壓力，而自自由表面以下

的波動壓呈現雙曲線 函數(hyperbolic)隨水深遞減。而且由自由表

面算起，位於波峰的波壓低於靜水壓，而位於波谷的波壓力大於靜壓

力。比較 Eulerian 波壓解在表面不為大氣壓力且不能計算水面上的波

動壓力，本文的波壓解更能符合實在物理現象，而有較優的描述波壓

的能力。至於質點運動軌跡方面，本文可表現不同深度下，流體質點

運動軌跡的大小及形狀並不完全相同的特性。本五階解的質量傳輸速

度包括在二階量及四階量上，此二階量與往昔學者利用 Eulerian 解推

導結果相同，但四階量的部份則是往昔的 Eulerian 解無法求得，亦是

cosh
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本文解析首先獲得。本文的質量傳輸速度顯示在表面高階的傳輸速度

較低階者快，但在底部高階的質量傳輸速度反而比低階者慢。 

本文接著探討 Eulerian與 Lagrangian兩種不同描述方式間的轉換

關係。在Lagrangian解轉換至Eulerian解方面。由本文可知，Lagrangian

系統的週波率可轉換至 Eulerian 系統的週波率。本文並利用陳(1996)

的轉換技術，將 Lagrangian 的位相及高程，透過泰勒級數，連續展開

在 Eulerian 的位相及高程，透過週波率、流速勢、波壓及水位的轉換

結果可知，本文的Lagrangian五階解可轉換至Fenton (1985)的Eulerian

五階解。 

在 Eulerian 解轉換至 Lagrangian 解方面。因 Eulerian 系統與

Lagrangian 系統中的週波率並不相同，於是本文考慮週波率的影響，

除了將 Eulerian 速度中的 展開在 外，亦將),( yx ),( ba Eσ 轉換至 Lσ ，經

由週波率的轉換，在進行三階以上轉換時，會合併低階解在進行週波

率轉換時產生的高階量，這些項可消去三階以上 Eulerian 速度解轉換

至 Lagrangian 速度解所產生不合理的時間項。由本文可知，為了滿足

Lagrangian 系統中連續方程式，轉換所得的 Lagrangian 偶數階解需進

行平均水位修正。另外，由於考慮週波率的影響，故在三階以上，透

過積分求取 Lagrangian 系統中流體質點運動軌跡時，亦需考慮低階解

對高階結果的影響量。經由本文的轉換技術，可將 Fenton (1985)的

Eulerian 五階速度解轉換至 Lagrangian 系統中，並透過積分求得

Lagrangian 系統中流體質點運動軌跡，而此運動軌跡經由比對，與本

文的 Lagrangian 五階解一致，故 Fenton (1985)的 Eulerian 五階解可轉

換至本文的 Lagrangian 五階解。本文能成功轉換的處理關鍵有三。一

為質點的 Lagrangian 週波率與空間點 Eulerian 週波率不同，需進行轉

換。第二為 Lagrangian 解在偶數階需經質量守恆條件( )有垂直修

正量。第三為積分質點速度至軌跡時，需經二項式展開

1=J

Lσ/1 之高階
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量。透過本文探討的結果可知，描述等水深非旋轉性前進重力波的

Lagrangian 及 Eulerian 解，在本文轉換技術的應用下，二者是可互相

轉換的。 

本文並探討 Eulerian與 Lagrangian兩種不同描述方式之動力特性

間的關係。本文首先探討 Eulerian 系統的動力特性。依照動力特性的

基本定義，可由 Fenton (1985)的 Eulerian 解求得平均動量、動能、位

能、輻射應力、總動壓及能通率至第四階解。本文並同時探討有限振

幅波與微小振幅波能量傳遞速度的差異，結果顯示，波浪非線性交互

作用會增加波浪能量傳遞速度，且較微小振幅波理論高。 

本文接著應用動力特性間的關係來確認本文求得之動力特性至

第四階解的正確性。在 Longuet-Higgins (1975)所導出動力特性間關係

式的應用下，可說明本文所求得 Eulerian 系統的動力特性至第四階解

是正確的。 

本文最後探討 Lagrangian 系統的動力特性。透過動力特性的基本

定義，將本文的 Lagrangian 解代入，即可求得 Lagrangian 系統動力特

性至第四階解，經由結果比對可知，Lagrangian 與 Eulerian 系統的動

力特性公式相同，故針對同一個波浪現象，不論用 Eulerian 或

Lagrangian 方法描述，其動力特性皆相同。 
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附錄 A 第二種限制條件下的解析結果 

選定攝動參數為 ，並限制高階解在波形一倍角週期函數的係

數沒有高階水位的結果的條件下，可得解析結果為 
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今 為 能 簡 潔 表 示 解 析 結 果 ， 於 是 設 定 和

，其中 表示雙曲函數的次方，而 表示雙曲函數內

幅數的倍角，故式(A-1)至式(A-4)中的係數如下 
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附錄 B 第三種限制條件下的解析結果 

第三種解析結果的特性為流速勢的高階解沒有一倍角週期函數

的係數。若要求得第三種限制條件下的解析結果需再多求一變數，流

速勢。 

在考慮非旋轉流條件下，於 Eulerian 座標系統中，可定義出一流

速勢為 

 
y

v
x

u
∂
∂

=
∂
∂

=
φφ ,  (B-1) 

透過 ),(/),(/ baJyx ∂Φ∂=∂∂φ 及 ),(/),(/ baJxy ∂Φ∂=∂∂φ 的轉換關係

式，可將式(B-1)轉換成 

 )(1
abbat yy

J
x Φ−Φ=  (B-2) 

 )(1
abbat xx

J
y Φ−Φ=  (B-3) 

再利用 Cramer 法則，即可獲得 Lagrangian 座標系統中流速勢於

水平及垂直方向的梯度表示式 

  (B-4) atata yyxx +=Φ

  (B-5) btbtb yyxx +=Φ

如同上述的攝動解析技術，對式(B-4)及式(B-5)進行攝動展開，

即可求得流速勢於各階的解析結果，而調和解 的求解過程需將

Lagrangian 的流速勢轉換至 Eulerian 的流速勢。利用 Lagrangian 系統

與 Eulerian 系統之位相關係及高程關係

211N

ζ−= EL ZZ ，其中 )( byk −=ζ ，

將 Lagrangian 系統中流速勢，其中 Lθ 的函數和 的函數經泰勒級數

分別展開在

LZ

Eθ 處及 處，再利用高階解沒有一倍角週期函數的係

數，即可求得調和解 。於是選定攝動參數為 ，並限制流速勢的

高階解沒有一倍角週期函數的係數，可得解析結果為 

EZ

211N 0ka

 79



):,()(cosh

):,,()(sin)(cosh

):,,()(sin)(cosh

0

4

2 2
0

4

2 0 2

5

1 1 1

evenmiforthbmkM

evennmifortkanhbmkM

oddnmifortkanhbmkMkakx

i

i

m
im

L
i

i

m

i

n
imn

L
i

i

m

i

n
imn

σ

σ

σ

++

−++

−++=

∑∑

∑∑∑

∑∑∑

= =

= = =

= = =

 (B-6) 

):,()(sinh

):,,()(cos)(sinh

):,,()(cos)(sinh

4

2 2
0

4

2 2 2

5

1 1 1

evenmiforhbmkN

evennmifortkanhbmkN

oddnmifortkanhbmkNkbky

i

i

m
im

L
i

i

m

i

n
imn

L
i

i

m

i

n
imn

++

−++

−++=

∑∑

∑∑∑

∑∑∑

= =

= = =

= = =

σ

σ

 (B-7) 

):(

):,,()(sin)(cosh

):,,()(sin)(cosh

0

4

2
00

4

2 0 2

5

1 1 10

2

evenifortD

evennmifortkanhbmkD

oddnmifortkanhbmkDk

i
i

L
i

i

m

i

n
imn

L
i

i

m

i

n
imn

σ

σ

σ
σ

∑

∑∑∑

∑∑∑

=

= = =

= = =

+

−++

−+=
Φ

 (B-8) 

):,,()(cos)(sinh

):,,()(cos)(cosh

):,,()(cos)](sinh

)(cosh[

)cos(
cosh
sinh

4

2 2 0

4

2 0 0

5

3 1 1

evennmifortkanhbmkF

evennmifortkanhbmkE

oddnmifortkanhbmkF

hbmkE

tka
kh
kbkBkb

g
kP

L
i

i

m

i

n
imn

L
i

i

m

i

n
imn

Limn

i

i

m

i

n
imn

L

σ

σ

σ

σ
ρ

−++

−++

−++

++

−−−=

∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

= = =

= = =

= = =

 (B-9) 

∑∑
= =

+=
4

2 00

):,()(cosh
i

i

m
im

L evenmiforhbmkG
σ
σ  (B-10) 

今 為 能 簡 潔 表 示 解 析 結 果 ， 於 是 設 定 和

，其中 表示雙曲函數的次方，而 表示雙曲函數內

幅數的倍角，故式(B-6)至式(B-10)中的係數如下 
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kBF

−+−

++
++

−=  

)48(
16 2

22

20 ch
sh
kBG +=  

22
22 2

1 kBG −=  

)105856675488210941344(
4096 6

44

40 chchchchch
sh

kBG ++−+−=  

)622122(
128 4

44

42 chch
sh
kBG ++−=  

)428(
128
4

4

44

44 chch
sh
kBG +−=  
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附錄 C 第三至五階解析結果的係數 

今 為 能 簡 潔 表 示 解 析 結 果 ， 於 是 設 定 和

，其中 表示雙曲函數的次方，而 表示雙曲函數內

幅數的倍角，故係數如下 

mkhmsh nn sinh=

mkhmch nn cosh= n m

)624102213(
64 4

23

311 chchch
sh
kBM +++=  

)2217(
48 2

23

313 ch
sh
kBM −=  

)2411(
16 2

23

331 ch
sh
kBM +−=  

)2211(
64 4

23

333 ch
sh
kBM +−=  

)664292248(
384 4

34

402 chchch
sh
kBM −−+−=  

)422854(
384 4

34

404 chch
sh
kBM +−=  

)836264294266397(
1536 6

34

422 chchchch
sh
kBM +−−+−−=  

)4264198(
768 4

34

424 chch
sh
kBM +−=  

)4210126(
384 4

34

442 chch
sh
kBM +−−=  

)6541742597382(
)232(3072 6

34

444 chchch
shch

kBM +−+
+

−=  

)634202724(
128 4

34

420 chchch
sh
kBM +++−=  

)428(
32 4

34

440 chch
sh
kBM +=  

)16168144351212786104855381324686236947

43719502451945251684(
)241)(232(98304 8

45

511

chchchchchch

chch
shchch

kBM

−+++++

++
++

−=  
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)8226854123425522225(
6144 6

45

513 chchchch
sh

kBM +−−+−=  

)6114666262827733(
30720 6

45

515 chchch
sh

kBM −+−=  

)8846113546462265133626(
12288 6

45

531 chchchch
sh

kBM ++++=  

)121075

816863932415332103833836(
)232(16384 8

45

533

chch

chchchch
shch

kBM

++

+−−−−
+

−=  

)8365444935722255413802(
)232(61440 6

45

535 chchchch
shch

kBM −+−+
+

=  

)653437021115134(
4096 6

45

551 chchch
sh

kBM −−−=  

)86218420842123308333(
)232(24576 6

45

553 chchchch
shch

kBM −−−+
+

−=  

)1038272

6311944496268907664(
)241)(232(32768 8

45

555

chch

chchch
shchch

kBM

−+

−++
++

−=  

311311 MN −=  

2

23

313 16
3

sh
kBN −=  

)227(
16 2

23

331 ch
sh
kBN +=  

333333 MN −=  

)86449423683(
512 6

34

422 chchchch
sh
kBN +−−−−=  

)24(
64
3

4

34

424 ch
sh
kBN +−=  

)4254(
192 4

34

442 chch
sh
kBN −+=  

444444 MN −=  
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)624112104(
128 4

34

420 chchch
sh
kBN +++−=  

)4242(
128
3

4

34

440 chch
sh
kBN ++−=  

)1656141451242941015891842764682561

4122458215299581148(
)241)(232(32768 8

45

511

chchchchchch

chch
shchch

kBN

−+++++

++
++

−=  

)8262242602117197(
2048 6

45

513 chchchch
sh

kBN −+++=  

)4424357(
2048
3

6

45

515 chch
sh
kBN −+−=  

)81262114131821253770(
4096 6

45

531 chchchch
sh

kBN ++++−=  

)121060

81966338543005294913816(
)232(16384 8

45

533

chch

chchchch
shch

kBN

++

+−−−−
+

=  

)622447921280797(
)232(4096 6

45

535 chchch
shch

kBN +−+
+

−=  

)62141702595246(
4096 6

45

551 chchch
sh

kBN +++−=  

)86824740237142509(
)232(8192 6

45

553 chchchch
shch

kBN −−−+
+

=  

555555 MN −=  

)41624051(
64 3

23

311 chch
chsh

gkBE +−−=
ρ  

)2425(
16

23

313 ch
chsh

gkBE +−=
ρ  

chsh
gkBE

16
9 23

331
ρ

=  

)2211(
64
3

3

23

333 ch
chsh

gkBE +−−=
ρ  

)624102213(
64 4

23

311 chchch
sh

gkBF +++=
ρ  
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2

23

313 16
3

sh
gkBF ρ

=  

)227(
16 2

23

331 ch
sh

gkBF +−=
ρ  

)2211(
64 4

23

333 ch
sh

gkBF +−=
ρ  

)6410275(
128 3

34

400 chchch
chsh

gkBE ++−−=
ρ  

))636(941032193(
384 3

34

402 chchch
chsh

gkBE +++−=
ρ  

))436(52104(
192 3

34

404 chch
chsh

gkBE +−=
ρ  

)64112520(
128 3

34

420 chchch
chsh

gkBE ++−−=
ρ  

)836444022552805(
768 5

34

422 chchchch
chsh

gkBE ++−+−=
ρ  

)452212558(
384 3

34

424 chch
chsh

gkBE +−−=
ρ  

)428(
64 3

34

440 chch
chsh

gkBE +=
ρ  

)45240234(
384 3

34

442 chch
chsh

gkBE −−=
ρ  

)6541742597382(
)232(768 5

34

444 chchch
chshch

gkBE +−+
+

=
ρ  

)624112104(
128 4

34

420 chchch
sh

gkBF +++=
ρ  

)86449423683(
512 6

34

422 chchchch
sh

gkBF −+++−=
ρ  

)24(
64

3
4

34

424 ch
sh

gkBF +−−=
ρ  

)4242(
128

3
4

34

440 chch
sh

gkBF ++−−=
ρ  
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)4254(
192 4

34

442 chch
sh

gkBF +−−=
ρ  

)6541742597382(
)232(3072 6

34

444 chchch
shch

gkBF +−+
+

−=
ρ  

)16801417312301810495847156652365

41556702134239109164(
)241)(232(32768 7

45

511

chchchchchch

chch
chshchch

gkBE

−+++++

++
++

=
ρ

 

)83062942338235265405(
2048 5

45

513 chchchch
chsh

gkBE −−+−=
ρ  

)6114466238324403(
2048 5

45

515 chchch
chsh

gkBE +−+−=
ρ  

)81261054165823772190(
4096 5

45

531 chchchch
chsh

gkBE +−−+−=
ρ  

)1231020181528

6156204705723970111788(
)232(16384 7

45

533

chchch

chchch
chshch

gkBE

+++

−+−−
+

=
ρ

 

))861081944(34456729754(
)232(4096 5

45

535 chchchch
chshch

gkBE +−−++−
+

=
ρ  

)648221079406(
4096 5

45

551 chchch
chsh

gkBE +++−=
ρ  

)856202431962105066937(
)232(8192 5

45

553 chchchch
chshch

gkBE −−−+
+

=
ρ  

)1038272

6311944496268907664(
)241)(232(32768

5
7

45

555

chch

chchch
chshchch

gkBE

−+

−++
++

=
ρ

 

)165614145124294101589842764682561

4122458215299581148(
)241)(232(32768 8

45

511

chchchchchch

chch
shchch

gkBF

−+++++

++
++

−=
ρ

 

)8262242602117197(
2048 6

45

513 chchchch
sh

gkBF −+++−=
ρ  

)4424357(
2048
3

6

45

515 chch
sh

gkBF +−=
ρ  
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)81262114131821253770(
4096 6

45

531 chchchch
sh

gkBF ++++=
ρ  

)121060

81966338543005294913816(
)232(16384 8

45

533

chch

chchchch
shch

gkBF

−−

−+++
+

=
ρ

 

)622447921280797(
)232(4096 6

45

535 chchch
shch

gkBF +−+
+

=
ρ  

)62141702595246(
4096 6

45

551 chchch
sh

gkBF −−−=
ρ  

)86824740237142509(
)232(8192 6

45

553 chchchch
shch

gkBF +++−−
+

=
ρ  

)103827263119

44496268907664(
)241)(232(32768 8

45

555

chchch

chch
shchch

gkBF

−+−

++
++

−=
ρ

 

)48(
16 2

22

20 ch
sh
kBG +=  

22
22 2

1 kBG −=  

)10816611147362622168(
4096 6

44

40 chchchchch
sh

kBG ++−−−−=  

)634202724(
128 4

44

42 chchch
sh
kBG +++=  

)428(
128
4

4

44

44 chch
sh
kBG +−=  
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附錄 D Lagrangian 流速勢的係數 

今 為 能 簡 潔 表 示 解 析 結 果 ， 於 是 設 定 和

，其中 表示雙曲函數的次方，而 表示雙曲函數內

幅數的倍角，故係數如下 

mkhmsh nn sinh=

mkhmch nn cosh= n m

kBD =111  

22
202 2

1 kBD −=  

2

22

222 8
3

sh
kBD =  

22
200 4

1 kBD −=  

)641221529(
64 4

33

311 chchch
sh
kBD ++−−=  

)2211(
16 2

33

313 ch
sh
kBD +−=  

2

33

331 16
3

sh
kBD =  

)2211(
64 4

33

333 ch
sh
kBD +−−=  

))616(9462253(
384 4

44

402 chchch
sh
kBD +++−=  

)4223863(
192 4

44

404 chch
sh
kBD +−−=  

)8361143482309601(
1536 6

44

422 chchchch
sh
kBD +−−+−=  

)423790(
192 4

44

424 chch
sh
kBD +−−=  

)422736(
192 4

44

442 chch
sh
kBD ++−−=  

)6541742597382(
)232(3072 6

44

444 chchch
shch

kBD +−+
+

=  
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)6410275(
128 4

44

400 chchch
sh
kBD ++−=  

)161111418612474010143388633426108652

42006202224500137033(
)241)(232(49152 8

55

511

chchchchchch

chch
shchch

kBD

−+++++

++
++

=  

)81669490228861773(
2048 6

55

513 chchchch
sh

kBD +−−+−−=  

)6114426233423737(
6144 6

55

515 chchch
sh

kBD +−+−=  

)81261794154221712026(
12288 6

55

531 chchchch
sh

kBD +−−+−=  

)121093

836664978412152123393798(
)232(16384 8

55

533

chch

chchchch
shch

kBD

++

+−+−−
+

=  

)83628043609271944238(
)232(12288 6

55

535 chchchch
shch

kBD +−+−−
+

=  

))650(34342227(
4096 6

55

551 chchch
sh

kBD +−+=  

)8361104876225261703(
)232(8192 6

55

553 chchchch
shch

kBD +++−−
+

−=  

)103827263119

44496268907664(
)241)(232(32768 8

55

555

chchch

chch
shchch

kBD

−+−

++
++

=  

 

 

 96


