
 
國 立 交 通 大 學 

 

機械工程學系 
 

碩 士 論 文 
 
 
 
 
 

挫屈梁之靜態與動態分析 
 

Static and dynamic analysis of buckled beam 
 
 
 
 

研 究 生：林運融 

指導教授：蕭國模  博士 

 

 

中 華 民 國 九 十 九 年 八月  
 
 
 
 
 
 



 

挫屈梁之靜態與動態分析 
Static and dynamic analysis of buckled beam 

 

研 究 生： 林運融  Student： Yun-rong Lin 
     

指導教授： 蕭國模 博士  Advisor： Dr. Kuo-Mo Hsiao 
 

 

國 立 交 通 大 學 

機 械 工 程 學 系 

碩 士 論 文 

 

A Thesis 

Submitted to Department of Mechanical Engineering 

College of Engineering 

National Chiao Tung University 

in Partial Fulfillment of the Requirements 

for the Degree of 

Master of Science 

in 

Mechanical Engineering 

September 2010 

Hsinchu, Taiwan, Republic of China 

 

 

中華民國九十九年八月 



I 

挫屈梁之靜態與動態分析 

Static and dynamic analysis of Buckled Beam 

 

研究生：林運融                      指導教授：蕭國模博士 

 

 

國立交通大學機械工程學系碩士班 

                                 

摘要 

    本研究主要利用共旋轉有限元素法結合浮動框架法（floating frame 

method）推導兩端點具旋轉角之挫屈梁受到基座簡諧振動的運動方程式，

本文中提出一個數值程序，決定挫屈梁之初始形狀、挫屈梁受到各種負荷

時的非線性靜態行為，以及受到基座簡諧振動與非對稱簡諧外力時的非線

性動態行為。 

    本文將挫屈梁的運動方程式建立在一個與其基座有相同速度及加速度

的總體座標上，本文在梁元素當前的變形位置上建立元素座標，元素座標

與總體座標有相同速度及加速度。本文利用非線性梁理論的一致線性化、

d’Alembert 原理和虛功原理，在當前的元素座標上，推導梁元素的節點變形

力、節點慣性力及剛度矩陣。本文將基座的絕對加速度造成的慣性力視為



II 

等效外力。  

    本文使用基於Newton-Raphson 法及弧長控制法的增量迭代法來求解非

線性平衡方程式，及採用基於 Newmark 直接積分法與 Newton-Raphson 法

的增量迭代法求解非線性運動方程式。本研究先以數值例題探討兩端具相

同旋轉角之挫屈梁的非線性靜態行為，本研究發現當兩端具旋轉角之挫屈

梁受均佈側向載重時，其主要平衡路徑上之分歧點與極限點的力負荷參會

隨著端點轉角的增加先大幅增加再減小。本研究再以數值例題探討挫屈梁

受到基座簡諧振動與非對稱簡諧外力時的主共振現象、超諧共振現象及跳

躍現象，本研究觀察到挫屈梁受到均勻的基座簡諧振動時，會引起挫屈梁

的非對稱振動，並找出在不同基座振動頻率，產生跳躍現象所需的最小等

效外力。 
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Static and dynamic analysis of buckled beam 

Student：Yun-Rong Lin             Advisor：Dr. Kuo-Mo Hsiao 

 

Department of Mechanical Engineering 

National Chiao Tung University 

 

Abstract 

    In this paper a co-rotational finite element formulation combined with the 
floating frame method is used to derive the equations of motion for a 
clamped-clamped buckled beam with end rotations subjected to base excitation.  
A numerical procedure is proposed for the determination of the initial shape of 
the buckled beam, nonlinear static behavior of the buckled beam subjected to 
lateral loads, and nonlinear dynamic behavior of the buckled beam subjected to 
uniform sinusoidal base excitation and asymmetric sinusoidal lateral load.   
    The equations of motion of the buckled beam are defined in a global 
moving coordinates.  The element coordinates are constructed at the current 
configuration of the beam element.  The velocity and acceleration of the global 
coordinates and the current element coordinates are chosen to be the velocity 
and acceleration of the base of the buckled beam.  The element deformation 
nodal forces, inertia nodal forces, stiffness matrix and mass matrix are 
systematically derived by consistent linearization of the fully geometrically 
non-linear beam theory using the d’Alembert principle and the virtual work 
principle in the current element coordinates.  The inertia force of the buckled 
beam corresponding to the absolute acceleration of the base is regarded as an 
equivalent external load for the buckled beam. 
    An incremental-iterative method based on the Newton-Raphson method 
combined with constant arc length of incremental displacement vector is 
employed for the solution of nonlinear equilibrium equations.  An 
incremental-iterative method based on the Newmark direct integration method 
and the Newton-Raphson method is employed here for the solution of the 
nonlinear equations of motion.  Numerical examples are studied to demonstrate 
the accuracy and efficiency of the proposed method and to investigate the effect 
of end rotation on the nonlinear static behavior of buckled beam.  When the 
buckled beam is subjected to uniform lateral load, it is observed that the loading 
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parameters corresponding to the bifurcation point and limit point on the 
equilibrium path increase remarked and then decrease with the increase of the 
end rotation of the buckled beam.  Numerical examples are also studied to 
investigate the primary resonance, superharmonic resonance and snap-through 
phenomenon for the buckled beam subjected to uniform sinusoidal base 
excitation and asymmetric sinusoidal lateral load.  The asymmetric vibration 
induced by symmetric load is observed.  The minimum loading parameters of 
uniform sinusoidal lateral load at different frequencies required to initiate the 
dynamic snap-through motion are determined.  
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第一章 緒論 

     挫屈梁為將一水平細長直梁(如圖一)兩端端點固定後，在一端端點施

加一超過超過其挫屈臨界值的軸向位移∆，則梁會以第一挫屈模態產生側

向位移(如圖二)，本文中以 0δ 表示梁中心點(C點)的側向位移，以h表示梁

的厚度，並以 h/0δ 表示挫屈程度，此一挫屈梁受側力時具有雙穩態平衡解

(bistable)，此一特性經常被應用在微機電領域，如致動器[27]、感測器[26]，

為了提高挫屈梁在使用上的安全性及性能，故在設計與分析時，必須能精

確的預測及描述挫屈梁受力時的靜態與動態行為，因此已有許多學者對挫

屈梁的靜態與動態非線性行為進行了研究[1、2、5、12、13、17、19、20-22、

25、29-31]。 

    文獻[26]分析 2 個中間固定的平行曲梁受側向負荷的位移，梁的形狀為

直梁受軸力壓縮後之第一挫屈模態，文中假設其側向位移為直梁受軸力之

各種挫屈模態組合，用模態分析與有限元素分析來模擬不同初始拱起高度

曲梁之側向負荷與中點位移的關係與挫屈後行為，用來預測、解釋、設計

這種平行梁結構的雙穩態行為，其分析的梁之尺寸為 mL µ3000= ，

mt µ10= ， mb µ540= ，拱起高度 mµδ 60= 的曲梁，並與實驗結果互相印證。 

    文獻[24]考慮了曲梁製造時的初始殘留應力，分析梁受側向分佈力時的

形狀變化，因為一個挫屈梁通常是直梁受軸向壓力製造，但是文獻上在分

析原本製造形狀為曲梁時很少考慮殘留應力，文中考慮的梁形狀尺寸為

mL µ2000= 、 mµ3000 ， mt µ5= ， mb µ10= ，拱起高度 mµδ 30≤ ，探討曲

梁的平衡路徑、跳躍行為與雙平衡位置，同時也有與實驗結果比較，結果

相當吻合。 

    當一個結構受到周期負荷時，通常存在一個周期解，該周期負荷的頻

率對周期解振幅的曲線稱為振動的頻率響應曲線，若振動為線性振動，當
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負荷的頻率接近結構的自然振動頻率，周期振動的振幅會增加很多，這種

現象即為所謂的共振。在振動分析中，共振現象一直都是非常重要的研究

課題，相對於線性振動，非線性振動有許多特殊的共振現象，非線性振動

的共振現象可分為[13]: 1.主共振(primary resonance)，當外力頻率Ω接近系

統自然頻率 nω 時之共振現象； 2.次諧共振(subharmonic resonance) 發生於

外力頻率Ω 接近系統自然頻率 nω 之k 倍時( nkωΩ ≈ )，其中 k 為整數)之共

振現象； 3.超諧共振(superharmonic resonance)，發生於外力頻率Ω接近系

統自然頻率 nω 之 k/1 倍時( kn /ωΩ ≈ )之共振現象； 4.external resonance，

發生於外力頻率接近系統自然頻率 nω 之線性組合時( ∑≈
N

i
iik ωΩ ，其中 k 為

整數)之共振現象； 5.internal resonance，發生於系統自然頻率 nω 之線性組

合接近於零( 0≈∑
N

i
iik ω ，其中k 為整數) 之共振現象。 

    對於一個挫屈梁受到動態周期負荷的非線性振動問題，可用一個非線

性 PDE 來描述其運動方程式，在一般的情況下很難求得此 PDE 的周期解，

文獻[20]使用 direct method，即非線性分析理論中的多尺度法[33]，假設

側向位移 ∑
=

=
n

i
i

i txvtxv
0

),(),( ε ， 10 <<< ε ，直接代回運動方程式求解，此法

在弱非線性振動的問題可得到準確的解，但在不適用在強非線性振動的問

題，文獻上大多使用數值方法求得近似解，常見的一種方法為假設模態法，

即假設位移函數 ∑=
N

nn tqxtxv
1

)()(),( φ ，其中 )(xnφ 為假設的模態，通常採用

挫屈梁的挫屈模態或線性振動模態，再使用 Galerkin method，將一個 PDE

簡化成 N 個 ODE，另一個常見的方法為使用 Galerkin finite element method，

同樣可將一個 PDE問題簡化成為 n 個節點位移的 ODE 問題，在簡化至 ODE

問題後，為了求得 )(tqn 的周期解，通常可以使用下列兩類方法，1.使用直

接積分法(direct integration method)[21]求出 )(tqn 的週期解，2. 假設 )(tqn 具

有週期解，用傅利葉級數展開， ττ kykxytq nk

K

nknn cossin)(
1

0 ∑ ++=  
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其中 tωτ = ，ω為負荷的頻率，並求解待定係數 nkx ， nky ，若將傅利葉級數

代回原 ODE 直接用比較係數法求解待定係數，則稱為 harmonic balance 

method(HBM)[33]，若將傅利葉級數代回原 ODE 後，在時間域用 Galerkin 

method 將 N 個 ODE 化成 )1(2 +× KN 個非線性代數方程式，再用牛頓法求解

求解待定係數，則稱為 Fourier–Galerkin -Newton (FGN) method 或

incremental harmonic balance (IHB) method[9]。 

    文獻[29]Tseng 等人分析了一挫屈梁受到基礎振動時的非線性行為，文

中假設軸力為常數，位移函數 ∑=
N

nn tqxtxv
1

)()(),( φ ，並假設 )(xnφ 為前 N 個

挫屈模態並將N 取 2(僅取前兩個模態) ，配合 HBM 解出 )(tqn 的週期解(傅

利葉級數僅取至第三項)，文中指出挫屈梁會有著超諧運動(superharmonic 

motion)，以及跳躍現象(snap-through )，不過文中也指出，使用前兩個挫屈

模態來模擬挫屈梁的非線性振動行為僅適用於 2/0 <hδ 。 

     文獻[30] Yamaki 等人同樣假設模態法，假設 )(xnφ 為前 N 個梁挫屈前

的振動模態，同時N 取 2，再使用 HBM 解出 )(tqn 的週期解，文中分析了直

梁與挫屈梁在受到週期性外力時的頻率響應圖，於頻率響應圖中可看出非

線性振動的主共振、超諧共振、次諧共振現象，同時 Yamaki 等人以實驗[31]

來驗證[30]假設模態法僅使用前兩個模態來模擬側向位移的準確性，在

8.0/0 <hδ 的情況下，[30]與[31]有著很好的一致性。 

    文獻[21]與[25]使用假設模態法，假設 )(xnφ 為前N 個挫屈模態並將 N 取

2，用 Runge-Kuutta numerical integration method 求得 )(tqn 的週期解，[25]

分析了挫屈梁在非線性振動下的跳躍現象(snap-through motion)，[21]分析了

挫屈梁之靜態行為及動態行為，並以實驗比較，在靜態分析中，當挫屈程

度 4/0 >hδ 後，實驗與理論便出現相當大的誤差，在動態分析則指出當挫屈

程度較大時，使用對稱周期外力(正弦函數)會激起反對稱的振動模態。 
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   文獻[20] Lacarbonarag 使用了 direct method 來分析挫屈梁的非線性振

動，並且與僅使用單一模態的假設模態法進行比較，文中指出僅使用單一

模態的假設模態法，可能得到錯誤的結論。文獻[13] Emam 假設挫屈梁的

應變為小應變，挫屈梁的旋轉角為中等程度旋轉下，使用假設模態法，假

設側向位 ∑=
N

nn tqxv
1

)()(φ ，並假設 )(xnφ 為前 N 個挫屈後的線性振動模態，

Emam 分別取 4~1=N ，進行挫屈梁的動態與靜態分析，在靜態分析，Emam

以 4~1=N 分別模擬 31.2/0 =hδ 的挫屈梁前兩個對稱挫屈模態的三個平衡位

置並與解析解比較，說明在 31.2/0 =hδ 時， N 需取至第四項方夠準確，在

動態分析，Emam 假設外力頻率接近系統自然頻率，在 38.4/0 <hδ 時， 

4~1=N 與 Direct method 得到的頻率響應圖均呈現軟彈簧特性，即隨著變形

加大時系統剛性變小的特性，當 77.5/0 >hδ ， 1=N 或 2=N 得到的頻率響應

圖均呈現硬彈簧特性，即隨著變形加大時系統剛性變大的特性，但 3=N 、

4=N 及 Direct method得到的頻率響應圖依舊呈現軟彈簧特性，所以 1=N 或

2=N 只適用於挫屈程度很小的挫屈梁，同時 Emam 也探討了主共振、次諧

共振與 internal resonance 現象，不過文獻[13]中探討的挫屈梁之 h/0δ 的最大

值僅至 6.35。 

    文獻[18]中 Koivurova 使用有限元素法及(FGN) method 分析 string受

到一軸向變化位移時的非線性行為，文獻[14]中 Gupat 等人假設梁在小應

變、中等程度的旋轉角及側向位移下，使用有限元素法，令軸向位移及側

向位移為三次多項式，分別分析了不同邊界條件下的直梁於大振幅自由振

動下的非線性振動頻率與線性振動頻率比，並指出若假設位移函數為 simple 

harmonic motion(SHM)，則非線性振動頻率與線性振動頻率比將會存在小誤

差，利用 HBM可得到修正係數。 

    文獻[8]中 Chen等人使用有限元素法，配合 incremental harmonic balance 
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(IHB) method[9]，分析了不同的平面結構在非線性振動下的頻率響應圖，文

中顯示梁在非線性振動下的共振現象(超諧共振、次諧共振) 也顯示了直梁

具有硬彈簧特性，小程度挫屈的挫屈梁具有軟彈簧特性。 

    文獻[5]中 Buchaillot 分析一挫屈梁受到周期基底振動的周期解，挫屈梁

的挫屈程度 200/0 =hδ ，文獻[5]使用假設模態法，但僅使用前兩的挫屈模

態模擬梁的側向位移，並假設第一個模態的自然頻率與挫屈程度 h/0δ 不是

線性關係，第二個模態的自然頻率遠小於第一個模態的自然頻率且第二個

模態的自然頻率不是常數，進而分析挫屈梁受到基底振動時的穩定性，但

其分析結果與其實驗結果似乎不一致，根據文獻[13]中所述，在挫屈程度較

大的情況下僅使用兩個模態是不夠準確的，因此文獻[5]中之結果的準確性

仍有待驗證。 

    從上述的文獻回顧中可知，已經有許多的學者探討了挫屈梁的靜態與

動態非線性行為，但大多數的文獻中，挫屈程度 h/0δ 均不超過 10，而關於

大挫屈程度下挫屈梁的非線性行為文獻還相當缺乏，因而本研究將探討一

個大挫屈程度下挫屈梁受到外力時的靜態行為與受到基座振動時的動態行

為，並找出產生跳躍現象所需的最小等效外力。  

  本研究使用的方法為共旋轉有限元素法，本研究採用基於牛頓法及定弧

長法的增量迭代探討挫屈梁受到外力時的靜態行為，本研究使用 New mark

直接積分法及基於牛頓法的增量迭代法，探討挫屈梁受到基座振動時的動

態行為，並求出頻率響應圖，本研究利用頻率響應圖探討挫屈梁的主共振、

超諧共振、次諧共振及跳躍現象。 
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第二章 理論推導 

 

2.1 問題描述 

    如圖三(a)，本文考慮一個均勻斷面的尤拉梁，梁的長度為 L，梁的厚

度為h，梁的寬度為b，將軸向 A、B兩端側向固定（clamped-clamped）後，

施加軸向的位移∆，當軸向壓縮量超過挫屈臨界值 cr∆ 後，此梁便會產生側

向挫屈，此時以 0δ 表示梁中心點的側向位移，再繼續增加軸向位移∆，直

到挫屈梁中心點的側向位移 0δ 到達一定高度後，將B點軸向固定如圖三(b)

所示，即為所謂的挫屈梁。本研究將挫屈梁的兩個固定端 A、B分別施加一

個如圖三(c)所示之旋轉角 Aθ 、 Bθ ，再將 A、B端固接在如圖三(d)所示一

剛性基座上，本文將分別探討如圖三(d)之梁的靜態及動態之幾何非線性行

為。在靜態方面，本文考慮剛性基座是靜止的，該梁受到不同的力負荷時，

探討 Aθ 、 Bθ 對於該梁靜態行為的影響。在動態方面，本文考慮該基座有一

固定方向的絕對位移 )(tyy bb = ，本文中僅考慮 )sin()( 0 tyty bb ω= ，其中 by 為

基座的振幅， bω 為基座的振動頻率，本文將探討該梁受到基座振動時的動

態行為。本文將在該基座上描述梁結構的位移、變形和速度、加速度。 

 

 

2.2 基本假設 

在本文的推導中對梁所作的基本假設如下: 

(1)Euler-Bernoulli 假設成立。 

(2)梁元素的形心軸之單位長度伸長量(unit extension)為一常數。 

(3)梁元素的變形與應變皆為小變形與小應變。 
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2.3 座標系統 

    本文是使用共旋轉有限元素法[10]，將梁分割成若干個兩個節點的梁元

素，節點 1 及節點 2 為元素的兩個端點。為了描述系統的運動與梁元素的

位移、變形、速度、加速度，本文定義了兩組座標系統。 

 

(a) 總體坐標系統(global coordinate system) iX ( 2,1=i ) 

    如圖三(d)所示，總體座標系統為一個動座標系統，剛接在以已知的

)(tyb 進行上下平移的基座上，結構體所有節點的座標、速度、加速度，系

統的邊界條件、平衡方程式、運動方程式及其他座標系統的基底，均在此

座標系統上定義。在靜態分析時， 0)( =tyb ，總體座標系為一固定座標系。

在動態分析時，總體座標和基底有相同的速度 )(tyb 及加速度 )(tyb 。 

 

(b) 元素座標系統(element coordinate system) ix ( 2,1=i ) 

元素座標系統是建立在每一梁元素當前的變形位置上，如圖四所示，元素

座標系統的原點是定義在節點 1 上， 1x 軸的方向為梁元素兩節點連線的方

向， 2x 軸的方向由右手定則決定，再動態分析時，本文中元素座標為一動

座標，其原點與基底有相同的絕對速度 )(tyb 及絕對加速度 )(tyb ，本文中梁

元素的位移、變形、速度、加速度、節點力及運動方程式，均在此座標中

定義。 

本文中元素方程式首先建立在元素座標上，然後經由座標轉換，轉換至總

體座標系統，元素座標系統與總體座標系統關係可表示成  

xAX GE=                                            (2.3.1) 

 








 −
=

ee

ee
GE θθ

θθ
cossin
sincos

A ， }{ 21 XX=X ， }{ 21 xx=x  
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其中 eθ 為元素座標 1x 軸與總體座標 1X 的夾角，本文以{}代表行向量。 

 

2.4 梁元素的變形描述 

    本文採用文獻[24]的梁元素，為了文章的完整性，本章中將重複該元素

的推導過程，本章中亦將推導該元素在基底振動時所受的等效節點力。 

    本文是在元素座標上描述梁元素的變形與幾何形狀。由 2.2 節中的基本

假設可知，梁元素的變形可由其形心軸在元素座標上的位移及其斷面的旋

轉決定。本文採用梁元素變形前形心軸的長度為獨立變數。 

 

2.4.1 梁元素的位移 

    圖五中的 Q 點為梁中的任意點，P 點為 Q 點在形心軸上的對應點，即

P 點與 Q 點位於梁的同一斷面上。在元素座標上，P 點在梁變形前後的位

置向量可分別表示為 }0,{x 與 ) },() ,,({ txvtxxp 。其中 t 為時間， ),( txx p 及

),( txv 分別是 P 點在 1x 與 2x 軸方向的座標。Q 點在梁變形前後的位置向量可

分別表示如下 

0r },{ yx=  

r = }c o s,s in{ vyyx p +− θθ                     (2.4.1) 

其中 x、y 分別為梁變形前 Q 點在 ix (i=1,2）軸的座標，θ為 1x 軸和形心軸

的切線向量的夾角。 θsin 及 θcos 可表示成如下 

x
v

s
x

x
v

s
v

∂
∂

+
=

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=≈
01

1sin
ε

θθ                        (2.4.2) 

2/122/12 )1()sin1(cos θθθ −≈−=
∂

∂
=

s
xp

                  (2.4.3) 

10 −
∂
∂

=
∂
∂−∂

=
x
s

x
xsε                                   (2.4.4) 

其中 s 為 o 點到 P 點間形心軸在變形後的弧長，而 0ε 為形心軸的單位伸長
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量(unit extension)。由(2.4.3)至(2.4.4)式， ),( txxp 可以表示成下式 

∫ −++=
x

xp dxvutxx
0

2/12
,

2
01 ])1[(),( ε                      (2.4.5) 

其中 1u 為節點 1 在 1x 方向上的位移，由元素座標系統的定義，其值為零，

但其變分及對時間的微分並不為零。 

由小變形的假設，利用近似式 )
2
11(])1[( 2

,0
2/12

,
2

0 xx vv −+≈−+ εε ，(2.4.5)式

可表示成 

∫ −++=
x

xp dxvutxx
0

2
,01 )

2
11(),( ε                        (2.4.6) 

由(2.4.6)式及基本假設(2)可以得到形心軸的單位伸長量 0ε  

∫+
−

=
L

xdxv
LL

Ll
0

2
,0 2

1ε                                (2.4.7) 

12 uuLl −+=  

2.4.2 梁元素的應變 

將 (2.4.2)及 (2.4.3)式代入 (2.4.1)式在小變形的假設下，利用近似式

21/22

2
11)(1 θθ −≈− ，可以將位置向量r重新寫成如下 

})
2
11(,{ 2

p vyyx +−−= θθr                            (2.4.8) 

本文中的應變採用工程應變。為了推導上的方便，本文中先推導出 Green 

strain ijε ，再由 Green strain求得與其對應之工程應變。Euler 梁的 Green 

strain 非為零的應變只有 11ε ，可表示成 

)1(
2
1

1111 −= ggtε                                     (2.4.9) 

其中 
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x∂
∂

=
rg1                                            (2.4.10) 

將(2.4.8)式代入(2.4.10)式，可得 1g 11g的分量 和 12g 如下 

xx yvg ,
2
,011 2

11 θε −−+=  

xx yvg ,,12 θθ−=                                      (2.4.11) 

(2.4.11)式中θ對 x的一次微分，可以表示成 

xxxxxxx vvv ,
0

,
0

,,02
0

, 1
1

1
1

)1(
1

εε
ε

ε
θ

+
≈

+
+

+
−≈

             (2.4.12) 

將 θ(2.4.2)式中 及(2.4.12)式中 x,θ 分別代入(2.4.11)式，可以將 11g 和 12g 重新

寫成如下 

)1(2
11

0

,2
,011 ε

ε
+

−−+= xx
x

v
yvg  

2
0

,,
,12 )1( ε+
−= xxx

x
vv

yvg                                (2.4.13) 

將

)1(
)1(

1
0

0
ε

ε
−≈

+

(2.4.13)式代入(2.4.9)式，在小變形的假設下，利用近似式 

，且保留變形參數及其微分到二次項，可將應變 11ε  

表示如下 

2
,

2
,

2
0011 2

1
2
1

xxxx vyyv +−+= εεε                       (2.4.14) 

Green strain 11ε 與工程應變 11e 間的關係如下 

1)21( 2/1
1111 −+= εe                                (2.4.15) 

當應變很小時(2.4.15)式可以用下列近似值代替 
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2
111111 2

1 εε −=e                                   (2.4.16) 

由(2.4.14)式及(2.4.16)式，且保留變形參數及其微分到二次項，可得工程應

變 11e 如下 

xxyve ,0011 )1( εε −−=                             (2.4.17) 

本文中假設梁元素變形後的形心軸的側向位移 )(xv 為 x的三次 Hermitian 多

項式。因此(2.4.7)式之 xv, 可表示成 

b
t
b

t vvvvNNNNxv uN=′′= },,,{},,,{)( 22114321         (2.4.18) 

)2()1(
4
1 2

1 ξξ +−=N ，  )1)(1(
8

2
2 ξξ −−=

LN ， 

)2()1(
4
1 2

3 ξξ −+=N ，  )1)(1(
8

2
4 ξξ ++−=

LN          (2.4.19) 

L
x21+−=ξ                                         (2.4.20) 

 

其中 )2,1( =jv j 是v在節點 j 的節點值， jv′則是
x
vv
∂
∂

=′ 在節點 )2,1( =jj 之節

點值， )41( −=iNi 代表形狀函數(shape function)。 

 

2.4.3 梁元素之應變變分和位置向量變分及速度和加速度 

因本文用虛功原理及 d’Alembert 原理推導節點內力，所以需要應變的

變分，位置向量的變分及速度和加速度。其推導如下： 

將(2.4.17)式變分可以得到 

xxxx vyyve ,00,011 )1( δεδεδεδ −−+=                        (2.4.21) 

將(2.4.7)式變分可以得到 0δε 表示如下 
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b
t
ba

t
a GuGu δδδε +=0                                    

其中 

(2.4.22) 

=au },{ 21 uu  

bu },,,{ 2211 vvvv ′′=  

}1,1{1
−=

LaG  

        dxv
L

GGGG xbbbbbb ∫ ′== ,4321
1},,,{ NG             

將(2.4.18)式對

(2.4.23) 

x的一次微分及二次微分，可分別表示如下 

b
t

bxv uN′=,  

b
t

bxxv uN ′′=,                                      

將(2.4.18)及(2.4.24)式變分可以得到 

(2.4.24) 

 

b
t
bv Nuδδ =  

b
t
bxv Nu ′= δδ ,   

         b
t
bxxv Nu ′′= δδ ,                                  

將(2.4.22)、(2.4.24)及(2.4.25)代入(2.4.21)式，可以將

(2.4.25) 

11eδ 重新寫成如下 

])1([)1( 0,11 yyve bb
t
bxxa

t
a εδδδ −′′−++= NGuGu

 

             (2.4.26) 

由 r(2.4. 8)式可得位置向量 的變分如下 

 

},{},{ 21 vyxyrr p δθ δ θδδ θδδδ +−+−==r                (2.4.27) 
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將

          

(2.4.6)式變分後再將(2.4.22)式代入，可以得到 

         dxvvLx x
x

xb
t

a
t
ap ,0 ,b2

1
∫−

+
+= δδξδδ GuNu                   (2.4.28) 

 

}
2

1,
2

1{ ξξ +−
=aN                                         (2.4.29) 

其中 au 、 bu 、 bG 和ξ已在(2.4.20)及(2.4.23)式中定義。 

將(2.4.2)變分可以得到 

xx vvv ,0,0x,0 )1(])1[(cos δεδεεδδθθδθ −+−=−=≈            (2.4.30) 

 

將(2.4.28)、(2.4.29)及(2.4.30)式代入(2.4.27)式，位置向量的變分 rδ 可以寫

成 

xxx
x

xb
t
ba

t
a vyyvdxvvLr ,00,,0 ,1 )1(

2
1 δεδεδδξδδ −−+−
+

+= ∫GuNu  

xxx vvyvyvr ,,
2

00
2
,02 )1()1( δεδεεδδ −−−+=                        (2.4.31) 

 

因為梁元素為小變形，所以 xv, 在元素較多時都將趨近於零，故在計算

慣性力時，上式中畫底線的項可以忽略。將(2.4.25)式代入(2.4.30)式並忽略

加底線的項可得 

xa
t
a vyr ,01 )1( δεδδ −−= Nu  

b
t
br Nuδδ =2                                      (2.4.32) 
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梁的絕對速度表示成 

rvv +== 021 },{ vv                              (2.4.33) 

其中 0v 為元素座標原點o的絕對速度，r為Q點對元素座標的相對速度，由

元素座標的定義， 0v 可表示成 

}cos,{sin eeby θθ=v                             (2.4.34) 

其中 bb y
d
dy = 為基座的絕對速度，由(2.4.8)對時間微分可得r  

},{ 21 rr  =r 2211 ee rr  +=                            (2.4.35) 

θ yxr p −=1  

θθ  yvr −=2  

本文 )(
.

表示對 )( 時間的微分。 

 

梁的加速度可由(2.4.33)及(2.4.35)式對時間微分一次求得 

raa +== 0},{ yx aa                             (2.4.36) 

}cos,{sin0 eeby θθ=a  

},{ 21 rr  =r 2211 ee rr  +=                           (2.4.37) 

θ yxr p −=1  

θθθ  yyvr −−= 2
2  

其中 0a 為元素座標原點o 的絕對加速度，r 為Q 點對元素座標的相對加速

度。 

將(2.4.6)式分別對時間做微分一次及微分二次，可以得到 

dxvvxux x
x

xp ,0 ,01  ∫−+= ε                         (2.4.38) 
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dxvvvxux xx
x

xp )( ,,0
2
,01  +−+= ∫ε  

將(2.4.2)式 ,xx vv )-1(
1

1sin 0,
0

ε
ε

θθ ≈
+

=≈  分別對時間做微分一次及微分 

二次，可以得到 

xx vv ,0,0 )1( εεθ  −−=                                  (2.4.39) 

        xxx vvv ,0,0,0 2)1( εεεθ  −−−=  

將(2.4.7)式對時間做微分一次，可以得到 

dxvv
L x

L
xa

t
a ,0 ,0

1
 ∫+= uGε                              (2.4.40) 

將(2.4.2)、(2.4.38)、(2.4.39)及(2.4.40)式代入(2.4.37)式，我們可以將(2.4.37)

式改寫成 

dxvvvdxvr x
xxx

L
xa

t
a ∫∫ +−

+
+=

0 ,,
2
,0

2
,1 )(

2
1


ξuN  

])11(2)1[( ,0,,0 ,,0 xxx
L

xa
t
ax vvdxvv

LL
vy εε  −+−−− ∫uG           (2.4.41) 

2
,0,02 ])1[( xx vvyvr εε  −−−=  

]2)1[()1( ,0,0,0,0 xxxx vvvvy εεεε  −−−−−  

將上式中含有v或 xv, 等位移量之加底線項忽略，(2.4.41)重新寫成 

]2)1[(
2

1
,,00

2
,0

2
,1 xa

t
ax

x
x

L
xa

t
a v

L
vydxvdxvr  uGuN −−−−

+
+= ∫∫ εξ     (2.4.42) 

2
,02 ])1[( xvyvr  ε−−=  

 

2.5 梁元素的節點內力 

本文利用虛功原理及 d’Alembert 原理在座標上求對應於元素節點參數
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的元素節點內力。若給端點 j ( j = 1, 2 )一個虛位移 juδ 、 jvδ 和 jδφ ，則由虛

功原理可知，對應於該端點的虛位移、外力所作的虛功 extWδ 等於內力所作

的虛功 intWδ 即 

intext WW δδ =                                   (2.5.1) 

在本推導中將 extWδ 視為元素的節點內力 f 對節點虛位移 qδ 所做的

功，可表示成 

        b
t
ba

t
aext fufufq φδδδδ +== tW                      (2.5.2) 

其中 

},,,,,{ 222111 δφδδδφδδδ vuvu=q                      (2.5.3) 

},{ 21 uua δδδ =u                                  (2.5.4) 

},,,{ 2211 δφδδφδδ φ vvb =u                           (2.5.5) 

},,,,,{ 2221212111 mffmff=f                        (2.5.6) 

I
a

d
aa ff fff +== },{ 1211                            (2.5.7) 

I
b

d
bb mfmf fff +== },,,{ 222121                      (2.5.8) 

其中 auδ 為軸方向的虛位移， φδ bu 為側向的虛位移， af 、 bf 為對應於 auδ 、

φδ bu 的節點力， jφ  (j =1,2)為節點 j 的轉角， ijf  ( i =1,2,j =1,2)為節點 j 在 ix

方向的節點力， jm  (j =1,2)為節點 j 的力矩， d
af 及 d

bf 為與變形有關的節點

內力， I
af 及 I

bf 為與慣性力有關的節點內力。 

內力所作的虛功為虛應變所造成的虛功，本文將慣性力(質量與負的絕
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對加速度之乘積)中的相對加速度r 所做的虛功併入內力所作的虛功，而基

座的絕對加速度所做的虛功當作等效外力所做的虛功，故內力所作的虛功

可以表示成： 

 θθ
θθ δδδδ b

t
ba

t
a

t fufufq +==intW dVdVeEe V
t

V rr δρδ ∫∫ += 1111        (2.5.9) 

其中 

},,,,,{ 222111 vvuvvu ′′= δδδδδδδ θq                      (2.5.10) 

},{ 21 uua δδδ =u                                  (2.5.11) 

},,,{ 2211 vvvvb ′′= δδδδδu                            (2.5.12) 

},,,,,{ 2221212111
θθθθθθ

θ mffmff=f                       (2.5.13) 

θθθθθ I
a

D
aa ff fff +== },{ 1211                          (2.5.14) 

θθθθθθθ I
b

D
bb mfmf fff +== },,,{ 222121                   (2.5.15) 

其中 θδq 為對應於元素虛應變 11eδ 和虛位移 rδ 的節點虛位移， θf 為對應於

θδq 的等效節點力， θ
jm  (j =1,2)為對應於虛位移 jv′δ (j =1,2)的廣義力矩。E為

楊氏係數，ρ為梁的密度，V 為梁在未變形前的體積，r 為(2.4.36)式之相對

加速度。(2.5.9)式中，右式的第一項為應力所作的虛功，第二項為相對慣性

力 rρ 所作的虛功。 

由(2.4.23)、(2.4.30)式可得 

qTq δδ θφθ =                                  (2.5.16) 
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++−

++−
=

42032
2

2212
2

4131
1

21011
1

1
010000
001000

1
000010
000001

bbbb

bbbb

GG
L

GG
L

GG
L

GG
L

θεθθθθθ

θθθθεθθ

θφT     (2.5.17) 

其中
01 ε

θ
+

′
= j

j
v

 ( j = 1, 2 )。 

由反梯度法則 (Contragradient Law) [12]及(2.5.16)式可得 

        θθφfTf t=                                     (2.5.18) 

 

將(2.4.17)式之 11e 及(2.4.26)式之 11eδ 代入(2.5.9)式右邊的第一項，並保

留變形參數到二次項，可以得到應力所做的虛功 

 

dVeEeV 1111δ∫  

axx
t
a dxvEIEAL Gu ])1([ 2

,00 ∫−−= εεδ  

     ])1([ ,
2

0,0 dxvEIdxvEA xxxb
t
b ∫∫ ′′−+′+ bNNu εεδ             (2.5.19) 

其中 

dAyI ∫= 2                                        (2.5.20) 

 

上式中 A為梁的斷面積， ( )dx∫ 中的積分範圍是從 0 到L。 
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將(2.4.42)式及(2.4.32)式之 rδ 代入(2.5.9)式右邊的第二項，並保留變形參數

對時間的微分到二次項，可以得到相對慣性力所做的虛功 

 

dVt rr δρ∫
2

1
  

dVrrrr ])()[( 2211  δδ += ∫  

})
2

1({
0

2
,0

2
, dxdxvdxvAdxA x

x
L

xaa
t
aa

t
a ∫∫∫∫ −

+
+= 

ξρρδ NuNNu  

  })1(2)1({ ,0,
2

0 dxvIdxvIdxvA xba
t
axbb

t
b  ∫∫∫ ′−−′−++ NuGNNu ερερρδ     

                                                                   (2.5.21) 

 

將(2.5.21)及(2.5.19)式代入(2.5.9)式後可求得對應於 auδ 和 buδ 的節點

力向量為 

 

θθθ I
a

d
aa fff +=                                                       (2.5.23) 

axx
d
a dxvEIEAL Gf ])1([ 2

,00 ∫−−= εεθ                              (2.5.24) 

dxdxvdxvAdxA x
x

L
xaa

t
aa

I
a )

2
1(

0
2
,0

2
, ∫∫∫∫ −

+
+= 

ξρρθ NuNNf           (2.5.25) 

θθθ I
b

d
bb fff +=                                                      (2.5.26) 

dxvEIdxvf xxbxb
d
b ,

2
0,12 )1( ∫∫ ′′−+′= NNf εθθ                        (2.5.27) 

dxvIdxvIdxvA xba
t
axbb

I
b ,, 2  ∫∫∫ ′−′+= NuGNNf ρρρθ                (2.5.28) 

   

由(2.5.18)式及(2.5.23)–(2.5.28)式並忽略慣性力中節點參數與其對時間微
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分的耦合項，可得 

a
d
a AEL Gf 0ε=                                               (2.5.29) 

θI
a

I
a ff =                                                      (2.5.30) 

dxvEIdxvEA xxbxb
d
b ,0,0 )1( ∫∫ ′′−+′= NNf εε                      (2.5.31) 

θI
b

I
b ff =                                                      (2.5.32) 

 

2.6 元素的剛度矩陣 

    因為在數值計算時，對於系統運動方程式的平衡迭代過程中需要先求

得梁元素切線剛度矩陣和質量矩陣。依元素切線剛度矩陣的定義可知，對

應於 qδ 元素剛度矩陣k 可以表示成                                

 

q
f

k
∂

∂
=

d

                                        (2.6.1) 

其中k 為對應於 qδ 元素剛度矩陣可以由下列之子矩陣 ijk (i = a, b, j = a, b)組

合而成 

 

=
∂
∂

=
a

d
a

aa u
fk t

aaL
EA GG t

aaxxdxv
L
EI GG∫− 2

,2             (2.6.2) 

0
u
fk =
∂
∂

=
b

d
a

ab                                    (2.6.3) 

0
u
fk =
∂
∂

=
a

d
b

ba                                    (2.6.4) 
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=
∂
∂

=
b

d
b

bb u
fk ∫ ′′′′− dxEI t

bbNN2
0)1( ε                    (2.6.5) 

 

 

2.7 元素的質量矩陣 

    元素的質量矩陣m可表示成 

q
fm
∂

∂
=

I
                                      (2.7.1) 

其中 If 可以由(2.5.30)、(2.5.32)式中的 I
af 、

I
bf 組成，q 是元素的節點加速度，

可以表示成  

},,,,,{ 222111 θθ  vuvu=q                                (2.7.2) 

m為一對稱矩陣，利用直接勁度法[12]，可由下列的次矩陣組合而成 

j

I
i

ij u
fm
∂

∂
= , baji ,, =                                  (2.7.3) 

其中    },{ 21 uua  =u  

},,,{ 2211 θθ  vvb =u      

由(2.7.3)、(2.5.30)式和(2.5.32)式矩陣 ijm 表示如下  

aam dxA t
aa

a

I
a ∫=

∂
∂

= NN
u
f ρ


                            (2.7.4) 

0
u
fm =
∂
∂

=
b

I
a

ab 
                                     (2.7.5) 

0
u
fm =

∂
∂

=
a

I
b

ba 
                                     (2.7.6) 



22 

bbm dxIdxA t
bb

t
bb

b

I
b ∫∫ ′′+=

∂
∂

= NNNN
u
f ρρ
 RT mm +=       (2.7.7) 

 

2.8 元素的阻尼力與阻尼矩陣 

本文中假設元素的阻尼力 vf 可以表示成 

qcf =v                                         (2.8.1) 

kmc 21 aa +=                                    (2.8.2) 

其中c稱為阻尼矩陣，q為元素的節點速度， 1a 、 2a 為常數，m為梁元素的

質量矩陣，k 為梁元素的線性剛度矩陣，本文中梁元素的是m由(2.7.4)和 

(2.7.7) 式的 aam 及 bbm 組合而成[17]。 

 

2.9 基座振動所造成的等效外力 

  當基座以 )(tyb 進行上下振動時，梁元素之絕對加速度如(2.4.36)式所示，

梁元素所受的慣性力為 )( 0 ra +− ρ ，本研究已在 2.5 節中將 rρ− 所做的虛功

併入內力所做的虛功，本節中將 0aρ− 所做的虛功式為等效節點外力所做的

虛功，並推導如下: 

 

e
b

t
b

e
a

t
a

e
eff

t
extW PuPuPq δδδδ +==                            (2.9.1) 

其中 auδ 、 buδ 已在(2.4.23)式定義， e
aP 、 e

bP 為對應於 auδ 、 buδ 之等效節點

外力。 

 

將(2.4.36)式之 0a 及(2.4.27)式代入(2.9.1)式可得 
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∫∫∫ +=− dxyAdxyAdV b
t
beba

t
aebV

t NuNuar δθρδθρρδ cossin0         (2.9.2) 

 

由(2.9.1)、(2.9.2)式可求得對應於 auδ 、 buδ 之等效節點外力向量。 

∫−= dxyA t
aeb

e
a NP θρ sin                                 (2.9.3) 

∫−= dxyA t
beb

e
b NP θρ cos                                 (2.9.4) 

 

由(2.9.3)、(2.9.4)式可得由基座振動所造成的等效外力 e
effP  

}cos
12

cos
2

sin
2

cos
12

cos
2

sin
2

{
22

eeeeeeb
e
eff

LLLLLLyA θθθθθθρ −= P  

                                                           (2.9.5) 

    本文僅考慮 )sin()( 0 tyty bb ω= ，則(2.9.5)式可改寫如下: 

 

}cos
12

cos
2

sin
2

cos
12

cos
2

sin
2

){sin(
22

eeeeeebeff
e
eff

LLLLLLtp θθθθθθω −=P

                                                                     (2.9.6) 

其中 0
2 yAp beff ωρ= ，由(2.3.1)式可將 e

effP 轉換至 global coordinate system 

 

}cos
122

0cos
122

0){sin(
22

eebeff
G
eff

LLLLtp θθω −=P                 (2.9.7) 

 

2.10 系統的平衡方程式與運動方程式 

    系統的運動方程式可表示成 
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        0),( =−−= PPQQFΨ f
G
effdd λλ                       (2.10.1) 

 

其中Ψ為系統的不平衡力，F為系統節點內力， dQ 為參考位移負荷向量，

G
effP 為等效外力向量，P 為參考力負荷向量， fλ 為力負荷參數， dλ 為位移

負荷參數， Q為在時間為 t 時系統的節點位移，其中F由系統慣性力 IF 、

系統變形力 DF 、系統阻尼力 VF 組成。 IF 、 DF 及 VF 可由(2.5.29–2.5.32)、

(2.8.1)式中的元素節點慣性力力 If 、元素節點變形力 df 、元素阻尼力 vf 從元

素座標轉換到總體座標後組合而成。 

 

  在靜態分析時，剛性基座為靜止的，即 0P =G
eff ，故(2.10.1)可改寫如下 

0PQQFΨ =−= fdd λλ ),(                              (2.10.2) 

(2.10.2)為本研究中靜態分析的非線性平衡方程式。 

 

在動態分析時，本研究考慮如圖三(d)所示之挫曲梁僅受到基底振動所造成

的等效外力，故 0=P ，則(2.10.1)可改寫如下 

0PQQFΨ =−= G
effddλ ),(                              (2.10.3) 

(2.10.3)為本研究中動態分析的運動方程式。 
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第三章 數值計算方法與程序 

 

    本文解非線性平衡方程式(2.10.2)式的數值計算方法是基於牛頓-

拉福森(Newton-Raphson)法配合弧長控制(arc length control)法的增量迭代

法。本文中以系統切線剛度的行列式值為零當作挫屈的準則，為了求得挫

屈負荷，本文採用二分法[36]，決定增量位移的長度，以求得系統切線剛度

矩陣之行列式值為零的平衡位置。為了求得次要平衡路徑，本文中在平衡

路徑的第一個挫屈負荷分歧點加入一個與第一挫屈模態向量方向一致的擾

動位移[34]。而本文解非線性平衡方程式(2.10.3)式的數值計算方法是基於牛

頓-拉福森法配合 Newmark 直接積分法的增量迭代法[10]。 

 

 

3.1 增量迭代法 

若第 I 個增量的平衡位置為已知，則在此位置的系統切線剛度矩陣 TK

可以求得，且第 I +1個增量的初始增量位移向量 Q∆ ，可利用尤拉預測值

(Euler predictor)求得 

 
 ,TQQ λ∆=∆  (3.1.1) 

 
其中 λ∆ 為初始增量負荷參數， refTT PKQ 1−= 為參考負荷向量 refP 的切線

解。 λ∆ 可利用下式求出 

 
 ,)(

2/1
T

t
T QQ∆±=∆λ  (3.1.2) 

 
其中正負符號之決定方法如下：若第 I 與 I -1個增量收斂時，系統切線剛度

矩陣之行列式值同號，則 λ∆ 的正負符號和第 I 個增量時相同；若異號則符

號相反。 ∆ 表第 I +1個增量的增量弧長，其值可以如下決定 
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 ,)( 2/1

IID JJ  ∆=∆  (3.1.3) 

 
其中 DJ 為給定的期望迭代次數， IJ 為第 I 個增量，迭代至平衡所使用的迭

代次數， I∆ 為第 I 個增量的增量弧長。 

本文中第一個增量的增量弧長 1∆ 是由下式決定 

 

 
crI

R

max

0max
1

R
=∆  (3.1.4) 

 
上式中 maxR 為給定的參考自由度之最大位移量， 0R 為參考負荷向量 refP

作用下的系統線性解 0R 的 Euclidean norm， maxI 為給定之最大增量次數，

cr 為 0R 在參考自由度的分量的絕對值。 

在平衡迭代時增量位移向量 Q∆ 及增量負荷 λ∆ 已知，由 Q∆ 可求得梁

結構新的變形位置。再利用2.5與2.6節的方法，求得元素座標上的節點內力

及剛度矩陣。而對應此位置的負荷參數為 λλλ ∆+= I ，其中 Iλ 為第 I 個增

量達平衡時的負荷參數， λ∆ 即增量負荷參數。當系統內力及外力求得後，

不平衡力量ψ向量可由(2.10.2)式求得。若不能滿足收斂準，則利用定弧長

控制法，求得一位移修正量 Qδ 與負荷參數修正量δλ，並加入前一次迭代的

Q∆ 與 λ∆ 中，而得一新的增量位移向量與增量負荷參數，再進行下一次的

迭代。 Qδ 與δλ可由下列二式決定 

 
 )(1 PψKQ δλδ +−= −

T  (3.1.5) 

 
 )()(2 QQQQ δδ +∆+∆=∆ t  (3.1.6) 

 
以上之迭代計算過程一直重覆至滿足收斂準則為止。本文採用的收斂

準則為 
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s
tol

r
e

N
<

P
ψ

 

其中 rP 為端點反力， s
tole 為給定的容許誤差值，4.1、4.2、4.3、4.5節中

710−=s
tole ，4.4節中 510−=s

tole 。 

 

3.2 二分法 

      利用3.1節的增量迭代法可以求得靜態分析時結構之主要平衡路徑。

在每個增量的迭代收斂時，可以得到該增量在其平衡位置的負荷參數λ及結

構切線剛度矩陣的行列式值 )(λD 。令 Iλ 及 )( ID λ 分別表示第 I 個增量在其

平衡位置的λ及 )(λD 之值。 1+Iλ 及 )( 1+ID λ 分別表示第 I +1的增量在其平衡

位置的λ及 )(λD 之值。 1+∆ I 表示第 I +1個增量的增量位移向量之弧長。若

)( ID λ 大於零且 )( 1+ID λ 小於零則可利用以下二分法求得挫屈負荷參數

NBλ ： 
(1) 令 0=L∆ , 1+∆=∆ IR  , IL λλ = , 1+= IR λλ ，其中下標L及R表示左界

及右界。 

(2) 取
21

RL
I




∆+∆
=∆ + ，重作第 I +1個增量迭代，並求得新的 1+Iλ 及

 )( 1+ID λ 。 

(3) 若 )( 1+ID λ 大於零，則令 1+= IL λλ , 1+∆=∆ IL   

 若 )( 1+ID λ 小於零，則令 1+= IR λλ , 1+∆=∆ IR   

(4) 若滿足下式挫屈誤差準則 

 

   λλ
λλ

e
I

LR <
−

+1
           (3.2.1) 

 
其中 λe 為給定的容許誤差值，則 1+Iλ 即為系統挫屈負荷，否則回到步驟(2)，
重新展開下一次二分法迭代，本文中取 1010−=λe 。 
 

 

3.3 Newmark 直接積分法 
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    Newmark 直接積分法乃假設在時間 nt 時，滿足動平衡方程式(2.10.3)的

平衡位置、速度 nU 和加速度 nU 為已知，則在 ttt nn ∆+=+1 時刻之平衡位置、

速度 1+nU 和加速度 1+nU 可由下述迭代過程得到。 

1. 令在 1+nt 時刻的初始增量位移猜測值 0U =∆  

 

        nnn tt
UUUU  )1

2
1(11

2
0

1 −−
∆

−∆
∆

=+ βββ
                  (3.3.1) 

        ])1[( 1
0

1 ++ +−∆+= nnnn t UUUU  γγ                       (3.3.2) 

 其中
4
1

=β 、
2
1

=γ 。 

2. 令 0
11 ++ = nn UU  ， 0

11 ++ = nn UU   

3. 由 U∆ (或 Uδ )及上次迭代後的變形位置得到此次迭代後的變形位置，再

算出系統的節點變形力 D
n 1+F 。由 1+nU 、 1+nU 及最新的變形位置算出系統

的節點慣性力 I
n 1+F 及阻尼力 V

n 1+F 。由在 1+nt 時刻的外力 1)( +n
G
effP 、 D

n 1+F 、

I
n 1+F 、 V

n 1+F 及系統動平衡方程式(2.10.3)算出系統不平衡力 

 

11111 )( +++++ −++= n
G
eff

V
n

D
n

I
nn PFFFΨ                   (3.3.3) 

 

4. 檢查 1+nΨ 是否滿足收斂準則，若滿足則迭代停止，本文採用的收斂準

則為 

     d
tol

beff

n e
NttLp

<
+

+

))sin((
1

∆ω
Ψ

 

d
tole 為給定的容許誤差，等效外力 410−>effp 時， 510−=d

tole ，等效外力

410−<effp 時， 410−=d
tole 。 

5. 若不滿足，則由 
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1
1]ˆ[ +
−−= nΨKUδ                                  (3.3.4) 

 

   得一增量位移修正量 Uδ ，其中 

 

][][][1]ˆ[ 2 KCMK +
∆

+
∆

=
tt β

γ
β

                     (3.3.5) 

 

   為系統有效剛度矩陣(effective stiffness matrix) ， ][M 、 ][K  

   表系統之質量與剛度矩陣。 ][C 為阻尼矩陣，本文中採用[34] 

 

][][] 21 KM[C aa +=                              (3.3.6) 

 

   其中 1a 、 2a 為常數，本文取 501 =a 、 02 =a  

6. 令 

UUU δ
β 21

0
1

1
tnn

∆
+= ++

                            (3.3.7) 

UUU δ
β
γ

tnn ∆
+= ++ 1

0
1

                             (3.3.8) 

 

7. 回到 2. 

 

    若上述迭代程序經過一預先設定的迭代次數還不收斂時，則將時間增

量 t∆ 減半，令
21
ttt nn

∆
+=+ ，然後再重複上述迭代程序。但在下一時刻，則

將時間增量改為
2
tt ∆

+∆ 。 
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第四章 數值例題與結果 

    在本章中，將以第二章之梁元素以及第三章所提的數值方法與程序，

分析如圖三(a)之所示之水平直梁在不同的邊界條件下，受不同位移負荷及

力負荷的靜態及動態之幾何非線性行為。在本章中所考慮的梁之材料常數

與幾何常數，除非文中另有說明外，皆採用文獻[5]中的數據，其值如下:

密度 3/2320 mkg=ρ 、楊氏係數 GPaE 150= 、斷面寬度 mb 6108 −×= 、斷面

厚度 mh 61048.0 −×= 、長度 mL 610550 −×= 、斷面面積 2121084.3 mA −×= 、

斷面慣性矩 426103728.7 mI −×= ，細長比 3.3969
2
==

I
ALη 。本章中的例題除另

有說明外，均不考慮阻尼，初始速度及初始加速度均為零。本章中的例題

除另有說明外，梁均分成 40的等長度的元素。 

 

4.1 梁挫屈後的側向位移與軸向變形 

本章中先將圖三(a)之所示之梁的 A、B 兩端固定，再給 B 端一個軸向

位移負荷∆，當∆超過挫屈臨界值
AL

I
cr

24π∆ = [16]後，此梁便會產生如圖三

(b)所示之側向挫屈，本章中稱梁在圖三(b)的狀態為初始狀態的挫屈梁，在

不會引起混淆的情況下，簡稱為挫屈梁， 0δ 為挫屈梁中點 C 的側向位移。

本例題將探討挫屈梁的側向位移 0δ 與軸向變形∆的關係，並與文獻[28]的解

析解比較。本例題考慮了兩種分別具有不同材料及幾何性質的梁：(a)即本

章中一開始提到的梁，(b) [28]: 211 /1021 mNE ×= 、 mb 210905.1 −×= 、
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mh 41081.3 −×= 、 mL 64.0= 、
261025.7 mA −×= 、

4141078.8 mI −×= ，細長比

5819.0
2
==

I
ALη 。圖六為本文分析的結果與解析解[28]，解析解[28]可以表

示成 1
3

20 −= ζ
δ
h

，
cr∆
∆ζ = ，解析解[28]為根據以下的假設求得的:(1)梁

沒有軸向變形，(2)挫屈梁的側向位移為其挫屈模態 )2cos1(
2

)( 0
L

xxv πδ
−= 。

從圖六中可以看出當 1000 <
h
δ

時(a)、(b)與解析解都幾乎重合，當 1000 >
h
δ

時

(b)比(a)接近解析解，這應是(b)比(a)的細長比大，與解析解的假設較接近。

為了與文獻[5]的結果做比較，本章在以後的小節中除另有說明外，皆取

m6
0 1097 −×=δ  ( 0833.202/0 =hδ ) ， m61045.44 −×=∆ ，

mcr
9103781.1 −×=∆ ， 410225.3 ×==

cr∆
∆ζ 。 

 

4.2 挫屈梁受端點轉角作用的靜態分析 

    本節在如圖三(b)所示之挫屈梁兩端 A、B 各施加一個旋轉角 Aθ 、 Bθ ，

使其成為如圖三(c)所示之結構，本例題僅考慮 BA θθ = 的情況。圖七到圖九

及表一為本文分析的結果，其中 cv 為梁中點 C 的位移， cv 是從圖三(c)中

mµδ 970 = 的平衡位置算起， BF 及 BM 為 B 點的反力及力矩，其方向如圖三

(c)所示。圖七到圖九中的 a 點為 0=BM 的點，該點對應的 572.0=Bθ rad、

6106563.0/ −×=EAFB 、 0=cv ，此時該梁兩端的受力狀態相當於一個如圖

十所示 C 點的側向位移 mµδ 970 = 之挫屈簡支梁，b 點為 0=BF 的點，該點
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對 應 的 radB 7047.0=θ 、 408.1/ −=EILM B 、 3246.8/ −=hvc 、

7587.193/)( 0 =+ hvcδ ，此時該梁的受力狀態相當於簡支梁受到純彎矩(pure 

bending)作用，由材料力學[16]很容易得知簡支梁受到純彎矩作用時將形成

一個曲率半徑 BB LMEIR θ2// == 的圓弧，將上述的值代入相當吻合，再由

簡單的三角函數可求得該圓弧中點的高度 84.193/)( 0 =+ hvcδ ，該值與本文

分析的結果相當接近。 

    本節另外考慮了如圖十所示之簡支梁，該簡支梁受到一軸向位移負荷

∆，並產生側向挫屈，令 0δ 表示梁中心點 C 的側向位移。圖十一到圖十三

為本文分析的結果，從圖十二、十三中可以看出當挫屈高度 mµδ 970 =  

( 833.202/0 =hδ ) 時 ， 兩 端 的 轉 角 rad573.0=θ ， 端 點 B 的 反 力

6106529.0/ −×=EAFB ，此結果與前述挫屈梁受端點轉角作用， 0=BM 的時

候結果非常接近，由以上的比較，可以說明本文所提的數學模型、數值方

法程式應是正確的。 

    為了方便稱呼，本文中將稱呼受端點轉角作用後的挫屈梁為具端點轉

角的挫屈梁，在不會引起混淆的情況下，仍簡稱為挫屈梁。本章中將在以

後的小節中探討具端點轉角的挫屈梁之自然振動、受不同負荷的非線性行

為及受基座振動的動態反應。 

 

4.3 具端點轉角之挫屈梁的自然頻率 

    本節中將探討 B 點轉角 Bθ 對挫屈梁自然頻率的影響，本文採用次空間
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法求結構的自然頻率及對應的模態，表二為不同 Bθ 之挫屈梁的前五個自然

頻率，從表二中可以發現 0=Bθ 時本研究的結果與文獻[5]的實驗及理論分

析的結果相當接近，從表二中亦可發現當 radB 6.00 ≤≤ θ 時，挫屈梁的自然頻

率隨著 Bθ 增加而增加，當 radB 6.0>θ ，有些自然頻率隨著 Bθ 增加而稍微下

降。圖十四及圖十五分別為 0=Bθ 、 radB 7.0=θ 時，前五個自然頻率所對應

的振動模態。由圖十四、十五可以發現不同 Bθ 之挫屈梁的第一個振動頻率

對應的側向位移之振動模態是反對稱的，第二個振動頻率對應的側向位移

之振動模態是對稱的。 

 

4.4 具端點轉角之挫屈梁受側向負荷的靜態分析 

    本節中首先考慮如圖三(d)所示的具端點轉角之挫屈梁受到一如圖十六

所示之集中載重 cP 作用，其中 cv 為 C 點的側向位移， cv 是從圖三(d)未加 cP

時的平衡位置開始算起。圖十七為具不同 Bθ 之挫屈梁受集中負荷時，其主

要平衡路徑的負荷-位移圖，圖中標示 B 或 iB 的點為該曲線上的分歧點

(bifurcation point)，標示L的點為該曲線的極限點(limit point)。由圖十七中

可以發現除了 0=Bθ 的主要平衡路徑具有三個分歧點外，所有的主要平衡路

徑均只有一個分歧點，表三為圖十七中各曲線之第一個分歧點與極限點的

座標值，表三中 1b
crv 、 1b

crP 、 L
crv 、 L

crP 的定義如下: 

h
vv

b
crb

cr

1
1 = ， 

EI
LPP

b
crb

cr

21
1 = ， 

h
vv

L
crL

cr = ， 
EI

LPP
L

crL
cr

2
=  
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其中 1b
crv 與 1b

crP 為第一個分歧點 cv 與 cP 的值，而 0=Bθ 第二個分歧點的座標值

為 19.1592 =b
crP 、 09.702 =b

crv ，第三個分歧點的座標值為 1603 =b
crP 、

24.863 =b
crv ， L

crv 與 L
crP 為極限點 cv 與 cP 的值，由表三及圖十七可以發現 L

crP 時

隨著 Bθ 的增加而大幅減少，但 1b
crP 隨著 Bθ 的增加而慢慢增加再減少， 1b

crP 與

L
crP 隨著 Bθ 的增加而慢慢接近，在 <Bθ 7.0 rad 時，主要平衡路徑上分歧點

會比極限點先出現，當 radB 7.0=θ 時，極限點則會比分歧點先出現，圖十

七中可以發現 radB 3.0≤θ 時，第一個分歧點前，各主要平衡路徑幾乎重合。

圖十八、十九為負荷 cP -反力 BF 圖，圖二十及圖二十一分別為 0=Bθ 和

radB 3.0=θ 之挫屈梁的次要平衡路徑及對應的無因次側向位移的分佈圖。 

    本節接著考慮如圖三(d)所示的挫屈梁受到一如圖二十二所示之分佈載

重λ，圖二十三為其主要平衡路徑的負荷-位移圖，表四為圖二十三中各曲

線之第一個分歧點與極限點的座標值，其中 cv 、 b
crv 、 L

crv 的定義與受集中載

重時的定義相同，而 b
crλ 、

L
crλ 定義如下: 

EI
Lb

crb
cr

3
1 λλ = ， 

EI
LL

crL
cr

3λλ =  

b
crλ 為分歧點的負荷參數λ的值， L

crλ 為極限點的負荷參數λ的值。 

由圖二十三可發現，受到均佈負荷時，所有 Bθ 的主平衡路徑僅只有一個分

歧點，由圖二十三及表四可發現，當 radB 6.0<θ 時， b
crλ 及 L

crλ 都會隨著 Bθ

增加而增加，在 radB 6.0>θ 後， b
crλ 仍隨著 Bθ 增加而緩慢增加再減少，但是

L
crλ 則會隨著 Bθ 增加而大幅減少。圖二十四、二十五為負荷λ -反力 BF 圖，
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圖二十六及圖二十七為 0=Bθ 及 radB 3.0=θ 的次要平衡路徑及對應的無因

次側向位移的分佈圖。 

 

    本節中接著考慮如圖三(d)所示之具端點轉角的挫屈梁受到如圖二十八

所示之集中力及力矩負荷，本例題之負荷施加的次序如下：先施加一個固

定大小的集中力 0PPc = ，使挫屈梁到達一個新的平衡位置，然後在該平衡位

置同時再施加一個集中力 1λ 及力矩 2λ ，此時 10 λ+= PPc ， 2λ=cM 。本節中僅

考慮下列兩種情況: 

1. 00 =P 、 01 =λ 、 λλ =2   

2. crPP 1.00 = 、 λλ =1 、 λλ
LP

EI

cr6
5

2 =  

其中λ為外力負荷參數， 1b
crcr PP = 為端點轉角為 Bθ 的挫屈梁，其中點 C 受集

中載重 cP 作用時，第一個分歧點的挫屈負荷，其值列於表三中。 

本例題僅考慮 0=Bθ 、 1.0 、 rad3.0 ，圖二十九到圖三十四為本文分析結果。

圖二十九到圖三十四中 C 點的位移 cu 、 cv 及轉角 cθ 都是從施加集中力 0PPc =

後的平衡位置算起。由圖二十九到圖三十一中可以發現當挫屈梁僅受力矩

作用時，軸向位移 cu 及轉角 cθ 與 cM 的關係幾乎是線性的，但側向位移 cv 與

cM 的關係是高度非線性的。轉角 cθ 及側向位移 cv 的剛度隨著 Bθ 增加而增

加，但軸向位移 cu 的剛度隨著 Bθ 增加而稍微減少。由圖三十二到圖三十四

中可以發現當挫屈梁同時受一個集中力及力矩作用時，軸向位移 cu 、側向

位移 cv 及轉角 cθ 與 cM 的關係都是高度非線性的，且軸向位移 cu 、側向位移
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cv 及轉角 cθ 的剛度都隨著負荷增加而快速的減少，增加 Bθ 似乎可以增加轉

角 cθ 的剛度及增加挫屈梁同時受一個集中力及力矩作用時的極限點。 

 

4.5 梁基座振動時具端點轉角之挫屈梁的動態行為 

    本節中考慮一如圖三十五所示 0=Bθ 之挫屈梁，其基座的運動為一個

垂直方向的週期運動 tyty bb ωsin)( 0= ，其中 0y 是振幅、 bω 是頻率、t 是時

間，此時挫屈梁相對於基座的運動和圖三(c)所示之挫屈梁( 0=Bθ 時)受到

一如圖二十二所示之均佈載重 tpt beff ωλ sin)( = 時的運動相同，其中

2
0 beff Ayp ωρ= 稱為等效外力，本節將探討不同的等效外力及基座振動頻率

對於圖三(c)所示之挫屈梁( 0=Bθ 時)動態行為的影響。本節將先探討主共

振現象(primary resonance)及超諧共振現象(superharmonic resonance)，再探

討挫屈梁的跳躍現象(snap through)，並找出在不同基座振動頻率下，挫屈梁

產生跳躍現象所需的最小等效力，本節使用 Newmark 直接積分法，所有例

題的時間增量 t∆ 均為 s9105 −× ，由表二可知挫屈梁的第五個自然振動週期

約為 t∆ 的 900 倍，本文中曾測試過不同的 t∆ ，發現此 t∆ 得到的結果在各種

情況下都是準確的。由 4.3 節知道本研究考慮的挫屈梁的第一個振動頻率

25.80kHz1 =ω 對應的側向位移之振動模態是反對稱的，第二個振動頻率

44.26kHz2 =ω 對應的側向位移之振動模態是對稱的。因本節中考慮的等效

側向力為均佈力，故該負荷引起的側向振動應是對稱的，但文獻上有反對
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稱側向振動的報告，所以本節中將加以探討。 

 

4.5.1 小振幅振動的主共振現象 2ωω ≈b  

    由 4.4 節及表四可以知道，本挫屈梁受均佈負荷的第一個分歧點之負荷

參數 mN
L
EI b

cr
b
cr /10887.4 31

3
1 −×== λλ ，由圖二十三中可以發現在 crλλ << 時，

負荷位移曲線幾乎為一直線，且位移很小，所以當基座振動的等效力

1b
creffp λ<< 時，挫屈梁的振動應該接近線性振動的行為，所以本例題考慮等

效力 mNpeff /101 4−×= 的基底振動之動態分析，來探討挫屈梁小振幅振動

的共振現象。本例題每一外力頻率分析了 25 個外力周期，並以 25 個外力

週期內 C 點的最大側向位移 maxcv 當作每個外力頻率的響應，本例題考慮的

基座振動頻率 bω 為 kHz49~13 ，圖三十六為本例題所得到的頻率響應圖，

其中 hvV c /max= ，從圖三十六中可以看到基座振動頻率 kHzb 6.43≈ω 時會

有一個主共振現象且振幅不大，由表二可以發現此振動頻率與本文及文獻[5]

得到的第二個線性自然振動頻率很接近，這結果應是合理的。 

 

4.5.2 大振幅振動的主共振現象及跳躍現象( 2ωω ≈b ) 

    本節中將探討 bω 接近 2ω 時挫屈梁的大振幅振動的共振現象及跳躍現

象，本節中考慮四個不同大小的等效力： 4106 −×=effp 、 4107 −× 、 4105.7 −× 、

3101 −×  mN / 。本節中每一個案的分析時間原則上為 25 個外力周期，但若
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分析過程中發現 C 點的最大側向位移 maxcv 大於 h100 ，則將分析時間增加

到 30 個外力周期。分析過程中，若 C 點的最大側向位移 maxcv 大於 h202 之

時間總和超過三個外力周期，則判定結構已產生跳躍現象並停止該分析。

本節中稱在分析時間內 C 點的最大軸向位移 maxcu 、最大側向位移 maxcv 及

最大旋轉角度 maxcθ 為挫屈梁在該外力頻率的響應。表五、表六為 C 點位

移在不同等效力及頻率的無因次響應，其中U 、V 、Θ的定義如下: 

 

huU c /max=    hvV c /max=    maxcθΘ =  

圖三十七為無因次側向位移的頻率響應，由圖三十七及表五、表六中可以

發現在基座振動頻率接近系統第二個自然振動頻率時，產生跳躍現象所需

的最小等效力 mNpeff /107 4−×= 。當側向振動是對稱的， 0=Θ ，所以由Θ

的大小應可以判斷側向振動不對稱的程度，由表五、表六中可發現在產生

跳躍現象時側向振動是不對稱的，在產生跳躍現象附近的 bω 亦會造成不對

稱的側向振動，其振幅有時並不是很大。 

圖三十八為 mNpeff /105.7 4−×= 、 kHzb 1.41=ω  C 點位移的歷時分析，其

中 tbωτ = ，從圖三十八中可以看出當 15<τ ，C 點的軸向位移 cu 及轉角 cθ 幾

乎為零，這代表側向振動是接近對稱的，當 15>τ ，C 點的軸向位移 cu 及轉

角 cθ 增加，代表側向振動不對稱的程度增加，圖三十九、四十分別為

mNpeff /105.7 4−×= 、 kHzb 1.41=ω 時，挫屈梁在第十及第二十一個外力周

期之側向位移分佈圖，從圖三十九中可以看到挫屈梁的側向振動確實是接
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近對稱的振動，從圖四十中可以看到挫屈梁的側向振動確實是不對稱的振

動，而且是接近反對稱的振動，圖四十一為 mNpeff /105.7 4−×= 、

kHzb 6.39=ω C 點的歷時分析，由圖四十一可以看出，當 15>τ ，挫屈梁有

不對稱的側向振動，當 23>τ ，挫屈梁產生跳躍現象，圖四十二、四十三分

別為 mNpeff /105.7 4−×= 、 kHzb 6.39=ω 第十五個及第二十五個外力周期之

側向位移分佈圖，從圖四十二、四十三可以看到看到挫屈梁的側向振動確

實是不對稱的振動，但亦不是接近反對稱的振動。 

 

4.5.3 超諧共振現象( 22
1ωω ≈b )及跳躍現象 

    本節中將探討 bω 接近 22
1ω 時挫屈梁的大振幅振動的共振現象及跳躍現

象，本節中考慮六個不同大小的等效力： 3105.1 −×=effp 、 3106.1 −× 、

3107.1 −× 、 3108.1 −× 、
3109.1 −× 、 mN /102 3−× ，本節中分析過程及變數的

定義均與 4.5.2 節相同。表七、表八為 C 點位移在不同等效力及頻率的無因

次響應，圖四十四為無因次側向位移的頻率響應，由圖四十四及表七、表

八中可以發現在 22
1ωω ≈b 時，產生跳躍現象所需的最小等效力 effp 為

mN /108.1 3−× 。由表七、表八中可發現在產生跳躍現象時側向振動是不對

稱的，在產生跳躍現象附近的 bω 亦會造成不對稱的側向振動，其振幅有時

並不是很大。 

圖四十五為 mNpeff /107.1 3−×= 、 kHzb 2.21=ω C 點的歷時分析，由圖四十
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五可以看出，當 10>τ ，挫屈梁有不對稱的側向振動，圖四十六、四十七分

別為 mNpeff /107.1 3−×= 、 kHzb 2.21=ω 第十三個及第十五個外力周期之側

向位移分佈圖，從圖四十六、四十七可以看到看到挫屈梁的側向振動確實

是不對稱的振動，但不是很接近反對稱的振動。 

圖四十八為 mNpeff /108.1 3−×= 、 kHzb 2.21=ω C 點的歷時分析，由圖四十

八 可 以 看 出 ， 挫 屈 梁 有 跳 躍 現 象 ， 圖 四 十 九 、 五 十 分 別 為

mNpeff /108.1 3−×= 、 kHzb 2.21=ω 第十八個及第二十四個外力周期之側向

位移分佈圖，從圖四十九、五十可以看到看到挫屈梁的側向振動確實是不

對稱的振動，但不是很接近反對稱的振動。 

 

4.5.4 超諧共振現象( 23
1ωω ≈b )及跳躍現象 

    本節中將探討 bω 接近 23
1ω 時挫屈梁的大振幅振動的共振現象及跳躍現

象，本節中考慮三個不同大小的等效力： 3105.2 −×=effp 、 31055.2 −× 、

mN /106.2 3−× ，本節中分析過程及變數的定義均與 4.5.2 節相同。表九為 C

點位移在不同等效力及頻率的無因次響應，圖五十一為無因次側向位移的

頻率響應，由圖五十一及表九中可以發現在 23
1ωω ≈b 時，產生跳躍現象所

需的最小等效力 effp 為 mN /1055.2 3−× 。由表九中可發現在產生跳躍現象時

側向振動是不對稱的，在產生跳躍現象附近的 bω 亦會造成不對稱的側向振

動，其振幅有時並不是很大。 
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圖五十二為 mNpeff /106.2 3−×= 、 kHzb 35.14=ω C 點的歷時分析，由圖五

十二可以看出，當 12>τ ，挫屈梁有不對稱的側向振動，圖五十三、五十四

分別為 mNpeff /106.2 3−×= 、 kHzb 35.14=ω 第二十一個及第二十六個外力

周期之側向位移分佈圖，從圖五十三、五十四可以看到看到挫屈梁的側向

振動確實是不對稱的振動，但不是很接近反對稱的振動。 

 

4.5.5 阻尼對於跳躍現象的影響 

    從 4.5.2 及 4.5.3 中可得知在 bω 接近 22
1ω 、等效力 effp 為 mN /108.1 3−×

時，會有跳躍現象產生，而在 bω 接近 2ω 、等效力 effp 為 mN /105.7 4−× 亦會

有跳躍現象產生，本節將探討阻尼對上述兩種條件的影響，本節中考慮阻

尼係數 1
1 sec50 −=a ，分析過程及變數的定義均與 4.5.2 節相同。表十為等效

力 mNpeff /105.7 4−×= 時 C 點位移在有阻尼與無阻尼情況下的頻率無因次

響應，圖五十五為無因次側向位移的頻率響應，從圖五十五及表十中可以

發現當等效力 mNpeff /105.7 4−×= 、 kHzb 1.41=ω ，在無阻尼情況下會有跳

躍現象產生，而有阻尼的情況則不會產生跳躍現象。圖五十六為

mNpeff /105.7 4−×=  kHzb 6.39=ω 有阻尼及無阻尼情況下的歷時分析比

較，從圖五十六中可以看到在加入阻尼後確實不會產生跳躍現象。圖五十

七為 mNpeff /105.7 4−×=  kHzb 6.41=ω 有阻尼及無阻尼的歷時分析比較，

由圖五十七中可發現在加入阻尼後，C 點的側向最大位移反而變的比較大，
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代表在非線性振動中，無阻尼情況下的最大振幅未必比有阻尼情況下大。

圖五十八為 mNpeff /10593.8 4−×= , kHzb 6.39=ω C 點的歷時分析，從圖五

十八中可以發現有跳躍現象產生，代表即使在加入阻尼後，只要等效力的

大小足夠大，一樣會產生跳躍現象。 

圖五十九及表十一為等效外力 mNpeff /108.1 3−×= 時 C 點位移在有阻尼與

無阻尼情況下的頻率無因次響應，從圖五十九可以發現當等效力

mNpeff /108.1 3−×= 、 kHzb 2.21=ω ，在無阻尼情況下會有跳躍現象產生，

而有阻尼的情況則不會。圖六十為 mNpeff /10343.2 3−×= , kHzb 2.21=ω 時

C 點的歷時分析。 

 

4.5.6 跳躍現象臨界點 

    本節將探討不同頻率下產生跳躍現象所需的最小等效外力，並與文獻[5]

做比較。本節中每一個案的分析時間原則上為 25 個外力周期，但若分析過

程中發現 C 點的最大側向位移 maxcv 大於 h100 ，則將分析時間增加到 30

個外力周期。分析過程中，若 C 點的最大側向位移 maxcv 大於 h202 ，則判

定結構已產生跳躍現象並停止該分析。 

本節尋找產生跳躍現象所需最小等效力的流程如下: 

 

1. 先給予一個初始的等效外力 0
effp ，進行動態分析。 
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2. 判斷 0
effeff pp = 時是反產生跳躍現象，若 0

effp 會產生跳躍現象，則

0
eff

R
eff pp = ，若 0

effp 不會產生跳躍現象，則 0
eff

L
eff pp = ，執行第三步。 

 
 

3. 判斷是否滿足下列判別式 

        %5<
+

−
L
eff

R
eff

L
eff

R
eff

pp
pp

 

若不滿足上式，則 2/)(0 L
eff

R
effeff ppp += ，回到第一步，若滿足上式，則判定

R
effp 為產生跳躍現象所需的最小等效力。圖六十一為本文分析的結果並與文

獻[5]比較，從圖中可以看出本文分析的結果在趨勢上與文獻[5]相同，但等

效力的大小遠比文獻[5]小，從 4.4 節中可以得知如圖三(d)所示之梁受到均

佈力負荷時，第一個分歧點 1b
crλ 為 mN /10887.4 3−× ，及當 1b

crλλ > 則會產生跳

躍現象，故產生的跳躍現象所需的最小等效外力應該皆小於 1b
crλ ，可以說明

本文分析的結果為合理的，同時代表文獻[5]僅用兩個模態來分析具大挫屈

程度之挫屈梁的動態行為是不夠準確的。 

 

4.6 挫屈梁受不對稱側向分佈力之靜態行為 

    本節中考慮如圖三(b)所示之挫屈梁受到一如圖六十二所示之非對稱分

佈力作用，該負荷可視為一個大小為 λ)5.01( m+ 的對稱均佈力和一個大小為

λm5.0 的反對稱均佈力的組合。圖六十三、六十四及六十五分別為 %5.0=m

時，其主要平衡路徑的負荷-位移 cu 圖、負荷-位移 cv 圖、負荷-位移 cθ 圖，
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圖中標示 L 的點為該曲線的極限點。由圖中可以發現主要平衡路徑上並不

含有分歧點，而極限點的座標值 098.72=L
crλ 、 265.12=L

crv ，其中 L
crλ 與 L

crv 的

定義與 4.4 節相同，該點的座標值相當接近 4.4 節中挫屈梁受對稱側向均佈

力時，主要平衡路徑上第一個分歧點的座標值，因 m 僅為 0.5%，所以這應

是合理的。圖六十六為對應於圖六十三－六十五中不同點的無因次側向位

移分佈圖。 

 

4.7 挫屈梁受不對稱側向分佈力之動態行為 

    本節中考慮一如圖六十七所示挫屈梁，受到一非對稱分佈力，該分佈

力和圖六十二之靜態負荷的分佈相同，本節將探討對稱均佈力中含少許反

對稱均佈力時，對挫屈梁之動態行為的影響。本節將探討主共振現象，再

探討挫屈梁的跳躍現象，本節所使用的方法與 4.5 節中相同。 

 

4.7.1 小振幅振動的主共振現象 

    由 4.5 節與 4.6 節中可以得知，在 mN /101 4−×=λ 時，挫屈梁的振動應

該是小振幅振動且接近線性振動行為，所以本例題考慮 %5.0=m 、

mN /101 4−×=λ 的動態分析，分析過程與 4.5.1 節相同。圖六十八、六十九、

七十分別為軸向位移的頻率響應圖、側向位移的頻率響應圖及轉角的頻率

響應圖，從圖中可以看到在外力頻率 7.25≈bω kHz、 6.43≈bω  kHz 時會有
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主共振現象且振幅不大，由表二可以發現會發生主共振現象的頻率相當接

近本文得到的第一個線性自然振動頻率及第二個線性自然振動頻率，此結

果為合理的。從圖中也可以發現，在小振幅振動時，對稱的外力( 0=m )無

法激起反對稱的模態。 

 

4.7.2 大振幅振動的主共振現象及跳躍現象( 1ωω ≈b ) 

    本節中將探討 bω 接近 1ω 時挫屈梁的大振幅振動的共振現象與跳躍現

象，本節中考慮 %5.0=m ， 3103 −×=λ 、 3103.3 −× 、 3104.3 −× 、 mN /105.3 3−×

的動態分析，分析過程與 4.5.2 節相同。圖七十一、七十二、七十三分別為

mN /103 3−×=λ 的軸向位移的頻率響應圖、側向位移的頻率響應圖及轉角

的頻率響應圖，從圖中可以看到在 %5.0=m 、外力頻率 28≈bω kHz 時會有

大振幅的主共振現象，由圖中也可以看出，對稱外力( 0=m )無法激起該共

振現象。圖七十四為 mN /103 3−×=λ 、 kHzb 28=ω ， 0=m 與 %5.0=m 的歷

時分析比較，從圖中可以看出 0=m 為對稱振動，而 %5.0=m 為非對稱的振

動。圖七十五、七十六為 mN /103 3−×=λ 、 kHzb 28=ω 、 0=m 第二十個及

第二十五個外力周期之側向位移分布圖，從圖中可以看到挫屈梁的側向振

動確實為對稱的振動。圖七十七、七十八為 mN /103 3−×=λ 、 kHzb 28=ω 、

%5.0=m 第二十個及第二十五個外力周期之側向位移分布圖，由圖中可以

看出挫屈梁的側向振動為接近反對稱的振動。表十二為 %5.0=m 在不同外
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力及頻率的無因次響應，圖七十九為無因次側向位移的頻率響應圖，由表

十二及圖七十九可以發現在 1ωω ≈b 時，產生跳躍現象所需的最小外力λ為

mN /104.3 3−× ，在產生跳躍現象附近的 bω 亦會造成不對稱的側向振動，其

振幅並不是很大。圖八十為 mN /104.3 3−×=λ 、 kHzb 7.27=ω 、 %5.0=m 的

歷時分析圖，從圖中可以看到當 10>τ ，挫屈梁有不對稱的側向振動，當

22>τ 挫屈梁有跳躍現象的產生。圖八十一、八十二為 mN /104.3 3−×=λ 、

kHzb 7.27=ω 、 %5.0=m 第二十個及第二十五個外力周期之側向位移分布圖 

，從圖中可以看到挫屈梁的振動為接近反對稱的振動。 

 

4.7.3 大振幅振動的超諧共振現象 

    本節中將探討 bω 接近 12
1ω 與 13

1ω 時，挫屈梁的大振幅振動的共振現

象，本節中考慮 mN /103 3−×=λ ，分析過程及變數的定義均與 4.5.2 節相同。

圖八十三、八十四、八十五為 bω 接近 12
1ω 時，挫屈梁中點的軸向位移頻率

響應圖、側向位移頻率響應圖及轉角位移頻率響應圖，從圖中可以看出在

12
1ωω ≈b 時，有超諧共振出現。圖八十六、八十七、八十八為 bω 接近 13

1ω 時，

挫屈梁中點的軸向位移頻率響應圖、側向位移頻率響應圖及轉角位移頻率

響應圖，從圖中亦可看出有超諧共振的現象產生。 
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第五章 結論與展望 

    本研究利用共旋轉有限元素法，探討大挫屈程度之挫屈梁兩端具旋轉

角受到靜態負荷時的非線性行為，另外探討了挫屈梁受到一周期性基座振

動時的動態行為，本研究在梁元素當前的變形位置建立元素座標，並在元

素座標上推導梁元素的節點內力及剛度矩陣。本研究採用 Newton-Raphson

法的增量迭代法求解非線性靜平衡方程式，另採用 Newmark 直接積分與

Newton-Raphson 法的增量迭代法求解動平衡方程式。 

    本研究在第四章以數值例題探討了挫屈梁的兩端點具有不同旋轉角

下、挫屈梁受到不同的靜態負荷時的非線性靜態行為，另探討了挫屈梁受

基座振動，在不同的頻率下，受到不同的等效外力時的共振現象及跳躍現

象，從 4.1 節、4.2 節可以看出本研究中所用方法及數值程序的正確性。由

4.3 節中可知對挫屈梁兩端點施加旋轉角時，挫屈梁的自然振動頻率會隨著

的增加而增加。由 4.4 節中可以發現兩端點具旋轉角之挫屈梁，受到一集中

載重時，在主要平衡路徑上之極限點的力負荷參數會隨著旋轉角的增加而

大幅減少，但第一個分歧點的力負荷參數會隨著旋轉角的增加而慢慢增加

再減少，而受到均佈載重時，在主要平衡路徑上之分歧點的力負荷參數與

極限點的力負荷參會隨著旋轉角的增加而大幅增加。 

    從 4.5 節中可以看到挫屈梁受到基座振動時的主共振現象、超諧共振現

象及跳躍現象，超頻共振現象會發生在基座振動頻率接近系統自然頻率二
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分之ㄧ及三分之ㄧ時，而任意頻率均會產生跳躍現象，只要等效外力足夠

大，4.5 節中亦找出了在任意頻率下產生跳躍所需的最小等效外力，與文獻

的結果比較可得知假設模態法僅使用前兩個挫屈模態來模擬大挫屈程度之

挫屈梁的動態行為是不夠準確的，本文的結果應可以用來驗證假設模態法

動態分析結果的準確性。 
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表一 具端點轉角之挫屈梁( mµδ 970 = )的端點反力及 C 點側向位移 

 

)(radBθ  hvc /  hvc /)( 0 +δ  )10(/ 6−EAFB  EILM B /  

0 0.000E+0 2.021E+2 2.611E+0 3.630E+0 
0.01 5.747E-1 2.027E+2 2.582E+0 3.599E+0 
0.02 1.126E+0 2.032E+2 2.552E+0 3.567E+0 
0.1 4.729E+0 2.068E+2 2.316E+0 3.267E+0 
0.2 7.314E+0 2.094E+2 2.013E+0 2.791E+0 
0.3 7.894E+0 2.100E+2 1.693E+0 2.202E+0 
0.4 6.568E+0 2.087E+2 1.348E+0 1.501E+0 
0.5 3.422E+0 2.055E+2 9.657E-1 6.823E-1 
0.6 -1.457E+0 2.006E+2 5.320E-1 -2.639E-1 
0.7 -7.954E+0 1.941E+2 2.810E-2 -1.351E+0 
0.8 -1.591E+1 1.862E+2 -5.708E-1 -2.599E+0 

 

表二 具端點轉角之挫屈梁( mµδ 970 = )的自然頻率 

 

)(radBθ  )(1 Hzω  )(2 Hzω  )(3 Hzω  )(4 Hzω  )(5 Hzω  

0 2.580E+4 4.426E+4 9.258E+4 1.413E+5 2.192E+5 
0[5] theoretical 2.95E+4 4.420E+4 - - - 
0[5] experimental 2.97E+4 42.81E+4 - - - 

0.01 2.590E+4 4.478E+4 9.312E+4 1.417E+5 2.196E+5 
0.02 2.600E+4 4.531E+4 9.365E+4 1.421E+5 2.201E+5 
0.1 2.676E+4 4.960E+4 9.783E+4 1.459E+5 2.236E+5 
0.2 2.767E+4 5.495E+4 1.026E+5 1.516E+5 2.281E+5 
0.3 2.858E+4 5.986E+4 1.067E+5 1.583E+5 2.325E+5 
0.4 2.955E+4 6.369E+4 1.098E+5 1.649E+5 2.363E+5 
0.5 3.062E+4 6.573E+4 1.120E+5 1.696E+5 2.391E+5 
0.6 3.184E+4 6.554E+4 1.133E+5 1.705E+5 2.407E+5 
0.7 3.326E+4 6.321E+4 1.139E+5 1.677E+5 2.410E+5 
0.8 3.495E+4 5.938E+4 1.140E+5 1.630E+5 2.405E+5 
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表三 具端點轉角之挫屈梁受側向中點集中負荷的分歧點與極限點 

)(radBθ  1b
crv  

1b
crP  

L
crv  

L
crP  

0 4.74991 39.0142 86.2404 160.998 
0.01 4.70528 39.4768 22.4229 99.5062 
0.1 5.08973 43.3201 30.8163 83.6115 
0.3 13.1111 49.3451 44.225 64.5608 
0.5 39.0258 50.0028 55.5521 51.6185 
0.7 128.126 35.0609 67.3303 42.7334 

 
 

表四 具端點轉角之挫屈梁受側向均佈負荷的分歧點與極限點 

)(radBθ  1b
crv  

1b
crλ  

L
crv  

L
crλ  

0 11.4826 73.5245 53.3121 104.675 
0.01 10.9806 74.5217 52.7869 106.447 
0.1 6.4857 83.1051 47.2413 122.349 
0.3 -2.21106 99.5566 30.1503 157.664 
0.5 -5.74895 111.653 7.46067 194.066 
0.6 -3.42148 115.445 -5.65515 213.88 
0.7 4.07861 116.915 19.6855 152.024 
0.8 21.8028 114.174 35.4638 118.981 
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表五 主共振現象及跳躍現象(一) 

 mNpeff /100.6 4−×=  mNpeff /100.7 4−×=  

)(kHzbω  U  V  Θ  U  V  Θ  

3.31E+1 3.35E-4 2.04E+0 3.27E-5 3.37E-4 2.52E+0 2.80E-5 
3.36E+1 2.51E-4 2.20E+0 1.91E-5 2.46E-4 2.70E+0 1.53E-5 
3.41E+1 1.79E-4 2.36E+0 1.20E-5 2.37E-4 2.90E+0 1.71E-5 
3.46E+1 2.58E-4 2.52E+0 1.81E-5 2.52E-4 3.10E+0 8.18E-6 
3.51E+1 2.41E-4 2.79E+0 2.67E-5 4.19E-4 3.55E+0 3.76E-5 
3.56E+1 1.65E-4 2.84E+0 9.19E-6 2.37E-4 3.52E+0 1.10E-5 
3.61E+1 1.69E-4 3.13E+0 4.06E-6 2.00E-4 3.93E+0 1.04E-5 
3.66E+1 1.46E-4 3.39E+0 1.44E-5 2.27E-4 4.31E+0 9.99E-6 
3.71E+1 2.13E-4 3.82E+0 7.52E-6 2.43E-4 4.79E+0 7.13E-6 
3.76E+1 1.43E-4 4.22E+0 4.90E-6 2.59E-4 5.34E+0 7.83E-6 
3.81E+1 1.91E-4 4.82E+0 2.16E-5 3.23E-4 6.07E+0 3.66E-5 
3.86E+1 2.68E-4 5.52E+0 3.54E-5 3.03E-4 7.17E+0 2.41E-5 
3.91E+1 5.15E-4 6.54E+0 6.88E-5 3.11E-4 8.90E+0 2.70E-5 
3.96E+1 6.09E-4 8.23E+0 2.87E-5 7.14E-1 1.28E+1 2.47E-2 
4.01E+1 4.12E-2 1.29E+1 1.79E-3 2.54E+1 1.29E+2 8.12E-1 
4.06E+1 2.30E+1 1.10E+2 6.96E-1 1.16E+1 6.00E+1 4.61E-1 
4.11E+1 3.01E+0 4.79E+1 1.37E-1 2.90E+1 4.07E+2 8.82E-1 
4.16E+1 1.82E+1 6.01E+1 5.66E-1 9.00E+0 5.22E+1 3.48E-1 
4.21E+1 3.33E-1 3.78E+1 1.63E-2 2.25E+0 4.59E+1 8.16E-2 
4.26E+1 2.12E+0 3.03E+1 8.79E-2 1.20E+1 3.77E+1 2.67E-1 
4.31E+1 5.82E+0 2.67E+1 1.48E-1 1.50E+1 3.67E+1 3.29E-1 
4.36E+1 3.92E+0 2.53E+1 8.49E-2 8.51E+0 2.78E+1 2.17E-1 
4.41E+1 6.44E+0 2.32E+1 1.49E-1 4.94E+0 2.46E+1 1.37E-1 
4.46E+1 1.90E+0 1.88E+1 4.59E-2 1.40E+0 2.05E+1 4.14E-2 
4.51E+1 3.52E-1 1.67E+1 9.35E-3 7.73E-1 1.86E+1 2.55E-2 
4.56E+1 1.70E-1 1.48E+1 5.20E-3 3.88E-1 1.74E+1 1.52E-2 
4.61E+1 1.09E-1 1.26E+1 4.24E-3 4.71E-2 1.51E+1 1.71E-3 
4.66E+1 5.83E-3 1.32E+1 2.29E-4 2.21E-2 1.45E+1 7.18E-4 
4.71E+1 2.88E-3 1.06E+1 8.05E-5 2.55E-1 2.21E+1 6.65E-3 
4.76E+1 6.48E-3 1.46E+1 2.16E-4 1.28E-1 1.87E+1 4.50E-3 
4.81E+1 2.24E-3 1.27E+1 7.59E-5 1.57E-2 1.52E+1 5.40E-4 
4.86E+1 1.01E-3 1.04E+1 2.42E-5 4.20E-3 1.23E+1 1.26E-4 
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表六 主共振現象及跳躍現象(二) 

 mNpeff /105.7 4−×=  mNpeff /100.1 3−×=  

)(kHzbω  U  V  Θ  U  V  Θ  

3.31E+1 3.97E-4 2.77E+0 4.26E-5 8.03E-4 4.12E+0 9.93E-5 
3.36E+1 2.65E-4 2.97E+0 2.37E-5 5.85E-4 4.42E+0 3.59E-5 
3.41E+1 2.45E-4 3.18E+0 2.25E-5 9.59E-4 4.79E+0 7.55E-5 
3.46E+1 3.10E-4 3.43E+0 3.62E-5 5.31E-4 5.35E+0 1.75E-5 
3.51E+1 3.58E-4 3.95E+0 3.81E-5 4.89E-4 6.29E+0 2.75E-5 
3.56E+1 2.51E-4 3.94E+0 6.44E-6 4.42E-4 6.17E+0 2.04E-5 
3.61E+1 2.52E-4 4.30E+0 1.12E-5 4.51E-4 6.71E+0 1.90E-5 
3.66E+1 2.49E-4 4.79E+0 1.01E-5 5.89E-4 7.48E+0 2.06E-5 
3.71E+1 2.85E-4 5.31E+0 1.49E-5 7.03E-4 8.53E+0 2.23E-5 
3.76E+1 3.19E-4 6.01E+0 1.46E-5 1.34E-2 1.01E+1 7.23E-4 
3.81E+1 2.82E-4 6.94E+0 1.37E-5 6.80E-1 1.27E+1 2.86E-2 
3.86E+1 4.26E-4 8.19E+0 5.10E-5 2.21E+1 4.09E+2 7.42E-1 
3.91E+1 4.45E-3 1.05E+1 2.25E-4 3.31E+1 1.52E+2 8.43E-1 
3.96E+1 3.00E+1 4.09E+2 8.22E-1 2.88E+1 4.11E+2 8.67E-1 
4.01E+1 2.35E+1 1.05E+2 7.88E-1 3.88E+1 1.40E+2 8.90E-1 
4.06E+1 1.71E+1 6.52E+1 6.39E-1 2.86E+1 1.16E+2 7.52E-1 
4.11E+1 1.33E+1 5.69E+1 4.67E-1 2.37E+1 8.50E+1 6.52E-1 
4.16E+1 1.68E+1 4.86E+1 3.85E-1 3.25E+1 1.26E+2 7.93E-1 
4.21E+1 9.21E-1 4.72E+1 4.52E-2 2.98E+1 1.46E+2 8.50E-1 
4.26E+1 5.88E+0 3.91E+1 1.44E-1 7.00E+0 5.24E+1 2.74E-1 
4.31E+1 9.61E+0 3.38E+1 3.22E-1 1.43E+1 6.66E+1 6.07E-1 
4.36E+1 8.13E+0 2.99E+1 2.74E-1 1.76E+1 4.99E+1 4.22E-1 
4.41E+1 7.73E+0 2.39E+1 2.10E-1 1.88E+1 5.72E+1 5.51E-1 
4.46E+1 4.79E+0 2.26E+1 1.81E-1 2.06E+1 8.05E+1 7.07E-1 
4.51E+1 6.51E-1 1.97E+1 2.42E-2 1.30E+1 3.82E+1 4.26E-1 
4.56E+1 7.79E-1 1.77E+1 2.66E-2 3.46E+0 2.90E+1 1.20E-1 
4.61E+1 7.91E-4 1.66E+1 2.12E-5 1.82E+1 6.33E+1 5.65E-1 
4.66E+1 5.17E-2 1.44E+1 1.77E-3 1.80E+1 6.70E+1 5.52E-1 
4.71E+1 4.65E+0 2.55E+1 1.45E-1 3.87E+0 2.57E+1 1.01E-1 
4.76E+1 1.72E-1 1.97E+1 5.01E-3 1.30E+0 2.07E+1 4.26E-2 
4.81E+1 1.86E-2 1.59E+1 6.90E-4 1.27E+0 1.94E+1 3.36E-2 
4.86E+1 9.39E-3 1.31E+1 2.72E-4 2.27E-1 1.55E+1 7.95E-3 
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表七 超諧共振現象及跳躍現象 22
1ωω ≈b (一) 

 mNpeff /105.1 3−×=  mNpeff /106.1 3−×=  mNpeff /107.1 3−×=  

)(kHzbω  U  V  Θ  U  V  Θ  U  V  Θ  

2.03E+1 7.66E-5 4.86E+0 1.28E-5 1.59E-4 5.54E+0 2.03E-5 1.44E-4 6.34E+0 1.17E-5 
2.04E+1 1.45E-4 5.00E+0 1.37E-5 1.42E-4 5.83E+0 1.38E-5 1.90E-4 6.70E+0 1.88E-5 
2.05E+1 1.51E-4 5.25E+0 1.88E-5 1.49E-4 6.03E+0 1.29E-5 1.15E-4 7.05E+0 1.03E-5 
2.06E+1 1.15E-4 5.57E+0 1.23E-5 1.27E-4 6.43E+0 1.63E-5 2.17E-4 7.53E+0 1.59E-5 
2.07E+1 7.79E-5 5.89E+0 9.93E-6 1.54E-4 6.88E+0 1.63E-5 3.12E-4 8.03E+0 2.98E-5 
2.08E+1 1.15E-4 6.31E+0 1.16E-5 2.26E-4 7.41E+0 1.41E-5 7.18E-4 8.83E+0 3.89E-5 
2.09E+1 2.52E-4 6.77E+0 2.11E-5 6.94E-4 8.16E+0 3.51E-5 5.71E-3 1.00E+1 2.72E-4 
2.10E+1 3.60E-4 7.62E+0 2.48E-5 7.62E-2 9.39E+0 3.59E-3 2.30E+0 1.25E+1 1.06E-1 
2.11E+1 1.95E-2 8.79E+0 7.39E-4 9.49E+0 2.90E+1 3.54E-1 1.72E+1 5.91E+1 4.92E-1 
2.12E+1 9.10E+0 3.37E+1 3.55E-1 1.24E+1 3.62E+1 4.17E-1 1.87E+1 6.19E+1 5.22E-1 
2.13E+1 1.28E+1 4.04E+1 4.38E-1 1.71E+1 7.27E+1 5.73E-1 1.82E+1 7.71E+1 6.01E-1 
2.14E+1 1.93E+1 7.37E+1 5.87E-1 1.42E+1 6.84E+1 5.41E-1 1.59E+1 4.57E+1 4.82E-1 
2.15E+1 1.40E+1 5.35E+1 4.61E-1 1.46E+1 4.52E+1 4.55E-1 1.75E+1 6.91E+1 5.60E-1 
2.16E+1 1.31E+1 2.91E+1 3.81E-1 1.44E+1 5.22E+1 4.92E-1 1.20E+1 5.00E+1 4.31E-1 
2.17E+1 1.22E+1 3.96E+1 4.01E-1 1.07E+1 3.98E+1 4.06E-1 1.44E+1 4.24E+1 4.28E-1 
2.18E+1 9.94E+0 3.18E+1 3.63E-1 9.94E+0 3.25E+1 3.69E-1 1.02E+1 2.87E+1 3.56E-1 
2.19E+1 6.92E+0 2.05E+1 2.62E-1 7.20E+0 2.13E+1 2.70E-1 7.21E+0 2.09E+1 2.68E-1 
2.20E+1 3.95E+0 1.25E+1 1.73E-1 5.48E+0 1.64E+1 2.24E-1 6.35E+0 1.84E+1 2.47E-1 
2.21E+1 6.64E-1 1.03E+1 2.80E-2 6.02E+0 1.68E+1 2.38E-1 6.33E+0 1.79E+1 2.46E-1 
2.22E+1 1.13E-1 9.02E+0 4.99E-3 4.91E+0 1.30E+1 1.89E-1 6.80E+0 1.69E+1 2.48E-1 
2.23E+1 4.26E-2 7.82E+0 2.20E-3 2.35E+0 9.04E+0 7.93E-2 5.79E+0 1.65E+1 2.28E-1 
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表八 超頻共振現象及跳躍現象 22
1ωω ≈b (二) 

 

 mNpeff /108.1 3−×=  mNpeff /109.1 3−×=  mNpeff /100.2 3−×=  

)(kHzbω  U  V  Θ  U  V  Θ  U  V  Θ  

2.03E+1 1.50E-4 7.27E+0 1.43E-5 4.63E-4 8.30E+0 2.41E-5 2.04E-2 9.53E+0 8.44E-4 
2.04E+1 2.01E-4 7.66E+0 1.43E-5 1.36E-3 8.77E+0 7.81E-5 6.04E-2 1.02E+1 2.36E-3 
2.05E+1 2.82E-4 8.04E+0 1.40E-5 9.44E-3 9.37E+0 4.25E-4 1.05E+0 1.12E+1 4.68E-2 
2.06E+1 6.15E-4 8.73E+0 2.99E-5 2.60E-1 1.02E+1 1.13E-2 4.79E+0 1.73E+1 1.74E-1 
2.07E+1 1.20E-2 9.57E+0 4.69E-4 1.69E+0 1.15E+1 6.86E-2 1.30E+1 4.58E+1 4.39E-1 
2.08E+1 3.53E-1 1.07E+1 1.57E-2 9.14E+0 3.34E+1 3.49E-1 1.34E+1 4.71E+1 4.39E-1 
2.09E+1 8.87E+0 3.60E+1 3.56E-1 1.97E+1 1.03E+2 6.30E-1 1.78E+1 5.54E+1 4.75E-1 
2.10E+1 1.58E+1 5.19E+1 4.72E-1 1.73E+1 8.99E+1 6.21E-1 2.26E+1 8.75E+1 6.00E-1 
2.11E+1 1.59E+1 4.54E+1 4.77E-1 1.71E+1 5.32E+1 5.08E-1 2.44E+1 8.39E+1 6.24E-1 
2.12E+1 4.33E+1 4.09E+2 1.04E+0 2.98E+1 4.06E+2 8.61E-1 2.79E+1 3.94E+2 7.87E-1 
2.13E+1 1.90E+1 1.07E+2 6.98E-1 1.65E+1 8.35E+1 5.85E-1 2.07E+1 7.16E+1 5.71E-1 
2.14E+1 1.79E+1 6.09E+1 5.44E-1 1.82E+1 7.71E+1 5.50E-1 2.15E+1 1.01E+2 6.44E-1 
2.15E+1 1.66E+1 6.21E+1 4.82E-1 1.79E+1 6.56E+1 5.54E-1 1.42E+1 5.28E+1 4.89E-1 
2.16E+1 1.32E+1 5.52E+1 4.79E-1 1.47E+1 6.05E+1 5.10E-1 1.45E+1 5.75E+1 4.89E-1 
2.17E+1 1.22E+1 3.24E+1 3.77E-1 1.11E+1 4.33E+1 4.36E-1 1.20E+1 3.49E+1 3.84E-1 
2.18E+1 1.14E+1 4.05E+1 3.93E-1 1.01E+1 3.44E+1 3.83E-1 1.12E+1 3.62E+1 3.79E-1 
2.19E+1 9.44E+0 2.40E+1 3.17E-1 1.02E+1 3.46E+1 3.83E-1 1.19E+1 4.71E+1 4.36E-1 
2.20E+1 7.46E+0 2.20E+1 2.83E-1 9.88E+0 2.81E+1 3.41E-1 1.27E+1 4.20E+1 4.14E-1 
2.21E+1 7.00E+0 1.79E+1 2.58E-1 8.05E+0 2.22E+1 2.92E-1 5.33E+0 1.69E+1 2.39E-1 
2.22E+1 7.73E+0 2.33E+1 2.99E-1 8.41E+0 2.66E+1 3.27E-1 1.01E+1 2.85E+1 3.40E-1 
2.23E+1 6.26E+0 1.81E+1 2.45E-1 6.57E+0 1.80E+1 2.47E-1 6.86E+0 1.99E+1 2.64E-1 
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表九 超頻共振現象及跳躍現象 23
1ωω ≈b (一) 

 

 mNpeff /105.2 3−×=  mNpeff /1055.2 3−×=  mNpeff /106.2 3−×=  

)(kHzbω  U  V  Θ  U  V  Θ  U  V  Θ  

1.4300E+1 8.61E+0 2.34E+1 2.95E-1 1.18E+1 3.72E+1 3.78E-1 1.35E+1 4.43E+1 4.13E-1 
1.4325E+1 1.22E+1 2.99E+1 3.49E-1 1.21E+1 3.30E+1 3.95E-1 1.12E+1 3.46E+1 3.69E-1 
1.4350E+1 1.25E+1 3.84E+1 4.36E-1 4.10E+1 4.11E+2 1.09E+0 3.40E+1 2.68E+2 8.62E-1 
1.4375E+1 1.39E+1 4.86E+1 4.16E-1 1.38E+1 3.87E+1 3.75E-1 1.18E+1 3.17E+1 3.60E-1 
1.4400E+1 1.35E+1 4.85E+1 5.05E-1 4.07E+1 4.10E+2 9.05E-1 1.34E+1 3.62E+1 3.93E-1 
1.4425E+1 1.06E+1 3.46E+1 3.67E-1 1.11E+1 3.22E+1 3.71E-1 4.09E+1 3.96E+2 9.86E-1 
1.4450E+1 1.44E+1 4.84E+1 4.69E-1 1.06E+1 3.81E+1 3.76E-1 1.76E+1 4.53E+1 5.06E-1 
1.4475E+1 1.86E+1 5.20E+1 4.95E-1 1.37E+1 3.86E+1 4.44E-1 1.68E+1 4.98E+1 4.93E-1 
1.4500E+1 1.27E+1 3.05E+1 3.83E-1 1.89E+1 4.47E+1 4.67E-1 1.42E+1 4.87E+1 4.80E-1 
1.4525E+1 1.28E+1 3.64E+1 3.83E-1 1.01E+1 3.72E+1 3.47E-1 1.34E+1 4.06E+1 3.79E-1 
1.4550E+1 1.10E+1 3.86E+1 3.97E-1 1.16E+1 3.79E+1 3.44E-1 1.46E+1 4.03E+1 4.21E-1 
1.4575E+1 1.10E+1 3.32E+1 3.73E-1 9.94E+0 3.52E+1 3.35E-1 1.11E+1 3.61E+1 3.50E-1 
1.4600E+1 1.20E+1 2.73E+1 3.51E-1 1.47E+1 5.11E+1 4.80E-1 1.16E+1 3.36E+1 3.65E-1 
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表十 阻尼對跳躍現象的影響 mNpeff /105.7 4−×= , 2ωω ≈b  

 

 1
1 sec50 −=a  01 =a  

)(kHzbω  huc /  hvc /  hc /θ  huc /  hvc /  hc /θ  

2.91E+1 4.22E-4 1.86E+0 1.53E-5 4.19E-4 1.86E+0 1.95E-5 
2.96E+1 3.67E-4 1.77E+0 1.72E-5 3.62E-4 1.79E+0 1.57E-5 
3.01E+1 4.02E-4 2.05E+0 3.20E-5 3.85E-4 2.06E+0 3.21E-5 
3.06E+1 3.33E-4 2.15E+0 1.11E-5 3.50E-4 2.16E+0 1.48E-5 
3.11E+1 5.63E-4 2.27E+0 4.62E-5 3.10E-4 2.29E+0 2.34E-5 
3.16E+1 3.40E-4 2.41E+0 2.66E-5 4.14E-4 2.42E+0 3.63E-5 
3.21E+1 3.78E-4 2.73E+0 2.49E-5 3.15E-4 2.76E+0 3.58E-5 
3.26E+1 3.12E-4 2.59E+0 2.69E-5 3.05E-4 2.61E+0 2.27E-5 
3.31E+1 3.36E-4 2.75E+0 2.78E-5 3.97E-4 2.77E+0 4.26E-5 
3.36E+1 4.08E-4 2.95E+0 2.74E-5 2.65E-4 2.97E+0 2.37E-5 
3.41E+1 2.59E-4 3.18E+0 2.53E-5 2.45E-4 3.18E+0 2.25E-5 
3.46E+1 6.42E-4 3.41E+0 4.74E-5 3.10E-4 3.43E+0 3.62E-5 
3.51E+1 4.72E-4 3.92E+0 5.11E-5 3.58E-4 3.95E+0 3.81E-5 
3.56E+1 2.74E-4 3.90E+0 8.67E-6 2.51E-4 3.94E+0 6.44E-6 
3.61E+1 2.45E-4 4.27E+0 1.49E-5 2.52E-4 4.30E+0 1.12E-5 
3.66E+1 2.38E-4 4.76E+0 6.94E-6 2.49E-4 4.79E+0 1.01E-5 
3.71E+1 2.49E-4 5.30E+0 1.38E-5 2.85E-4 5.31E+0 1.49E-5 
3.76E+1 2.66E-4 5.96E+0 9.35E-6 3.19E-4 6.01E+0 1.46E-5 
3.81E+1 2.97E-4 6.86E+0 2.85E-5 2.82E-4 6.94E+0 1.37E-5 
3.86E+1 2.97E-4 8.11E+0 4.23E-5 4.26E-4 8.19E+0 5.10E-5 
3.91E+1 2.77E-3 1.04E+1 1.39E-4 4.45E-3 1.05E+1 2.25E-4 
3.96E+1 3.05E+1 1.15E+2 6.24E-1 3.00E+1 4.09E+2 8.22E-1 
4.01E+1 3.55E+1 1.29E+2 7.79E-1 2.35E+1 1.05E+2 7.88E-1 
4.06E+1 2.15E+1 9.34E+1 8.18E-1 1.71E+1 6.52E+1 6.39E-1 
4.11E+1 2.54E+1 1.27E+2 7.90E-1 1.33E+1 5.69E+1 4.67E-1 
4.16E+1 3.23E+1 1.08E+2 7.67E-1 1.68E+1 4.86E+1 3.85E-1 
4.21E+1 1.04E+0 4.71E+1 3.48E-2 9.21E-1 4.72E+1 4.52E-2 
4.26E+1 5.49E-2 3.89E+1 1.49E-3 5.88E+0 3.91E+1 1.44E-1 
4.31E+1 1.68E+1 5.20E+1 4.46E-1 9.61E+0 3.38E+1 3.22E-1 
4.36E+1 4.63E+0 2.99E+1 1.51E-1 8.13E+0 2.99E+1 2.74E-1 
4.41E+1 4.96E+0 2.38E+1 1.30E-1 7.73E+0 2.39E+1 2.10E-1 
4.46E+1 4.59E+0 2.23E+1 1.75E-1 4.79E+0 2.26E+1 1.81E-1 
4.51E+1 2.78E-1 1.96E+1 1.04E-2 6.51E-1 1.97E+1 2.42E-2 
4.56E+1 6.27E-1 1.76E+1 2.14E-2 7.79E-1 1.77E+1 2.66E-2 
4.61E+1 3.91E-2 1.66E+1 1.18E-3 7.91E-4 1.66E+1 2.12E-5 
4.66E+1 2.96E-2 1.43E+1 1.01E-3 5.17E-2 1.44E+1 1.77E-3 
4.71E+1 1.71E+0 2.53E+1 5.00E-2 4.65E+0 2.55E+1 1.45E-1 
4.76E+1 3.81E-2 1.96E+1 1.11E-3 1.72E-1 1.97E+1 5.01E-3 
4.81E+1 5.85E-3 1.59E+1 2.09E-4 1.86E-2 1.59E+1 6.90E-4 
4.86E+1 2.89E-2 1.30E+1 8.45E-4 9.39E-3 1.31E+1 2.72E-4 
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表十一 阻尼對跳躍現象的影響 mNpeff /108.1 3−×= , 22
1ωω ≈b  

 

 1
1 sec50 −=a  01 =a  

)(kHzbω  U  V  Θ  U  V  Θ  

2.03E+1 2.09E-4 7.24E+0 1.75E-5 1.50E-4 7.27E+0 1.43E-5 
2.04E+1 2.32E-4 7.60E+0 1.49E-5 2.01E-4 7.66E+0 1.43E-5 
2.05E+1 3.04E-4 8.00E+0 2.40E-5 2.82E-4 8.04E+0 1.40E-5 
2.06E+1 5.71E-4 8.70E+0 3.55E-5 6.15E-4 8.73E+0 2.99E-5 
2.07E+1 6.86E-3 9.48E+0 2.86E-4 1.20E-2 9.57E+0 4.69E-4 
2.08E+1 2.61E-1 1.06E+1 1.15E-2 3.53E-1 1.07E+1 1.57E-2 
2.09E+1 9.34E+0 3.76E+1 3.78E-1 8.87E+0 3.60E+1 3.56E-1 
2.10E+1 1.56E+1 4.95E+1 4.62E-1 1.58E+1 5.19E+1 4.72E-1 
2.11E+1 1.57E+1 4.49E+1 4.74E-1 1.59E+1 4.54E+1 4.77E-1 
2.12E+1 2.97E+1 1.30E+2 7.14E-1 4.33E+1 4.09E+2 1.04E+0 
2.13E+1 1.87E+1 8.84E+1 6.68E-1 1.90E+1 1.07E+2 6.98E-1 
2.14E+1 1.59E+1 5.67E+1 4.92E-1 1.79E+1 6.09E+1 5.44E-1 
2.15E+1 1.55E+1 6.21E+1 4.92E-1 1.66E+1 6.21E+1 4.82E-1 
2.16E+1 1.37E+1 5.50E+1 4.78E-1 1.32E+1 5.52E+1 4.79E-1 
2.17E+1 1.23E+1 3.73E+1 4.04E-1 1.22E+1 3.24E+1 3.77E-1 
2.18E+1 1.42E+1 4.46E+1 4.36E-1 1.14E+1 4.05E+1 3.93E-1 
2.19E+1 1.02E+1 2.54E+1 3.15E-1 9.44E+0 2.40E+1 3.17E-1 
2.20E+1 6.79E+0 1.99E+1 2.61E-1 7.46E+0 2.20E+1 2.83E-1 
2.21E+1 6.85E+0 1.82E+1 2.56E-1 7.00E+0 1.79E+1 2.58E-1 
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表十二 挫屈梁受非對稱均佈力之主共振現象及跳躍現象 1ωω ≈b  

 mN /103.3 3−×=λ  mN /104.3 3−×=λ  mN /105.3 3−×=λ  

)(kHzbω  U  V  Θ  U  V  Θ  U  V  Θ  

2.65E+1 4.58E-1 1.26E+1 1.82E-2 4.54E-1 1.36E+1 1.83E-2 2.01E-1 1.46E+1 7.84E-3 
2.66E+1 2.88E+0 1.38E+1 1.18E-1 3.00E+0 1.44E+1 1.39E-1 1.72E+0 1.54E+1 7.12E-2 
2.67E+1 2.89E+0 1.38E+1 1.27E-1 2.70E+0 1.44E+1 1.02E-1 3.39E+0 1.84E+1 1.45E-1 
2.68E+1 3.92E+0 1.39E+1 1.59E-1 2.35E+0 1.60E+1 9.61E-2 7.85E+0 2.93E+1 2.76E-1 
2.69E+1 3.97E+0 1.62E+1 1.62E-1 9.00E+0 3.24E+1 3.25E-1 3.60E+1 4.14E+2 9.33E-1 
2.70E+1 4.18E-1 1.51E+1 1.60E-2 3.60E+0 2.89E+1 1.22E-1 1.04E+1 3.49E+1 3.52E-1 
2.71E+1 8.77E-1 2.55E+1 4.15E-2 1.19E+1 5.41E+1 4.62E-1 5.51E-3 3.17E+1 2.20E-4 
2.72E+1 9.59E-1 2.27E+1 3.94E-2 8.66E-1 2.46E+1 4.11E-2 2.51E-2 2.71E+1 9.14E-4 
2.73E+1 3.12E-1 1.94E+1 1.32E-2 2.69E+0 2.13E+1 1.42E-1 1.37E-1 2.40E+1 5.39E-3 
2.74E+1 5.93E-1 1.74E+1 2.74E-2 4.31E-1 1.89E+1 2.03E-2 3.81E-2 2.00E+1 1.81E-3 
2.75E+1 3.23E-1 1.71E+1 1.46E-2 5.58E-1 1.72E+1 2.23E-2 2.03E-3 1.99E+1 8.91E-5 
2.76E+1 1.23E+0 1.62E+1 5.02E-2 2.09E+0 1.98E+1 7.51E-2 5.13E-1 2.38E+1 1.88E-2 
2.77E+1 5.96E+0 2.00E+1 2.32E-1 4.31E+1 3.89E+2 8.17E-1 7.93E-3 2.69E+1 3.39E-4 
2.78E+1 8.11E+0 2.55E+1 3.03E-1 3.73E+0 2.48E+1 1.56E-1 5.08E-1 2.17E+1 1.88E-2 
2.79E+1 2.33E+0 2.24E+1 1.01E-1 8.22E+0 2.32E+1 2.81E-1 1.92E-2 1.93E+1 7.70E-4 
2.80E+1 4.54E+0 2.20E+1 2.07E-1 7.36E-1 1.82E+1 3.22E-2 4.02E-2 1.99E+1 1.74E-3 
2.81E+1 4.19E-1 1.72E+1 1.92E-2 3.02E+0 1.95E+1 1.24E-1 8.04E-1 2.10E+1 3.73E-2 
2.82E+1 2.19E+0 1.72E+1 9.62E-2 8.37E+0 3.14E+1 3.11E-1 3.49E+0 2.19E+1 1.23E-1 
2.83E+1 6.49E+0 2.27E+1 2.51E-1 3.57E+0 2.03E+1 1.21E-1 2.56E+0 2.14E+1 9.07E-2 
2.84E+1 6.77E+0 2.22E+1 2.37E-1 3.61E+0 2.09E+1 1.61E-1 9.91E-1 2.25E+1 5.62E-2 
2.85E+1 3.67E+0 2.03E+1 1.45E-1 6.18E+0 3.20E+1 3.27E-1 4.16E-1 2.14E+1 2.01E-2 
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圖一、兩端固定的直梁 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖二 直梁一端受軸向壓縮及側向挫屈示意圖 
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圖三 (a)變形前的梁 

(b)施加軸向變形(a)變成為挫屈梁 

(c)將(b)施加端點轉角 

(d)將(c)置於剛性基座 
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圖四 座標系統 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖五 梁的變形圖 
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圖六 挫屈梁之軸向位移∆－側向位移 0δ 曲線 
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圖七 挫屈梁兩端受轉角負荷之負荷 Bθ －側向位移 cv 曲線 
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圖八 挫屈梁兩端受轉角負荷之負荷 Bθ －反力 BF 曲線 
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圖九 挫屈梁兩端受轉角負荷之負荷 Bθ －反力 BM 曲線 
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圖十 簡支梁受端點軸向位移負荷作用的示意圖 
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圖十一 簡支梁受軸向位移負荷之負荷∆－側向位移 0δ 曲線 
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圖十二 簡支梁受軸向位移負荷之側向位移 0δ －反力 BF 曲線 
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圖十三 簡支梁受軸向位移負荷之側向位移 0δ －端點轉角 Bθ 曲線 
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圖十四 0=Bθ 之挫屈梁的前五個振動模態 
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圖十五 7.0=Bθ 之挫屈梁的前五個振動模態 
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圖十六 具端點轉角之挫屈梁受集中力負荷作用的示意圖 
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圖十七 具端點轉角之挫屈梁受集中載重之負荷-位移圖 
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圖十八 具端點轉角之挫屈梁受集中載重之負荷 cP -反力 BF 圖 
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圖十九 具端點轉角之挫屈梁受集中載重之負荷 cP -反力 BM 圖 
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圖二十 受集中載重之挫屈梁( 0=Bθ )在第一個分歧點的(a)次要平衡路徑 

(b)無因次側向位移分佈圖 
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圖二十一 受集中載重之挫屈梁( radB 3.0=θ )在第一個分歧點的(a)次要平

衡路徑(b)無因次側向位移分佈圖 
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圖二十二 具端點轉角之挫屈梁受均佈力負荷作用的示意圖 
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圖二十三 具端點轉角之挫屈梁受均佈負荷之負荷-位移圖 
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圖二十四 具端點轉角之挫屈梁受均佈負荷之負荷-反力 BF 圖 
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圖二十五 具端點轉角之挫屈梁受均佈負荷之負荷-反力 BM 圖 
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圖二十六 受均佈載重之挫屈梁( 0=θ )的(a)次要平衡路徑及(b)無因次側向

位移分佈圖 
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圖二十八 具端點轉角之挫屈梁受集中力及力矩負荷作用的示意圖 
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圖三十 具端點轉角之挫屈梁受中點力矩之負荷-位移圖( cv ) 
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圖三十一 具端點轉角之挫屈梁受中點力矩之負荷-位移圖( cθ ) 
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圖三十二 具端點轉角之挫屈梁受中點側力及力矩之負荷-位移圖( cu ) 
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圖三十三 具端點轉角之挫屈梁受中點側力及力矩之負荷-位移圖( cv ) 
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圖三十四 具端點轉角之挫屈梁受中點側力及力矩之負荷-位移圖( cθ ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖三十五 挫屈梁受到基底振動示意圖 
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圖三十六 挫屈梁之小振幅的頻率側向位移響應圖( mNpeff /101 4−×= ) 
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圖三十七 挫屈梁在主共振頻率附近大振幅的側向位移之頻率響應圖 
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圖三十八 挫屈梁中點位移的歷時分析 

( mNpeff /105.7 4−×= , kHzb 1.41=ω ) 
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圖三十九 挫屈梁在第十個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /105.7 4−×= , kHzb 1.41=ω ) 
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圖四十 挫屈梁在第二十一個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /105.7 4−×= , kHzb 1.41=ω ) 
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圖四十一 挫屈梁中點位移的歷時分析圖 

( mNpeff /105.7 4−×= , kHzb 6.39=ω ) 
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圖四十二  挫屈梁在第十五個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /105.7 4−×= , kHzb 6.39=ω ) 

 



95 

0.0 0.5 1.0 1.5

-400

-300

-200

-100

0
v(

x,
t)/

h

x/L

           τ
 24
 24.1
 24.2
 24.3
 24.4

 

0.0 0.5 1.0 1.5

-400

-300

-200

-100

0

v(
x,

t)/
h

x/L

            τ
 24.5
 24.6
 24.7
 24.8
 24.9

 
 

圖四十三  挫屈梁在第二十五個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /105.7 4−×= , kHzb 6.39=ω ) 
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圖四十四 挫屈梁之超頻共振的側向位移頻率響應圖 22
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圖四十五 挫屈梁中點位移的歷時分析圖 

( mNpeff /107.1 3−×= , kHzb 2.21=ω ) 
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圖四十六 挫屈梁在第十三個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /107.1 3−×= , kHzb 2.21=ω ) 
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圖四十七  挫屈梁在第十五個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /107.1 3−×= , kHzb 2.21=ω ) 
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圖四十八 挫屈梁中點位移之歷時分析圖 
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圖四十九 挫屈梁在第十八個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /108.1 3−×= , kHzb 2.21=ω ) 
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圖五十 挫屈梁在第二十四個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /108.1 3−×= , kHzb 2.21=ω ) 
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圖五十一 挫屈梁之超頻共振的側向位移頻率響應圖 23
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圖五十二 挫屈梁中點位移之歷時分析 

( mNpeff /106.2 3−×= , kHzb 35.14=ω ) 
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圖五十三  挫屈梁在第二十一個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /106.2 3−×= , kHzb 35.14=ω ) 
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圖五十四 挫屈梁在第二十六個外力周期之側向位移分佈圖 

( mNpeff /106.2 3−×= , kHzb 35.14=ω ) 
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圖五十六 (a)無阻尼與(b)有阻尼之挫屈梁中點位移之歷時分析圖 

( mNpeff /105.7 4−×= , kHzb 6.39=ω ) 
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圖五十七  (a)無阻尼與(b)有阻尼之挫屈梁中點位移之歷時分析圖 

( mNpeff /105.7 4−×= , kHzb 6.41=ω ) 
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圖五十八 有阻尼之挫屈梁中點位移之歷時分析圖 

( mNpeff /10593.8 4−×= , kHzb 6.39=ω ) 
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圖五十九 有阻尼與無阻尼之挫屈梁的側向位移頻率響應圖 
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圖六十 有阻尼之挫屈梁中點位移之歷時分析圖 
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圖六十一  挫屈梁發生跳躍現象所需的最小等效力 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

圖六十二  挫屈梁受不對稱分佈力示意圖 
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圖六十三 挫屈梁受不對稱分佈力之負荷-位移 cu 圖 
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圖六十四 挫屈梁受不對稱分佈力之負荷-位移 cv 圖 
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圖六十五 挫屈梁受不對稱分佈力之負荷-位移 cθ 圖 
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圖六十六 受不對稱均佈載重之挫屈梁的無因次側向位移分佈圖 
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圖六十七  挫屈梁受不對稱動態分佈力示意圖 
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圖六十八 挫屈梁受非對稱均佈力之小振幅的頻率軸向位移響應圖
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圖六十九 挫屈梁受非對稱均佈力之小振幅的頻率側向位移響應圖

( mN /101 4−×=λ ) 
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圖七十 挫屈梁受非對稱均佈力之小振幅的頻率轉角位移響應圖

( mN /101 4−×=λ ) 
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圖七十一 挫屈梁受非對稱均佈力之大振幅的頻率軸向位移響應圖 

( mN /103 3−×=λ , 1ωω ≈b ) 
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圖七十二 挫屈梁受非對稱均佈力之大振幅的頻率側向位移響應圖 

( mN /103 3−×=λ , 1ωω ≈b ) 
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圖七十三 挫屈梁受非對稱均佈力之大振幅的頻率轉角位移響應圖 

( mN /103 3−×=λ , 1ωω ≈b ) 
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圖七十四  (a) 0=m 與(b) %5.0=m 之挫屈梁中點位移之歷時分析圖 

( mN /103 3−×=λ , kHzb 0.28=ω ) 

 

 



121 

0.0 0.5 1.0 1.5

-30

-20

-10

0

10

20
v(

x,
t)/

h

x/L

           τ
 19.0
 19.1
 19.2
 19.3
 19.4

 

 

0.0 0.5 1.0 1.5

-30

-20

-10

0

10

20

v(
x,

t)/
h

x/L

           τ
 19.5
 19.6
 19.7
 19.8
 19.9

 

圖七十五 挫屈梁在第二十個外力周期之側向位移分佈圖 

( mN /100.3 3−×=λ , kHzb 0.28=ω , 0=m ) 
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圖七十六 挫屈梁在第二十五個外力周期之側向位移分佈圖 

( mN /100.3 3−×=λ , kHzb 0.28=ω , 0=m ) 
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圖七十七 挫屈梁在第二十個外力周期之側向位移分佈圖 

( mN /100.3 3−×=λ , kHzb 0.28=ω , %5.0=m ) 
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圖七十八 挫屈梁在第二十五個外力周期之側向位移分佈圖 

( mN /100.3 3−×=λ , kHzb 0.28=ω , %5.0=m ) 
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圖七十九 挫屈梁受非對稱均佈力之主共振的側向位移頻率響應圖

1ωω ≈b  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



126 

0 5 10 15 20 25 30
-60

-40

-20

0

20

40

60
u c/h

τ    
17 18 19 20 21 22

-400

-300

-200

-100

0

v c/h

τ  
                (a)                              (d) 

0 10 20 30

-400

-300

-200

-100

0v c/h

τ    
22 23 24 25 26 27

-400

-300

-200

-100

0

v c/h

τ  
                (b)                              (e) 

0 10 20 30
-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

θ c

τ  
                (c) 

圖八十 挫屈梁受非對稱均佈力中點位移之歷時分析圖 

( mN /104.3 3−×=λ , kHzb 7.27=ω , %5.0=m ) 
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圖八十一 挫屈梁在第十五個外力周期之側向位移分佈圖 

( mN /104.3 3−×=λ , kHzb 7.27=ω , %5.0=m ) 
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圖八十二 挫屈梁在第二十三個外力周期之側向位移分佈圖 

( mN /104.3 3−×=λ , kHzb 7.27=ω , %5.0=m ) 

 



129 

11.5 12.0 12.5 13.0 13.5
0

1

2

3

4

5

U(
10

-4
)

ωb(kHz)
 

圖八十三 挫屈梁受非對稱均佈力之大振幅的頻率軸向位移響應圖 

( mN /103 3−×=λ , 12
1 ωω ≈b ) 
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圖八十四 挫屈梁受非對稱均佈力之大振幅的頻率側向位移響應圖 

( mN /103 3−×=λ , 12
1 ωω ≈b ) 
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圖八十五 挫屈梁受非對稱均佈力之大振幅的頻率轉角位移響應圖 

( mN /103 3−×=λ , 12
1 ωω ≈b ) 
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圖八十六 挫屈梁受非對稱均佈力之大振幅的頻率軸向位移響應圖 

( mN /103 3−×=λ , 13
1ωω ≈b ) 
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圖八十七 挫屈梁受非對稱均佈力之大振幅的頻率側向位移響應圖 

( mN /103 3−×=λ , 13
1ωω ≈b ) 
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圖八十八 挫屈梁受非對稱均佈力之大振幅的頻率轉角位移響應圖 

( mN /103 3−×=λ , 13
1ωω ≈b ) 
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