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層狀半空間剛性圓盤基礎之振動 
 

學生:林辰彥           指導教授:劉俊秀 

 

國立交通大學土木工程學系碩士班 

摘   要 

 

本研究提出一個有系統的方法，計算由於圓形剛性板的和諧振動，造成在

層狀半空間層任何特定的位置上的振動。在此研究中，使用在圓柱坐標下

的三維波動方程之解析解。在層狀半空間中任何特定位置的振動可由半無

限積分中積分其波數 k 由 0 到無限大得到解析解，由於波數 k 消減的自然

性質，其數值積分可用一個確定的上限值 uk 取代無限大而不會使精度下降。

上限值 uk 的選擇與無因次化的振動頻率和無因次化的距離有關。由數值結

果得知層內位移成波動狀衰減。本研究之方法可有效且準確的預測由剛性

圓盤加載和諧載重所造成之層狀半空間層內振動位移。 
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Vibration induced by harmonic loadings applied at 

circular rigid plate on layered half-space medium 
 

Student: Chen-Yan Lin        Advisor:Gin-Show Liou 
 

Institute of Civil Engineering 
College of Engineering 

National Chiao Tung University 
 

Abstract 
 

The paper presents a systematic scheme to calculate the vibration at any specific 

location in layer medium due to harmonic vibrations of a circular rigid plate on 

the medium. In the scheme, the analytic solutions of 3D wave equations in 

cylindrical coordinates are employed. The vibration at any specific location in 

layer medium is obtained analytically by a semi-infinite integration with respect 

to wave number k from 0 to ∞. Because of decaying nature of integrand with 

respect to wave number k, the numerical integration can only be performed up to 

a certain upper limit uk  instead of ∞ without loosing accuracy. The choosing of 

the integration upper limit uk  is dependent upon the factors of nondimensional 

vibration frequency and nondimensional distance between vibration source and 

receiving location. From the numerical results, one finds that ground vibration 

may not attenuate monotonically along the distance from source. Comments on 

the presented scheme will be given, and the presented scheme is proved to be 

effective and efficient for accurately predicting the vibration induced by 

harmonic loadings applied at rigid circular plate. 
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第一章  緒論 

文獻回顧 

振動源附近的環境振動會影響高精密設備或高科技的生產設備的性能;

如微電子產業使用的光學工具。因此，高科技生產設備的容許振動範圍與

特定的振動源產生之振動評估，已成為設計高科技生產工廠的重要問題。 

首先，Gordon and Dresner[1]提出對於不同振動敏感設備的通用振動標準曲

線。從這些曲線，可以發現允許地表的振動越來越小，因為生產要求越來

越嚴格。而第二個問題 Sheng et al. [2]和 Krylov [3]採用尤拉梁理論(Euler 

beam theory)模擬整個軌道，包括鐵軌，枕木和鎮流器等，而且 Kaynia et al. 

[4] , Takemiya 和 Bian [5,6]提出了一種更成熟的分析模型，該模型考慮動

態的相互作用，計算火車通過產生的振動。為減少軌道振動通常建議使用

開口溝槽，Ahmad 和 Al-Hussaini[7] 與 Dasgupta et al. [8]做了一些理論研

究。此外，如果軌道位於橋樑上，由橋接處產生之地面振動對高科技生產

設備會產生更嚴重的問題。Takemiya [9]設計了一個蜂窩樁的波阻礙屏障，

以靠近橋墩的減少地面振動。因此，計算由公路交通或列車通過橋基礎產

生的振動所引起的地面振動對於鄰近的高精密設備是非常重要的。 

大部分上述分析模型，使用有限元素法或邊界元素法模擬半空間層或層

狀半空間。關於由計算特定來源產生之振動的分析方法， Miller and Pursey 

[10]計算了能量通量的壓力、剪力與 Rayleigh 波由圓盤垂直和諧振動所產生
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在半無限層的遠場，而 Apsel and Ruco [11]計算了由於點源（Green's Function）

產生的振動於半空間層。從實際角度來看，Woods and Jedele [12]收集了一

些觀察數據而由這些數據推導出一個簡單的公式來表示振動的衰減與距離

和土壤阻尼的關係。 

而在此研究主題將使用半解析，計算在層狀介質內任何位置上的振動其

由剛性圓板的和諧振動產生。使用''半解析''來描述是因為解析解的半無限積

分由一個有現值來取代。平面的和諧振動由扭轉(torsional)、垂直(vertical)、

水平(horizontal)與滾動(rocking)運動所組成。由 Liou [13]推導分解圓盤之牽

引力方法解決在半空間層的波傳問題。這些分解牽引力會很容易地解析在

圓柱坐標下的三維波動方程。這個方法由 Liou et al. [14]使用來產生在半空

間層圓盤的阻抗函數。本研究中由 Liou et al. [14]之方法計算任意位置的振

動在層狀介質半空間層其由和諧載重作用於剛性圓盤。 

本研究由 Liou et al. [14]之方法延伸計算且對於特定位置之振動於層狀

介質半空間其半無限積分由波數 k 取代。其振動之計算可以被特定上限 uk 取

代而精度不會下降。 

於剛性圓盤加載扭轉、垂直與水平載重得其數值結果，由結果表示方法

是否有效率又不失精確度。其數值由無因次化表示。  
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第二章  層狀半空間之解析模型 

2.1 波動方程式 

和諧動態載重加載於圖(1)之陰影區域且自由表面無牽引力作用可推得

其傅氏級數之圓柱座標方程式: 
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(2- 1) 

 

其下標 n 代表第 n 項傅氏級數分量，其中 0n 代表垂直(vertical)與扭轉

(torsional)載重， 1n 代表水平(horizontal)與翻轉(rocking)載重，ω 為震動頻

率，a 為圓盤半徑。因為時間函數 tie  在以下數學運算均在方程式兩邊所以

在以下運算先消除。 

由於其方程式滿足疊加原則所以只用一個傅氏級數分量特解之推導表

示即可。現考慮第 j 層其波傳微分方程一般寫為: 
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下標 j 為第 j 層， jGj跟 為 Lame’s 常數， j 為土壤質量密度， 為震動頻率， 
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為體積膨脹函數(dilatation)， 
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 222 、、 zr 為旋轉函數。 

為其解於圓柱座標下之 3D 波傳方程，可以由 Sezawa[15]所推導出對分

離(separating)、擴張(dilatational)和旋轉(rotational)之波傳通解且使用分離變

數法得第 n 項傅氏級數分量之通解如下: 
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)(krJn 為第 n 項之第一類貝索函數，且
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代表壓力方向 s 代表剪力方向，k 為水平方向之波數，其 
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為未知係數，由邊界條件決定。 

在層中之應力場可由位移場之微分再乘上彈性係數矩陣由(2-5)式可得: 
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(2- 13) 

 

2.2 層狀介質土壤應力與位移 

因為未知係數向量 A 由邊界位移應力條件決定，所以可以表示為在第 j

層中的下邊界之未知係數。此外其第 j 層位移應力之組成也可以由上下邊界

之組合表示如: 
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   11 jzzzrzzrj uuuY             (2- 15) 

 

  jzzzrzzrj uuuY             (2- 16) 

 

其 1jY 與 jY 為未知應力位移向量於第 j 層的上邊界與下邊界 

而 
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而其 ja 轉換矩陣為: 
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jd 為第 j 層厚度。 

考慮總系統，藉由(2-14)式跟位移與應力在水平表面之連續從最上層到半空

間層，可得其總系統的表面位移應力向量，其由半空間層之位移應力向量

組成(即 z=0)，如: 
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考慮半空間層，其波傳通解與應力場方程式相似於(2-5)式與(2-12)式，只是

沒有向上之反射波其應力位移場可表示如: 
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푨′為未知係數，由半空間層之邊界條件決定 
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2.3 層內位移與應力 

將(2-22)式加載到(2-21)式得: 
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所以 
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由(2-26)式可得 
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將(2-27)式帶入(2-26)式之 0u 得: 
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所以 
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將(2-30)式帶入(2-31)式得 
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所以由(2-6)式得: 
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或 
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第 N 層的位移與應力: 

由 
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得第 N 層上邊界位移: 
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所以第 N 層中之位移與應力帶入(2-36)式得 
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將(2-30)式代入(2-38)式 
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由上式得 
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假設為剛性基礎: 

其 0Mu 所以 
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mtJJTt 1
220

                (2- 44) 

 

0
11

22 tJJTtm
               (2- 45) 

 

所以由(2-45)式代入(2-43)式得 
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1
2212
 TTQ                (2- 47) 

 

由(2-46)式得到表面總系統的位移與應力向量，然而要在任意狀況(即(2-2)

式)下滿足(2-46)式是相當困難的。因此須要在一開始分解正確滿足其式。 

以 0t 為(2-1)式中的第 n 個傅氏級數可分解得: 
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在(2-49)-(2-51)式其右式之積分為漢克轉換對(Hankel transform pairs)，因為
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與、 為正交特徵向量相對於貝索方程矩陣 J 於(2-5)-(2-46)式中

之特徵值 )()()( 11 krkJkrkJkrkJ nnn  、、 ，所以(2-48)式可寫為: 
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(2- 52) 

 

因為(2-52)式之連續情況且總系統之表面應力在(2-46)式也滿足，所以

 t = −t̅ 將(2-52)式帶入(2-46)式得: 
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(2-53)式包含層中的解析解，雖然只表現出其表面位移解，不過層中的位移

與應力場可表示為相似的形態。 

 

2.4 線性應力分布 

為產生阻抗矩陣使用先前描述之解析解，其需要表示為可用的基礎結構

之有限元素模型。因此，其圓柱座標之 r 方向的應力張量在(2-1)式之傅氏級

數為分段線性在圖(2)之半徑 0a 範圍內。 

假設在(2-1)式中之區間 ),0( 0a 分成 m 個區間的等寬長
m
ab 0 ，所以可以表

示成分段線性應力分布如下: 
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其中 
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而 jjj spq 、、 是 j 節點之應力張量相對於 zzzrz  ,, 。 

加載(2-54)式到(2-48)式並使用(2-52)式，可以得到: 
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使用 00 tt  與由(2-55)式之 JDPdkt 0 帶入(2-46)式，可以得到 0 到無限之積

分結果，其相等(2-53)式: 

 





00 JQDPdku               (2- 57) 

 

若(2-55)式之 P 向量已知則由(2-57)式可求出表面邊界之任意位置之位移，
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若要求層內任意位置，將(2-41)式之 0t 以 JDPdkt 0 代入即可求得如: 

 





0 2 DPdkJQu               (2- 58) 

 

對剛性圓基礎，其基礎之位移場可假設如下: 

rru 1),(   (反對稱模態之 n=0)為扭轉力矩(torsional moment)之影響，

2),(  ru z (對稱模態之 n=0)為垂直力(vertical force)之影響，而

,cos),( 3  rruz   ,cos),( 4  rur  sin),( 4ru (對稱模態之 n=1)為滾動力

矩(rocking moment)與水平力(horizontal force)之影響。其 1 為基礎中點受扭

轉力矩(torsional moment)影響之未知廣義位移， 2 為垂直(vertical force)影響，

3 為滾動(rocking moment)影響與 4 水平(horizontal force)影響。 

由以上之位移場與阻抗矩陣跟(2-54)式之互制牽引力，可以計算和諧載

重下之剛性圓盤基礎之位移。 
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第三章  數值分析 

3.1 假設模型 

在半無限積分中由(2-58)式: 

 





0 2 DPdkJQu  

 

若土層無阻尼可能會存在奇異點，雖然像殘值定理(Residue Theorem)之

方法可計算奇異點，但為符合真實情況依然假設土層中有阻尼。因此可直

接使用數值積分方法。此外由以下三個條件，當 k 其半無限積分與 2
1

k
成

比例: 

(1) 當 k 其 J 矩陣元素跟 5.0k 成比例 

(2) 當 k  2Q 矩陣元素會跟隨 k
1 消減，因為 kvv   ' 。 

(3) 當 k   


 drkrrJ
k

nkrJ
k
rdrkrJr nnn )(1)()( 11

2
2 與

    drkrJ
k
nkrJ

k
rdrkrrJ nnn )()()( 11 、 5.0

1)(
k

krJn  。所以 D 矩陣元素會隨

5.1
1

k
消減。 

因此取適當的有限值置換無限積分上限不會造成數值結果精度下降，所

以本研究使用 Gaussian Quadrature method 求其積分。其阻抗矩陣與方程式

之計算精度與(2-55)式 D 矩陣之積分和(2-54)式之應力模態次區間數量(m)

均相關。由於 Liou[16]中已對次區間數量 m 與積分上限 k 做過討論，所以
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研究中直接以次區間數量 m 為 100、積分上限 k 為 5000，並且假設模型阻

尼比( )為 0.05，Poisson ratio 為 1/3，剪力模數為 )21( iGG  來計算。 

為簡化討論假設模型之基礎半徑 0a 、距離 r 與波數 k 均由頻率 1Hz 之剪

力波長無因次化，其剪力波長 scs 1/)Re( 其 )Re( sc 為剪力波速 sc 之實部，由

於剪力模數 G 為複數所以 sc 也為複數。而且，因為使用 Gaussian Quadrature 

method，其積分間隔大小須符合積分點數量，所以(2-56)式之 D 矩陣積分

1/  rk 其次區間 r 取 4 個 Gaussian 積分點。而(2-57)式之積分 1/  rk 其

Rkk 3.1 次區間 k 取 5 個 Gaussian 積分點。 Rk 為雷利波數(Rayleigh wave 

number)，r 為計算振動位置之距離。對於 Rkk 3.1 其次區間 k 使用 1.0/  rk

取 5 個 Gaussian 積分點來計算，因為對 k 積分在靠近壓力波數、剪力波數

跟雷利波數(Rayleigh wave number)時變化更為劇烈。使用以上之積分條件，

其半無限積分上限由合適之 uk 取代。 

本研究中總系統為一無質量剛性圓盤，固定於兩層系統中之第一層自由

表面如圖(3)，並且受到扭轉(torsional)、垂直(vertical)、翻滾(rocking)、水平

(horizontal)之振動。使用無因次化頻率  2/10 sa  與無因次化距離  2/1sr  來

計算振幅其中 Hz1 。 

因為總系統為線性，所以所有的數值均可無因次化。因此，扭轉(torsional)、

垂直(vertical)、水平(horizontal) 、耦合(coupling)、翻滾(rocking)之阻抗方程

可無因次化如: 3
0RR

2
000

3
0 ,,, GaIGaIGaIGaIGaI HRHHTT 與 。而且作用力也可以
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用相同的方式正規化。所以可以得到垂直與水平作用力的無因次化，分別

為 0GaFV 與 0GaFH ，而扭轉與滾動力偶正規化，分別為 3
0GaM T 與

3
0R GaM ，其中 G 為第一層的剪力模數。由此方法運算導致其求得結果之 ru 、

zu 與 u 已經由無因次化。以上之為頻率 1Hz 之剪力波長。 

本研究由單位和諧載重作用，即 0GaFV  ， 0GaFH  ， 3
0GaMT 或

13
0R GaM 來計算其數值結果。 

 

3.2 數據結果 

以一無質量之圓盤固定於雙層土壤，其土壤上層為層狀介質土壤下層為

半空間層如圖(3)以此假設模型做分析計算。加載扭轉(torsional)、垂直

(vertical)、水平(horizontal)、翻滾(rocking)等振動。研究中直接以次區間數

量 m 為 100、積分上限 k 為 5000、Poisson ratio 為 1/3、無因次頻率為 2 、

0a 為無因次半徑 0.1、d 為無因次距離 1、阻尼比為 0.05，而且 r 的無因次距

離以 s 代表，其 s 以每間隔為 0.125 計算其振動位移且深度 z 以對數座標表

示，以下圖中的單位均以 (為頻率 1Hz 之剪力波長)無因次化，而且圖中之

u 其為 90 、r 的無因次距離以 s 代表、 12 GGGt  : 

模型(1) 

 假設無因次頻率為 2 、 0a 為 0.1、d 為 1、阻尼比為 0.05、剪力模數比 12 GG

為 5、積分上限 k 為 5000、Poisson ratio 為 1/3 的層狀半空間得其層內振動
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圖形為: 

1.垂直振動之 ru 位移與 zu 位移如圖(4)、圖(5) 

2. x水平方向上振動之 ru 位移與 zu 位移如圖(6)、圖(7) 

3.翻滾振動之 ru 位移與 zu 位移如圖(8)、圖(9) 

4.扭轉振動之 u 位移如圖(10) 

5.縱向振動之 u 位移如圖(11) 

6.y水平方向上振動之 u 位移如圖(12) 

模型(1)由圖(4)~圖(12)得層內位移成波動狀衰減。取深度z=0、0.25、0.5、

0.75、1.0之振動位移曲線。由圖(4)可看出在z=0時曲線較緩，隨深度增加變

化越趨劇烈而在z=1.0時又變緩。圖(6)與圖(8)之變化跟圖(4)相似只是在

z=0.75時曲線變化就趨緩。圖(11)與圖(4)的曲線變化相同，只是數值大小不

同。圖(4)、圖(6)、圖(8)、圖(11)各深度之曲線變化較無規律。圖(5)、圖(7)、

圖(9)、圖(10)、圖(12)其曲線在z=0~0.25的變化趨緩而在z=0.25~0.75曲線變

化較劇烈然後在z=1.0又變緩。不過圖(4)~圖(12)其振動位移均隨距離s的增

加振動逐漸變小 

模型(2) 

 假設無因次頻率為 2 、 0a 為 0.1、d 為 1、阻尼比為 0.05 且剪力模數比

12 GG 為無限(即半空間層改為剛性基底)、積分上限 k 為 5000、Poisson ratio

為 1/3 得其層內振動圖形為: 
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1.垂直振動之 ru 位移與 zu 位移如圖(13)、圖(14) 

2. x水平方向上振動之 ru 位移與 zu 位移如圖(15)、圖(16) 

3.翻滾振動之 ru 位移與 zu 位移如圖(17)、圖(18) 

4.扭轉振動之 u 位移如圖(19) 

5.縱向振動之 u 位移如圖(20) 

6.y水平方向上振動之 u 位移如圖(21) 

模型(2)由圖(13)~圖(21)得層內位移成波動狀衰減。取深度z=0、0.25、

0.5、0.75之振動位移曲線。因為剛性基底所以z=1.0振動位移為0。由圖(13)、

圖(15)可看出在z=0時曲線變化劇烈在z=0.25較緩，z=0.25~0.5隨深度增加變

化越趨劇烈而在z=0.75時又變緩。圖(13)與圖(20)的曲線變化相同，只是數

值大小不同。圖(17)之曲線變化隨深度加深就越劇烈。圖(14)、(16)、(18)、

(19)、(21)其曲線在z=0~0.25的變化趨緩而在z=0.25~0.75曲線變化較劇烈。

在圖(13)~圖(21)其振動位移均隨距離s的增加振動逐漸變小。 

將模型(1)與模型(2)做比較可看出在s=0~1時變化相同，在z=0時模型(2)

的振動位移較劇烈，且模型(2)數值較小。圖(13)、圖(15)、圖(17)相對於圖

(4)、圖(6)、圖(8)由劇烈變化到和緩的過程發生於較淺的位置。 
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第四章 結論與建議 

4.1 結論: 

由以上之研究計算土壤振幅於層狀土壤介質，所以若有結構物時可直接

將其有限元素模型帶入，即可求得土壤振動是否會對高精密儀器造成影

響。 

從圖(4)~圖(21)中可看出振動位移為波動狀衰減。若建築物在非岩盤基

底上，一般來說，由圖(4)~圖(12)( 512 GG )可看出深度增加振動減少，此

與一般之預期相符。而圖(13)~圖(21)( 12 GG )也有相同的現象。研究中取

雙層模型計算也可依土壤性質的不同使用更多層來計算，而層厚度也可依

實際狀況不同來調整計算。 

本研究所使用的方法，相當簡單而且具有自行收斂的性質。因此，在計

算時間上與數值結果精度，都比有限元素法跟邊界元素法來的好。 

 

4.2 建議: 

研究中以剛性圓盤基礎計算層狀土壤位移，所以只用到 n=0 與 n=1 之傅

氏級數，若是不同形狀之基礎如長方形、三角形等等，只要將(2-1)式中加

入更多傅氏級數計算即可。此外，本研究假設基礎為剛性，所以也可假設

為柔性以適應不同的建築。而且，研究中所使用的 Gaussian Quadrature 

method 可以再取更高的階數去計算也可以提高精度。  
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圖表 

 

圖 1  
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圖 2 
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圖 3 

 



 

 

   

圖 4  512 GG 垂直振動之 ru 位移  
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圖 5  512 GG 垂直振動之 zu 位移  
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圖 6  512 GG 之 x 水平方向上振動之 ru 位移  
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圖 7  512 GG 之 x 水平方向上振動之 zu 位移  
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圖 8  512 GG 翻滾振動之 ru 位移  
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圖 9  512 GG 翻滾振動之 zu 位移  
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圖 10  512 GG 扭轉振動之 u 位移  
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圖 11  512 GG 縱向振動之 u 位移  
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圖 12  512 GG 之 y 水平方向上振動之 u 位移 
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圖 13  12 GG 垂直振動之 ru 位移 
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圖 14  12 GG 垂直振動之 zu 位移 
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圖 15  12 GG 之 x 水平方向上振動之 ru 位移 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10

-4

10-3

10-2

10
-1

100

10
1

|u
r|

距離 s

Gt=infinite

 

 
z=0
z=0.25
z=0.5
z=0.75

40 



 

 

 

圖 16  12 GG 之 x 水平方向上振動之 zu 位移 
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圖 17  12 GG 翻滾振動之 ru 位移 
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圖 18  12 GG 翻滾振動之 zu 位移 
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圖 19  12 GG 扭轉振動之 u 位移 
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圖 20  12 GG 縱向振動之 u 位移 
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圖 21  12 GG 之 y 水平方向上振動之 u 位移 
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