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垂直橫向等向性材料在半無限空間受三維表面點荷重作用之位移閉合解探討 

學生：戴文蕙          指導教授：廖志中 博士 

國立交通大學土木工程學系碩士班 

中文摘要 

基礎材料受工程結構物作用，常因超額載重及位移變化量而產生破壞，故考

慮現地承受大量載重作用下基礎所引產生之「位移和應力」是有必要的。一般岩

石或土壤若以明顯之地質構造或彈性對稱方向來看，可分為一般異向性、正交性

或橫向等向性材料，這就是「異向性」，其中又以橫向等向性材料最為常見，例

如：單組規則節理岩體、層狀岩體或具有葉理的岩石等都可視為橫向等向性材料。

由於地質構造作用，岩體內不連續面位態並非全為「水平」，故本文依 2009 年胡

廷秉提出對於半無限空間傾斜橫向等向性材料受載之傳統求解偏微分方程方法，

探討半無限空間垂直橫向等向性材料受三維表面點荷重作用的位移閉合解。 

    本論文主要是先推導在微小變形條件下，根據彈性力學理論，求解由偏微分

方程所組成之控制方程，首先將控制方程透過雙傅立葉轉換轉變為常微分方程，

並配合邊界條件求出傅立葉定義下之半無限空間垂直橫向等向性材料位移解，然

後經由雙傅立葉逆轉換且利用殘數定理積分而得到半無限空間垂直橫向等向性

材料受三維點荷重作用的位移閉合解。最後，藉由範例說明，特別針對殘數定理

積分部份探討半無限空間垂直橫向等向性材料受三維表面點荷重作用之位移閉

合解與受到材料的異向性影響性，並且與 2006 年 Ding 等人和 2009 年胡廷秉提

出之半無限水平橫向等向性空間比較相同，因此，本文採用之方法若能完整解出

各殘數積分值，則垂直橫向等向性材料於半無限空間受表面三維點荷重作用之位

移閉合解析解應可合理性的被解出。 

 

關鍵字:半無限空間、垂直橫向等向性材料、雙傅立葉積分轉換、位移閉合解、、

異向性、殘數定理積分。  
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Study of the closed form Solutions for Displacements in an Half 

Space with Vertical Transversely Isotropy Subject to Surface  

3D Point Loads 

Student：Wen-Huei Dai       Advisor：Dr. Jyh- Jong Liao 

Abstract 

The failure of a foundation in soil/rock is often caused by over loading or large 

displacements. This fact is particularly important to analyze stresses and 

displacements when structures impose very large loads on the underlying soil/rock. 

However, it is also important for understanding the influence of the "anisotropy" of 

soil/rock on stresses, strains and displacements. Based on  the orientation of 

geological structures or direction of planes of elastic symmetry, Elastic materials can 

be divided into general anisotropic, orthogonal or transversely isotropic materials. The 

nature of anisotropy of soils/rocks is caused by depositing via sedimentation over a 

long period of time, cutting by regular discontinuities, such as cleavages, foliations, 

stratifications and joints. Anisotropic soils/rocks are commonly modeled as 

transversely isotropic materials based on the practical engineering considerations. 

Nevertheless, the inclination of planes of elastic symmetry is not always horizontal, 

and hence, this thesis extending the approach proposed by Hu (2009) to study the 

closed form solutions for displacements in an half space with vertical transversely 

isotropy subjected to a surface 3D point load.  

To obtain the closed form solutions, the double Fourier transform was used to 

reduce the partial differential equations to ordinary differential equations, firstly. Then,   

the solutions of displacement and stress in Fourier domain can be determinednd from 

the boundary conditions. Finally, the closed form solutions for stresses and 



 

III 

 

displacements in a vertical transversely isotropic half space material subjected to a 3D 

point load can be obtained using the double inverse Fourier transform and residue 

theorem. The present closed-form solutions demonstrate that the material anisotropy 

could affect the displacements and stresses in a vertical transversely isotropy. The 

illustrative examples show that the calculated displacements in a horizontal 

transversely isotropic half space are the same/similar as those presented by Hu (2009) 

and Ding et, al., (2006). Hence, the closed form solutions for stresses and 

displacements in a vertical transversely isotropic half space can be reasonably solved 

if the all of residue of integrals in the inverse Fourier domain can be determined 

exactly.    

 

Keywords: Half-space, Vertical transversely isotropic Material, Double Fourier 

integral transform, displacement closed form solution, anisotropy, residue integral. 
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卡式座標系統下之剪應變 

'''''' ,,
yxzyzx


     

垂直橫向等向空間材料座標系統下之剪應變 

),,(),,( zyxizyxU i     物理定義域下之位移 

( , , ) ( , , )iU z i x y z      傅立葉定義域下之位移 

( )    ( , , ) ( , , )i Hu z i x y z  
  

傅立葉定義域下之齊性解位移
 

( )  ( , , ) ( , , )i Pu z i x y z  
  

傅立葉定義域下之特解位移 

),,(,, zyxzzyyxx 
   

物理定義域下之應力 

, ,  ( , , )xx yy zz z    
   

傅立葉定義域下之應力 

),,,(),,( zyxjizyxij 

  

物理定義下之剪應力 

( ) ( , , ) ( , , )ii H z i x y z   

     

傅立葉定義下之應力齊性解 

( ) ( , , ) ( , , )ii P z i x y z   

      

傅立葉定義下之應力特解 

( , , ) ( , , , )ij z i j x y z   

  

傅立葉定義下之剪應力 

( ) ( , , ) ( , , , )ij H z i j x y z   

  

傅立葉定義下之剪應力齊性解 

( ) ( , , ) ( , , , )ij P z i j x y z   

  

傅立葉定義下之剪應力特解 

),( xk        極座標系統 
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第一章 緒論 

1.1 研究動機與目的 

    在工程實務上，基礎材料受工程結構物作用，常因超額承載力及位移變化量

而產生破壞，所以工程施作前掌握大量載重作用下所引致的「位移和應力」是有

必要的。然而岩體形成過程中或形成後，存在著「異向性」(Anisotropy)影響因

子，所謂「異向性」是指岩石在不同方向上的材料特性不同。岩石的異向性，若

以明顯地質構造或彈性對稱面組數及方向，可分為一般異向性(General 

anisotropy)、正交性(Orthotropy)、橫向等向性(Transversely isotropy)或等向性 

(Isotropy)，其控制岩石材料變形的彈性常數(Elastic constants )分別為 21、9、5、

2 個。常見的單組規則節理岩體、層狀岩體或具葉理的岩石（如板岩、片岩、頁

岩等）皆可視為橫向等向性材料。故基礎受表面荷重後之位移及應力分佈情形，

利用等向彈性力學原理恐無法加以正確估算，而有必要針對橫向等向性材料之力

學行為(Ex：應力及應變)做深入探討與研究。 

    由於地質構造作用，岩體內不連續面位態並非全為「水平」且國內外既有文

獻尚未解出傾斜橫向等向性材料半無限空間受三維點荷重作用之位移及應力解

析解，因此，本研究擬針對前述的特例，藉由範例計算說明去探討「垂直橫向等

向性材料在半無限空間受表面三維點荷重作用之位移閉合解」。 

1.2 研究方法與流程 

(一) 研究方法 

    本研究旨在探討三維表面點荷重作用在垂直橫向等向性材料之位移閉合解。

一般來說，不管是無限空間或是半無限空間的材料，求解所建立之控制方程

(Governing equations)主要是由彈性力學理論之基本方程衍生得到，而基本方程包

括：幾何方程、應變及應力方程及力平衡方程等所組成的偏微分方程，為了簡化

此偏微分方程及方便推導解析解，需透過傅立葉轉換(Fourier transform)及拉普拉
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斯轉換(Laplace transform)方法，將複雜的偏微分方程變成容易求解的常微分方

(O.D.E)程或代數方程。本文依胡廷秉 (2009)提出對於半無限傾斜橫向等向空間

之偏微分方程求解的傳統方法，先推導垂直橫向等向性材料在半無限空間受三維

表面點荷重作用的位移及應力解析閉合解，然後藉由範例說明探討「垂直橫向等

向性材料在半無限空間受三維表面點荷重作用之位移閉合解」。 

 (二) 研究流程 

    本研究首先針對學者提出有關半無限空間橫向等向性材料受載重作用之位

移及應力解析解相關文獻研究整理，並擇一方法-胡廷秉(2009)，推導在半無限空

間垂直橫向等向性材料受三維表面點荷重作用之位移及應力閉合解，然後藉由範

例計算說明探討其位移閉合解，以下為本研究流程圖，如圖 1.1 所示： 
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研究開始

文獻蒐集及回顧

研究方法擬定

解析解推導

範例說明

結論與建議
 

 

圖 1.1 研究流程圖 
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1.3 論文內容 

    本文共分六章，主要係利用範例說明和分析去探討垂直橫向等向性材料在半

無限空間受三維表面點荷重作用之位移閉合解，其各章之簡介如下: 

第一章 緒論 

    本章介紹本研究之動機與目的、方法，闡述並涵蓋本論文之大觀念及想法。 

第二章 文獻回顧 

    本章針對學者提出有關半無限空間橫向等向性材料受載重作用之位移或應

力 2D 與 3D 解析解方法相關文獻，加以說明介紹並說明其優缺點。 

第三章 研究方法 

    本章說明彈性體之應變位移關係、幾何方程、平衡方程式等基本方程，並介

紹使用之數學方法：傅立葉轉換及拉普拉斯轉換方法原理，然後建立物理定義域

下求解之控制方程，再經由傅立葉轉換得到傅立葉定義域下之控制方程式並找出

在傅立葉定義域下，構成一般解之齊性解(Homogeneous solution)特徵值

(Eigen-value)，得到一般解之齊性解表達方程式。  

第四章 半無限空間垂直橫向等向性材料閉合解推導 

    本章將第三章所得之傅立葉定義域下求解之控制方程，此為常微分方程式

(O.D.E)，藉由考慮邊界條件(z=0)，可直接求垂直橫向等向性材料在半無限空間

之位移及應力解，最後再透過傅立葉逆轉換得到物理定義域之位移及應力解。 

第五章 計算範例 

    本章將推導之解析解採用 Gerrard(1975) and Amadei et al.(1987) 所建議的

'E

E
、

'G

G
 範圍為 1 至 3 及

'


範圍為 0.75 至 1.5 做範例說明並探討位移閉合解

和其受材料異向性影響。 

第六章 結論與建議 

    針對本研究之成果提出結論與建議。 
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第二章 文獻回顧 

    本章節主要回顧橫向等向性材料在半無限空間受載重作用所得到位移及應

力解析解。首先，先說明橫向等向性的基本關係及彈性邊界值問題求解的方法，

然後針對半無限範圍(Domain)下分為兩大部分：二維空間(2 Dimension)及三維(3 

Dimension)空間，對現有受載重作用之位移和應力解析方法之文獻資料加以說明

及回顧。 

2.1 彈性力學之邊界值求解方法 

    彈性力學理論的基本數學式方程在很多的參考資料裡都可找到，例如：

Sneddon (1951)、Timosheko (1970、Poulos and Davis(1974)等人，而組成彈性力

學的基本方程分別為：幾何方程(Geometric equations)、應力與應變關係 

(Constitutive equations)、平衡方程(Equilibrium equations)及協調方程(Compatibility 

equations)，在三維卡式座標系統下，以張量表達方式，參考 Sneddon (1951)及

Timosheko (1970)，幾何方程又稱為柯西方程(Cauchy equation)， iju 及 jiu 為微小

變形情況下之位移量， ji , 則是應變量，可簡單的表示為： 

   )(
2

1
jiijij uu 

                                            
   (2.1) 

參考Sneddon (1951)及Timosheko (1970)，在線彈性體之應力和應變關係又稱

為廣義虎克定律， ij 為應變量， klijc 為彈性勁度常數(Elastic stiffness constant)可由

4階張量(fourth-rank tensor)組成，此與材料特性有密切關係，其張量表達方式如 

(2.2) 式： 

   ijklijkl c  
                                                   

(2.2) 

參考Sneddon (1951)及Timosheko (1970)，若考慮材料體內力平衡狀況，可表

示為式 (2.3)為平衡方程式，若以位移表示此平衡方程則又稱為納維方程(Navier- 

equation)，其中 iF 為為徹體力(Body force) ， jij , 為應力偏微分量，若材料作等
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速度運動或無加速度，平衡方程式等號右邊則為0： 

   
0,  ijij F (=

2t

ui




 )

                                            
(2.3) 

   而協調方程(Compatibility equations)又可稱聖維南方程(Saint- Venant' 

equation)。在求解過程中，未知數大於求解方程，若由位移來表達未知數可得到

相對應變量，但由應變來表達未知數是卻無法正確得到相對的位移量，故需利用

協調方程條件滿足應變連續性，而求得方程式之解。 

    以上(2.1)式、(2.2)式及(2.3)式三個基本方程之建立在第三章將會有詳細的說

明。 

    彈性力學之邊界值求解方法，舉例來說：式(2.1)可列出6個方程，式(2.2)也

可列出6個方程，而式(2.3)可列出3個方程，由 (2.1)式、(2.2) 式、(2.3) 式可知

總共有15個分別由3個未知數 iu 、6個未知數 ij 、6個未知數 ij 所組成基本方程。

為簡化方程式，通常取某一個未知數為組成方程的基本因子，一來這15個方程的

未知數就可降低，二來更方便輕易求解，譬如：選擇 iu 這個基本因子當作未知數，

根據 (2.1)式及(2.2)式 ij 、 ij 可用 iu 來表示，所有方程都為 iu 的函數。在考慮邊

界條件得到待定係數之值，即可求得精確解之表示式，此法不需使用到協調方程，

求解過程變得較簡易稱為位移求解法。 

    而依據問題本身所考慮之未知數，在微小應變條件下並考慮邊界條件則可分

為三種求解方法：(1) 位移求解法、(2) 應力求解法、(3)混合求解法。 

(1) 位移求解法 

    利用彈性體上各點的位移作為基本未知數，總共有3個未知數，以位移表示

應變之幾何方程，代入應力應變關係式中，最後求解時代入平衡方程式，則可得

3個到含有3個未知數位移表示的平衡方程式，此方程又稱為Lame Navier方程，

利用3個方程解3個未知數的過程則稱為位移求解法。  
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(2) 應力求解法 

    若以應力當作基本未知數，總共有6個未知數，求解時直接代入平衡方程式，

可得到3個含有6個未知數應力表示的平衡方程式，3個方程解6個未知數，無法直

接求得應力解，若要求得位移量更是無法預知，故需加入協調方程，此為應變的

連續性條件，消除應變分量後所得應力協調方程，才能滿足邊界條件，此協調方

程又稱Beltrami-Michell方程，而求解過程則稱為應力求解法。  

(3) 混合求解法 

    顧名思義就是以各點位移分量及各點部份應力分量做為未知數來建立求解

的方程，同樣需考慮邊界條件的影響因子，此求解過程稱為混合求解法。 

    Zou et al. (1944)及Ding et al. (1966)文獻中曾提到使用位移法來求解，而相同

的方法在Hu et al. (2007)及Liao et al.(2008)同樣也可發現求得傾斜橫向等向性材

料於無限空間受三維點荷重作用之位移和應力解析解，根據這些文獻，位移求解

法相對於應力求解法，更容易直接獲得位移和應力解，故本研究選擇位移求解法，

假設位移為未知數所建立的求解方程，來求半無限空間垂直橫向等向材料受三維

表面點荷重作用的位移和應力解析解。 

2.2 半無限空間橫向等向性材料位移及應力之解析解方法 

橫向等向性材料受載重作用之位移及應力解問題，早在 1930 年代即有學者

提出，Lekhnitskii (1939a,b)利用複變方法及柯西積分方程去求解當地表為水平或

拋物線承受荷重後，均質(Homogeneous)、異向性(Anisotropy)及線彈性(linearly 

elastic)半無限空間材料的應力及位移解析解。然而橫向等向性彈性問題求解的方

法包羅萬象，歸納起來可分為 3 種方法，即數值方法(Numerical method)、實驗

方法(Physical Model method)、解析方法(Analytical method)。而本研究採用解析

方法，目的是在求解半無限空間垂直橫向等向性材料受三維表面點荷重作用之位

移和應力閉合解，到目前為止半無限空間之垂直橫向等向性材料問題尚未有完整

之解析解，本節針對二維空間(2 Dimension)及三維(3 Dimension)空間，地表承受
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載重作用下橫向等向性材料位移及應力解析方法相關文獻加以說明回顧。 

2.2.1  2D 半無限空間橫向等向性材料位移及應力之解析解方法 

    本章節就學者已提出在二維(2 Dimension)半無限空間橫向等向性材料受載

重作用下位移及應力解析解說明如下： 

 De Hrena et al. (1966) 及 Piquer et al.(1966)  

    De Urena et al. (1966)提出平面變形下水平橫向等向性材料半無限空間表面

受垂直或正切載重時之應力解如圖 2.1 和圖 2.2，其推導方法是由彈性力學基本

方程：(1)位移和應變關係、(2)幾何方程、(3)力平衡方程，所建立之控制方程所

來推導，最後求得在二維卡式座標系統下之水平橫向等向性材料半無限空間表面

受垂直或剪力載重時之正向應力( xx 、 yy )及剪應力( yz )解表示如下： 

(1)垂直載重作用下： 

z

x

y

P

 

圖 2.1 水平橫向等向性材料受垂直載重作用示意圖 

摘自 De Hrena et al. (1966) , p.314 
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(2) 正切載重作用下： 

z

x

y

T

 

圖 2.2 水平橫向等向性材料受正切載重作用示意圖 

摘自 De Hrena et al. (1966) , p.314  
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其中 B、C 係數分別表示為： 
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其中， 'G 為垂直剪力係數，而、、及  分別可由材料的彈性常數：水

平楊氏模數( E )、垂直楊氏模數( 'E )、水平柏松比( )、垂直柏松比(
' )所組成，

如下式(2.7)

 







1

E
、 

)21)(1(
'

2'

2''

E

E

EE









  、 

E

E

E
'

2'

''

21 








 

E

E

E
'

2'

'

21

)1(









               (2.7)   

Piquer et al. (1966) 延伸De Urena et al. (1966) 建議之正向應力及剪應力解，

將水平及垂直載重型態透過積分技巧，推導平面變形下水平橫向等向性材料受三

角形分布垂直載重及正切載重作用之正向應力及剪應力解，如圖 2.3 及圖 2.4，

並做一系列參數研究，探討半無限空間橫向等向性材料受「異向度」及「深度」

影響之應力分佈的情況。而求得二維卡式座標系統下之水平橫向等向性材料半無

限空間表面受垂直或剪力三角載重時之正向應力( xx 、 yy )及剪應力( yz )解表示

如下： 

(1)垂直三角形載重作用下： 

x

y
xy

xx

yy

P

 

圖 2.3 水平橫向等向性材料受垂直三角形載重作用示意圖 

摘自 Piquer et al. (1966), p.532  
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(2.8c) 

 

(2)正切三角形載重作用下： 

x

y
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xx
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T

 

圖 2.4 水平橫向等向性材料受正切三角形載重作用示意圖 

摘自 Piquer et al. (1966), p.532  
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(2.9c) 

 

其中，L 為三角形載重底長範圍，而其它係數均如 (2.6) 式至 (2.7) 式表達。 

    舉例來說：圖 2.5 為橫向等向性材料水平表面分別受垂直及正切三角形載重

作用，此材料參數為 2.0  3.0  5.1 '

'
  、、

E

E
，隨著深度不同應力( xx 、 yy )及

剪應力( yz )分佈的情況 Piquer et al. (1966)： 
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圖 2.5 水平橫向等向性料受三角形垂直及正切作用隨深度之應力變化圖 

摘自 Piquer et al. (1966), p.535  

 

由以上結果，Piquer et al. (1966)歸納出四點結論： 

(1) 橫向等向性材料受載重作用之應力變化，會受到深度及材料的異向性

(Anisotropy)如楊氏模數比( 'E
E )、剪力模數(

'G )等影響。 

(2) 半無限空間受載重作用情況下，橫向等向性材料受正切載重作用所產生應力

比均向性(Isotropic)材料小。 

(3) 橫向等向性材料受載之應力變化，剪力模數(
'G )影響力遠比楊氏模數比( 'E

E )

來得重要，甚至大於楊氏模數比( 'E
E )。 

(4) 橫向等向性材料受載之應力變化並受到水平、垂直柏松比( '
 )影響。 
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 Bray (1977)  

     

圖 2.6 Bray (1977)線載重作用於半無限空間橫向等向性(傾斜規則節理)岩體圖 

摘自 Goodman (1989),p.358  

 

摘自 Goodman (1989)，圖 2.6 為線載重分別為正交載重 P 及剪力載重 Q，作

用在地表為水平之半無限空間傾斜橫向等向性岩石上，Bray (1977)將此線載重分

成平行於橫向等向性平面之載重 X 及垂直橫向等向性平面之載重 Y，去探討其

受載平面應變下之應力解及分佈情況，他假設由多種不連續面組合成的橫向等向

性材料，可視為等值(Equivalent)、均質之橫向等向性材料如圖 2.7，其在極座標

系統下應力的表達方式為： 
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圖 2.7 由等價橫向等向性材料表示規則節理材料示意圖 

   摘自 Goodman (1989),p.197 
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(2.10b) 
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(2.10c) 

其中： 

   r =點載重點至待量測徑向應力 r 距離 
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    圖2.8相同結果在Gaziev and Erlikhman (1971)利用物理模型試驗所畫出的應

力等值圖（圖 2.9），圖 2.9 可以發現不管是利用計算或物理模型試驗，結果幾

乎是相似的，由此可認定 Bray (1977)所提出的 2 維應力解析解的正確性。若對
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此結果延伸應用，則可用於當一個施載基腳作用在層狀、片岩狀或規則節理岩石

上所產生之應力作有效的定量估計。 

 

圖 2.8 Bray (1977)線載重作用下之傾斜橫向等向性材料應力分佈圖 

摘自 Goodman (1989),p.360  
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圖 2.9 Gaziev and Erlikhman (1971)線載重作用傾斜橫向等向性材料應力分佈圖-

摘自 Gaziev and Erlikhman (1971)  
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2.2.2  3D 半無限空間橫向等向性材料位移及應力之解析解方法 

    本章節主要介紹學者已提出在三維(3 Dimension)半無限空間橫向等向性材

料受載重作用位移及應力解，其說明如下： 

 Liao and Wang (1998) 及 Wang and Liao (1999) 

    Liao and Wang (1998)提出水平橫向等向性材料在半無限空間受點荷重作用

的位移和應力解，此半無限空間的邊界為橫向等向性材料平行於水平表面之表面，

推導的方法是由彈性力學基本方程：(1)位移和應變關係、(2)幾何方程、(3)力平

衡方程，在圓柱座標系統下所建立的控制方程來推導，並透過傅立葉及漢克轉換

及逆轉換(Fourier and Hankel transform & Inverse transform)技巧而導出位移和應

力解，如 (2.12a) 式至 (2.12i) 式。 
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    其中， rU ' 、 
'U 、 zU ' 、 rr

' 、  ' 、 zz
' 、  r

' 、 z ' 、 rz
' 為無限空間橫向
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等向性材料位移及應力解，( rP 、 P 、 zP )為半無限空間橫向等向性材料之受載點

荷重，而 aR 、 bR 、 cR 及 *

aR 、 *

bR 、 *

cR 分別與量測位移及應力點位(r、 、z)和

1u 、 2u 、 3u 有關，係數 1T 、 2T 、 3T 和 1u 、 2u 、 3u 則為材料彈性常數 ijA (i,j=1~6)所

組成。 

    當簡化為均質(Homogeneous)、線彈性 (Linear elastic)及等向(Isotropic)時可

發現與 Mindlin 及 Boussinesq 所提出之等向性解相同。在工程實務中，這些方程

可用在計算彈性領域下單一承載樁的位移和應力量，也可利用疊加原理去分析計

算任何由單一承載樁組合的樁基礎之位移和應力解，有了這樣的概念，則可延伸

求解水平橫向等向性材料在半無限空間受不同形式載重作用所產生的位移和應

力閉合解。 

於是在 1999 年 Wang and Liao 延伸 Liao and Wang (1998)提出水平橫向等向

性材料在半無限空間受非對稱載重作用的位移和應力閉合解，載重型態可分為有

限線載重(Finite line loads)及非對稱載重(Asymmetric loads)，包括：均佈矩形、線

性矩形及三角形載重等，透過漢克與傅立葉轉換及逆轉換，重新推導圓柱座標系

統下橫向等向性半無限空間受點荷重作用之位移及應力解，並透過點荷重積分技

巧延伸求解有限線載重及非對稱載重之位移及應力解，當橫向等向性材料簡化為

均質(Homogeneous)、線彈性 (Linear elastic)及等向(Isotropic)時可發現結果顯示

都是正確的。此外作者還提出可能的影響因子分別為：待測點埋設深度(Buried 

depth)、載重型態和材料的種類及異向性(Anisotropy)等。最後，將這些解析解作

參數研究，總共可歸納出 4 點結論： 

(1) 隨者垂直表面之載重增加而平行於載重方向之變位也跟著增加，如圖 2.10 (a)  

(2) 橫向等向性材料受載重作用會受到深度變化影響，如圖 2.10 和圖 2.11。 

(3) 橫向等向性岩體受均佈或線性矩形載重之垂直位移會隨著楊氏模數比

E/E’(υ/υ’=G/G=1)增加和剪力模數比 G/G (E/E’=υ/υ’=1)增加而增加，而 υ/υ’ 

(E/E’=G/G’=1).的影響相當小並不隨之改變，如圖 2.10 和圖 2.11。 
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(4) 平面應變(2D domain)條件下所求之位移和應力解會比由三維空間條件下 

(3D domain)求得之位移和應力解還要大。 
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圖 2.10(a) 深度及岩石異向性影響下之垂直均佈矩形載重 zp̂ 作用的位移圖 (b) 岩石異向性(E/E’)影響下之垂直均佈矩形載重 zp̂ 作用

的應力圖-摘自 Wang and Liao (1999) ,p.131 
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圖 2.11(c) 岩石異向性(υ/υ’)影響下之垂直均佈矩形載重 zp̂ 作用的應力圖(d)岩石異向性(G/G)影響下之垂直均佈矩形載重 zp̂ 作用的應

力圖-摘自 Wang and Liao (1999) ,p.132 
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    圖 2.9 及圖 2.10 之岩石 1 至岩石 7 彈性特性採用 Gerrard(1975) and Amadei et 

al.(1987) 建議，如表 2.1 所示： 

 

表 2.1 不同岩石之彈性特性表 

採用 Gerrard(1975) and Amadei et al.(1987) 

岩石種類 '/ EE  
'/  

'/GG  

Rock 1 Isotropic 1.0 1.0 1.0 

Rock 2 Transversely isotropic 2.0 1.0 1.0 

Rock 3 Transversely isotropic 3.0 1.0 1.0 

Rock 4 Transversely isotropic 1.0 0.75 1.0 

Rock 5 Transversely isotropic 1.0 1.5 1.0 

Rock 6 Transversely isotropic 1.0 1.0 2.0 

Rock 7 Transversely isotropic 1.0 1.0 3.0 

 

 Liew and Ding et al. (2001) 

    Liew and Ding et al. (2001)利用勢能函數(Potential function)推導水平橫向等

向性材料在半無限空間(範圍： 0  0  zz 和 ，上下材料特性不同)交接處受點荷

重作用彈性領域範圍之位移解，並將點荷重透過橢圓積分延伸作用在橫向等向性

材料半無限空間上交接處導出均佈環性載重之位移解，而這些解可適用於無限空

間或透過簡化適用於半無限空間。 
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圖 2.12 卡式座標系統下之點荷重施載示意圖 

摘自 Liew and Ding et al. (2001) p.3750  

 

 

 

圖 2.13 圓柱座標系統下之均佈環狀施載示意圖 

摘自 Liew and Ding et al. (2001) p.3760 
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    本文成功的顯示半無限空間兩種不同特性之水平橫向等向性材料交接處受

點荷重作用(卡式座標系統)及環形載重(圓柱座標系統呈現)作用，利用勢能函數

積分求解位移，如圖 2.14 和圖 2.13，這些解獲得主要考慮在範圍 z≧0 及 z≦0

不同特徵值型式( 2
'

1
'

21 SSSS 、、、 )條件下，其包括有 2 種類型： 21 SS  、 21 SS  及

'

2

'

1 SS   、 '

2

'

1 SS  ，其中， 21 SS  、 21 SS  為範圍 z≧0 之水平橫向等向性材料

組成一般解之特徵值， 21 SS  為重根情況；而 '

2

'

1 SS  、 '

2

'

1 SS  則是範圍 z≦0

之水平橫向等向性材料組成一般解之特徵值， '

2

'

1 SS  為重根情況，以下就針對

半無限空間兩種不同特性之水平橫向等向性材料交接處受不同型式點荷重作用

所產生之位移解作介紹。在卡式座標系統下，橫向等向性材料受載作用之位移一

般解，因材料特徵值不同( 21 SS  和 21 SS  )而一般解表示型式也會有所不同，其

表式方式如下所示： 

(1) 當 21 SS  時 


 









2

1

0

i

i

yx
u


、 

 









2

1

0

i

i

xy
v


、 

 




2

1i i

i

i
z

w


            (2.13a) 

(2) 當 21 SS  時 
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




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i
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                      (2.13b) 

其中， i 為組合位移之勢能函數(potential function)，滿足二階偏微分方程  

0)(
2

2

2

2

2















i

izyx
  (i=0,1,2)、

i

i

i
scc

scc

)( 4413

2

4411




  (i=1,2) 、

14413

2

14411
3

)( scc

scc






             (2.14) 

    為推導水平橫向等向性材料在半無限空間(範圍： 0  0  zz 和 )受點荷重作



 

27 

 

用彈性領域範圍之位移解，Liew and Ding et al. (2001)將點荷重施載情形分為二大

部分：(1) 點荷重(Point force) P 垂直作用在(z=h)橫向等向性平面，(2) 點荷重

(Point force) T 作在橫向等向性平面 x 方向分別求解，如圖 2.12，列出 4 種組合 

類型，去探討其受載之位移型式：(A) 21 SS   and 
'

2

'

1 SS  、(B) 21 SS   and 

'

2

'

1 SS  、(C) 21 SS   and 
'

2

'

1 SS  、(D) 21 SS   and 
'

2

'

1 SS  ，其所代表之勢能

函數(Potential function)，如 (2.15) 式至 (2.22) 式： 

(1) 點荷重(Point force) P 垂直作用在(z=h)橫向等向性平面之勢能函數： 

   1、種類 A: 21 SS   and 
'

2

'

1 SS   

   z≧0： 00  、 



2

)ln(|)|ln()(
ij

ijijijiiiii zRAhzsRhzSignA  (i=1,2) 
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'''
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' )ln(
j
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   2、種類 B: 21 SS   and 
'

2

'

1 SS   
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   3、種類 C: 21 SS   and 
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 4、種類 D: 21 SS   and 
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(2) 點荷重(Point force) T 作用在橫向等向性平面 x 方向之勢能函數： 
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  2、種類 B: 21 SS   and 
'

2

'

1 SS   

  z≧0： 
 





2

1|| j ijij

ij

iii

i

i
zR

xD

hzsR

xD
  (i=1,2) 

  z≦0：
00

'
00

'

00
'

'

0
zR

yN


 、

jj

j

zR

xN

1
'

1
'

1
'

'

1


 、
)( 1

''

11
'

2
'

'

2
jjj

j

zRR

xN


  (i=1,2)    (2.20) 
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  4、種類 D: 21 SS   and 
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其中， ijA 、 ijC 、 ijD 、 ijD 和 ijK 為待定係數，將以上範圍z≧0 及z≦0式(2.15)

至(2.18)及式(2.19)至式(2.22) 之勢能函數，利用力平衡原則及邊界條件連續性求

出各待定係數值，然後代入式(2.13a)及式(2.13b)則可求得四種不同特徵值組合

( 21 SS   and 
'

2

'

1 SS  、 21 SS   and 
'

2

'

1 SS  、 21 SS   and 
'

2

'

1 SS  、 21 SS   and 

'

2

'

1 SS  )於範圍z≧0 及z≦0式之半無限空間位移解。求解過程雖為半無限空間解，

但實際上還是由無限空間的概念來求解各範圍z≧0 及z≦0之位移，若假設範圍z

≧0 及z≦0其中一個不存在時，隨者力平衡方程及邊界條件也會跟著改變，將所

求之待定係數代入式(2.13a)及式(2.13b)得之半無限空間位移解是否正確，還需透

過簡化過程與現有學者驗證才能確定其準確性。 

  



 

30 

 

 Ding et al.(2006) 

 

圖 2.14 水平橫向等向性材料在半無限空間表面點荷重作用示意圖 

Ding et al. (2006), p.107 

    在水平橫向等向半無限空間材料當等向面(isotropic plane)平行邊界表面時，

如圖 2.14，Ding et al.(2006)利用卡式座標系統(x、y、z)並且讓 xy 平面與半無限

空間表面重合，點荷重作用沿著 z 軸向材料中心(取 z>0)，而提出點荷重垂直與

正切作用(平行 x 軸及平行 y 軸)在水平橫向等向性材料半無限空間表面之位移解

析解。 

    首先，假設有一任意點荷重作用在原點，為求得受載重作用之位移解析解，

Ding et al.提出可將此問題分成3個小部分(1) 垂直點荷重作用在半無限空間表之

z 軸正向，(2)正切點荷重作用在半無限空間 x 軸向，(3)正切點荷重作用在半無限

空間 y 軸向，最後再利用疊加原理得到所需位移解析解，以下為 Ding et al.(2006)

所提出受到(1)垂直點荷重作用在半無限空間表之 z 軸正向及(2)正切點荷重作用

在水平橫向等向半無限空間 x 軸向之三維位移解析形式，如(2.23a)-(2.23c)式，而

(3)受正切點荷重作用在半無限空間 y 軸向之解，則可利用 x 來取代 y 和 y 取代-x

得到。 
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    其中， T 和 P 分別為正切(平行 x 軸)及垂直於半無限空間表面的點荷重，

wvu ~~~ 、、 如(2.24a)、(2.24b)、(2.24c)式所示： 
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 胡廷秉 (2009) 

y

z’

x,x’

y’

z



z>0 (region 1)

H

PPy

Pz

Px

圖 2.15 傾斜橫向等向性材料在半無限空間承受三維點荷重作用示意圖 

修改自胡廷秉(2009), p.18  

    胡廷秉 (2009)探討傾斜橫向等向性材料在無限或半無限空間承受三維點荷

重之三向度位移與應力的基本解，如圖 2.15，而求解的控制方程是由運動或力平

衡方程組成之偏微分方程式（Partial Differential Equations）所構成，求解偏微分

方程是非常複雜，作者先將偏微分方程式透過二維傅立業轉換(Double Fourier 

transform)轉換為常微分方程式(Ordinary Differential Equations)並提出三種方法

來求此偏微分方程而獲得無限空間與半無限空間的應力及位移解析解，以下針對

半無限空間領域求解方法作說明： 

(1)直接求解法 

    在半無限空間中由雙傅立葉轉換所得之非齊常微分方程式的解分別由齊性

解(Homogeneous Solution)及特解(Particular Solution)組成，可直接利用待定係數

法及分離變數法求解受點荷重後之非齊性微分方程式(Non-homogeneous 

O.D.E )，最後經由雙傅立業逆轉換（Inverse Double Fourier transforms），可將作

用在半無限空間傾斜的橫向等向性材料三維點荷重之應力及位移閉合解析解求
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出。 

(2)劃分空間法 

    將半無限空間區劃分為兩個區域：虛擬空間 0 < z < 0 )及區域 1 (
0 < z <

 )，如圖 2.16，在區域 1 之力平衡方程式因右邊無作用力，故可視為齊性方

程式，接著分別考量半無限空間中區域 1 及虛擬空間的組合邊界值條件，即可

將作用在傾斜的橫向等向性材料三維點荷重的應力及位移閉合解析解求出，此

方法與方法一相似，但求解過程更為簡易。 

Z= +≩

Z=
0

Z= 0
X

虛擬空間(0 < z <    )0

區域1(      < z < +≩)

Pz

Px

Py

0

 

圖 2.16 劃分空間法示意圖 

 (3) 代數方程法 

    將在半無限空間由雙傅立葉轉換所得之非齊性微分方程式，再次進行拉普

拉斯轉換則可得到多項式代數方程式，則可求得此拉普拉斯轉換域之半無限空

間位移解及應力解，接著透過進行拉普拉斯逆轉換（Laplace inverse transforms）

及雙傅立葉逆轉換，最後導出作用在傾斜橫向等向性材料三維點荷重的位移及

應力閉合解析解。 

    不管是使用直接求解法、劃分空間法或代數方程法，都可發現在半無限空

間(z＞0, 區域 1)傾斜橫向等向性材料受三維點荷重作用最後推導之應力及位移

閉合解都相同，以下 (2.25a)式至 (2.25i)式為半無限空間傾斜橫向等向性材料

受三維點荷重作用之位移及應力閉合解型式： 
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其中， ))()()( 417   、 )()()( 528  
 

、 ))()()( 639  
 

(2.26)
 

    (2.25a) 式至 (2.25i) 式之一般解表示式，需透過應用數學軟體將奇點

(Singular Point)位置找出，然後利用殘數定理(Residue theorem integral)積分，才

能得到所需之位移及應力閉合解析解。對於無限空間傾斜橫向等向性材料部分，

位移和應力閉合解非常容易求得，但對於半無限空間傾斜橫向等向性材料部分，

在計算求解過程，若直接考慮傾斜半無限空間下受載推導位移和應力解， (2.25a) 

式- (2.25i) 式是無法直接積分出來，因為組成之方程過於太龐大難以化簡，難以

得知奇點之型式，故胡廷秉 (2009)只提出半無限空間部分傾斜橫向等向性材料

(水平)承受三維點荷重作用之三向度位移與應力閉合解析解，而傾斜半無限空間

部分尚未得到完整結果。 

 

2.3 文獻回顧小結 

   有關橫向等向性材料在半無限空間受載作用所得到位移及應力解析解問題，

在 2D 半無限空間，從學者 De Hrena et al. (1966)及 Piquer et al.(1966)文獻中可得

知 「水平橫向等向性材料半無限空間表面受垂直、剪力載重或三角形垂直、正

切載重作用時之正向應力( xx 、 yy )及剪應力( yz )」解型式；類似的議題在 1977

年 Bray 利用等值概念去探討規則節理之岩體(視為傾斜橫向等向性材料)受水平

及垂直載重作用之應力分佈情況，此推導結果和 1971 年 Gaziev and Erlikhman 利

用物理模型試驗所畫出的應力等值圖相似。從這些學者所提出結果可觀察出橫向

等向性材料受載重作用之位移及應力變化情況受到深度及材料的異向性

(Anisotropy)影響，其中異向性又以楊氏模數比( 'E
E )和剪力模數

'G 影響較大，

考慮這些影響因子，就可以將此結果廣泛應用於工程設計上(例如：估計基礎受

載之位移和應力變化)。由於二維半無限空間幾乎是在處理平面應變的問題，求

得之位移和應力結果若與三維空間比較往往會高估，而且求解過程考慮因素不多，
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簡化結果造成無法廣泛應用。 

    在三維空間範圍下，Liao and Wang (1998)提出水平橫向等向性材料在半無限

空間受荷重作用之位移和應力解並於 1999 年延伸點荷重型式提出水平橫向等向

性材料在半無限空間受非對稱載重作用的位移和應力閉合解，簡化後與二維半無

限空間學者推導結果相同，同樣可觀察出橫向等向性材料受載重作用會受到深度

及型式影響，而異向性對橫向等向性岩體來說，會隨者楊氏模數 E/E’(υ/υ’=G/G=1)

增加和剪力模數比 G/G(E/E’=υ/υ’=1)增加而增加其位移和應力量。2001 年 Liew 

and Ding et al.利用勢能函數(Potential function)推導水平橫向等向性材料在半無

限空間(範圍： 0  0  zz 和 ，上下材料特性不同)交接處受點荷重作用彈性領域

範圍之位移解。2006 年 Ding et al.提出點荷重分別垂直與正切作用(平行 x 軸及平

行 y 軸)在水平橫向等向性材料半無限空間表面之位移解析解。 

    直到 2009 年胡廷秉探討傾斜橫向等向性材料在無限或半無限空間承受三維

點荷重之三向度位移與應力的閉合解析解，胡廷秉(2009)利用彈性力學原理並結

合數學轉換技巧將整個求解過程簡化，目前已提出半無限空間傾斜(水平)橫向等

向性材料承受三維點荷重作用之三向度位移與應力閉合解部分結果。為延續此求

解精神與目的，本研究主要先利用胡廷秉(2009)所提出求解 O.D.E.之傳統方法求

解「半無限空間垂直橫向等向性材料受三維表面點荷重作用之位移和應力閉合

解」，然後舉範例計算說明，特別針對殘數定理積分析、探討位移閉合解與受材

料異向性影響程度。本論文提供此研究結果(垂直橫向等向之位移閉合解)探討，

未來若與水平結果結合分析，期望可延伸進一步求得半無限空間傾斜部分受載之

位移和應力閉合解。 
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第三章 研究方法 

本文為探討垂直橫向等向性材料在半無限空間受三維表面點荷重作用下的

位移閉合解。在微小變形條件下，根據彈性力學理論，控制方程是由位移和應變

關係式、幾何方程及平衡方程所組合成的偏微分方程(P.D.E)推導得到，本文採用

胡廷秉(2009)提出對半無限空間求解偏微分方程-傳統方法，首先將控制方程經由

雙傅立葉轉換(Double Fourier transform)轉變為常微分方程(O.D.E)，並且配合邊

界條件求出傅立葉定義域之半無限空間垂直橫向等向性材料的位移和應力解，然

後將所得傅立葉定義域的位移及應力解型式，透過雙傅立葉逆轉換及殘數積分技

巧得到最終物理定義域的位移及應力閉合解析解並進行位移閉合解之範例計算

探討。本章為建立垂直橫向等向性材料在半無限空間受三維表面點荷重作用之控

制方程及齊次解之特徵根。首先，先介紹求解之垂直橫向等向性材料於彈性領域

下基本數學方程式以及傅立葉轉換理論，然後建立在傅立葉定義域的控制方程，

最後導出滿足位移齊性解(Homogeneous solution)之特徵根。 

3.1 橫向等向性材料彈性領域之數學基本方程 

    橫向等向性材料彈性問題的基本方程是從彈性力學理論衍生而來，而彈性力

學理論的基本數學式方程在很多的參考資料裡都可尋求，例如: Sneddon (1951)、

Timosheko (1970)、Poulos and Davis(1974)等，而彈性力學的基本方程又包括：應

力及應變關係、幾何方程、平衡方程、協調方程這四種基本方程，以下就分別來

介紹此四種基本方程： 

    在卡式座標系統下，線彈性材料的應力及應變關係可用廣義的虎克定律表示

為 (3.1) 式，左式 i、j=x、y、z；中間 i、j、k、l=1~6；右式 k、l=x、y、z：      

klijklij c                                             (3.1) 

    ij 為應力量， kl 為應變量， ijklc 為彈性勁度常數(Elastic stiffness constants)，

由 4 階張量(fourth-rank tensor)形態所組成，與材料的特性有關 ，總共為 81 個彈
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性常數，其中 ijklc = jiklc = ijlkc = jilkc 相互不獨立，故此彈性常數可簡化為 36 個，如 

(3.2a) 式所示： 

















































































xy

zx

yz

zz

yy

xx

xy

zx

yz

zz

yy

xx

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

CCCCCC

























666564636261

565554535251

464544434241

363534333231

262524232221

161514131211

                     (3.2a)

 

    根據材料彈性對稱面組數及排列方式，線彈性材料又可分為一般異向性

(General anisotropy)、正交性(Orthotropy)、橫向等向性(Transverse isotropy)以及均

向性(Isotropy)材料。一般來說，異向性岩石(3.2a)通常可簡化由正交性或橫向等

向性材料所組成。所謂正交性材料是由三組彈性對稱平面互相垂直所組成，沿著

此三軸的力學特性為相同，其彈性常數之數目為 9；橫向等向性材料有一個對稱

旋轉軸，垂直此軸的平面材料特性都相同，此為橫向等向性平面，而由此平面所

組合成的材料則稱為橫向等向性材料，彈性常數之數目為 5；至於均向性材料，

因不具有方向性，在任何方向的力學性質及材料特性為一致，彈性常數之數目可

簡化為 2。而本文為之半無限空間垂直橫向等向性材料受點荷重作用之位移及應

力解型式，若為水平橫向等向材料，會因對稱面組數及排列方式，總共可由 6 個

獨立的彈性常數所組合成(含有 5 個材料參數： ''' GEE 、、、、  )，相對於 (3.2a) 

式，它可表示為 (3.2b) 式： 
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(3.2b)

 

其中， 434241363534262524161514 CCCCCCCCCCCC 
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0656463626156545352514645  CCCCCCCCCCCC 、

44551332312311221221 CCCCCCCCCC  、、、 、 661112 2CCC 
 
，其它詳細

說明如第三章 3.2 節。

 

而幾何方程則為位移及應變表示方式，同樣地，假設在微小變形條件下，其

組成型態為(3.3)式，
kl
 為應變量，

kl
 
為剪應變量， iu 為位移量 ),( zyxlk 、、 ：                    
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(3.3)

 

    平衡方程式的表示方式如 (3.4)式所示，其中[ iF ]矩陣 )( zyxi 、、 為單位體

積所受到徹體力(Body force)，本文 F x 、F y 、F z 分別代表沿著座標 x、y、z 軸三

個方向單位體積的點荷重： 
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(3.4)

 

    協調方程式(compalibility equation)則為符合變形連續性，即應變協調性，其

可表達為 (3.5) 式： 
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(3.5) 

3.2 傅立葉轉換理論 

為推導有限範圍之應力及位移解，除了使用參數變異法(Variation of 

parameters)直接求解偏微分方程，也可用特徵值所組成之勢能函數(Potential 

function)來求解。但若考慮無限範圍(Full space)及半無限範圍(Half space)，使用

以上兩種求解方法是不易達到簡化目的，反而使得求解過程更為複雜困難。因此

可透過積分轉換技巧，將此方程式簡化為低階的方程，而積分轉換技巧又可包括

傅立葉轉換(Fourier transform)、拉普拉斯轉換(Laplace transform)、漢克轉換

(Hankel transform)及梅林轉換(Mellin 轉換)等等，本文依據胡廷秉(2009)求解半無

限傾斜向等向空間的偏微分方程所提出的傅立葉轉換方法，來推導半無限空間垂

直橫向等向性材料的位移及應力閉合解。在半無限空間範圍內透過這些積分技巧，

我們可以將垂直橫向等向性材料受載作用所建立求解控制方程簡化。一般來說在

半無限空間材料，控制方程都為偏微分方程(P.D.E)，透過傅立葉轉換可將偏微分

方程轉變為常微分方程(O.D.E)，而常微分方程在數學求解過程中，配合邊界條

件將變得非常容易求得，以下就數學定義下之傅立葉轉換理論加以簡單說明： 

    傅立葉轉換是假設有一個以 t 為變數之函數 )(tui ，將此函數乘上 tie  ，然後
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對 t 做積分，積分範圍從負無限大(  )至正無限大(≩)，最終的結果可以ω為變

數之函數 )(iU (或 F{ )(tui })來表示，這種由時間域轉變頻率域的過程則稱為傅

立葉轉換，其表式方式如 (3.6a) 式所示，參考 Sneddon (1951)： 






 dtetuU ti

ii

 )(
2

1
)(

                                         

(3.6a)

 

    傅立葉轉換能將滿足一定條件的某個函數表示成三角函數，如：正弦或餘弦

函數或是其積分的線性組合。採用傅立葉轉換可以將複雜的方程式轉變為簡單的

方程，如：偏微分方程可以轉化為常微方程或是代數方程來求解。簡單來說，傅

立葉轉換是一個簡化方程的數學方法，將一個領域函數轉變為另外一個領域函數，

常見為時間領域轉為頻率領域。若在不違背物理原理條件下，應用於本研究，傅

立葉轉換可以相同型式表達，舉例來說： )(xui 為位移 x 之函數， )(iU 為 )(xui 對

做傅立葉轉換到α定義域的結果，其表達為 (3.6b) 式：  






 dxexuU xi

ii




 )(

2

1
)(

                                       

(3.6b)

 

相對地， )(xu i 為 )(iU 逆轉換結果，其傅立葉逆轉換，則可用以下方式表達，

如式(3.7) 





 dxeUxu xi

ii




)(
2

1
)(

                                         

(3.7)

 

    若 )(tui 在卡式座標系統上之 x 軸向是連續性，當|t|→≩，則 )(tui →0， )(tui

會有以下之特性：線性疊加(Linearity)、時間微分( Time differentiation)，時間積

分(Time integration)與迴旋積分(Convolution)等特性，其中，時間微分(Time 

differentiation)這個特性，在本研究推導解析解時會使用到，故同樣在不違背物理

原理條件下，其主要表達方式為 (3.8)式及 (3.9)式： 

1 次微分傅立葉轉換： 




  )(
)(

2

1
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


i

xii Uidxe
dx

xdu

                 

(3.8) 

2 次微分傅立葉轉換： 

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  )()(
)(
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2
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i

xii Uidxe
dx

xud

             

(3.9) 
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另外，單一變數之傅立葉轉換函數理論可延伸為多維變數之傅立葉轉換函數，

舉例來說: ),( iU 為 ),( yxui 做二維傅立葉轉換，其表示方式如 (3.10) 式： 

 








 


  ddeyxuU yxi

ii

)(),(
2

1
),(

                             

(3.10)
 

    
其推導過程為有一個含有 2 個獨立變數 x、y 之函數 ),( yxui ，先對 x 做傅立

葉轉換結果為 (3.11) 式： 






 dxeyxuyU xi

ii




 ),(

2

1
),(

                                   

(3.11)
 

    然後將(3-11)結果對 y 在做一次傅立葉轉換，則為式(3.12)所示： 






 dyeyUU yi

ii




 ),(
2

1
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(3.12)
 

    綜合(3.11)及(3.12) 式，則二維傅立葉轉換，又可稱為雙傅立葉轉換(Double 

Fourier transform)，表示方式如(3.10)式。 

    
相對地， ),( yxui 也可用 ),( iU 來表達，此過程稱為傅立葉逆轉換(Double 

Fourier inverse transform)，依據前面推導方法，同樣可以得到 ),( iU 作雙傅立

葉逆轉換表示式，如(3.13)式所示： 

 








 


 ddeUyxu yxi

ii

)(),(
2

1
),(

                              

(3.13)
        

    綜合以上所述方法，則可延伸至推導多維變數之傅立葉轉換與逆轉換表示方

式。 

3.3 控制方程式之建立 

    本研究根據彈性力學理論之位移分析方法並使用胡廷秉(2009)提出求解之

傳統方法透過雙傅立葉轉換及逆轉換(Double Fourier transform &Inverse 

transform)、待定係數法(Undetermined coefficients)、參數變異法(Variation of 
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parameters)及殘數定理積分(Residue theorem integral)等技巧，推導垂直橫向等向

性材料在半無限空間受表面點荷重作用之位移和應力閉合解，其主要控制方程式

由位移及應變、廣義虎克定律及力平衡三個關係式所組成。假設在微小變形半無

限空間領域，使用三維卡式座標系統(3D Cartesian coordinates system)，三個座標

軸符合右手定則之為正定義如圖 3.1 所示，其整個控制方程建立的推導過程如下

所示： 

x(+)

Y(+)

z(+)

 

圖 3.1 三維卡式座標系統正座標定義圖 

在三維卡式座標系統下，微小變形條件之位移及應變表示方式可為： 

xx x

y
yy

z
zz

y z

yz

x z

zx

y x

xy

U

x

U

y

U

z

U U

z y

U U

z x

U U

x y













   
   
   

   
   
   

   
   
   

    
    

   
    

    
   

    
      

                                         

(3.14)

 

    若令水平橫向等向性材料上座標系統同於卡式座標系統定義，有一旋轉 z 軸，

繞著 z 軸旋轉所產生的 x-y 平面皆為均質、材料特性相同的平面，這種由 x 軸與

y 軸向所組成的平面則稱為橫向等向性平面，如圖 3.2，其應力和應變關係可用

廣義的虎克定律(Hooke’s law)來表示： 
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X(+)

Z(+)

Y(+)

Z’>0

半無限空間

z’

x’

y’

 

圖 3.2 半無限水平橫向等向性空間示意圖 
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(3.15)

 

    
式(3.15)最左邊之 'x'x 、 'y'y 

、 'z'z  為正向應力(Normal stress)， 'z'y ,、
'x'z  、

'' yx 為剪應力(Shear stress)； (3.15) 式最右邊之 'x'x 、 'y'y  、 'z'z 為正向應變

(Normal strain)， 'z'y 、 'x'z  、 'y'x  為剪應變(Shear strain)，而(3.15) 式中間之彈

性常數矩陣比對 (3.2b) 式可由6個獨立的彈性常數組成，其中 1c、 2c 、 3c 、 4c 、
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5c 為橫向等向性材料的彈性常數，可由 5 個材料彈性常數所組成，其表示如下： 
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E

E
GE

c







                                       

(3.16c)

)1(2
4




E
c

                                                    

(3.16d)

'

5 Gc 
                  (3.16e)

這 5 個獨立的材料彈性常數原理說明，如下表 3.1： 

表 3.1 材料彈性常數示意表 

y

x

z

y

x
x

x

 

y

x

z

z

z

z

 

E 和 E '為橫向等向性平面與垂直橫向等向性平面的楊式模數 

y

x

z

x

x

y

y
y

x
y

 

y

x

z

z

x
y

z
 

υ和υ '為應力水平作用與垂直作用在橫向等向性平面所產生的側向應變與軸向

應變的比值 
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y

x

z

zx

 

y

x

z

zy

 

G
'
垂直橫向等向性平面的剪力模數 

 

本文擬推導垂直橫向等向性材料半無限空間受表面點三維荷重之位移及應

力彈性解析閉合解，在前述座標系統下的彈性常數將經轉換為 9 個彈性常數，本

文假設廣義座標系統(即物理定義座標系統 Co-ordinate system)由 x、y、z 軸所組

成，材料座標系統由 x '、y '、z '軸所組成，其中 x '  y '
面為橫向等向平面( Plane of 

transverse isotropy)，而垂直橫向等向性材料則定義為 x '  y '
面平行 x、z 平面，如

圖 3.3 所示： 

x(+)

z(+)

y(+)

Z’>0

半無限空間

z’

x’

y’

                          
                          

圖 3.3 水平橫向等向空間以 x '旋轉 90 度示意圖 

 

圖 3.3 為圖 2.14 由水平橫向等向空間以 x '旋轉 90 度得，即
'xx  與 

 90 ，
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在卡式座標系統上旋轉後的彈性常數，可由 Lekhnitskii ( 1981)得知如下式：  

 





6

1'

''''

6

1' n

jnimnm

m

ij qqcC  (j, j=1~6)            (3.17) 

 

其中： 

 


































211222112311211323122213231322121121

113212311331113313321233133312321131

213222312331213323322233233322322131

313231333233

2

33

2

32

2

31

212221232223

2

23

2

22

2

21

111211131312

2

13

2

12

2

11

222

222

222

llllllllllllllllll

llllllllllllllllll

llllllllllllllllll

lllllllll

lllllllll

lllllllll

qij

 

 ( i,j=1~6)      (3.18a)  

 








































c o ss i n0

s i nc o s0

001

333231

232221

131211

lll

lll

lll

lpq  ( 3~1, qp ， 為任意旋轉角度) 

  (3.18b) 

    當  90 時則  


















010

100

001

pql  ( 3~1, qp )，[c]
 

''' zyx
 (同於 '' nmc )矩陣為橫

向等向性材料的在原座標系統的彈性常數，如圖 3.2，經由座標轉換，傾斜橫向

等向性材料彈性常數如(3.19a)，當  90 時為所需之垂直橫向等向性材料受載的

彈性常數表示方式如 (3.19b)式所示： 

 





























6665

5655

44434241

34333231

24232221

14131211

,

0000

0000

00

00

00

00

CC

CC

CCCC

CCCC

CCCC

CCCC

C xyz 

                           

(3.19a)
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 





























66

55

44

333231

232221

131211

90,

00000

00000

00000

000

000

000

C

C

C

CCC

CCC

CCC

C xyz 

                        

(3.19b)

 

其中，  ,xyzC 可參照附錄 B 說明，而  90,xyzC 矩陣為垂直橫向等向性材料各

個彈性常數，分別為 (3.20a) 式至(3.20g) 式： 

13311 cCC                                    (3.20a) 

5332232112 ccCCCC                     (3.20b) 

413113 2ccCC                (3.20c) 

222 cC                                (3.20d) 

56644 cCC 
                        (3.20e)

                        

455 cC                     (3.20f) 

0656463

62615654535251464543

4241363534262524161514







CCC

CCCCCCCCCC

CCCCCCCCCCC

     (3.20g) 

其中， 54321 ccccc 、、、、 為 5 個材料彈性常數 ''' GEE 、、、、  所組成，如

(3.16a)至(3.16e)式所示。 

將 (3.20a)~(3.20g)代入(3.19)式，然後連同(3.14)代入(3.02b)，可得到由位移

所組成的垂直橫向等向性材料受載之正向應力及剪應力，其表達如 (3.21a)至 

(3.21g) 式，而位移量則由 xU 、 yU 、 zU 表示，為一實數： 
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1 3 5 1 4( ) ( 2 )
yx z

xx

UU U
c c c c c

x y z

 


  
    

                 

(3.21a) 

3 5 2 3 5( ) ( )
yx z

yy

UU U
c c c c c

x y z

 


  
    

                  

(3.21b)

 

1 4 3 5 1( 2 ) ( )
yx z

zz

UU U
c c c c c

x y z

 


  
    

        

(3.21c) 

5( )
y z

yz

U U
c

z y


 
 

                            

(3.21d) 

4 ( )x z
zx

U U
c

z x


 
 

                                    

(3.21e) 

5( )
yx

xy

UU
c

y x



 

                                    

(3.21f) 

 

而力平衡方程式表示方式如 (3.22) 式： 











































































0

0

0

/

/

/

z

y

x

zzyzzx

yzyyxy

zxxyxx

F

F

F

z

y

x







                                

(3.22)

 

    其中，F x、F y、F z 分別為沿著垂直橫向等向性材料之定義座標系統之 x、y、

z 軸三個方向之單位體積點荷重為 P x 、P y 、P z ，以下章節以點荷重(單位：力/

體積)稱作，如圖 3.4： 
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x(+)

z(+)

y(+)

Px

Pz

Py

Z’>0

半無限空間

z’

x’

y’

 

圖 3.4 半無限空間垂直橫向等向性材料受載示意圖 

 

將 (3.21a)至(3.21f) 式代入平衡方程 (3.22) 式，重新組合整理後可得到在

物理定義域下垂直橫向等向性材料之平衡方程式，這個方程為求解中的主要控制

方程式，又稱為 Navier-Cauchy 方程，表示如 (3.23a)至 (3.23c) 式： 

22 2 2 2

1 5 4 3 1 42 2 2
( )

yx x x z
x

UU U U U
c c c c c c F

x y z x y x z

 

    

 
      

 
        

(3.23a) 

2 2 22 2

3 5 2 5 32 2 2

y y yx z
y

U U UU U
c c c c c F

x y x y z y z

  

  


     

   
            

(3.23b)

   
22 2 2 2

1 4 3 4 5 12 2 2
( )

yx z z z
z

UU U U U
c c c c c c F

x z y z x y z

  

    


      

 
  

     

(3.23c) 

3.4 一般解中齊次解之特徵根 

本文之半無限空間垂直橫向等向性材料受表面三維點荷重作用，其點荷重作

用型態定義為直接作用在某一點位，假設此代表在某一個時間點有一個脈衝，其

它時間則為零，則採用 Eringen and Suhubi (1975)和 Rahman ( 1995)兩位學者建議

之集中點荷重於 x、y、z 軸方向表示方式
ti

jj ezyxPF


 )()()( ),,( zyxj  ，當

集中點荷重不受時間影響為靜態問題時(t=0)，則點荷重 F x 、F y 、F z 可呈現如



 

51 

 

(3.24a)至(3.24c)式所示： 

)()()( zyxPF xx                                                 (3.24a)

)()()( zyxPF yy 
                                              

(3.24b)

)z()y()x(PF zz                                                (3.24c)

h h+ε



1

h h+ε



ε→0

t t

圖 3.5 Dirac delta 函數定義圖 

     

    其中，δ( )為 Dirac delta 函數，Dirac Delta 函數又稱為單位脈衝函數，通常

用δ表示。它的定義舉例來說：有一 δ(t-h)函數，橫坐標左範圍為 h，右範圍為

h+ε，縱座標為


1
，除了範圍[h,h+ε]內，其超過範圍[h,h+ε]任何點的值都為零，

當 ε 趨近於 0，縱座標值則趨近於無限大(≩)，如圖 3.5，而在整個定義域上的積

分等於 1，其表示方式如(3.25)式： 

1dxdy)y()x(  










                                            

(3.25) 

    將 (3.24a) 式至 (3.24c) 式代入力平衡方程式(3.23a)至(3.23c)，並透過雙傅

立葉轉換(Double Fourier Transform)，將複雜的偏微分方程(P.D.E)化簡為常微分

方程(O.D.E)，以下為控制方程中(3.23a)至(3.23c)各部分經由傅立葉轉換結果，如 

(3.26a) 式至 (3.26j) 式，i= x、y、z： 
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( )1
( , , ) ( , , )

2

i x y

i iU x y z e dxdy u z   


 

 

 

 
        

(3.26a) 

( )( , , )1
( , , )

2

i x yi
i

U x y z
e dxdy i u z

x

    


 

 

 




 
                      

(3.26b) 
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i x yi
i
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y
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

 

 

 




 
        

(3.26c) 

( )( , , ) ( , , )1

2

i x yi iU x y z d u z
e dxdy

z dz
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

 

 

 

 


 
          

(3.26d) 
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i x yi
i

U x y z
e dxdy u z

x

    


 

 

 


 

 
                   

(3.26e) 
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2

i x yi
i

U x y z
e dxdy u z

y

    


 

 

 


 

 
        

(3.26f) 

2
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2

( , , ) ( , , )1

2

i x yi iU x y z d u z
e dxdy

z dz

   



 

 

 




 
                   

(3.26g) 
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P
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1 x)( zdxdyezyxP yxi

x 





 








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(3.26h) 

)(
2

P
)()()(

2

1 y)( zdxdyezyxP yxi

y 





 









 
                      

(3.26i) 

)(
2

P
)()()(

2

1 z)( zdxdyezyxP yxi

z 





 









 
                      

(3.26j) 

然後將式(3.26a)至 (3.26j) 式代入控制方程 (3.23a)至(3.23c) 式，當 z≨0 時，

其傅立葉定義域下之平衡方程式可表達如 (3.27a) 式至 (3.27c) 式所示，此為常

微分方程(O.D.E.)： 

2
2 2 x

1 5 4 3 1 42

P
( ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )

2
x y z

d d
c c c u z c u z i c c u z z

dz dz
          


       

                                               

                      

(3.27a)
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2
2 2

3 5 2 5 32

P
( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ) ( )

2

y

x y z

d d
c u z c c c u z i c u z z

dz dz
          


      

 

(3.27b)

 
2

2 2

1 4 3 4 5 1 2

P
( ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )

2

z
x y z

d d d
i c c u z i c u z c c c u z z

dz dz dz
          


       

                                               

(3.27c) 

同樣地，將(3.26a) 至(3.26r) 轉換方程式代入 (3.21a)至(3.21f) 應力方程式，

則可得到應力在傅立葉定義域下表示為 (3.28a) 至(3.28f) 式： 

 

dz

zud
cczuccizuciz z

yxxx

),,(
)2(),,()(),,(),,( 41531


 

 

  
(3.28a)

 

dz

zud
cczucizucciz z

yxyy

),,(
)(),,(),,()(),,( 53253


 

 

  
(3.28b)

 

dz
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czuccizucciz z

yxzz

),,(
),,()(),,()2(),,( 15341


 

 

  
(3.28c)

 

)),,(
),,(

(),,( 5 zui
dz

zud
cz z

y

yz 


 
                  

(3.28d)

 

)),,(
),,(

(4 zui
dz

zud
c z

x
zx 


 

            
(3.28e) 

)),,(),,((5 zuzuic yxxy  
              

(3.28f) 

 

    為求解此常微分方程(O.D.E.) 形態之平衡方程，首先將 (3.28a)至 (3.28f) 式

用矩陣方式呈現則可表達為 (3.29) 式： 
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將 ),,( zui  用指數型式來表示，則令 pz

i ezu iQ),,(  ， iQ 為一常數而 jp  為

一複數(含實數)，而 zyxi 、、 ，然後分別對此做一、二次微分可得到 (3.30a) 式

及 (3.30b) 式： 

pzi pe
dz

zud
iQ

),,(




                                          
(3.30a) 

pzi ep
dz

zud 2

i2

2

)(Q
),,(




                                      
(3.30b) 

為求線性常微分方程(O.D.E)的一般解之齊次解，首先將 (3.30a)至(3.30b)式

代入(3.29)矩陣式獲得 (3.31)式，其中在傅立葉定義域指數型式之矩陣[d ij ]表示

分別如下(3.32a)至(3.32f)：
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(3.31) 

2

45

2

1

2

11 ),,( pcccpd  
                    

(3.32a)
 

32112 ),,(),,( cpdpd  
                                     

(3.32b) 

pccipdpd )(),,(),,( 143113  
                                   

(3.32c) 
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52
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5

2

22 ),,( pcccpd  
                                     

(3.32d) 

pcipdpd 33223 ),,(),,(  
                       

(3.32e) 

2

15

2

4

2

33 ),,( pcccpd  
                                   

(3.32f) 

 

線性常微分方程(O.D.E)的一般解的形式是由齊次解(Homogeneous solution)

與特解(Particular solution)所構成，而一般解中之齊次解求解過程是假設先矩陣方

程(3.31)右式 )(
2

P
zx 


、 )(

2

P
z

y



、 )(

2

P
zz 


為 0，則可表達為 (3.33)式： 
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(3.33) 

 

    在矩陣方程式(3.33)裡，左式相乘矩陣必需等於右式矩陣，排除 pze  
pze  

pze

不為 0 情況下，則左式矩陣
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必需為 0，才

能滿足右式為 0 情況，故在此令 Det[d ij ]為 0 有解： 
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

pAcc i

i   

 (j=1~6)       

 

(3.34) 

式(3.34)為特徵方程，總共可解出六個特徵根，這六個特徵根則為組成位移一般

解中之齊次解，此特徵根的表示分別如下 (3.35a)至(3.35f) 式，其詳細推導過程

參照附錄 A：
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    其中 1p 、 2p 、 3p 為負範圍， 4p 、 5p 、 6p 為正範圍，而係數 1A 、 2A 、 3A 表

示如下： 
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   (3.36c) 

 

將(3.30a)及(3.30b)式代入(3.28a)~(3.28f)式且 ),,( zue i

pz  ，則在傅立葉定義

域下應力之另外表示方式如 (3.38a) 式至(3.38f) 式： 

pzucczucczuciz zyxxx ),,()2()),,()(),,((),,( 41531   (3.37a)
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pzucczuczucciz zyxyy ),,()()),,(),,()((),,( 53253  
 
(3.37b)

pzuczucczucciz zyxzz ),,()),,()(),,()2((),,( 15341   (3.37c)

)),,(),,((),,( 5 zuiuzucz zjyyz  
                          

(3.37d)

)),,(),,((4 zuipzuc zxzx  
                    

(3.37e)

)),,(),,((5 zuzuic yxxy  
              

(3.37f)  
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第四章 半無限空間垂直橫向等向性材料閉合解推導 

    本章依據胡廷秉 (2009)求解半無限傾斜橫向等向性之位移及應力之傳統方

法，將橫向等向性平面繞著 x 軸(即 x= 'x )旋轉 90 度(
 90 )，如圖 4.1： 

y

z’

x,x’

y’

z



z>0 (半無限空間)

H

PPy

Pz

Px

圖 4.1 半無限傾斜橫向等向性受載示意圖 

修改自胡廷秉 (2009),p.18  

 

旨在推導垂直橫向等向性材料半無限空間受表面三維點荷重作用的位移和

應力閉合解，並說明其推導過程。控制方程是由位移和應變關係式、幾何方程及

平衡方程所組合成的偏微分方程，再經由雙傅立葉轉換(Double Fourier transform)

轉變為常微分方程(O.D.E)，配合邊界條件則可推導出半無限空間垂直橫向等向

性材料於傅立葉定義域下的位移和應力一般解型式，此一般解分別可由齊性解

(Homogeneous solution)及特解(Particular solution )所組成，其中，齊性解可由第

三章之 3.1 節特徵根組成並利用待定係數法(Undetermined coefficients method)求

得，而特解(Particular solution)則可使用 Hildebrand (1976) 提出之參數變異法
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(Variation of parameters method)求得。最後將所得之半無限空間垂直橫向等向性

材料於傅立葉定義域下之位移和應力一般解型式經由雙傅立葉逆轉換並透過殘

數定理積分(Residue integral) 得到最終物理定義域之位移及應力解析閉合解，圖

4.2 為求解垂直橫向等向性材料半無限空間受表面三維點荷重作用的位移和應力

解析閉合解之流程圖，詳細推導過程如下各節說明。 
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建立控制方程
(偏微分方程)

雙傅立葉轉換

控制方程
(常微分方程)

一般解=齊性解+特解
(1)待定係數法表示齊性解
(2)參數變異法表示特解

滿足邊界條件

傅立葉定義域之
位移及應力

雙傅立葉逆轉換

殘數定理積分

物理定義域之解
析解

( , , ) ( , , )i iU x y z x y z、

( , , ) ( , , )i iu z z    、

 

 

圖 4.2 解析解推導流程圖 
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4.1 傅立葉定義域之位移和應力解推導 

    為推導半無限空間垂直橫向等向性材料受點荷重作用位移和應力閉合解，可

使用待定係數法(Undetermined coefficients method)及參數變異法(Variation of 

parameters method)分別求解。在傅立葉定義域下，一般來說位移
xU ( , , )z  、

U ( , , )y z  、U ( , , )z z  之一般解可由齊性解(Homogeneous solution)和特解

(Particular solution )所組成，齊性解由第三章 3.3 節之特徵根所組成，如(3.35a) 

~(3.35f)式，在半無限空間(z>0 domain)垂直橫向等向性材料受表面三維點荷重作

用，如圖 4.3：  

 α(+), α’

β(+)

z’ β’

z



z>0 (半無限空間)

H

PPy

Pz

Px

圖 4.3 傅立葉定義域之垂直橫向等向性材料受點荷重示意圖 

修改自胡廷秉 (2009),p.18 

則位移之齊性解以待定係數法求解則可表示如下： 

3 5 61 2 41 2 3 4 5 6

( ) ( , , )
p z p z p zp z p z p z

x H x x x x x xu z A e A e A e A e A e A e                   (4.1a) 

3 5 61 2 41 2 3 4 5 6

( ) ( , , )
p z p z p zp z p z p z

y H y y y y y yu z A e A e A e A e A e A e              (4.1b) 

3 5 61 2 41 2 3 4 5 6

( ) ( , , )
p z p z p zp z p z p z

z H z z z z z zu z A e A e A e A e A e A e                (4.1c) 
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其中 j

iA  (j=1~6 , i=x、y、z)為待定係數， 1p 、 2p 、 3p 為負範圍，如(3.36a)

式， 4p 、 5p 、 6p 為正範圍，如(3.36b)式。當 z 趨近無限大時， ),,()( zu Hx  、

),,()( zu Hy  、 ),,()( zu Hz  應趨近於 0，故由正範圍之特徵根 4p 、 5p 、 6p 所

組合之位移齊次解無法收斂，為了滿足此解(z→≩， ),,()( zu Hx  、 ),,()( zu Hy  、

),,()( zu Hz  應趨近於 0)條件，因此令 0654  xxx AAA 、 0654  yyy AAA 、

0654  zzz AAA ，則位移之齊性解可表示為： 

31 21 2 3

( ) ( , , )
p zp z p z

x H x x xu z A e A e A e                (4.2a)
 

31 21 2 3

( ) ( , , )
p zp z p z

y H y y yu z A e A e A e                (4.2b)
 

31 21 2 3

( ) ( , , )
p zp z p z

z H z z zu z A e A e A e                     (4.2c) 

    此待定係數 j

iA  (j=1~6 , i=x、y、z)在無法直接求得情況下，此假設齊性解表

示的係數有以下關係，如式(4.3)，此關係假設原因為，舉例來說：假設 DCA  ，

A：未知、C 未知、D 已知，欲知 A 之大小，由 C 來代替，經由求解過程條件相

互比較，則可得 C 之大小，即可得到 A： 

j

d

j

j

j

z

j

j

j

y

j

j

j

x C
pD

A

pD

A

pD

A
1

312111 ),,(),,(),,(



 (j=1~3)    (4.3) 

    其中， i

iD 1  (i =1~3) 是由 (3.32a)-(33.2f) 式矩陣[ ijd ]之餘因子(Cofactor)所

組成的二階行列式，展開之值可參照附錄 C，而 (4.2a)式至(4.2c)式用(4.3)式取代，

則位移之齊性解可表示成： 

31 21 1 2 2 3 3

( ) 1 11 1 11 1 11( , , )
p zp z p z

x H d d du z C D e C D e C D e                (4.4a) 

31 21 1 2 2 3 3

( ) 1 21 1 21 1 21( , , )
p zp z p z

y H d d du z C D e C D e C D e                (4.4b) 

31 21 1 2 2 3 3

( ) 1 31 1 31 1 31( , , )
p zp z p z

z H d d du z C D e C D e C D e                (4.4c) 
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    而位移特解同樣可透過位移齊性解表示方式來表示且當 z 趨近無限大時，

),,()( zu px  、 ),,()( zu py  、 ),,()( zu pz  應趨近於 0，故由正範圍之特徵根 4p 、

5p 、 6p 所組合之位移特解無法收斂( 0654  xxx BBB 、 0654  yyy BBB 、

0654  zzz BBB )，則位移特解也可表示如(4.5a)~(4.6c)式： 

31 21 2 3

( ) ( , , )
p zp z p z

x p x x xu z B e B e B e                (4.5a) 

31 21 2 3

( ) ( , , )
p zp z p z

y p y y yu z B e B e B e                (4.5b) 

31 21 2 3

( ) ( , , )
p zp z p z

z p z z zu z B e B e B e                (4.5c) 

    其中，係數 j

z

j

y

j

x BBB 、、 (j=1~3)可由 Hildebrand (1976)所提出之參數變異法

(Variation of parameters)求得，而 j

z

j

y

j

x BBB 、、 各項表示為：  

11 12 13( ) ( ) ( )
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x

t j

P D p P D p P D p
B

mU

 
              (4.6a) 

21 22 23( ) ( ) ( )
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P D p P D p P D p
B

mU

 
           (4.6b) 

31 32 33( ) ( ) ( )
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x j y j z jj

z

t j

P D p P D p P D p
B

mU

 
              (4.6c) 

    其中， 321

2

52 AAAccmt  、 1 2 3 4 5 6[( )( )( )( )( )( )]
( , ) ( )j j

p u p u p u p u p u p u
U p p

p
 

      
 


，

在此同樣假設 j

d

j

j

j

z

j

j

j

y

j

j

j

x C
pD

B

pD

B

pD

B
2

312111 ),,(),,(),,(



(j=1~3)滿足此關

係且透過 Hildebrand (1976)所提出之參數變異法(Variation of parameters)求得之

j

z

j

y

j

x BBB 、、 相互印證，然後綜合式(4.4a)至(4.4c)和方程式(4.5a)至(4.5c)，位移一

般解表示方式為齊性解加上特解可表示為(4.7a)~(4.7c)式：
 

3 31 2 1 21 1 2 2 3 3 1 2 3

1 11 1 11 1 11( , , )
p z p zp z p z p z p z

x d d d x x xU z C D e C D e C D e B e B e B e          
(4.7a) 
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zp

y

zp

y

zp

y

zp

d

zp

d

zp

dy eBeBeBeDCeDCeDCzU 321321 3213

21

3

1

2

21

2

1

1

21

1

1),,(  (4.7b)
 

zp

z

zp

z

zp

z

zp

d

zp

d

zp

dz eBeBeBeDCeDCeDCzU 321321 3213

31

3

1

2

31

2

1

1

31

1

1),,(   
(4.7c) 

    已知應力為彈性勁度常數乘上應變組合的函數，方程(4.7a)-(4.7c)代入應力方

程式(3.38a)~(3.38f)，在 z>0 範圍下，同樣應力一般解表式方式也是由通解和特

解所組合成，(4.8a)至(4.8f)則為應力之齊性解表示方式為： 

3

( ) 1 1 11 3 5 1 21 1 4 1 31

1

( , , ) [ ( ( ) ) ( 2 ) ] jp zj j j j j j

xx H d d d j

j

z i c C D c c C D c c C D p e    


      (4.8a)

3

( ) 3 5 1 11 2 1 21 3 5 1 31

1

( , , ) [ ( ( ) ) ( ) ] jp zj j j j j j

yy H d d d j

j

z i c c C D c C D c c C D p e    


    
  

(4.8b)

3

( ) 1 4 1 11 3 5 1 21 1 1 31

1

( , , ) [ ( ( 2 ) ( ) ) ] jp zj j j j j j

zz H d d d j

j

z i c c C D c c C D c C D p e    


      (4.8c)

3

( ) 5 1 31 5 1 21

1

( , , ) [ ] jp zj j j j

yz H d d j

j

z i c C D c C D p e   


                   (4.8d)

3

( ) 4 1 31 4 1 11

1

[ ] jp zj j j j

zx H d d j

j

i c C D c C D p e 


               (4.8e)

3

( ) 5 1 11 5 1 21

1

[ ( )] jp zj j j j

xy H d d

j

i c C D c C D e  


               (4.8f)

其應力之特解又如(4.9a)至(4.9f)所示： 

3

( ) 1 3 5 1 4

1

( , , ) [ ( ( ) ) ( 2 ) ] jp zj j j

xx P x y z j

j

z i c B c c B c c B p e    


             (4.9a) 

3

( ) 3 5 2 3 5

1

( , , ) [ ( ( ) ) ( ) ] jp zj j j

yy P x y z j

j

z i c c B c B c c B p e    


             (4.9b) 

3

( ) 1 4 3 5 1

1

( , , ) [ ( ( 2 ) ( ) ) ] jp zj j j

zz P x y z j

j

z i c c B c c B c B p e    


             (4.9c) 
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3

( ) 5 5

1

( , , ) [ ] jp zj j

yz P z y j

j

z i c B c B p e   


             (4.9d) 

3

( ) 4 4

1

[ ] jp zj j

zx P z x j

j

i c B c B p e 


                  (4.9e) 

3

( ) 5 5

1

[ ( )] jp zj j

xy P x y

j

i c B c B e  


                (4.9f) 

    為求解此待定係數考慮邊界條件在，當 z=0 時，即 )0( z 為 1，則可得到

物理定義域下滿足三個之邊界平衡之方程式為： 

)()()0,,( yxPyx xzx                   (4.10a)

)()()0,,( yxPyx yzy                (4.10b) 

)()()0,,( yxPyx zzz               (4.10c) 

然後將上式(4.10a)-(4.10c)經由雙傅立葉轉換則可得： 

( , ,0)
2

x
zx

P
  


                (4.11a) 

( , ,0)
2

y

zy

P
  


                (4.11b) 

( , ,0)
2

z
zz

P
  


                (4.11c) 

    已知一般解可由齊性解和特解所組合，故(4.11a)至(4.11c) 三個邊界平衡之

方程式又可其簡易表示為(4.12a)~(4.12c)三式： 

( ) ( )( , ,0) ( , ,0)
2

x
zx H zx P

P
     


                 (4.12a) 

( ) ( )( , ,0) ( , ,0)
2

y

zy H zy P

P
     


               (4.12b) 

( ) ( )( , ,0) ( , ,0)
2

z
zz H zz P

P
     


             (4.12c) 

其中應力齊性解(4.8c)至(4.8e)以矩陣型式表示可為：

1

( ) 11 12 13 1

2

( ) 21 22 23 1

3

( ) 31 32 33 1

( , ,0)

( , ,0)

( , ,0)

zx H d

zy H d

zz H d

f f f C

f f f C

f f f C

  

  

  

    
    

     
        ，
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而右式[ ijf ]矩陣內各元素 (elements) 內容如(4.13a)至(4.13i)式所示： 

)( 1

1

11

1

31411 pDDicf                         (4.13a) 

)( 2

2

11

2

31412 pDDicf                     (4.13b) 

)( 3

3

11

3

31413 pDDicf                      (4.13c) 

1

1

215

1

31521 pDcDcif                           (4.13d) 

2

2

215

2

31522 pDcDcif                        (4.13e) 

3

3

215

3

31523 pDcDcif                         (4.13f) 

1

1

311

1

2153

1

114131 ))()2(( pDcDccDccif                (4.13g) 

2

2

311

2

2153

2

114132 ))()2(( pDcDccDccif                (4.13h) 

3

3

311

3

2153

3

114133 ))()2(( pDcDccDccif              (4.13i) 

    而應力特解(4.9c)至(4.9e)以矩陣型式表示可為：

1

( ) 11 12 13 2

1

( ) 21 22 23 2

1

( ) 31 32 33 2

( , ,0)

( , ,0)

( , ,0)

zx H d

zy H d

zz H d

f f f C

f f f C

f f f C

  

  

  

    
    

     
          

然後將矩陣型式之齊性解與特解用矩陣來表示，則(4.12a)至(4.12c)式可表達為： 

1 1

11 12 13 1 11 12 13 2

2 2

21 22 23 1 21 22 23 2

3 3

31 32 33 1 31 32 33 2

1 2

11 12 13 1 2

2 2

21 22 23 1 2

3

31 32 33 1

1

2

d d x

d d y

d d z

d d

d d

d

f f f C f f f C P

f f f C f f f C P

f f f C f f f C P

f f f C C

f f f C C

f f f C



        
        

         
                

 
 


 
   

→
2

2

1

2

x

y

d z

P

P

C P


   
   

   
     

       (4.14) 

為配合求解(4.14)之待定係數
1

1dC 與
2

2dC 再假設



















































3

2

1

333231

232221

131211

2

1

d

d

d

z

y

x

C

C

C

fff

fff

fff

P

P

P


 滿足

此情況，而(4.14)式則可寫成



 

67 

 

1 2 1

11 12 13 1 2 11 12 13

2 2 2

21 22 23 1 2 21 22 23

3 2 3

31 32 33 1 2 31 32 33

d d d

d d d

d d d

f f f C C f f f C

f f f C C f f f C

f f f C C f f f C

      
      

       
                   (4.15)

 由上式(4.15)得知 j

d

j

d

j

d CCC 21、、 (j=1~3)有(4.16a)至式(4.16c)關係如下： 

1

2

1

1

1

ddd CCC                       (4.16a) 

2

2

2

1

2

ddd CCC                    (4.16b) 

3

2

3

1

3

ddd CCC                    (4.16c) 

    最後，將(4.16a)~(4.16c)式代入(4.7a)~(4.7c)方程中及 j

z

j

y

j

x B BB 、、 以

j

d

j

d

j

d CCC 21、、 (j=1~3)取代，簡化後的位移一般解表示為：(j=1~3) 

3 31 2 1 2

3 31 2 1 2

1 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3

2 11 2 11 2 11

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3

2 11 2 11 2 11 2 11 2 11 2 11

1 1 2 2 3

11 11 11

( , , )

( ) ( ) ( ) )

x

p z p zp z p z p z p z

d d d x x x

p z p zp z p z p z p z

d d d d d d d d d

p z p z

d d d

U z

C D e C D e C D e B e B e B e

C C D e C C D e C C D e C D e C D e C D e

C D e C D e C D

 

     

        

   33 p z
e

                     (4.17a) 

3 31 2 1 2

3 31 2 1 2

1 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3

2 21 2 21 2 21

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3

2 21 2 21 2 21 2 21 2 21 2 21

1 1 2 2 3 3

21 21 21

( , , )

( ) ( ) ( )

y

p z p zp z p z p z p z

d d d y y y

p z p zp z p z p z p z

d d d d d d d d d

p z p z

d d d

U z

C D e C D e C D e B e B e B e

C C D e C C D e C C D e C D e C D e C D e

C D e C D e C D

 

     

        

   3p z
e

                     (4.17b) 

3 31 2 1 2

3 31 2 1 2

1 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3

2 31 2 31 2 31

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3

2 31 2 31 2 31 2 31 2 31 2 31

1 1 2 2 3 3

31 31 31

( , , )

( ) ( ) ( )

z

p z p zp z p z p z p z

d d d z z z

p z p zp z p z p z p z

d d d d d d d d d

p z p z

d d d

U z

C D e C D e C D e B e B e B e

C C D e C C D e C C D e C D e C D e C D e

C D e C D e C D

 

     

        

   3p z
e

                        (4.17c) 

其中 321

ddd CCC 、、 可由



















































3

2

1

333231

232221

131211

2

1

d

d

d

z

y

x

C

C

C

fff

fff

fff

P

P

P


得知如下(4.18a)至(4.18c)式： 
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333231

232221

131211

33322

23222

13122

11

][

][

fff

fff

fff

ff

ff

ff

fDet

FDet
C

z

y

x

P

P

P

ij

d







                (4.18a) 

333231

232221

131211

33231

23221

13211

22

][

][

fff

fff

fff

ff

ff

ff

fDet

FDet
C

z

y

x

P

P

P

ij

d







                (4.18b)   

333231

232221

131211

23231

22221

21211

33

][

][

fff

fff

fff

ff

ff

ff

fDet

FDet
C

z

y

x

P

P

P

ij

d







               (4.18c) 

    而應力一般解表示方式為齊性解加上特解，與位移一般解表示方式相同，將

(4.8a)~(4.8f)式與(4.9a)~(4.9f)代入方程(4.12a)~(4.12c)，然後再將(4.16a)~(4.16c)
 

1

2

1

1

1

ddd CCC 
 
、 2

2

2

1

2

ddd CCC  、 3

2

3

1

3

ddd CCC  代入且 j

z

j

y

j

x B BB 、、 以

j

d

j

d

j

d CCC 21、、 (j=1~3)表示，則應力之一般解表示如(4.19a)至(4.19f)式所示： 

3

1 2 11 3 5 2 21 1 4 2 31

1

3

1 2 11 3 5 2 21 1 4 2 31

1

3

1 11 3 5 21 1 4

1

( , , )

[ ( ( ) ( )( ) ) ( 2 )( ) ]

[ ( ( ) ) ( 2 ) ]

[ ( ( ) ) ( 2 )

j

j

xx

p zj j j j j j j j j

d d d d d d j

j

p zj j j j j j

d d d j

j

j j j j j

d d d

j

z

i c C C D c c C C D c c C C D p e

i c C D c c C D c c C D p e

i c C D c c C D c c C

  

 

 

 







       

    

    







31 2

31

1 1 2 2 3 3

] jp zj

j

p zp z p z

d xx d xx d xx

D p e

C e C e C e    

  

其中， 3)~1=(j   )2())(( 31412153111 j

jjjj

xx pDccDccDci  
       

 (4.19a) 
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3

3 5 2 11 2 2 21 3 5 2 31

1

3

3 5 2 11 2 2 21 3 5 2 31

1

3

3 5 11 2 21 3 5 31

1

( , , )

[ ( ( )( ) ( ) ) ( )( ) ]

[ ( ( ) ) ( ) ]

[ ( ( ) ) ( )

j

j

yy

p zj j j j j j j j j

d d d d d d j

j

p zj j j j j j

d d d j

j

j j j j j

d d d

j

z

i c c C C D c C C D c c C C D p e

i c c C D c C D c c C D p e

i c c C D c C D c c C D

  

 

 

 







       

    

    







31 21 1 2 2 3 3

] jp zj

j

p zp z p z

d yy d yy d yy

p e

C e C e C e    
 

其中， 3)~1=(j    )())(( 31532121153 j

jjjj

yy pDccDcDcci       (4.19b)
  

 

3

1 4 1 11 3 5 1 21 1 1 31

1

3

1 4 1 11 3 5 1 21 1 1 31

1

3

1 4 11 3 5 21 1

1

( , , )

[ ( ( 2 )( ) ( )( ) ) ( ) ]

[ ( ( 2 ) ( ) ) ]

[ ( ( 2 ) ( ) )

j

j

zz

p zj j j j j j j j j
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其中， 3)~1=(j    ))()2(( 31121531141 j

jjjj

zz pDcDccDcci          (4.19c)
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其中， 3)~1=(j    215315 j

jjj

yz pDcDci               (4.19d)
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其中， 3)~1=(j    p j114314

jjj

zx DcDci            (4.19e)  
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其中， 3)~1=(j     )( 215115

jjj

xy DcDci                  (4.19f)
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4.2 物理定義域之位移和應力解推導 

y

z’

x,x’

y’

z



z>0 (半無限空間)

H

PPy

Pz

Px

圖 4.4 物理定義域之垂直橫向等向性材料受載示意圖 

修改自胡廷秉 (2009),p.18 

 

由 4.1 節可得到半無限空間垂直橫向等向性材料受三維表面點荷重作用傅立

葉定義域之位移和應力解，將傅立葉定義域之位移解 (4.17a)~(4.17c)及應力解 

(4.19a)~(4.19f)，經由傅立葉逆轉換即可得到物理定義域(圖 4.4)之位移和應力一

般式表達式： 
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   (4.20a) 
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   (4.20b) 



 

72 

 





ddeDCeDCeDCzyxU

zpyxi

d

zpyxi

d

zpyxi

dz }{
2

1
),,( 321 )(3

31

3)(2

31

2)(1

31

1 









       

   (4.20c) 




 
ddeCeCeCzyx

zpyxi

xxd

zpyxi

xxd

zpyxi

xxdxx }{
2

1
),,( 321 )(33)(22)(11 









  
 

   (4.21a) 




 
ddeCeCeCzyx

zpyxi

yyd

zpyxi

yyd

zpyxi

yydyy }{
2

1
),,( 321 )(33)(22)(11 









    

                  (4.21b) 
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   (4.21d) 
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   (4.21e) 
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   (4.21f) 

    式(4.20a)~(4.20c)及式(4.21a)~(4.21f)為垂直橫向等向性材料位移和應力一般

解型式，為簡化此積分方程，需透過座標轉換將傅立葉定義座標系統(  , )轉變

為由 K 和 x 組成之極座標系統(Polar coordinate system)，而 K 的範圍由 0 至正無

限大， x 則由 0 至 2π，其 和  與 k 和 x 的關係如下： 
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



k

x

 

圖 4.5 極座標系統  與 k x 的關係示意圖 

       xk  cos
     

   (4.22a) 

       
xk  sin            (4.22b) 

     將(4.22a)和(4.22b)式代入特徵根(3.35a)~(3.35f)式、 j

jD 1值如附錄C )3~1( j 、

j

dC 值(4.18a)-(4.18c)式及傅立葉定義域下應力解 j

xx 、 j

yy 、 j

zz 、 j

yz 、 j

zx 、 j

xy

)3~1( j 如(4.19a)~(4.19f)式整理之後，可得知組成位移解之 jD11

jD21、 jD31、 、 j

dC  

)3~1( j 及應力解之 j

xx 、 j

yy 、 j

zz 、 j

yz 、 j

zx 、 j

xy )3~1( j 和傅立葉逆轉換

因子 zpyxi j )(  )3~1( j ，由 k、 x 組成之函數關係，若將 k 提出則可表

示如 (4.23) ~(4.23k)式： 

)(),( 11

4

11 x

j

x

j DkkD                   (4.23a) 

)(),( 21

4

21 x

j

x

j DkkD                (4.23b) 

)(),( 31

4

31 x

j

x

j DkkD                (4.23c) 
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)(),( 5

x

j

dx
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d CkkC                (4.23d) 
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j
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            (4.23g) 
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j

yz kk                 (4.23h) 
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j
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j

zx kk                (4.23i) 

)(),( 5

x

j

xyx

j

xy kk                (4.23j)
 

)()( xjj kzpyxi  
 
            (4.23k) 

    其中，  dd 轉換至 xddk  ，可透過 Jacobian 矩陣，Jacobian 矩陣為從一

個座標系統轉換為另一個座標系統之乘因子，  dd 表達方式如(4.24a)式， 

Jacobian 矩陣，在此用 J 來表示，如(4.24b)式，則最後可得到  dd 轉換至 xddk 

如(4.24c)式：
 

xdkdJdd                 (4.24a) 
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


        (4.24b) 

xkdkddd                  (4.24c) 

    將以上(4.23a)至(4.23k)與(4.24a)至(4.24c)式結果代回物理定義域之位移 

(4.20a)~(4.20c)式及應力(4.21a)~(4.21f)式後可得只含有 k 及 x 所組成之位移及應

力表達方式，如 (4.25a)~(4.25c)式及(4.26a)~(4.26f)所示： 
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x

k

xxxxd

k

xxxxd

k

xxxxdxx

kdkdeC

eCekCkzyx

x

xx













})()(

)()()()({
2

1
),,(

)(33

)(22)(1515

2

0 0

3

21









        

   (4.26a) 

x

k

xyyxd

k

xyyxd

k

xyyxdyy

kdkdekCk

ekCkekCkzyx

x

xx













})()(

)()()()({
2

1
),,(

)(3535

)(2525)(1515

2

0 0

3

21









  
   

                    (4.26b) 

x

k

xzzxd

k

xzzxd

k

xzzxdzz

kdkdeC

eCeCzyx xx













})()(

)()()()({
2

1
),,(

)(33

)(22)(11

2

0 0

33

21









  

        

(4.26c) 
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(4.26e) 
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(4.26f) 

      

    將上式(4.25a)~(4.25c)及(4.26a)~(4.26f)化簡後先對對 k 積分，範圍從 0 至正

無限大(≩)，此屬瑕積分型式，其符合瑕積分中積分的範圍則是無窮邊界(≩)，

觀察位移方程(4.29a)~(4.29c)式與 k 有關的積分函數為
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而應力(4.30a)~(4.39cf) 與 k 有關的積分函數為
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最後總整理的位移和應力積分結果，如式(4.27a)~(3.27c)和式(3.28a)~(3.28f)所
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由(4.13a)~(4.13i)代入(4.18a)~(4.18c)得知 )3~1( jC j

d 、(4.19a)~(4.19f)之

)3~1,,(  jzyxij

ii 、 、(4.23k)之 )3~1( jj 組合得知，(4.27a)~(4.27c)和

(4.28a)~(4.28f) 式為實複數函數組合之積分方程，然後透過殘數定理(Residue 

theorem)則可將複變函數之線積分轉換為殘數的計算。針對含有 xsin 與 xcos 有

理函數的積分，首先令 xi
e
  ，則 xsin 與 xcos 可分別表示為

2 1
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  微分則為
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d
d x  ，將這些結果全部代入

(4.27a)~(4.27c) 式和(4.28a)~(4.28f) 式，位移及應力閉合解形式表達式可重新表

達如(4.29a)~(4.29c)和(4.30a)~(4.30f)式所示： 
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    (4.29a)~(4.29c)和(4.30a)~(4.30f) 式為實複數積分轉換成複變函數對曲線 c: |

 |=1 之線積分，其中 c 為圓心於圓點，半徑為 1 之單位圓且其方向為逆時針方

向，當這些含有變數之函數沿著| |=1進行線積分時， x 角度恰由0變化至 2 ，

若令(4.30a)式之複變函數
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法，由殘數定理線積分轉換為殘數計算如(4.31a)~(3.31c)和(3.32a)~(3.32f) 式，此

為垂直橫向等向性材料在半無限空間受三維表面點荷重作用之位移及應力閉合

解析解如下： 
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第五章 計算範例 

本章利用數學軟體 Mathematica 7 (2008)針對第四章所推導之半無限空間垂

直橫向等向性材料受三維點荷重作用的位移閉合解，進行符號運算。第 5.2 節先

以簡化為水平橫向部份與胡廷秉(2009) 及 Dinget al.(2006)比較，然後以範例計算

說明垂直橫向等向性半無限空間受表面三維點荷重下位移解並探討其位移閉合

解及受材料異向性影響，詳細過程如下各節。 

5.1 位移閉合解計算步驟 

    第四章之式(4.31a)~(4.31c)和式(4.32a)~(4.32f)為垂直橫向等向性材料半無限

空間受三維表面點荷重作用的位移和應力閉合解。為處理此閉合積分，針對位移

閉合解為計算範例說明，必頇找出此方程式分母為 0 不可解析之位置，而此不可

解析之點為則稱為奇異點(Singular point)，將找出之奇異點位置，則可將

(4.29a)~(4.29c)和(4.30a)~(4.30f)式利用殘數定理去做殘數計算。在此根據

(4.31a)-(4.31c)及(4.32a)~(4.32f) 式考慮當 )(xiu 、 )(yiu 、 )(ziu 、 )( xxi 、 )( yyi 、

)( zzi 、 )( yzi 、 )( zxi 、 )( xyi (i =1~3)分母為 0 不可解析之情況，會有 2 處

出現分母為 0 情況，故在此分為 2 部分處理：第一部分為 )()( 1  i

i

j

d DC (i 、j=1~3)

奇異點，第二部分為
)(

1

 i

(i=1~3)奇異點，如(4.23k)式，最後再相乘並檢核奇異

點位置，其呈現結果如下： 

 

    (一) 第一部分：處理 )()( 1  i

i

j

d DC 奇異點所在位置，為達簡化目的，將式

(4.29a)~(4.29c)和式(4.30a)~(4.30f)中之 )()( 1  i

i

j

d DC
 
(i、j=1~3)各項單獨挑出化簡，

其形式如(5.1a)至(5.1i) 式所示，而化簡步驟為將(5.1a)至(5.1i)式拆為三步驟：一、

分子、二、分母、三、分子除分母，最後再統整找出式(4.29a)~(4.29c)和式

(4.30a)~(4.30f)各項之奇異點。 
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   (二)、第二部分：處理
)(

1

 i
 
(i=1~3)奇異點所在位置，其中 )( i 是由 )( xi 

轉換而來，將定義之
i

x





2

1
sin

2 
 、






2

1
cos

2 
x 代入式(4.23k)

22
cossin)sin(cos)( xixxxxi Azyxi   (i=1~3)，簡化後則可得到

)( i (i=1~3)表達如下(5.2a)-(5.2c)式所示： 
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(5.2c)

 

 

其中， 321 AAA 、、 如(3.36a)-(3.36c) 所示。 

 

    )( i (i=1~3)為分母之函數，為讓此容易因式分解，分子分母各乘上共軛

複數 zuyxi jj  )()( 
 
(j=4~6)，如下式(5.3a)-(5.3c)： 
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展開後之 )()(  ji 
 
(i=1~3、j=4~6)為由所組成之函數且令

)()(  ji  為 )( k  (k=7~9)如(5.4a)至(5.4c)式： 
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將(5.4a)-(5.4c)直接對 )( k (k=7~9)作因式分解，其結果如(5.5a)至(5.5c)式所示： 
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其中， j1 、 j2 、 j3 、 2

j 和 2

j  (j=1~3)分別如(5.6a)-(5.6c)式和(5.7a)-(5.7b)

所示： 

22

1 )()1( iyxAAz jjj   (5.6a) 
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    綜合第一部分及第二部分，將(5.1a)至(5.1i)式結果乘上
)(

)(





k

j
 (j=4~6、k=7~9)

結果，統整化簡後找出(4.29a)-(3.29c)及(3.30a)-(3.30f)式各項
)(

)(
)()( 1






k

ii

i

j

d DC (i、

j=1~3、k=7~9)奇點位置，則可依據殘數定理(Residue theorem)作殘數計算而得到

半無限空間垂直橫向等向性材料受表面三維點荷重作用的位移閉合解。為延伸計

算應力閉合解，若不直接利用前述求解步驟求解，也可透過所得三維方向之位移

),,( zyxU x 、 ),,( zyxU y 及 ),,( zyxU z 分別對 x、y、z 微分而得到，如第三章 3.2

節(3.21a)至(3.21f)式。 

 

5.2 位移閉合解計算範例說明探討  

    本節為本論文重點所在，為探討半無限空間垂直橫向等向性材料受表面三維

點荷重作用之位移閉合解，依據 5.1 節的求解步驟，對於橫向等向性岩石彈性常

數比範圍，可採用 Gerrard(1975) and Amadei et al.(1987) 所建議的楊氏模數比
'E

E

及剪力模數比
'G

G
範圍從 1 至 3；柏松比

'


範圍從 0.75 至 1.5，特別探討垂直橫

向等向性材料承受表面三維點荷重作用於殘數定理積分部份之位移閉合解及受

材料異向性影響程度，最後簡化為水平情況與胡廷秉(2009)與 Ding et al.(2006)半

無限水平橫向等向結果比較，間接驗證其位移閉合解之合理性。 
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    首先根據 Gerrard(1975) and Amadei et al.(1987)所建議的楊氏模數比
'E

E
、剪

力模數比及柏松比比例
'


範圍內，在此列出 7 種不同彈性參數比之垂直橫向等

向岩石材料，如下表 5.1 所示： 

表 5.1 垂直橫向等向岩石之彈性模數比範圍表 

岩石類型 楊氏模數比
'E

E
 剪力模數比

'G

G
 柏松比比例

'


 

岩石 1 2.0 1.0 1.0 

岩石 2 3.0 1.0 1.0 

岩石 3 1.0 0.75 1.0 

岩石 4 1.0 1.5 1.0 

岩石 5 1.0 1.0 2.0 

岩石 6 1.0 1.0 3.0 

 

    若假設 GPaE 50 、 25.0 代入第三章 3.3 節之(3.16a)至(3.16e)式中，可得

各垂直橫向等向岩石之彈性常數 51 ~ cc (單位：GPa)，而表 5.2 之岩石類型內(數

字,數字,數字)分別代表(
'E

E

,
'G

G

,
'


)比數，如表 5.2 所示： 

表 5.2 垂直橫向等向岩石之彈性常數表 

岩石類型/彈性常數 1c  2c  3c  
4c  5c  

岩石 1  (2,1,1) 70.00 37.50 45.00 20.00 20.00 

岩石 2  (3,1,1) 86.67 33.33 53.33 20.00 20.00 

岩石 3  (1,0.75,1) 67.37 71.05 51.58 20.00 20.00 

岩石 4  (1,1.5,1) 56.00 54.00 32.00 20.00 20.00 

岩石 5  (1,1,2) 60.00 60.00 30.00 20.00 10.00 

岩石 6  (1,1,3) 60.00 60.00 26.67 20.00 6.67 
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    將表 5.2 不同垂直橫向等向性岩石之彈性常數值代入推導出的位移閉合解，

並藉由數學軟體 Mathematica®  7 (2008)且依據 5.1 節所述求解步驟進行運算，其

求解結果分為(一)水平位移部分及(二)垂直部分結果呈現如下：  

 水平位移部分     

    水平橫向等向性材料分別受到表面單位點荷重(單位體積之荷重)

1 zyx PPP 作(單位：N/m
3
)用在原點(0,0,0)，此水平橫向等向性材料

Gerrard(1975) and Amadei et al.(1987) 所建議彈性常數範圍，其組合之基本 5

個彈性常數如同表 5.3 垂直橫向等向岩石彈性常數表分為 7 種，計算其(x,y,z)

於(-2,1,1)、(-1,1,1)、(1,1,1)、(2,1,1)、(3,1,1) 及(1,1,2)的位移(單位：m)結果

與 Ding et al.(2006)和胡廷秉(2009)比較分別如表 5.3a-5.3f 所示。 

     以分析表 5.3a 岩石 1( 2
'


E

E

,
1

'


G

G

,
1

'





)為例和胡廷秉(2009)比較，

一單位力 Px作用下，以計算幾何位置(-2,1,1)為例，可得Ux方向為 0.30681cm；

Py 可得 Ux 作用下，方向為-0.045988cm，與胡廷秉(2009)比較差一負號，相

同地 Px 和 Py 作用下所產生的 Uy 方向位移也有此情況產生，而 Pz 作用下之

Ux 和 Uz 卻為相同符號；若看 Px 和 Py 作用之 Uz 方向位移則為相同符號，

Pz 作用之 Uz 方向差一負號，探討原因為與胡廷秉(2009)不同所導致，於本

研究中如圖 4.4 所定義，受力方向與座標軸方向同向；於胡廷秉(2009)研究中

定義 Px 和 Py 受力方向與座標軸方向相反，但 Pz 受力方向又與座標軸方向

相同所致。若排除座標軸定義不同，其所顯示的結果與胡廷秉(2009)結果比

較完全相同。 

     以分析表 5.3a 和圖 5.1~5.12 岩石 1( 2
'


E

E

,
1

'


G

G

,
1

'





)，計算幾何

位置(-2,1,1)、(2,1,1)為例與 Ding et al.(2006)比較，所得位移閉合解正負號相

同，能確定其座標系統與受力方向定義相同。然於 Ding et al. (2006)求解過程

是以勢能函數表示位移推導，本研究是由彈性力學微小變形理論為出發點求

解，卻可得到在受到 Px、Py、Pz 分別作用下，計算所之位移結果幾乎相同，
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故可間接證明本文採用之方法對垂直橫向等向部分為可行的。 

    又從表5.3至表5.8可明顯發現水平橫向等向性材料受載重作用所得之位

移量分別受到(1)材料的異向性(Anistropy)、(2)待測幾何位置(x,y,z)及深度、(3)

載重大小及形式等影響。 

(1)材料的異向性(Anistropy)：表 5.3a-5.3e 為 6 種不同材料特性：

0.30.2
'

、
E

E
 (

'G

G
=

'


=1.0)的岩石 1 及岩石 2，

'G

G
=0.75、1.5(

'E

E
=

'


=1.0)

的岩石 3 及岩石 4，
'


=2.0、3.0 (

'E

E
=

'G

G
=1.0)的岩石 5 和岩石 6 受點荷重作

用時之位移變化量，可得知材料的異向性影響位移量，若由圖 5.1 至圖 5.12

同樣可看出此結果。 

 (2)待測幾何位置(x,y,z)及深度：觀察水平受載位移結果或胡廷秉(2009)

水平結果，當待測幾何位置相同時，其位移結果會受到材料的異向性影響有

明顯的不同結果。當已知三維點荷重作用在原點位置(0,0,0)，觀察位移的增

量及減量則可得知水平受載之位移量受待測幾何位置(x,y,z)及深度影響。從待

測幾何位置 (-2,1,1)、(-1,1,1)、(1,1,1) 到 (2,1,1)可看得出，在原點往正軸方

向，x=1,2,3 變化時和原點往負軸方向，x=-1,-2,-3 變化時，水平三軸向位移( xU
、

yU
、 zU )會隨著減少；此外，若 z 軸往正軸向變化 z=1,2,3 時，也可觀察出越

遠離受載位置，水平位移量會逐漸減少，故待測幾何位置(x,y,z)及深度也是其

中一個影響因子。 

(3)載重大小及形式等影響：由推導的閉合解析解形式，轉換為半無限水

平橫向等向空間，若改受載的大小(Px、Py、Pz 不再為單位點荷重)及形式(延

伸為線性或矩形變化)會影響最後水平位移結果，受載的大小則可由表 5.3 至

表 5.8 改變 Px、Py、Pz 之大小所得之位移量得知。 
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表 5. 3 水平橫向等向材料受單位點荷重作用之位移量(岩石 1)與胡廷秉及 Ding比

較表 

岩石

類型 

幾何 

位置 

(x,y,z) 

水平部份 胡廷秉(2009) Ding(2006) 

岩 

石 

1 

(-2,1,1) 

   

   0.0030681 

   

   -0.0030681 

   

   0.00313648 

   -0.00045988    0.00045988    -0.000459942 

   -0.000365943    -0.000365943    -0.000365943 

   

   -0.00045988 

   

   0.00045988 

   

   -0.000459942 

   0.00237828    -0.00237828    0.00244656 

   0.000182972    0.000182972    0.000182972 

   

   -0.00129763 

   

   -0.00129763 

   

   -0.00112648 

   0.000648814    0.000648814    0.000563241 

   0.00379342    -0.0037 9342    0.00379342 

(-1,1,1) 

   

   0.00360796 

   

   -0.00360796 

   

   0.00375693 

   -0.000720123    0.000720123    -0.000720587 

   -0.000746982    -0.000746982    -0.000746982 

   

   -0.000720123 

   

   0.000720123 

   

   -0.000720587 

   0.00360796    -0.00360796    0.00375693 

   0.000746982    0.000746982    0.000746982 

   

   -0.00147952 

   

   -0.00147952 

   

   -0.00149556 

   0.00147952    0.00147952    0.00149556 

   0.00582659    -0.00582659    0.00582659 

(1,1,1) 

   

   0.00360796 

   

   -0.00360796 

   

   0.00375693 

   0.000720123    -0.000720123    0.000720587 

   0.000746982    0.000746982    0.000746982 

   

   0.000720123 

   

   -0.000720123 

   

   0.000720587 

   0.00360796    -0.00360796    0.00375693 

   0.000746982    0.000746982    0.000746982 

   

   0.00147952 

   

   0.00147952 

   

   0.00149556 

   0.00147952    0.00147952    0.00149556 

   0.00582659    -0.00582659    0.00582659 

(2,1,1) 

   

   0.0030681 

   

   -0.0030681 

   

   0.00313648 

   0.00045988    -0.00045988    0.000459942 

   0.000365943    0.000365943    0.000365943 

   

   0.00045988 

   

   -0.00045988 

   

   0.000459942 

   0.00237828    -0.00237828    0.00244656 

   0.000182972    0.000182972    0.000182972 

   

   0.00129763 

   

   0.00129763 

   

   0.00112648 

   0.000648814    0.000648814    0.000563241 

   0.00379342    -0.00379342    0.00379342 

(1,1,2) 

   

   0.00219301 

   

   -0.00219301 

   

   0.00232018 

   0.000244786    -0.000244786    0.000232217 

   0.000509969    0.000509969    0.000509969 

   
   0.000244786 

   
   -0.000244786 

   
   0.000232217 

   0.00219301    -0.00219301    0.00232018 
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   0.000509969    0.000509969    0.000509969 

   

   0.000724921 

   

   0.000724921 

   

   0.000824985 

   0.000724921    0.000724921    0.000824985 

   0.00431309    -0.00431309    0.00431309 

(1,1,3) 

   

   0.00152224 

   

   -0.00152224 

   

   0.00162423 

   9.21993E-05    -9.21993E-05    8.65536E-05 

   0.000278282    0.000278282    0.000278282 

   

   9.21993E-05 

   

   -9.21993E-05 

   

   8.65536E-05 

   0.00152224    -0.00152224    0.00162423 

   0.000278282    0.000278282    0.000278282 

   

   0.000369375 

   

   0.000369375 

   

   0.000432167 

   0.000369375    0.000369375    0.000432167 

   0.00313507    -0.00313507    0.00313507 
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表 5. 4 水平橫向等向材料受單位點荷重作用之位移量(岩石 2)與胡廷秉及 Ding比

較表 

岩石

類型 

幾何 

位置 

(x,y,z) 

水平部份 胡廷秉(2009) Ding(2006) 

岩 

石 

2 

(-2,1,1) 

   

   0.00309206 

   

   -0.00309198 

   

   0.00319948 

   -0.000511528    0.00051154    -0.000514063 

   -0.000667319    -0.000667257    -0.000667319 

   

   -0.000511528 

   

   0.00051154 

   

   -0.000514052 

   0.00232477    -0.00232467    0.00242829 

   0.000333659    0.000333629    0.000333659 

   

   -0.00145318 

   

   -0.00145313 

   

   -0.00121745 

   0.00072659    0.000726566    0.000608737 

   0.00447093    -0.00447097    0.00447093 

(-1,1,1) 

   

   0.00353997 

   

   -0.00353984 

   

   0.00378044 

   -0.000804893    0.000804863    -0.000826459 

   -0.00109007    -0.00108995    -0.00109007 

   

   -0.000804893 

   

   0.000804863 

   

   -0.000826499 

   0.00353997    -0.00353984    0.00378026 

   0.00109007    0.00108995    0.00109007 

   

   -0.0016356 

   

   -0.00163548 

   

   -0.0017119 

   0.0016356    0.00163548    0.00171179 

   0.00680803    -0.006808    0.00680803 

(1,1,1) 

   

   0.00353997 

   

   -0.00353984 

   

   0.00378044 

   0.000804893    -0.000804863    0.000826459 

   0.00109007    0.00108995    0.00109007 

   

   0.000804893 

   

   -0.000804863 

   

   0.000826499 

   0.00353997    -0.00353984    0.00378026 

   0.00109007    0.00108995    0.00109007 

   

   0.0016356 

   

   0.00163548 

   

   0.0017119 

   0.0016356    0.00163548    0.00171179 

   0.00680803    -0.006808    0.00680803 

(2,1,1) 

   

   0.00309206 

   

   -0.00309198 

   

   0.00319948 

   0.000511528    -0.00051154    0.000514063 

   0.000667319    0.000667257    0.000667319 

   

   0.000511528 

   

   -0.00051154 

   

   0.000514052 

   0.00232477    -0.00232467    0.00242829 

   0.000333659    0.000333629    0.000333659 

   

   0.00145318 

   

   0.00145313 

   

   0.00121745 

   0.00072659    0.000726566    0.000608737 

   0.00447093    -0.00447097    0.00447093 

(1,1,2) 

   

   0.00208734 

   

   -0.0020873 

   

   0.00219268 

   0.000247287    -0.000247271    0.000162118 

   0.000579204    0.000579134    0.000579204 

   

   0.000247287 

   

   -0.000247271 

   

   0.000162218 

   0.00208734    -0.0020873    0.00219252 

   0.000579204    0.000579134    0.000579204 
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   0.000686117 

   

   0.000686061 

   

   0.000841006 

   0.000686117    0.000686061    0.000840919 

   0.00459336    -0.00459334    0.00459336 

(1,1,3) 

   

   0.00144832 

   

   -0.00144831 

   

   0.00158119 

   8.92058E-05    -8.92004E-05    8.04222E-05 

   0.000288979    0.000288947    0.000288979 

   

   8.92058E-05 

   

   -8.92004E-05 

   

   8.04266E-05 

   0.00144832    -0.00144831    0.00158115 

   0.000288979    0.000288947    0.000288979 

   

   0.000325943 

   

   0.00032592 

   

   0.000413457 

   0.000325943    0.00032592    0.000413416 

   0.00319158    -0.00319158    0.00319158 
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表 5. 5 水平橫向等向材料受單位點荷重作用之位移量(岩石 3)與胡廷秉及 Ding比

較表 

岩石

類型 

幾何 

位置 

(x,y,z) 

水平部份 胡廷秉(2009) Ding(2006) 

岩 

石 

3 

(-2,1,1) 

   

   0.0029916 

   

   -0.0029916 

   

   0.00303505 

   -0.000421979    0.000421979    -0.000420984 

   -0.000186724    -0.000186724    -0.000186724 

   

   -0.000421979 

   

   0.000421979 

   

   -0.000420979 

   0.00235863    -0.00235863    0.00240358 

   9.33619E-05    9.33619E-05    9.33619E-05 

   

   -0.00094505 

   

   -0.00094505 

   

   -0.000804008 

   0.000472525    0.000472525    0.00040201 

   0.00256806    -0.00256806    0.00256806 

(-1,1,1) 

   

   0.00359324 

   

   -0.00359324 

   

   0.00368958 

   -0.000646961    0.000646961    -0.000639343 

   -0.000472256    -0.000472256    -0.000472256 

   

   -0.000646961 

   

   0.000646961 

   

   -0.000639332 

   0.00359324    -0.00359324    0.00368958 

   0.000472256    0.000472256    0.000472256 

   

   -0.0011482 

   

   -0.0011482 

   

   -0.00111832 

   0.0011482    0.0011482    0.00111834 

   0.00402915    -0.00402915    0.00402915 

(1,1,1) 

   

   0.00359324 

   

   -0.00359324 

   

   0.00368958 

   0.000646961    -0.00064696    0.000639343 

   0.000472256    0.000472256    0.000472256 

   

   0.000646961 

   

   -0.000646961 

   

   0.000639332 

   0.00359324    -0.00359324    0.00368958 

   0.000472256    0.000472256    0.000472256 

   

   0.0011482 

   

   0.0011482 

   

   0.00111832 

   0.0011482    0.0011482    0.00111834 

   0.00402915    -0.00402915    0.00402915 

(2,1,1) 

   

   0.0029916 

   

   -0.0029916 

   

   0.00303505 

   0.000421979    -0.00042198    0.000420984 

   0.000186724    0.000186724    0.000186724 

   

   0.000421979 

   

   -0.000421979 

   

   0.000420979 

   0.00235863    -0.00235863    0.00240358 

   9.33619E-05    9.33619E-05    9.33619E-05 

   

   0.00094505 

   

   0.00094505 

   

   0.000804008 

   0.000472525    0.000472525    0.00040201 

   0.00256806    -0.00256806    0.00256806 

(1,1,2) 

   

   0.00225249 

   

   -0.00225249 

   

   0.00234198 

   0.000247842    -0.00024784    0.000224954 

   0.000433514    0.000433514    0.000433514 

   
   0.000247842 

   
   -0.000247842 

   
   0.000224951 

   0.00225249    -0.00225249    0.00234197 
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   0.000433514    0.000433514    0.000433514 

   

   0.000719514 

   

   0.000719514 

   

   0.000780111 

   0.000719514    0.000719514    0.000780119 

   0.0033976    -0.0033976    0.0033976 

(1,1,3) 

   

   0.00156367 

   

   -0.00156367 

   

   0.00164465 

   0.00010161    -0.00010161    0.000089809 

   0.000273553    0.000273553    0.000273553 

   

   0.00010161 

   

   -0.00010161 

   

   8.98088E-05 

   0.00156367    -0.00156367    0.00164464 

   0.000273553     0.000273553    0.000273553 

   

   0.000419341 

   

   0.000419341 

   

   0.000466705 

   0.000419341    0.000419341    0.000466703 

   0.00268231    -0.00268231    0.00268231 
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表 5. 6 水平橫向等向材料受單位點荷重作用之位移量(岩石 4)與胡廷秉及 Ding比

較表 

岩石

類型 

幾何 

位置 

(x,y,z) 

水平部份 胡廷秉(2009) Ding(2006) 

岩 

石 

4 

(-2,1,1) 

   

   0.00302762 

   

   -0.00302762 

   

   0.00304882 

   -0.00038867    0.00038867    -0.000387889 

   4.45854E-05    4.45854E-05    4.45854E-05 

   

   -0.00038867 

   

   0.00038867 

   

   -0.000387889 

   0.00244462    -0.00244462    0.00246698 

   -2.22927E-05    -2.22927E-05    -2.22927E-05 

   

   -0.00106716 

   

   -0.00106716 

   

   -0.00100359 

   0.000533581    0.000533581    0.000501794 

   0.00281966    -0.00281966    0.00281966 

(-1,1,1) 

   

   0.00367758 

   

   -0.00367758 

   

   0.00372294 

   -0.000578541    0.000578541    -0.000573216 

   -0.000217824    -0.000217824    -0.000217824 

   

   -0.000578541 

   

   0.000578541 

   

   -0.000573216 

   0.00367758    -0.00367758    0.00372294 

   0.000217824    0.000217824    0.000217824 

   

   -0.00121394 

   

   -0.00121394 

   

   -0.00120315 

   0.00121394    0.00121394    0.00120315 

   0.00435499    -0.00435499    0.00435499 

(1,1,1) 

   

   0.00367758 

   

   -0.00367758 

   

   0.00372294 

   0.000578541    -0.000578541    0.000573216 

   0.000217824    0.000217824    0.000217824 

   

   0.000578541 

   

   -0.000578541 

   

   0.000573216 

   0.00367758    -0.00367758    0.00372294 

   0.000217824    0.000217824    0.000217824 

   

   0.00121394 

   

   0.00121394 

   

   0.00120315 

   0.00121394    0.00121394    0.00120315 

   0.00435499    -0.00435499    0.00435499 

(2,1,1) 

   

   0.00302762 

   

   -0.00302762 

   

   0.00304882 

   0.00038867    -0.00038867    0.000387889 

   -4.45854E-05    -4.45854E-05    -4.45854E-05 

   

   0.00038867 

   

   -0.00038867 

   

   0.000387889 

   0.00244462    -0.00244462    0.00246698 

   -2.22927E-05    -2.22927E-05    -2.22927E-05 

   

   0.00106716 

   

   0.00106716 

   

   0.00100359 

   0.000533581    0.000533581    0.000501794 

   0.00281966    -0.00281966    0.00281966 

(1,1,2)    

   0.00234668 

   

   -0.00234668 

   

   0.00238857 

   0.000212816    -0.000212816    0.00020117 

   0.000283247    0.000283247    0.000283247 
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   0.000212816 

   

   -0.000212816 

   

   0.00020117 

   0.00234668    -0.00234668    0.00238857 

   0.000283247    0.000283247    0.000283247 

   

   0.000727698 

   

   0.000727698 

   

   0.000756213 

   0.000727698    0.000727698    0.000756213 

   0.00361911    -0.00361911    0.00361911 

(1,1,3) 

   

   0.00165062 

   

   -0.00165062 

   

   0.00168881 

   8.69199E-05    -8.69199E-05    8.09651E-05 

   0.000189766    0.000189766    0.000189766 

   

   8.69199E-05 

   

   -8.69199E-05 

   

   8.09651E-05 

   0.00165062    -0.00165062    0.00168881 

   0.000189766    0.000189766    0.000189766 

   

   0.000425632 

   

   0.000425632 

   

   0.000447831 

   0.000425632    0.000425632    0.000447831 

   0.00286673    -0.00286673    0.00286673 
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表 5. 7 水平橫向等向材料受單位點荷重作用之位移量(岩石 5)與胡廷秉及 Ding比

較表 

岩石

類型 

幾何 

位置 

(x,y,z) 

水平部份 胡廷秉(2009) Ding(2006) 

岩 

石 

5 

(-2,1,1) 

   

   0.00363966 

   

   -0.00363966 

   

   0.00366592 

   -0.000421653    0.000421653    -0.000418024 

   -0.000161525    -0.000161525    -0.000161525 

   

   -0.000421653 

   

   0.000421653 

   

   -0.000418024 

   0.00300718    -0.00300718    0.00303889 

   8.07624E-05    8.07624E-05    8.07624E-05 

   

   -0.00104209 

   

   -0.00104209 

   

   -0.000972397 

   0.000521043    0.000521043    0.000486198 

   0.00348508    -0.00348508    0.00348508 

(-1,1,1) 

   

   0.00419039 

   

   -0.00419039 

   

   0.00424299 

   -0.000500387    0.000500387    -0.000482488 

   -0.000382183    -0.000382183    -0.000382183 

   

   -0.000500387 

   

   0.000500387 

   

   -0.000483206 

   0.00419039    -0.00419039    0.00424119 

   0.000382183    0.000382183    0.000382183 

   

   -0.00122922 

   

   -0.00122922 

   

   -0.00121889 

   0.00122922    0.00122922    0.0012135 

   0.00544737    -0.00544737    0.00544737 

(1,1,1) 

   

   0.00419039 

   

   -0.00419039 

   

   0.00424299 

   0.000500387    -0.000500387    0.000482488 

   0.000382183    0.000382183    0.000382183 

   

   0.000500387 

   

   -0.000500387 

   

   0.000483206 

   0.00419039    -0.00419039    0.00424119 

   0.000382183    0.000382183    0.000382183 

   

   0.00122922 

   

   0.00122922 

   

   0.00121889 

   0.00122922    0.00122922    0.0012135 

   0.00544737    -0.00544737    0.00544737 

(2,1,1) 

   

   0.00363966 

   

   -0.00363966 

   

   0.00366592 

   0.000421653    -0.000421653    0.00041779 

   0.000161525    0.000161525    0.000161525 

   

   0.000421653 

   

   -0.000421653 

   

   0.000418024 

   0.00300718    -0.00300718    0.00303747 

   8.07624E-05    8.07624E-05    8.07624E-05 

   

   0.00104209 

   

   0.00104209 

   

   0.000972397 

   0.000521043    0.000521043    0.000484067 

   0.00348508    -0.00348508    0.00348508 

(1,1,2) 
   

   0.0024611 

   

   -0.0024611 

   

   0.00251239 

   0.000158195    -0.000158195     0.000136498 

   0.000368662    0.000368662    0.000368662 

      0.000158195       -0.000158195       0.000136756 
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   0.0024611    -0.0024611    0.00251193 

   0.000368662    0.000368662    0.000368662 

   

   0.000860777 

   

   0.000860777 

   

   0.000891428 

   0.000860777    0.000860777    0.000889009 

   0.00489379    -0.00489379    0.00489379 

(1,1,3) 

   

   0.00167733 

   

   -0.00167733 

   

   0.00172727 

   6.81456E-05    -6.81456E-05    5.59783E-05 

   0.000262581    0.000262581    0.000262581 

   

   6.81456E-05 

   

   -6.81456E-05 

   

   5.60449E-05 

   0.00167733    -0.00167733    0.00172714 

   0.000262581    0.000262581    0.000262581 

   

   0.000575619 

   

   0.000575619 

   

   0.000602134 

   0.000575619    0.000575619    0.000601553 

   0.004191    -0.004191    0.004191 
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表 5. 8 水平橫向等向材料受單位點荷重作用之位移量(岩石 6)與胡廷秉及 Ding比

較表 

岩石

類型 

幾何 

位置 

(x,y,z) 

水平部份 胡廷秉(2009) Ding(2006) 

岩 

石 

6 

(-2,1,1) 

   

   0.0039945 

   

   -0.0039945 

   

   0.00401562 

   -0.000399749    0.000399749    -0.000393962 

   -0.000210732    -0.000210732    -0.000210732 

   

   -0.000399749 

   

   0.000399749 

   

   -0.000394124 

   0.00339487    -0.00339487    0.00342258 

   0.000105366    0.000105366    0.000105366 

   

   -0.00106017 

   

   -0.00106017 

   

   -0.00100668 

   0.000530087    0.000530087    0.000501049 

   0.00411607    -0.00411607    0.00411607 

(-1,1,1) 

   

   0.00447732 

   

   -0.00447732 

   

   0.00452058 

   -0.000417117    0.000417117    -0.000395456 

   -0.00040058    -0.00040058    -0.00040058 

   

   -0.000417117 

   

   0.000417117 

   

   -0.000395911 

   0.00447732    -0.00447732    0.00451861 

   0.00040058    0.00040058    0.00040058 

   

   -0.00125654 

   

   -0.00125654 

   

   -0.00124969 

   0.00125654    0.00125654    0.00124404 

   0.00644957    -0.00644957    0.00644957 

(1,1,1) 

   

   0.00447732 

   

   -0.00447732 

   

   0.00452058 

   0.000417117    -0.000417117    0.000395456 

   0.00040058    0.00040058    0.00040058 

   

   0.000417117 

   

   -0.000417117 

   

   0.000395911 

   0.00447732    -0.00447732    0.00451861 

   0.00040058    0.00040058    0.00040058 

   

   0.00125654 

   

   0.00125654 

   

   0.00124969 

   0.00125654    0.00125654    0.00124404 

   0.00644957    -0.00644957    0.00644957 

(2,1,1) 

   

   0.0039945 

   

   -0.0039945 

   

   0.00401562 

   0.000399749    -0.000399749    0.000393962 

   0.000210732    0.000210732    0.000210732 

   

   0.000399749 

   

   -0.000399749 

   

   0.000394124 

   0.00339487    -0.00339487    0.00342258 

   0.000105366    0.000105366    0.000105366 

   

   0.00106017 

   

   0.00106017 

   

   0.00100668 
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   0.00411607    -0.00411607    0.00411607 

(1,1,2)    

   0.00252765 

   

   -0.00252765 
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   0.000376866    0.000376866    0.000376866 



 

102 
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   0.000103492 

   0.00252765    -0.00252765    0.0025714 

   0.000376866    0.000376866    0.000376866 

   

   0.000940514 

   

   0.000940514 

   

   0.000964275 

   0.000940514    0.000940514    0.000961222 

   0.00597417    -0.00597417    0.00597417 

(1,1,3) 

   

   0.00170578 

   

   -0.00170578 

   

   0.00175013 

   5.79916E-05    -5.79916E-05    4.43849E-05 

   0.000283404    0.000283404    0.000283404 

   

   5.79916E-05 

   

   -5.79916E-05 

   

   4.44554E-05 

   0.00170578    -0.00170578    0.00174994 

   0.000283404    0.000283404    0.000283404 

   

   0.000676091 

   

   0.000676091 

   

   0.000697856 

   0.000676091    0.000676091    0.000696677 

   0.00532009    -0.00532009    0.00532009 
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圖 5.1 岩石 1 在點位(-2,1,1)與 Ding 比較圖                  圖 5. 2  岩石 1 在點位(2,1,1)與 Ding 比較圖 

       

圖 5. 3 岩石 2 在點位(-2,1,1)與 Ding 比較圖                  圖 5. 4 岩石 2 在點位(2,1,1)與 Ding 比較圖 
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圖 5. 5 岩石 3 在點位(-2,1,1)與 Ding 比較圖                 圖 5. 6 岩石 3 在點位(2,1,1)與 Ding 比較圖 

       

圖 5. 7 岩石 4 在點位(-2,1,1)與 Ding 誤差圖                 圖 5. 8 岩石 4 在點位(2,1,1)與 Ding 比較圖 
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圖 5. 9 岩石 5 在點位(-2,1,1)與 Ding 誤差圖                圖 5. 10 岩石 5 在點位(2,1,1)與 Ding 誤差圖 

       

圖 5. 11 岩石 6 在點位(-2,1,1)與 Ding 比較圖                圖 5. 12 岩石 6 在點位(2,1,1)與 Ding 比較圖 
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以上為半無限空間水平橫向等向性材料單位點荷重作用在原點之位移閉合

解，選取的材料範圍是採 Gerrard(1975) and Amadei et al.(1987) 建議彈性常數範

圍，分別對計算點位(x,y,z)在(-2,1,1)、(-1,1,1)、(1,1,1)、(2,1,1)、(3,1,1)、(1,1,2)

及(1,1,3)位置做分析，首先將第四章所提之位移解型式(4.31a)-(431c)式經由簡化

結果變為水平橫向等向情況，然後帶入已知參數，如：彈性常數、計算幾何位置、

點荷重 Px、Py、Pz…等等，整理出只含有ω函數之方程式，然後依據本章 5.1

節所提出之的第一部分及的第二部分處理步驟，找出所有可能使分母等於零的奇

異點位置，而各岩石之奇異點位置如附錄 D(水平部份)，最後則利用殘數定理作

殘數計算可得知水平橫向等向性材料受載重作用所得之位移量分別受到(1)材料

的異向性、(2)待測幾何位置及深度、(3)載重大小及形式等影響。其位移結果與

胡廷秉(2009)與 Ding et al.(2006)比較，若排除座標系統與受力方向定義不同與胡

廷秉(2009)結果為完全相同，而由誤差計算得知與 Ding et al.(2006)比較結果非常

相近。 

    本研究所建立求解的程式，是直接將推的方程符號型式輸入到數學軟體

(Mathematica 7)，將已知參數代入(如：彈性常數、計算幾何位置、點荷重 Px、

Py、Pz…等等)，逐一化簡方程，直到找出方程之奇異點位置，最終在利用殘數

定理積分，而得到位移閉合解析解，如表 5.3 至表 5.8 所示。與胡廷秉(2009)求

解過程差異點為胡廷秉(2009)是先經由整理、分析、簡化而得到水平位移解型式，

然後在代入已知材料彈性常數，直接得到位移閉合解。就本研究利用的方法，其

算出的水平位移結果與胡廷秉(2009)比較完全相同，與 Ding et al.(2006)結果也非

常相近。若進一步想求應力結果，除了可由本文所推導之應力解型式得知，也可

由已知位移結果就可由第三章之(3.2b)及(3.3)式分別得到各個應力解。 

    本文水平位移解求解過程，使用相同的求解方法，差異點在於求解過程的順

序不同，原因在於對半無限空間垂直部份，以目前無法經由整理、分析、簡化得

到垂直位移解型式的情況，由本文水平位移求解順序結果可間接驗證，若採用本

方法，先將已知材料彈性常數代入，逐一化簡方程，可初步得知特殊範例之半無

限垂直橫向等向位移解型式，未來只要能找到奇異點位置就可利用殘數定理積分，

此方法是可行的，以下就來說明垂直部分結果。 
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 垂直部分結果結果 

    垂直橫向等向性材料受到表面三維點荷重分別作用在原點，此垂直橫向等向

性材料彈性常數範圍如表 5.1，組合之基本 5 個彈性常數如表 5.3 分為 7 種。根

據第四章 4.2 節之(4.36a)-(4.36c)式及(4.37a)-(4.37f)式位移和應力閉合解型式於此

選擇岩石 4( 1
'


E

E
, 5.1

'


G

G
, 1

'





)為範例說明

( 20,20,32,54,56 54321  ccccc )，首先依照 5.1 節第一部分及第二部分

所列步驟，利用 Mathematica 7 軟體統整化簡，第一步驟為先計算第四章之

(4.34a)-(4.34c)式，此尚未乘上 )3~1(
)(

1
i

i 
，並各別乘上

i

1
之值化簡後，令





i

DCd )()( 1

11

1

以符號 CDF111 表示、




i

DCd )()( 2

11

2

以符號 CDF112 表示…以此類

推，如以下表 5.9 若此部分方程乘上 )3~1(
)(

1
i

i 
則相當於第四章之

(4.31a)~(4.31c)之 )()( 21  xx uu 、 …以此類推：   
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表 5. 9 範例說明岩石 4 之 )3~1(
)()( 1 i

i

DC i

i

i

d




方程表 

岩石 4 

方程 方程式型式 

CDF111 

 

CDF112 
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CDF113 

 

CDF211 0 

CDF212 

 



 

110 

 

CDF213 

 

CDF311 
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CDF312 

 

CDF313 

 

 

   第二步驟為處理
)(

1

 i
 
(i=1~3)部分，如第五章第一節所述，其結果列於下表

5.5，其中 x、y、z 分別為計算幾何位置，而 1A 、 2A 、 3A 為第三章之 3.36a~3.36c

式： 
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表 5. 10 範例說明岩石 4 之
)(

1

 i

 (i=1~3) 方程表 

)(

1

 i

(i=1~3) 

方程 

)(

1

1 
 

 

)(

1

2 
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)(

1

3 
 

 

 

    依據第四章(4.36a)-(4.36c)式推導之位移解型式，當表面三維點荷重為

1,1,1  zyx PPP 時(單位：N/m
3
)，表 5.9 之各方程分母為 0 情況之點位可由圖

5.13(a)~(h)所呈現，然後考慮表 5.9 方程之分子部份是否有相同之影響點，再與

表 5.10 綜合檢驗則可找出各方程確切之令分母為 0 奇異點位置，如表 5.11 所示。

而奇異點檢驗方法為雙向確定：(1) 圖 5.13(a)~(h)是利用數學軟體(Mathematica®  

7 (2008))將表 5.9 方程之分母部份輸入，以 2 維方式將可能使分母為 0 之點位圖

形畫出，由此可粗估大約奇異點所在位置。(2)表 5.11 則同樣為利用數學軟體

(Mathematica®  7 (2008)) 將表 5.9 方程之分母採分段方式，利用直接求解之

Mathematica®  7 程式碼(Ex: Solve[待解方程 function=0,待解之解 ])將有所可能

之點位解出，然後綜合起來分析共同影響點位，在與圖 5.13(a)~(h)比較，本節之

討論範例由檢驗方法(1)和檢驗方法(2)結果相同。然而此結果並非為確定之奇異

點位置，必需與分子部份(依照此雙向確定方法) 比較考慮是否有相同之影響點，

排除相同影響點則可得前述之表 5.11 確切之此範例奇異點位置列於如下。 

    由以上得知各方程之奇異點位置，即可按照第四章之(4.31a)~(4.31c)位移閉

合解型式表示，進行殘數定理積分，而得到最終之位移閉合解析解。若要延伸計
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算應力解情況，則可將垂直位移解型式代入第三章(3.2b)及(3.3)式處理後，分別

可得到各個應力閉合解。 

 

(a) CDF111 分母為 0 之點位圖              (b) CDF112 分母為 0 之點位圖 

  

(c) CDF113 分母為 0 之點位圖              (d) CDF212 分母為 0 之點位圖 

  

(e) CDF213 分母為 0 之點位圖              (f) CDF311 分母為 0 之點位圖 

  

(g) CDF312 分母為 0 之點位圖               (h) CDF313 分母為 0 之點位圖  

圖 5. 13 (a)~(h)  於表 5.4CDF111~CDF313 分母為 0 之點位圖 
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表 5. 11 範例說明岩石 4 之奇異點位置表 
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 由表 5.11 可得知岩石 4( 1
'


E

E
, 5.1

'


G

G
, 1

'





)位移方程之奇異點位置，在

)(

1

 i
 
(i=1~3)方程內確定固定含有 2 個奇異點需處理，分別為範例說明求解方

法之第二部分所列之結果，如 5.5a~5.5c 三式。而 x 向和 y 向之位移 Ux、Uy受到

zP 點荷重影響之方程分別又含 2個相同之奇異點需處理： 625 和 625 ；

另外最重要的由此表可發現 y 向位移 Uy不受到 Px點荷重之影響。  

    若已知岩石 4 ( 1
'


E

E
, 5.1

'
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G

G
, 1

'





)位移方程之奇異點位置則可進行殘數

定理積分，而本論文之困難點在於「殘數積分」部分，由於所得位移閉合解析解

方程與奇點位置，帶有複雜的根號形式，如表 5.9 和表 5.11，在處理方面無法直

接利用數學軟體(mathematica)綜合整理得到最終之殘數定理積分結果以至於無

法得到位移閉合解析解，以下就可解部分(殘數積分)，來表示此範例之位移解型

式，如表 5.12 至表 5.14，其中 x 向位移 Ux 殘數定理積分之
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6258  是無法利用殘數定理積分出來，原因為當分母方程表示成此

)....-)(-)(-( 321  時，會出現 )....-)(-()-( 321  之 )-( 1 情況，

就在 6251  或 6251  時，此在利用殘數定理積分時，會出現數

學上的錯誤，也就是此項會有出現 0 的情況產生，而 0 的代表為此點不為奇異點

位置，但由圖 5.13(a)~(h)和表 5.11 雙向檢核所顯示，為不合理之地方。而 y 向位
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積分卻無此情況產生，以下表 5.12 至表 5.14 則為位移閉合解型式。 
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表 5. 12 岩石 4 位移 xU 閉合解型式 
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表 5. 13 岩石 4 位移 yU 閉合解型式 
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表 5. 14 岩石 4 位移 zU 閉合解型式 
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因 z 向位移 Uz 無殘數定理積分不合理之情況，若考慮分別受到表面單位點荷重

作用為 1,1,1  zyx PPP 作用時 (單位：N/m
3
)，其計算幾何位置(x,y,z)於 (1,2,1)、

(1,1,1)、(1,-2,1)、(1,-1,1)、(1,1,2) 及(1,1,3)的位移閉合解(單位：m)結果如表 5.15，

觀察所得位移閉合解結果為一複數解，與求解推導假設為實數不合，推其原因為

計算過程中，傅立葉轉換(複數應出現)、逆轉換(複數可存在)與殘數定理積分(複

數應消失)多次疊代運算，應用程是無法完整檢驗複數情況應出現與不應出現情

況，而產生此不合理結果。 

 

表 5. 15 岩石 4 位移閉合解表 

 

 

綜合以上所述為何半無限空間垂直橫向等向性受三維點荷重之位移解會有

如此大的差異結果，水平部份可很容易求得位移閉合解，而垂直部分只能將已求

得結果與未求得結果表示此型式，若探討其原因為水平與垂直推導解過程之特徵

根型式影響為最大，水平部份是由已知彈性常數組成之實數，而垂直部分則是根

號中帶有未知傅立葉域之 、 ，再經由不斷的疊代運算後出來之結果，含有大

量 、 或 、 之結果，在求解過程中除了整個方程之條件，還要考慮額外考

慮滿足根號裡之條件，故造成垂直位移解有如此大的差異與困難度，下表 5.16

則為垂直橫向等向性位移解與水平橫向等向性位移解推導過程之差異來作探

討： 

 

 

 

 

岩 

石 

4 

(1,2,1)    -0.-175491-0.00875597i 

(1,1,1)    -0.272528 

(1,-2,1)    -0.01621168 

(1,-1,1)    -0.0266578-0.0155598i 

(1,1,2)    0.00603746 

(1,1,3)    0.00765691 
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表 5. 16 垂直橫向等向性位移解與水平橫向等向性位移解推導過程之差異表 
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第六章 結論與建議 

6.1 結論 

本文選取特定範圍之岩石參數進行範例計算，說明利用胡廷秉(2009)提出之

半無限空間橫向等向位移和應力基本解推導垂直橫向等向位移和應力閉合解之

可能性，得到以下結論： 

1、本文雖未求出垂直橫向等向性材料受三維點荷重作用之位移和應力最終位移

閉合解(僅舉一範例說明)，但可由表 5.2 各組彈性常數代入求解至

(4.34a)-(4.34c)所整理出複雜之位移解式子-函數(為奇異點位置)，看出受

三維點荷重作用之垂直橫向等向性材料位移解與水平部分之位移解同樣會受

到材料異向性影響。 

2、在計算半無限空間垂直橫向性材料受載之位移解，除了最終解出之位移方程

存在奇異點(singular point)之影響，然而材料參數(彈性常數、待測幾何位置x、

y、z…等)也會使整個方程有奇異點位置產生，如(3.36a)至(3.36c)式的

321 AAA 、、 不可有兩兩相同之情況，因為此結果直接影響到(4.18a)~(4.18c)f

矩陣之分母部份，會出現矩陣兩列元素相同而造成矩陣為 0 情況；同樣地待

測幾何位置(x、y、z)也不可以有 x=y 情況，當 x=y 時由(5.2a)-(5.3a) 式得知

同樣會出現奇異點位置問題。 

3、水平橫向等向性材料受載重作用所得之位移結果與胡廷秉(2009)比較完全相

同，且與 Ding(2006)比較結果相似。 

4、在範例計算說明部分，半無限空間垂直橫向等向材料之位移閉合解，本文選

擇岩石 4( 2
'


E

E

,
1

'


G

G

,
1

'





)作計算舉例，雖奇異點位置已全找出，但殘

數定理積分卻無法全部完成，只有部分結果呈現，如第五章 5.2 節範例計算

說明所述，可是能確定的是這些位移方程之奇異點位置幾乎落在
)(

1

 i

(i=1~3)方程之範圍內，而
)(

)(
)()( 1






k

ii

i

j

d DC (i、j=1~3、k=7~9)內含有奇異點

位置，只在 Pz 作用之 x 向與 y 向位移 Ux、Uy，即表 5.11。 



 

123 

 

5、若探討橫向等向性材料受載重作用之位移閉合解，其分別可受到(1)材料的異

向性(Anistropy)、(2)幾何位置(x,y,z)及深度，此可由 5.2 節範例說明探討之表

5.5 得知、(3)載重大小及形式，此可由 5.2 節範例說明探討之表 5.4 得知等影

響。 

 

6.2 建議 

本論文之完成在受限於垂直橫向等向部份，是採直接代入參數，如：彈性常

數、計算幾何位置、單位點荷重…等，舉範例計算其半無限空間垂直橫向等向受

三維點荷重作用下之位移解，在求解過程中發現一些限制條件與結果，如 6.1 節

所示，但未來還是有很多可改進及注意的地方，其建議事項如下各點所述： 

1、材料參數(彈性常數、幾何位置 x、y、z…等)使整個方程產生奇異點狀況，

未來可針對此特殊情況更改求解方法，而求得特殊情況下之半無限空間

垂直橫向等向性材料受三維點荷重之位移解，也可延伸至求解應力部分，

對於位移誤差探討有更進一部確定其合理性。 

2、本研究求解半無限空間垂直橫向等向性材料受載之位移和應力解，由於

方程式在轉換的過程中，多次使用疊代手法，造成最終求解積分方程，

如(4.31a)式~(4.31c)及(4.32a)~(4.32f)式過於複雜，必需直接代入數值參數

(彈性常數、點荷重、幾何位置…等)求解，雖在求解過程中有先將方程

簡化，然後才代入參數，但這種疊算的方法在數值進入運算時還是存在

著代數運算的誤差。未來可針對半無限垂直橫向等向性空間，找出求解

方程的規律性，則可建立整個方程的通式，譬如：用勢能函數來表示位

移解，或著是減少方程推導過程的疊代手法，故才可使求解時一氣呵成，

此不僅可明顯降低誤差與運算時間而增加答案的精準度，方便於檢驗各

項參數(彈性常數、幾何位置、點荷重型式等)之影響性。除此之外，可

藉此與胡廷秉 (2009)提出之水平橫向空間(
 0 )之位移及應力解型式

相比較，提高找到半無限空間傾斜橫向等性(Inclined Transversely 

Isotropic)受載之位移及應力基本解析解。 

3、由範例計算說明可知此奇異點已完全找出，如表 5.11，然後進行殘數定

理積分得知 z 向位移 Uz 之殘數定理積分可完全做出，但求出之位移解在
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特定範圍內為一複數型式，如表 5.15，與原先假設位移量 Uz 為實數不

相符合，然而本研究在求解過程未對此方程(如：第三章、第四章之傅立

葉轉換與逆轉換過程)做數學限制條件的探討，只運用到其求解原理，才

會有此結果產生未來建議在求解過程中，x 向及 y 向位移 Uy、Uz，只要

針對數學式推導過程應詳細了解分析其限制條件，然後只要殘數值積得

(及解決數學問題)即可得到 Ux、Uy、Uz 位移之合理閉合解。 
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附錄 A 特徵方程的推導 

摘自 Liao et al. (2008) 

假設 'x 和 'y 軸在橫向等向性平面上，則橫向等向性材料所滿足的虎克定律可

以表示為： 
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在彈性力學理論之微小應變情況下，位移和應變的表示方式為： 
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               (A.2) 

    其中， '

xu 、 '

yu 和 '

zu 為卡式座標系統各軸的三向度位移。而動態力平衡方程

式又可表示成(A.3)式： 
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z

u

tx F
u

F
y t

F u

z t

  

   

  

 
   
                                       
    

 

           (A.3) 

若假設無徹體力 'x
F 、 'y

F 、 'z
F 作用，則    ' ' ', , 0, 0, 0

x y z
F F F  ，將（A.1）

式及（A.2）式代入（A.3）式展開後可以表示為： 

'' ' ' ''

2 2 2

22 2 2 22

1 4 5 1 4 3' ' ' ' 2' ' '
( )

yx x x xz
uu u u uu

c c c c c c
x y x z tx y z


   

     
      

       (A.4a) 

' ' ' '' '

2 2 2

2 2 2 22 2

1 4 4 1 5 3' ' ' ' 2' ' '
( )

y y y yx z
u u u uu u

c c c c c c
x y y z tx y z


    

     
      

       (A.4b) 

'' ' ' ' '

2 2 2

22 2 2 2 2

3 3 5 5 2' ' ' ' 2' ' '

yx z z z z
uu u u u u

c c c c c
x z y z tx y z


    

    
      

        (A.4c) 

然後經由三維傅立葉轉換(triple Fourier transform)則可得到傅立葉定義域下

之動態力平衡方程式表達如下： 

' ' ' ' ' '
2 2 2 2

1 4 5 1 4 3( )x x x y z xc u c u c u c c u c u u     
     

               (A.5) 

' ' ' ' ' '
2 2 2 2

1 4 4 1 5 3( ) x y y y z yc c u c u c u c u c u u     
     

                 (A.6) 

' ' ' ' ' '
2 2 2 2

3 3 5 5 2x y z z z zc u c u c u c u c u u     
     

              (A.7) 

    其中， 'xu


, 'yu


, 'zu


為傅立葉定義域下之三向度位移，為角頻率，  為材料

密度，然後將 (A.07a)-(A.07c)用矩陣方式表達並將右項移至左項，重新整理如

下： 

'

'

'

2

11 12 13

2

21 22 23

2

31 32 33

0

0

0

x

y

z

u
d d d

d d d u

d d d
u













 
 

    
         
       

 
 

          (A.8) 
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其中

2 2 2

1 4 5 1 4 3

2 2 2

1 4 4 1 5 3

2 2 2

3 3 5 5 2

( )

( )ij

c c c c c c

d c c c c c c

c c c c c

    

    

    

   
 

       
   

 (i,j=1-3) 

 

方程式(A.8)中，若  ' ' ' 0 0 0x y zu u u
   

 
 

則可解得任何 2 值，然而實

際上  ' ' ' 0 0 0x y zu u u
   

 
 

故
ijd  必定為一零矩陣，故在這樣情況下，

 ijd  

此稱為矩陣為特徵矩陣，而 2 稱為矩陣的特徵值，展開後結果如(A.9)式所示： 

 

2

11 12 13

2

21 22 23

2

31 32 33

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 1 2 5

5 4

2 2 2 2 2 2
2 1 2 5

( ) ( )
( )

2

( ) ( )

2

d d d

d d d

d d d

c c c
c c

c c c







     
    

     


 
 

 
  

       
          

 

      
 

 

                   (A.9) 

其中，
2

2 2 2 2 2 2 2

1 5 2 5 3( )( ) ( ) 4 ( )c c c c c                

    若將變數(  、 、 )透過座標轉換，轉換至( ' 'x y
k  、 、 )極座標系統，則可

表示如下: 

' '

' '

'

sin cos

sin sin

cos .

z x

z x

z

k

k

k

  

  

 






               

(A.10) 

由(A.10) 式(  、 、 )及( ' 'x y
k  、 、 )之間又可表達為(A.11) 式的關係如下： 

  '

'

2 2 2 2

2 2 2

sin

cos

z

z

k

k

  

 

 

                

(A.11) 

    由此可得知
2

2

2
V

k


 (V 定義為體波速度)，在橫向等向性中三種不同型式之
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體波速度可定義如(A.12a)- (A.12c)式: 

' '

'

2 2

5 4

, ,

cos sin
z z

SH z

c c
V



 




            (A.12a) 

' '

'

2 2 '

1 2 5

, ,

sin cos

2

z z

P z

c c c
V



 



  
          (A.12b) 

' '

'

2 2 '

1 2 5

, ,

sin cos

2

z z

SV z

c c c
V



 



  
          (A.12c) 

其中， , ' ' '

2
' 2 2 2 2 2

1 5 2 5 3( )sin ( )cos 4 sin cos
z z z z

c c c c c           ，
'z

 為 'z

軸及波傳導方向之夾角，因此
ijd  的行列式又可表達為: 

 

3

' ' '

' '

6 2

, , , , , ,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 4 1 5 5 2 3

3
2 2 2

2 5
1

3
2 6 2 2

2 5
1

det ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

sin cos

ij SH z P z SV z

i
i

i z zi

D d k V V V

c c c c c c c

c c A

c c k A

  


           

  

 





     

                   

     

    

 

                   (A.13) 

 

其中： 

4
1

5

12
2 3 2 2

2
5 1 2 3 5 1 2 3 1

2

2 5 2 5 2

12
2 3 2 2

2
5 1 2 3 5 1 2 3 1

3

2 5 2 5 2

1
4

2

1
4

2

c
A

c

c c c c c c c c c
A

c c c c c

c c c a c c c a c
A

c c c c c



     
    
   

     
    
     

    若考慮一個新的坐標系的( , ,x y z )和原座標系統(
' ' ', ,x y z )中有一共同原點，當

x 和 x'軸平行於 x y 平面，x 與 x'軸間的夾角角度為，而相對的 y'軸和 x y 平面

夾角為。也就是說我們可以假設於新座標系統和舊座標系統間之夾角為餘弦轉

換，如表 A.1 所示：  
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表 A.1 新、舊座標系統間之餘弦角度轉換 

新座標/舊座標 'x  'y  
'z  

x cos  sin  0 

y cos sin   cos cos   sin  

z sin sin   sin cos   cos  

 

將(A.13) 之 D 改寫為(A.14)式: 

3 6 2

, , , , , ,

3
2 6 2 2

2 5
1

( )

sin cos

SH t P t SV t

i t t
i

D k V V V

c c k A

  

 


  

    

            (A.14) 

其中，
 t 為向量  , ,   及 z 軸間的夾角，若以  , ,   及表示，

可表示為: 

 
2 2 2

sin sin sin cos cos
cos t

       


  

 


 
         (A.15) 

當
 

2

2

2 2 2

sin sin sin cos cos
cos t

       


  

 


   

則
 

22 2 2

2

2 2 2

sin sin sin cos cos
sin t

          


  

    


 
 

將方程式(A.15)代入 (A.14)式，可表示如(A.16)式所示： 

 

3
2 6 2 2

2 5
1

2 2 2 22 6 3
2 5

2 2 2 1 2

2 2 2 2
3

2 5
1

sin cos

( sin sin sin cos cos )

( sin sin sin cos cos )

( sin sin sin cos cos )

( sin sin

i t t
i

i

i

i

i

D c c k A

Ac c k

A
c c

 

          

          

          

  







    

          
      

       
 2sin cos cos )    

  
 

   

 

  (A.16) 

 

最終，令 D=0，在方程式(A.16)之六個特徵根就能夠獲得，如同第 3 張 3.3

節 (3.35) 式也可同樣獲得，其表示如下: 
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 2 2 2 2 2 2 2

2 2

cos sin cos ( 1 ) cos sin sin ( 1 )

( )cos sin ( cos sin ) sin ( cos sin )
( , )

cos sin

j j

j j

j

j

A A

i A A

A

       

            
  

 

     
 
 
       



 (j=1-3)  

                  (A.17a) 

 2 2 2 2 2 2 2

2 2

cos sin cos ( 1 ) cos sin sin ( 1 )

( )cos sin ( cos sin ) sin ( cos sin )
( , )

cos sin

j j

j j

j

j

A A

i A A

A

       

            
  

 

      
 
 
       



 (j=4-6)  

                        (A.17b) 

 

    若一個新座標系統 ( , , )x y z 經由舊座標系統轉換角度，當 x= 
'x 軸，即 =0，

則只考慮新、舊座標系統轉換角度而得，故(A.17a)-(A.17b)式之特徵值 可以

表示為: 

  2 2 2 2

2 2

cos sin ( 1 ) (cos sin )
( , )

cos sin

j j j

j

j

A i A A

A

      
  

 

     



(j=1-3)  (A.18a) 

  2 2 2 2

2 2

cos sin ( 1 ) (cos sin )
( , )

cos sin

j j j

j

j

A i A A

A

      
  

 

     



(j=4-6)  (A.18b) 

若令
ji u  ，於半無限垂直橫向等向空間 =90 ，則 (A.18a)- (A.18b) 式能

夠表示如第 3 章 3.3 節之(3.35a)-(3.35f) 式。 
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附錄 B 傾斜橫向等向性材料之彈性常數 ijC  

為(3.19a)式傾斜橫向等向性材料之彈性常數 ijC (i,j=1~6)，各項值如下所示： 

111 cC                 (B.1) 

 2

53

2

412112 sin)(cos)2( ccccCC            (B.2) 

 2

41

2

533113 sin)2(cos)( ccccCC               (B.3) 

 sincos)2( 41534114 ccccCC                (B.4) 

 4

2

22

53

4

122 sinsincos)(2cos ccccC           (B.5) 

}4cos)](2[106{
8

1
532153213223 ccccccccCC            (B.7) 

 2sin}2cos)](2[{
4

1
5321214224 ccccccCC                (B.8) 

 4

1

22

53

4

233 sinsincos)(2cos ccccC                    (B.9) 

 2sin}2cos)](2[{
4

1
5321214334 ccccccCC                (B.10) 

}4cos)](2[62{
8

1
5321532144 ccccccccC                (B.11) 

 2

4

2

555 sincos ccC                (B.12) 

 sincos)( 456556 ccCC                  (B.13) 

 2

5

2

466 sincos ccC                (B.14) 

064636261

545352514645363526251615





CCCC

CCCCCCCCCCCC

        

(B.15) 

 

    以上為傾斜橫向等向空間之彈性常數， 隨著旋轉角度而變，若為垂直橫向

等向空間，  90 ，則在加入 06556434241342414  CCCCCCCC 如

(3.19b)式。 
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附錄 C ijD 矩陣的展開表達式 

(4.3) 式之 iD11、
iD21、

iD31、
iD12、

iD22、
iD32、

iD13、
iD23、

iD33值為矩陣 ijd (i,j=1~3)

如(3.35a)~(3.35f)式之餘因子(cofactor)所組成之二階行列式，其展開結果如下所

示： 

 

))()((

)))(2)(()(()(

),,(),,(

),,(),,(
det),,(

52

42

542

22

54

4

2

553

2

5312

2

4551

24

51

3332

2322

11

ccccccc

pcccccccccccpcc

pdpd

pdpd
pD

jj

jj

jj

j

i
























     
(C.1)

               
           

)())((

),,(),,(

),,(),,(
det

),,(),,(

),,(),,(
det

),,(),,(

35

2

34

22
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    其中， jp 為 3.4 節(3.35a)-(3.35c)的特徵根(j=1~3)， i

iD 1 、
i

iD 2、
i

iD 3 上標代

表代入之特徵根值(i=1~3)，而下標為 D 矩陣元素之餘因子，如(C.1)~(C.6)式。 
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附錄 D 水平橫向等向材料受載不同岩石舉例之奇異

點位置 

岩石 1 

Ux 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uy 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uz 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

岩石 2 

Ux 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uy 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uz 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

岩石 3 

Ux 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uy 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uz 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

岩石 4 

Ux 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uy 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uz 

Px Py Pz 

無 
0、

iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

岩石 5 

Ux Px Py Pz 
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0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uy 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uz 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

岩石 6 

Ux 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uy 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

Uz 

Px Py Pz 

0、0、
iyx

AzyxiAiz



 1

222

1  0、
iyx

AzyxiAiz



 2

222

2  0、
iyx

AzyxiAiz



 3

222

3  

 


