
第一章  緒 論 

 

1.1  研究背景 

 

濾波器的設計在數位信號處理中，佔極為重要的部份，所以濾波器的

設計方法被廣泛地研究及討論，而本文是將焦點放在特徵濾波器

( Eigenfilter ) 的演算法上。特徵濾波器在應用上有許多的優點，其主

要的優點有下列三項：一、特徵濾波器應用層面很廣泛，其可應用在有限

脈衝響應濾波器 ( finite impulse response , FIR filter ) [1]-[4]、

無限脈衝響應濾波器 ( infinite impulse response , IIR filter ) 

[5]-[6]、多維度濾波器 ( multidimensional filter ) [7]等等，近年來

更加應用在數位通訊多頻調變 ( DMT ) 系統的通道縮減( channel 

shortening ) [8] 上 ﹔二、特徵濾波器設計彈性佳，可在設計過程中附

加上許多特性，例如時域的奈氏限制 ( Nyquist constraint ) [9]、頻域

的平坦限制 ( flatness constraint ) [9]、一般線性限制( general linear 

constraint ) [10] ﹔三、特徵濾波器與一般濾波器設計相比較之下，特

徵濾波器有較低的演算複雜度。以上三項的優點讓特徵濾波器成為一個值

得探討的方向。 

本文討論的焦點是放在 FIR 濾波器的設計上，在[11]已經討論過實係

數特徵濾波器基於總合性最小平方誤差準則 ( total least squares 

criterion ,TLS ) 的設計，而本論文是將[11]的觀念延伸至複係數特徴濾

波器上，這樣的延伸讓頻率響應得到了更好的近似效果。 

 1



1.2  論文組織架構 

 

本文在第二章中會詳細地介紹特徵濾波器演算的過程，而第三章就進

入本文的重點，如何將總合性最小平方誤差準則使用在特徵濾波器上，並

且將其演算法詳細地說明。第四章是將二、三章所提到的演算法用電腦去

模擬運算，而模擬運算所得到的結果再拿來分析與比對。最後第五章為本

文的結論，其內容是說明特徵濾波器的使用。 
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第二章  特徵濾波器的介紹 

 

所謂的特徵濾波器是指濾波器的係數是由一個特徵向量所得到，而這

個觀念起源於 1978年 Slepian [12]窗型函數的設計，其窗型係數是由一個

實對稱方陣的特徵向量所得到。接著在 1987年時 Vaidyanathan 和 Nguyen 

[1] 將 Slepian 的方法加以修正，並且將方法應用於線性相位 (linear 

phase) FIR 濾波器的設計，此時特徵濾波器才正式被命名。由於特徵濾波

器的設計複雜度低再加上設計具有彈性，所以特徵濾波器被廣泛地討論以

及研究，其應用面也陸續的增加，在[13]有完整的敘述。 

 

2.1  窗型函數的設計 

 

介紹 Slepian 如何設計窗型函數之前，我們首先在 2.2.1 節中介紹瑞

雷原理 ( Rayleigh  principle )。 

 

2.1.1 瑞雷原理  

 

瑞雷原理在特徵濾波器的設計中，是一個極為重要的關鍵定理，我們

利用這個原理來尋找濾波器的係數，進而達到濾波器的設計。下一個小節

會詳細說明如何使用其定理，而本節是探討其原理以及證明其極值不等式。 
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首先，對實對稱方陣 而言，其瑞雷商式 A      ( xA )ρ 如下所示： 

( )
( ) ( ) 0,R,;,)( n                  

    
          ≠∈∀= x,xxx

x,x
xAxxAρ  

接著，若 為 方陣的特徵向量，則瑞雷商式會得到所對應的特徵值 ，

其式子為 

ix A iλ
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xAxxAρ ，最後我們根據瑞雷商

式，我們能得到其極值不等式，型式如下所示： 

( ) ( )AxA A maxmin )( λρλ ≤≤  

其中 ( )Aminλ  為 方陣最小特徵值 A

( )Amaxλ  為 方陣最大特徵值 A

極值不等式的證明： 

(1) 因為實對稱方陣 必有正交矩陣 可將其對角化，取A P yPx =  轉

換，帶入瑞雷商式可得下列等式 
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(2) 將上式減去   1λ ，可得下列等式 
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(3) 明顯的，如果       min1 λλ = ,則上式恆大於零，反之，若       max1 λλ = 則

上式恆小於零，故極值不等式得証。 
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2.1.2 窗型函數的分析 

 

特徵濾波器是源於 1978年 Slepian [12] 窗型函數的設計，我們簡單

地來敘述其設計方法，首先我們定一個設計的規格，其規格如下兩點︰ 

一、窗型函數的係數為實數，並且必須為單模 ( unit norm ) 

二、選擇一個截止頻率   cω ，這個   cω 介於 0 到 π之間 

有了上述的規格後， Slepian 設計此窗型函數的方法是基於頻譜能量

最小化的觀念來設計，而最小化的頻譜範圍是止帶 ( stopband ) 的區域，

也就是指   cω 到π之間的頻譜能量必須為最小。其數學表示式以及推導如

下所示： 

首先，窗型函數的頻譜表示式如 (2.1)式，其中 是窗型實數係

數，而濾波器的階數為 N階，其表示式為 

  w ]n[

)1.2(e]n[w)e(W nj
N

0n

j                                                              ωω −

=
∑=  

接著我們限制濾波器係數必須為單模 ( unit norm ) ，以避免無意義的係

數解，其式子為  

)2.2(1)n(w
0n

2                                                                    
N

=∑
=

 

最後可將濾波器係數視為一個實數向量，並定義一個自然函數向量，其式

子為   [ ]T N     ][w]1[w[0]w K≡w [ ]TN       ωω jjωj ee1e −−≡ K)e( ，根

據上述兩個向量可以將 (2.1)式，以及 (2.2)式 改寫成 

) 2.3 (                                                       ) e (      ) e ( jj ωω  ewT=W  

T
 w )4.2(                                                                                 1    = w 
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在[12]設計的觀念中，是將   cω 到π之間的頻譜能量最小化，其式子如下： 

最小化 )5.2(d)W(e1 2j
s

c
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接著我們將 
2j  )e(W ω  改成 weew TT      e()e( jj )ωω  則 (2.5)式 可改寫成 

(2.6)式，其式子為 
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其中 ω
π

π
ω

ωω d)e()e(1
c

jj∫ ∗=
 
 

           TeeR   我們可知道 是

一個軛米特 ( Hermitian ) 矩陣。 

R

根據上式，我們將 矩陣分解為  R QPR j+=   ，其中 矩陣為實對稱矩

陣， 矩陣為反實對稱矩陣，所以 (2.6)式可寫為 

因為 故可將式子更化簡為 。 

 P

 Q ( )                wQPwT js +=φ

  0         =wQwT          wPwT=φs

我們將上述整理一下，就可得到設計的簡化，其簡化的式子如下所示： 

最小化 限制於            wPwT=sφ          1=wwT

由上式得知 為實數對稱正定方陣，根據瑞雷原理  ( Rayleigh  

principle ) 可知

 P

  sφ 的最小值為 矩陣的最小特徵值，而P   w 為最小特徵

值所對應的單模特徵向量，所以濾波器係數可求得。 
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2.2  低通型特徵濾波器 

 

在 2.1 節中我們簡述了如何從特徵向量取得濾波器的係數，1987 年

Vaidyanathan 和 Nguyen [1] 將 Slepian 的方法加以修正，並將方法應用

於線性相位 FIR 濾波器的設計，在[1]有提到如何設計低通濾波器，本節

將簡述其設計流程。首先我們在 2.2.1 節介紹型式一線性相位 FIR 濾波器

頻率響應的型式，接下來將頻譜劃分為止帶與通帶兩個部份，其中止帶的

分析在 2.2.2 節中說明，而通帶的部份在 2.2.3 節中說明，最後在 2.2.4

節中將上述兩節的結果加以整合，進而得到濾波器的係數。接下來我們將

設計的規格以下列兩點來說明： 

一、低通濾波器的頻率規格 

⎪
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其中     )(D ω 為想要的頻率響應。 

二、加權最小平方誤差準則( weighted mean squared error criterion ) 

我們設計一個近似想要的頻譜時所用的誤差量測準則  

[ ] )7.2(d)e(H)(D)(w1
R

                                                  
2j

 WLS ωωω
π

ξ ω−= ∫  

其中 )  ( ωw   為加權函數 ( weighting function )。 

)e(H   j  ω  為我們所設計的頻率響應。 

R     為頻譜範圍，其範圍為 ]~[]~0[ sp πωω ∪ 。 
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如果 WLSξ  的值越小，代表誤差愈小，而誤差愈小，則愈近似想要的

頻譜響應，所以設計最終的目的，是將其值最小化，進而得到最佳近

似的效果。 

 

2.2.1 型式一線性相位 FIR 濾波器 

 

我們在設計過程中會使用到型式一線性相位 FIR 濾波器，所以在這裡

先簡單地描述一下。首先我們列出其特性 

一、濾波器階數必須為偶數 

二、濾波器係數必須為對稱，並且對稱於階數的一半 

其數學表示式如下所示： 

首先我們探討線性相位 FIR 濾波器的頻譜表示式，其中  是濾波

器的實數係數，並且其係數為對稱，而 N階濾波器表示如下：  
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由於濾波器係數為對稱的，故 (2.8)式 可改寫為 
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從 (2.9)式 中可知，線性相位濾波器設計的自由度取決於    (HR )ω ，得知

   (HR )ω ，既可設計出型式一線性相位 FIR 濾波器，接著我們用向量相乘

來表示    (HR )ω ，其中 為實數向量， b  )(c ω 為實數函數向量，其式子為 

)1()()()(HR  02.                                                          TT bccb ωωω ==  

其中  [ ]TM0       bbb 1 K≡b

[ ]T N        ωωω coscos1)( K≡c   

 

2.2.2 低通型特徵濾波器在止帶的分析 

 

根據最小平方誤差準則在止帶區域可寫成 

( ) ωω
π

ξ π
ω

ω d)e(H)(D1 2
s

s
                   

 
j∫ −=  

其中 )(D    ω 在止帶為 0，並且由 2.2.1 節可知設計     j )e(H ω 可改為設計 

(2.10)式 所以 sξ  可再寫成 

ωωω
π

ξ π
ω

d)()(1
s

s ∫=
 
 

TT                 bccb  

因為 是實數向量，所以可以提出來，接著中間積分式會得到一個實對稱

正定方陣 ，其型式如下： 

  b
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2.2.3 低通型特徵濾波器在通帶的分析 

 

如果依照上一小節的流程來分析通帶區域，則會無法得到我們想要的

型式，所以[1]在這裡稍微修改最小平方誤差準則，進而導入參考頻率點  0ω

的計算，接著我們選擇      00 =ω 為參考頻率點，故最小平方誤差準則改寫

為 ( ) ω
π

ξ ω ωω d)e(H)e(H1 2

0
j

p
p 0                     

  
j∫ −= ，接著如同上節所分析     j )e(H ω

可改寫為 (2.10)式 所以 pξ  可寫成 

( ) ωω
π

ξ ω d)(H)0(H1 2

0 RRp
p                   

  ∫ −=  

ωωω
π

ξ ω d))(())((1 p

0p ∫ −−=
 
  

TT                          bc1c1b  

其中 1 為元素皆為一的 N階行向量 

因為 是實數向量，所以可以提出來，接著中間積分式會得到一個實對稱

正定方陣 ，其型式如下： 

 b

pP

bc1c1b                             
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⎛ −−= ∫ ωωω
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 10



2.2.4 低通型特徵濾波器在通帶與止帶的整合分析 

    

在 2.2.2 節與 2.2.3 節中分析得到了 (2.11)式 以及 (2.12)式 ，如

今我們用一個權衡參數 α  (tradeoff parameter) 來將 (2.11)式 與

(2.12)式 連結在一起，進而得到 (2.13)式，其式子為 

) 2.13 (                                                         1        psT )( ξαξαξ −+=  

其中 1       0 ≤≤ α  , 若想要在通帶區段有較好的近似效

果，則 α  值須選擇接近 0 , 反之在止帶區段有較好的

近似效果，則 α  值須選擇接近 1。 

最後我們可將設計低通濾波器的問題，簡化為 (2.13)式 最小化的問

題，其式子如下: 

最小化 限制於          T
T bPb=Tξ 1  T =bb  

其中                 T ps )1( PPP αα −+=  

由於 與 皆為實數對稱正定方陣，所以 也是實數對稱正定方陣，

所以根據瑞雷原理，可知 

 sP  pP   TP

  Tξ 的最小值為 矩陣的最小特徵值，而 為

最小特徵值所對應的單模特徵向量，所以低通型特徵濾波器係數可求得。 

  TP b

得到濾波器係數後，須做頻率參考點振福的修正，其式子如下： 

   ) 
  ) e ( H  

1 (    
0j oldnew bb

ω
=  
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2.3  任意響應之實係數特徵濾波器的設計 

 

在 2.2 節中討論了低通型特徵濾波器的設計，接下來 2.3 節到 2.5 節

內容中，我們將特徵濾波器的設計加以延伸為任意頻率響應的設計

[2]-[4]，首先在 2.3 節中討論任意響應之實係數特徵濾波器的設計[2]，

接著在 2.4 節中討論任意響應之形式一複係數特徵濾波器的設計[4]，最後

在 2.5 節中討論任意響應之形式二複係數特徵濾波器的設計[3]。 

 

2.3.1 實係數特徵濾波器的設計規格 

 

在實係特徵濾波器的設計[2]中，是將型式侷限在線性相位 FIR 濾波

器型式，本節將其係數一般化，不做任何條件或特性的添加，首先看到

Nguyen [2]中將最小平方誤差準則做一些修改，其形式為 

) 2.14 (                           jj

   

  
 

0 ωω
π

ξ

ω

ωω

ω

ω d)e(H)e(H)(w1

2

)0D(

)D(
R

)ε( ⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−= ∫
44444 344444 21

 

其中 )  ( D ω   想要的任意頻譜響應。 

)e(H   j  ω  我們所設計的頻譜響應。 

)  ( ωw   加權函數，通常都不考慮，故設為一。 

     R     頻譜範圍，在實係數討論範圍為   π~0 ，但不

包含過渡區頻譜。 
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       0ω   參考頻率點，通常選擇通帶中的最大值所對 

應之頻率點。 

 )  ( ωε    誤差函數，在[2]設計中，誤差函數在參考 

頻率點為 0。 

根據上述修改過後的最小平方誤差準則，我們再配合下列規格來設計

任意頻率響應的濾波器。首先我們探討濾波器的頻譜表示式，其中 是

濾波器的實數係數，而 N階濾波器型式如下所示：  

h  n[ ]

)15.2(e]n[h)e(H nj
N

0n

j                                                                ωω −

=
∑=  

如同 2.1.2 節中的 (2.3)式 可將 (2.15)式 改寫成向量相乘的形式，而

為實數向量，

h

   )(e ωje 為複數函數向量，其式子為 

) 2.16 (                                                         ) e (    ) e ( jj ωω  ehT=H  

其中  [ ]T N          ][h]1[h[0]h K≡h

[ ]TN        ωω jjωj ee1e −−≡ K)(e  

同樣地限制係數必須為單模 可改寫為 。        
N

1)n(h
0n

2 =∑
=

       1=hhT

接下來我們將頻譜分成多個通帶與止帶來分析， 其中          表示

第 k 個通帶開始的邊緣，而        2,k(p )ω 表示第 k 個通帶結束的邊緣，同理

     1,k(s )ω 、        2,k(s )ω 則代表第 k 個止帶開始以及結束的邊緣，其劃分方

式，如 圖 2.1 所示： 

 )      1,k(pω

 13



     )(D ω  

     )(D1 ω  

 

圖 2.1 多通帶與止帶的頻譜劃分 

 

2.3.2 實係數特徵濾波器在止帶的分析 

 

我們根據 2.3.1 節的規格，並將 (2.14)式 代入止帶區域可得到 

( )        )  ( H            s

s

s  
  

j
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ω de1 )2,k(

)1,k(

2
s ∫∑

=
=  

接著再將 (2.16)式 代入上式可得 

( )         ) e (               s

s

s  
  

j
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ω d1 )2,k(

)1,k(

2
s ∫∑

=
=  ehT  

         ) e (   ) e (           s

s

s  
  

jj
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ωω d1 )2,k(

)1,k(s h e e h T*T∫∑
=

=  

因為 是實數向量，所以可以提出來，接著中間積分式會得到一個對稱正

定方陣 ，其型式如下： 

 h

sP

h e e h T*T       ) e (   ) e (           s

s

s  
  

jj
M

1k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫∑

=
ω

π
ξ ω

ω
ωω d1 )2,k(

)1,k(s  

) 2.17 (                                                                             s hPhT=sξ  

其中      ) e (   ) e (         s

s

s  
  

jj
M

1k
s ω

π
ω
ω

ωω d1 )2,k(
)1,k(∫∑

=
=  e e P T*  

 

)2,1()1,1( pp                 ωω )2,1()1,1( ss              ωω
ω

     )(D
pM ω

st1 th
pM

st1
)2,M()1,M( sss               sωω)2,()1,( p    M              M  p  p p ωω

th
sM  
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2.3.3 實係數特徵濾波器在通帶的分析 

 

我們根據 2.3.1 節的規格，並將 (2.14)式 代入通帶區域可得到 

                            p

p

0
p  

  
jj

   

  
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ωω

ω

ω d)e(H)e(H1 )2,k(
)1,k(

2

)0D(

)D(
p ∫∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

=
 

接著將 (2.16)式 代入上式可得 

 ) e (     ) e (             p
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jj

   

  
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ωω

ω

ω d1 )2,k(
)1,k(
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)0D(

)D(
p

0∫∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
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=
 eh eh TT

       ) e (    ) e (                                

 ) e (    ) e (   
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⎦

⎤
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⎞
⎜⎜
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0

0

h e e

 e e hT

 

因為 是實數向量，所以可以提出來，接著中間積分式會得到一個對稱正

定方陣 ，其型式如下： 

 h

pP

 

 

 h e e

 e e hT

          ) e (    ) e (                                  

  ) e (    ) e (  
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) 2.18 (                                                                             p hPhT=pξ

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎢
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ω
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ω
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)0D(
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0

0

 e e

 e e P其中  
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2.3.4 實係數特徵濾波器在通帶與止帶的整合分析 

 

在 2.3.2 節與 2.3.3 節分析得到了 (2.17)式 以及 (2.18)式，如今我

們將其相加在一起可得到 (2.19)式，其型式如下： 

) 2.19 (                                                                         psT ξξξ +=  

接著，我們設計一個實係數特徵濾波器的問題，可簡化成 (2.19)式 最小

化的問題，所以可將問題改寫為 

最小化 限制於           hP h T
T=Tξ   1     =  hhT

其中           T ps PPP +=  

如同 2.1.2 節中的分析，我們可將 矩陣分解為    TP PPP iT       jr += ，其中

矩陣為實對稱矩陣， 矩陣為反實對稱矩陣，因為 所以我們

可將上述最小化的問題改寫為  

  rP

 Pi  0     =h  P hT
i

最小化 限制於          h P hT
rT =ξ   1    =  h hT

由於 為實數對稱正定方陣，根據瑞雷原理，可知  rP   Tξ 的最小值為 矩

陣的最小特徵值，而 為最小特徵值所對應的單模特徵向量，所以實係數

特徵濾波器係數可求得。 

  rP

  h

得到濾波器係數後，須做頻率參考點振福的修正，其式子如下： 

   ) (       

 )  ( H  

 )  0   ( D 
  

 

oldnew
0

j
e

hh
ω

ω
=  
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2.4  任意響應之形式一複係數特徵濾波器的設計 

 

形式一複係數特徵濾波器[4]與實係數特徵濾波器的設計流程非常類

似，我們將簡單地敘述其流程。 

 

2.4.1 形式一複係數特徵濾波器的設計規格 

 

首先我們遵照著修改過後的最小平方誤差準則形式 

) 2.20 (                   
  

    jj

   

  
 

0 ωω
π

ξ

ω

ωω

ω

ω d)e(H)e(H)(w
2
1

2

)0D(

)D(
R

)ε( ⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−= ∫
44444 344444 21

 

其中 )  ( D ω   想要的任意頻譜響應。 

)e(H   j  ω  我們所設計的頻譜響應。 

)  ( ωw   加權函數，通常都不考慮，故設為一。 

     R     頻譜範圍，在複係數討論中為 0 到 2π，但 

不包含過渡區頻譜。 

       0ω  參考頻率點，通常選擇通帶中的最大值所對應 

之頻率點。 

 )  ( ωε   誤差函數，在[2]設計中，誤差函數在參考頻 

率點要為 0。 
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根據上述修改過後的最小平方誤差準則，我們再配合下列規格來設計

任意頻率響應的濾波器。首先我們探討濾波器的頻譜表示式，其中 是

濾波器的複數係數，而 N階濾波器的型式如下： 

c ]n[

)21.2(e]n[c)e(H nj
N

0n

j                                                                 ωω −

=
∑=  

接著，如同 2.1.2 節中的 ( 2.3 )式 可將 ( 2.21 )式 改寫成向量相乘的

形式，而 為複數向量，  c    )(e ωje 為複數函數向量，其型式為 

) 2.22 (                                                         ) e (     ) e ( jj ωω  ecT=H  

其中    [ ]T N        ][c]1[c[0]c K≡c

[ ]TN        ωω jjωj ee1e −−≡ K)(e  

同樣地，我們限制係數必須為單模 故可改寫為 。        
N

1)n(c
0n

2 =∑
=

 1     =c cH

接下來我們將頻譜分成多個通帶與止帶來分析， 其中       )1,k(pω 表示

第 k 個通帶開始的邊緣，而       2,k(p )ω 表示第 k 個通帶結束的邊緣，同理

     1,k(s )ω 、        2,k(s )ω 則代表第 k 個止帶開始以及結束的邊緣，其劃分方

式，如 圖 2.1 所示。 
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2.4.2 形式一複係數特徵濾波器在止帶的分析 

 

我們根據 2.4.1 節的規格，並將 (2.20)式 代入止帶區域可得到 

( )        )  ( H        
  

    s

s

s  
  

j
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ω de

2
1 )2,k(

)1,k(

2
s ∫∑

=
=  

接著再將 (2.22)式 代入上式可得 

( )         ) e (           
  

    s

s

s  
  

j
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ω d

2
1 )2,k(

)1,k(

2
s ∫∑

=
=  ecT  

         ) e (   ) e (       
  

    s

s

s  
  

jj
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ωω d

2
1 )2,k(

)1,k(s c e e c T*H∫∑
=

=  

因為 是複數向量，所以可以提出來，接著中間積分式會得到一個對稱正

定方陣 ，其型式為 

  c

  sP

c e e c T*H       ) e (   ) e (     
  

      s

s

s  
  

jj
M

1k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫∑

=
ω

π
ξ ω

ω
ωω d

2
1 )2,k(

)1,k(s  

) 2.23 (                                                                             s cPcH=sξ  

其中      ) e (   ) e (     
 2 

    s

s

s  
  

jj
M

1k
s ω

π
ω
ω

ωω d1 )2,k(
)1,k(∫∑

=
=  e e P T*  
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2.4.3 形式一複係數特徵濾波器在通帶的分析 

 

我們根據 2.4.1 節的規格，並將 (2.20)式 代入通帶區域可得到 

                        
  

    p

p

0
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jj

   

  
M
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ω

π
ξ ω

ω
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接著再將 (2.22)式 代入上式可得 
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因為 是複數向量，所以可以提出來，接著中間積分式會得到一個對稱正

定方陣 ，其型式為 
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) 2.24 (                                                                            p cPcH=pξ
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2.4.4 形式一複係數特徵濾波器在通帶與止帶的整合分析 

 

在 2.4.2 節與 2.4.3 節分析得到了 (2.23)式 以及 (2.24)式，如今我

們將其相加在一起可得到 (2.25)式，其型式為 

2.25) (                                                                          psT ξξξ +=  

接著我們設計一個形式一複係數特徵濾波器的問題，可簡化成 (2.25)式 

最小化的問題，所以可將問題改寫為 

最小化 限制於          c P c T
H=Tξ   1    =  c cH

其中           T ps PPP +=  

由於 與 皆為複數對稱正定方陣，所以 也是複數對稱正定方陣，

再根據瑞雷原理，可知

 sP   pP   TP

  Tξ 的最小值為 矩陣的最小特徵值，而 為最小

特徵值所對應的單模特徵向量，所以型式一複係數特徵濾波器係數可求得。 

  TP   c

得到濾波器係數後，須做頻率參考點振福的修正，其式子如下： 

    ) (     
 )   ( H  

 )  0   ( D 
 

0
j

oldnew
e

cc
ω

ω
=  
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2.5  任意響應之形式二複係數特徵濾波器的設計 

 

形式二複係數特徵濾波器[3]與實係數特徵濾波器的設計流程非常類

似，只是將複數係數分成為實部與虛部兩部分來分析，所以係數向量依然

為實數向量，但向量維度的大小變為原來的兩倍，我們在下一小節的頻譜

表示式中會詳細的介紹。 

 

2.5.1 形式二複係數特徵濾波器的設計規格 

 

首先我們遵照著修改過後的最小平方誤差準則形式 

) 2.26 (                   
  

    jj

   

  
0 ωω

π
ξ

ω

ωω

ω

ω d)e(H)e(H)(w
2
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)ε( ⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−= ∫
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其中 )  ( D ω   想要的任意頻譜響應。 

)e(H   j  ω  我們所設計的頻譜響應。 

)  ( ωw   加權函數，通常都不考慮，故設為一。 

     R     頻譜範圍，在複係數討論中為 0 到 2π， 

但不包含過渡區頻譜。 

       0ω   參考頻率點，通常選擇通帶中的最大值所對 

應之頻率點。 

 )  ( ωε   誤差函數，在[2]設計中，誤差函數在參考 

頻率點為 0。 
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根據上述修改過後的最小平方誤差準則，我們再配合下列規格來設計

任意頻率響應的濾波器。首先我們探討濾波器的頻譜表示式，其中

為濾波器的複數係數， 與 為實數，而 N 階

濾波器的型式為 

(   d j   d   IR ]n[]n[ + )    ]n[dR ]n[dI

( ) )27.2(e]n[]n[)e(H nj
N

0n

j                                d j   d           
 IR

ωω −

=
∑ +=  

接著，如同 2.1.2 節中的 (2.3)式 可將 (2.27)式 改寫成向量相乘的形

式，而 為實數向量，  d    )(e ωje 為複數函數向量，其式子如下所示： 

) 2.28 (                                                        ) e (     ) e ( jj ωω  edT=H  

其中

   

[ ]T N      N        ][d]1[d[0]d][d]1[d[0]d IIIRRR KK≡d

[ ]TNN                ωωω jjωjjωj ejejjee1e −−−−≡ KK)(e

同樣地，限制係數必須為單模 可改寫為

。接下來我們將頻譜分成多個通帶與止帶來分析， 其中

(       d j   d    
N

 IR 1]n[]n[
0n

2 =+∑
=

)

1     =d dT       )1,k(pω

表示第 k個通帶開始的邊緣，而       2,k(p )ω 表示第 k個通帶結束的邊緣，同

理      )1,k(sω 、       2,k(s )ω 則代表第 k個止帶開始以及結束的邊緣，其劃分方

式，如 圖 2.1 所示。 
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2.5.2 形式二複係數特徵濾波器在止帶的分析 

 

我們根據 2.5.1 節的規格，並將 (2.26)式 代入止帶區域可得到 

( )        )  ( H        
  

    s

s

s  
  

j
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ω de

2
1 )2,k(

)1,k(

2
s ∫∑

=
=  

接著將 (2.28)式 代入上式可得 

( )         ) e (          
  

    s

s

s  
  

j
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ω d

2
1 )2,k(

)1,k(

2
s ∫∑

=
=  edT  

         ) e (   ) e (       
 2 

    s

s

s  
  

jj
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ωω d1 )2,k(

)1,k(s dee d T*T∫∑
=

=  

因為 是實數向量，所以可以提出來，接著中間積分式會得到一個對稱正

定方陣 ，其型式為 

  d

  sP

dee d T*T       ) e (   ) e (     
  

      s

s

s  
  

jj
M

1k
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫∑

=
ω

π
ξ ω

ω
ωω d

2
1 )2,k(

)1,k(s  

) 2.29 (                                                                            s dPdT=sξ  

其中      ) e (   ) e (     
  

    s

s

s  
  

jj
M

1k
s ω

π
ω
ω

ωω d
2
1 )2,k(

)1,k(∫∑
=

= T* ee P  
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2.5.3 形式二複係數特徵濾波器在通帶的分析 

 

我們根據 2.5.1 節的規格，並將 (2.26)式 代入通帶區域可得到 

                        
  

    p

p

p  
  

j

   

  
M

1k
ω

π
ξ ω

ω
ωω

ω

ω d)e(H)e(H
2
1 )2,k(

)1,k(

2
j

)0D(

)D(
p

0∫∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

=
 

接著將 (2.28)式 代入上式可得 

ω
π

ξ ω
ω

ωω

ω

ω ddd
2
1 )2,k(

)1,k(

2

)0D(

)D(
p

0∫∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

=

p

p

p  
  

jj

   

  
M

1k
) e (    ) e (     

  
    e e TT

      ) e (    ) e (                                   

 ) e (    ) e (   
 
 

     
  

    

jj

   

  

jj

   

   
  

M

1k

p

p

p

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−•

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∗

=
∫∑

ω

π
ξ

ωω

ω

ω

ωω

ω

ωω
ω

d

2
1

T

)0D(

)D(

)0D(

)D()2,k(
)1,k(p

0

0

 d e e

 e e dT

 

因為 是實數向量，所以可以提出來，接著中間積分式會得到一個對稱正

定方陣 ，其型式為 

  d

  pP

 ξ

 

           d e e

 e e dT

        d  ) e (    ) e (                      

  ) e (    ) e (  
 
 

    
  

      

jj

   

  

jj

   

   
  

M

1k

p

p

p

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
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⎞
⎜⎜
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⎛
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⎪
⎨
⎧

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∗

=
∫∑

ω

π

ωω

ω

ω

ωω

ω
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)0D(

)D(

)0D(
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) 2.30 (                                                                            p dPdT=pξ

其中  P

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−•

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∗

=
∫∑
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  ) e (    ) e (  
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p
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ω

π
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ω
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ω
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2.5.4 形式二複係數特徵濾波器在通帶與止帶的整合分析 

 

在 2.5.2 節與 2.5.3 節分析得到了 (2.29)式 以及 (2.30)式，如今我

們將其相加在一起可得到 (2.25)式，其型式為 

) 2.31 (                                                                            psT ξξξ +=  

接著，我們設計一個形式二複係數特徵濾波器的問題，可簡化成 (2.31)式 

最小化的問題，所以可將問題改寫為 

最小化 限制於             dP d T
T=Tξ    1     =  d dT

其中             T ps PPP +=  

如同 2.1.2 節中的分析，我們可將 矩陣分解為    TP PPP iT       jr += ，其中

矩陣為實對稱矩陣， 矩陣為反實對稱矩陣，因為 所以我們

可將上述最小化的問題改寫為  

  rP

 Pi  0     =d P dT
i

最小化 限制於            dP dT
rT =ξ    1     =  ddT

由於 為實數對稱正定方陣，根據瑞雷原理，可知   rP   Tξ 的最小值為 矩

陣的最小特徵值，而 為最小特徵值所對應的單模特徵向量，所以型式二

複係數特徵濾波器係數可求得。 

  rP

  d

得到濾波器係數後，須做頻率參考點振福的修正，其式子如下： 

   ) (    
 )    ( H  

 )  0   ( D 
 

0
j

oldnew
e

dd
ω

ω
=  
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第三章  基於總合性最小平方誤差準則之特徴濾波器 

 

本章進入研究的主題，如何應用總合性最小平方誤差準則來設計特徴

濾波器，在進入本章主題之前，我們先回想第二章的內容，在第二章中我

們詳細說明如何藉由最小平方誤差準則來設計特徴濾波器，其方法簡略的

描述，就是利用最小平方誤差準則將誤差最小化，進而達到最佳近似的效

果。相同地，本章也是利用誤差最小化的觀念來設計特徴濾波器，但不同

於第二章的地方是本章採用總合性最小平方誤差準則將誤差最小化。 

2001 年 Soo Chang Pei 和 Chien Cheng Tseng 提出基於總合性最小

平方誤差準則之實係數特徴濾波器的設計[11]，其最明顯的改善，是不需

要參考頻率點的導入，進而降低演算的複雜度，也提高了近似的精確度。

本論文將上述的觀念延伸至複係數特徴濾波器上，而複係數相較於實係數

有更好的近似效果，並且在相位響應中會有明顯的差別，其差別的數據我

們會在第四章中詳細的說明，而本章節是著重在特徴濾波器基於總合性最

小平方誤差準則的演算法。 
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3.1  總合性最小平方誤差準則的幾何說明 

 

總合性最小平方誤差準則的理論基礎在[14 ,pp.533-535]中有詳細的

說明，而本節用幾何圖示的觀念，將總合性最小平方誤差準則簡單地說明，

這樣一來，我們可以很快地了解總合性最小平方誤差準則與最小平方誤差

準則之間的差別。 

首先我們回顧最小平方誤差準則，如下所示 ﹕ 

)(d1 2
R

 3.1                                                  )  (         LS LS  ωω
π

ξ ε∫=  

其中              j )e(H)(DLS
ωωε −= 為最小平方誤差函數。 

         )  ( D ω   為想要的任意頻譜響應。 

         )e(H   j  ω  為我們所設計的頻譜響應。 

            頻譜範圍，在實係數討論範圍為   R    π~0 ，但不 

包含過渡區。 

接著我們知道總合性最小平方誤差準則的型式為 ﹕ 

)(d1 2
R

 3.2                                              )  (         TLS TLS  ωω
π

ξ ε∫=  

其中   TLSε 為總合性最小平方誤差函數，但我們現在還不知道其算式為何，

不過我們在圖 3.1 中可找到  TLSε 與  LSε 之間的關係。 

圖 3.1 如下所示，其中 為我們所設計的係數向量，h   φ 為 其中的

一個頻率點，而 

 R 

   )(e ωje 為複數函數向量，其定義如同第二章。   

 28



 )  ( D ω

圖 3.1 兩種誤差函數的幾何關係圖 

 

從 圖 3.1 可知，總合性最小平方誤差函數取的誤差距離與所設計的空間為

垂直的，而最小平方誤差函數則為直接的距離，其兩者的關係如下所示 ﹕ 

        LSTLS θcos εε =  ，  
       

1
      

1
θcos

+
=

hhT
 

將上式帶回到 3.2 式 中，可得到總合性最小平方誤差準則的定義 

        
          

)  (          LS
 TLS ωω

π
ξ ε d

1

1
2

R +
= ∫

hhT
 

ω
ω

π
ξ

ω

d
1

)e(H)(D1
2

R
 

 

          
        

j

 TLS hhT+

−
= ∫  

 

 

 
)(  )  ( D , ) e (  j φφe

)  ( D φ ‧

θ )(TLS    φε

 )  ( φε LS
) e (      ) e ( jj ωω  ehT=H

) e ( jω e
) e ( jφ e
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3.2  實係數特徴濾波器基於總合性最小平方誤差準則 

 

2001 年 Soo Chang Pei 和 Chien Cheng Tseng 將總合性最小平方誤

差準則使用在實係數特徴濾波器[11]上，但其內容是將濾波器的型式侷限

在線性相位 FIR 濾波器，而本節將方法稍微修改一下，在型式上不做任何

條件或特性的限制，故可設計一般型式 FIR 濾波器。 

 

3.2.1 實係數特徵濾波器的設計規格 

 

本節與第二章的差別是在誤差準則的應用，而總合性最小平方誤差準

則如下所示： 

) 3.3 (                     
 

          
         

j

 TLS ω
ω

ω
π

ξ
ω

d
1

)e(H)(D
)(w1

2

R hhT+

−
= ∫  

其中 )  ( D ω   想要的任意頻譜響應。 

)e(H   j  ω  我們所設計的頻譜響應。 

)  ( ωw   加權函數，通常都不考慮，故設為一。 

  R       頻譜範圍，在實係數討論範圍為  π~0 ，但 

不包含過渡區頻譜。 

      h      我們所設計的係數向量。 
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根據上述總合性最小平方誤差準則，我們再配合下列規格來設計任意

頻率響應的濾波器。首先我們探討濾波器的頻譜表示式，其中 是濾波

器的實數係數，而 N階濾波器的型式為 

 h  n[ ]

)3(e]n[h)e(H nj
N

0n

j  .4                                                                ωω −

=
∑=  

接著，如同 2.1.2 節中的 (2.3)式 可將 (3.4)式 改寫成向量相乘的形式，

而 為實數向量， h    )(e ωje 為複數函數向量，其型式為 

) 3.5 (                                                          ) e (     ) e ( jj ωω  ehT=H  

其中    [ ]T N        ][h]1[h[0]h K≡h

[ ]TN        ωω jjωj ee1e −−≡ K)(e  

 

3.2.2 實係數特徵濾波器的設計分析 

 

根據 3.2.1 節的規格，並將 (3.5)式 代入 (3.3)式 可得到 

) 3.6 (                        
 

  ) e (        
        

j

 TLS ω
ω

π
ξ

ω

d
1

)(D1
2

R hh

 eh
T

T

+

−
= ∫  

接著，我們將 (3.6)式 分子的平方項 
2

)(D   ) e (       jωω  ehT−  解開為 

( ) ( )  ) e (        ) e (       jj he eh TT ωω ωω −−
∗

)(D)(D  

我們再將上式分解為 

heeh

ehhe
TT

TT

 ) e ( ) e (  

 ) e (        ) e (           
jj

jj

ωω

ωω ωωωω
∗

∗∗∗

+

−− )(D)(D)(D)(D
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根據上式得知，可將 (3.6)式 改寫為 

) 3.7 (                                                                   
  

         TLS hh
hPh

T

T

ˆˆ
ˆˆ

=ξ  

其中          ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

   
 

    
vHb
bA

P ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1-
    

h
ĥ

ω
π

ωω d1
R

 ) e ( ) e (          jj
 

TeeA ∗∫=  

ωω
π

ω d1
R

  ) e (  )  ( D          j
 

∗∫= eb  

ωω
π

d1v 2
R

  )  ( D         
 ∫=  

接著，如同 2.1.2 節中的分析，我們可將 矩陣分解為 ，其

中 矩陣為實對稱矩陣， 矩陣為反實對稱矩陣，因為 所

以我們可將 (3.7)式 改寫為  

P  PPP i      jr +=

  rP  Pi  0      =h P hT ˆˆ
i

    
 

         TLS hh
hPh

T

T

ˆˆ
ˆˆ

r=ξ 。 

由上式得知 為實數對稱正定方陣，再根據瑞雷原理，可知   rP   TLSξ 的

最小值為 矩陣的最小特徵值，而 為最小特徵值所對應的特徵向量，

但我們要的是 係數向量，所以要從 中將 提出來，其提出的步驟如下

兩點： 

  rP ĥ

 h ĥ h

(1) [ ]    )   (     
 LV      

1-
old

oldˆnew
ˆˆ hh

h
=  其中 [ ]  LV  oldĥ 為 的最後一個

元素。 

  oldĥ

(2) 將 的最後一個元素去掉之後，剩下的向量為 係數向量，

故實係數特徵濾波器基於總合性最小平方誤差準則的係數可求

得。 

  newĥ   h
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3.3  型式一複係數特徴濾波器基於總合性最小平方誤差準則 

 

在 3.2 節中介紹了如何使用總合性最小平方誤差準則在實係數特徵濾

波器的應用，接著我們將觀念延伸至型式一與型式二複係數特徴濾波器的

應用上，其結果得到較佳的相位響應，在第四章中我們會將模擬的結果加

以分析，而本節將說明型式一複係數特徴濾波器的設計方法。 

 

3.3.1 型式一複係數特徴濾波器的設計規格 

 

總合性最小平方誤差準則的形式如下所示﹕ 

) 3.8 (                
 

   (       
       

 2 
    

j

 TLS ω
ω

ω
π

ξ
ω

d
1

)eH)(D
)(w1

2

R ccH+

−
= ∫  

其中 )  ( D ω   想要的任意頻譜響應。 

)e(H   j  ω  我們所設計的頻譜響應。 

 )  ( ωw   加權函數，通常都不考慮，故設為一。 

     R      頻譜範圍，在複係數討論中為 0 到 2π，但 

不包含過渡區頻譜。 

  c     我們所設計的係數向量。 

根據上述的總合性最小平方誤差準則，我們再配合下列規格來設計任

意頻率響應的濾波器。首先我們探討濾波器的頻譜表示式，其中 是濾

波器的複數係數，而 N階濾波器的型式為 

 c ]n[

)(e]n[c)e(H nj
N

0n

j  3.9                                                                 ωω −

=
∑=  
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接著，如同 2.1.2 節中的 (2.3)式 可將 (3.9)式 改寫成向量相乘的形式，

而 為複數向量， c    )(e ωje 為複數函數向量，其型式為 

) 3.10 (                                                          ) e (    ) e ( jj ωω  ecT=H  

其中  [ ]T N        ][c]1[c[0]c K≡c

     [ ]TN        ωω jjωj ee1e −−≡ K)(e  

 

3.3.2 型式一複係數特徴濾波器的設計分析 

 

根據 3.3.1 節的規格，並將 (3.10)式 代入 (3.8)式 可得到 

) 3.11 (                   
 

  ) e (        
    

  
    

j

 TLS ω
ω

π
ξ

ω

d
cc1

c)(D

2
1

2

R H

T  e

+

−
= ∫  

接著，我們將 (3.11)式 分子的平方項 
2

c)(D   ) e (       jωω  eT− 解開為 

( ) ( )  ) e (        ) e (       jj ce ec TT ωω ωω −−
∗

)(D)(D  

我們再將上式分解為 

ceec

ec ce
TH

HT

 ) e ( ) e (  

 ) e (       ) e (           
jj

jj

ωω

ωω ωωωω
∗

∗∗∗

+

−− )(D)(D)(D)(D
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根據上式得知，可將 (3.11)式 改寫為 

 ) 3.12 (                                                                 
  

         TLS cc
cPc

H

H

ˆˆ
ˆˆ

=ξ  

其中          ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

 v  
 

    Hb
bA

P ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1-
    

c
ĉ

ω
π

ωω d
2
1

R
 ) e ( ) e (          jj

 
TeeA ∗∫=  

ωω
π

ω d
2
1

R
  ) e ( )  ( D          j

 
∗∫= eb  

ωω
π

d
2
1v 2

R
  )  ( D         

 ∫=  

從 (3.12)式 得知 為複數對稱正定方陣，再根據瑞雷原理，可知   P   TLSξ 的

最小值為 矩陣的最小特徵值，而 為最小特徵值所對應的特徵向量，但

我們要的是 係數向量，所以要從 中將 提出來，其提出的步驟如下兩

點： 

  P ĉ

  c ĉ c

(1) [ ]    )   (      
 LV      

1-
old

oldˆ
new ˆˆ cc

c
=  其中 [ ]  LV  oldĉ 為 的最後一個元

素。 

  oldĉ

(2)  將 的最後一個元素去掉之後，剩下的向量為 係數向量，

故型式一複係數特徴濾波器基於總合性最小平方誤差準則的係數

可求得。 

  newĉ   c
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3.4  型式二複係數特徴濾波器基於總合性最小平方誤差準則 

 

如同 2.5 節所描述，形式二複係數特徵濾波器與實係數特徵濾波器的

設計流程非常類似，只是將複數係數分成為實部與虛部兩部分來分析，所

以係數向量依然為實數向量，但向量維度的大小變為原來的兩倍，我們在

下一小節的頻譜表示式中會詳細的介紹。 

 

3.4.1 型式二複係數特徴濾波器的設計規格 

 

總合性最小平方誤差準則的形式如下所示： 

) 3.13 (              
 

   (       
       

 2 
    

j

 TLS ω
ω

ω
π

ξ
ω

d
1

)eH)(D
)(w1

2

R ddH+

−
= ∫  

其中  )  ( D ω   想要的任意頻譜響應。 

)e(H   j  ω   我們所設計的頻譜響應。 

)  ( ωw    加權函數，通常都不考慮，故設為一。 

     R      頻譜範圍，在複係數討論中為 0 到 2π， 

但不包含過渡區頻譜。 

d    我們所設計的係數向量。 
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根據上述的總合性最小平方誤差準則，我們再配合下列規格來設計任

意頻率響應的濾波器。首先我們探討濾波器的頻譜表示式，其中

為濾波器的複數係數， 與 為實數，而 N 階

濾波器的型式為 

(   d j   d   IR ]n[]n[ + )    ]n[dR ]n[dI

( ) )(e]n[]n[)e(H nj
N

0n

j  3.14                           d j   d           
 IR

ωω −

=
∑ +=  

接著，如同 2.1.2 節中的 (2.3)式 可將 (3.14)式 改寫成向量相乘的形

式，而 為實數向量，  d    )(e ωje 為複數函數向量，其式子為 

) 3.15 (                                                        ) e (     ) e ( jj ωω  edT=H  

其中 

  

 

[ ]T N      N        ][d]1[d[0]d][d]1[d[0]d IIIRRR KK≡d

[ ]TNN                ωωω jjωjjωj ejejjee1e −−−−≡ KK)(e

 

3.4.2 型式二複係數特徴濾波器的設計分析 

 

根據 3.4.1 節的規格，並將 (3.15)式 代入 (3.13)式 可得到 

) 3.16 (                  
 

  ) e (        
    

  
    

j

 TLS ω
ω

π
ξ

ω

d
1

)(D

2
1

2

R dd

 ed
H

T

+

−
= ∫  

接著，我們將 (3.16)式 分子的平方項 
2

)(D   ) e (       jωω  edT−  解開為 

( ) ( )  ) e (        ) e (       jj de ed TT ωω ωω −−
∗

)(D)(D  
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我們再將上式分解為 

deed

edde
TT

TT

 ) e ( ) e (  

 ) e (        ) e (           
jj

jj

ωω

ωω ωωωω
∗

∗∗∗

+

−− )(D)(D)(D)(D
 

根據上式得知，可將 (3.16)式 改寫為 

) 3.17 (                                                                          TLS d  d
dPd

T

T

ˆˆ
ˆˆ

=ξ  

其中       ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

   
 

    
vHb
bA

P ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1-
    

d
d̂

ω
π

ωω d
2
1

R
 ) e ( ) e (          jj

 
TeeA ∗∫=  

ωω
π

ω d
2
1

R
 ) e ( )  ( D          j

 
∗∫= eb  

ωω
π

d
2
1v 2

R
  )  ( D         

 ∫=  

接著，如同 2.1.2 節中的分析，我們可將 矩陣分解為 !，

其中 矩陣為實對稱矩陣， 矩陣為反實對稱矩陣，因為 所

以我們可將 (3.17)式 改寫為  

P  PPP i      jr +=

  rP  Pi  0     =d  P dT ˆˆ
i

    
 
        TLS dd

 dPd
T

T

ˆˆ
ˆˆ

r=ξ 。 

由上式得知 為實數對稱正定方陣，再根據瑞雷原理，可知   rP   TLSξ 的

最小值為 矩陣的最小特徵值，而 為最小特徵值所對應的特徵向量，

但我們要的是 係數向量，所以要從 中將 提出來，其提出步驟如下﹕ 

  rP d̂

 d d̂ d

(1) [ ]   )   (     
 LV      

1-
old

oldˆnew
ˆˆ dd

d
= 其中 [ ]LV  oldd̂ 為 的最後一個元素。   oldd̂

(2) 將 的最後一個元素去掉之後，剩下的向量為 係數向量，

故型式二複係數特徴濾波器基於總合性最小平方誤差準則的係數

可求得。 

  newd̂   d

 38



第四章  模擬與分析 

 

在前兩章中我們介紹了六種任意響應之特徵濾波器，其分別為基於最

小平方誤差準則的任意響應之實係數特徵濾波器與型式一、型式二複係數

特徵濾波器，以及基於總合性最小平方誤差準則的任意響應之實係數特徵

濾波器與型式一、型式二複係數特徵濾波器，共六種設計，因為型式一與

型式二複係數特徵濾波器是基於相同的複係數特徵濾波器，其設計方法雖

不同，但結果是相同的，所以本章提供四種數據來分析與比較。 

在 4.4 節中會陳列各種方法的近似誤差值，而我們發現本文所提供的

方法相較於其他的方法會有較好的頻率響應近似，也就是基於總合性最小

平方誤差準則的任意響應之型式一與型式二複係數特徵濾波器較優於實係

數特徵濾波器。 

 

4.1  模擬規格說明 

 

實係數濾波器的頻譜響應有對稱的性質，並且以對稱軸 ω=π 為對稱

中心，在 [0 ,π] 與 [π,2π]，振幅響應為偶對稱，相位響應為奇對稱，

所以設計實係數濾波器時只須考慮 [0 ,π] 的頻譜，但複係數濾波器的頻

譜響應就沒有這個性質，故須考慮 [0 ,2π] 的頻譜，如果兩者須做比較

時，可以將實係數與複係數在 [0 ,π] 設計為相同的頻率響應，這樣一來

我們就可以比較 [0 ,π] 的近似情形。 
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4.1.1 實係數特徵濾波器的模擬規格 

 

)  ( Dr ω  為想要的任意頻譜響應，其規格如下所示 ﹕ 

 

[ ]
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤+−
≤≤
≤≤

=

πωπ
πωπωπ
πωπ
πω

ω

ω

ω

ω

                 ,                     e .5      
           .5             e            
                                                              
                                           e              

         

 5 j-

 10 j-

 5 j-

8.00
7.00,3)/4(
4.03.0,0
2.00,2

)(Dr  

 

其頻譜響應圖形如下所示 ﹕ 

 

 

圖 4.1 實係數濾波器的理想響應圖 
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4.1.2 複係數特徵濾波器的模擬規格 

 

)  ( Dc ω  為想要的任意頻譜響應，其規格如下所示 ﹕ 

 

[ ]

[ ]⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤−
≤≤
≤≤
≤≤+−
≤≤
≤≤

=

πωπωπ
πωπ
πωπ
πωπωπ
πωπ
πω

ω

ω

ω

ω

ω

21,1)/9(
7.14.1,0

8.00
7.00,3)/4(
4.03.0,0
2.00,2

)(Dc

           .8            e    6        
                                                              

1.3                 ,                     e .5           
           .5             e            
                                                              
                                              e           

         

 10 j-

 5 j-

 10 j-

 5 j-

 

 

其頻譜響應圖形如下所示 ﹕ 

 

 

圖 4.2 複係數濾波器的理想響應圖 
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4.2  特徴濾波器基於最小平方誤差準則的模擬 

 

在 4.2 節中我們將實現第二章基於最小平方誤差準則的任意響應之特

徵濾波器。 

 

4.2.1 實係數特徵濾波器的模擬 

 

根據 4.1.1 節的規格，我們使用 15 階與 30 階的濾波器來近似理想響

應，其響應圖如下所示 ﹕ 

 

一、15 階的頻率響應圖以及誤差響應圖 

 

圖 4.3 基於最小平方誤差準則 15 階實係數特徵濾波器頻率響應圖 
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圖 4.4 基於最小平方誤差準則 15 階實係數特徵濾波器誤差響應圖 

 

二、30 階的頻率響應圖以及誤差響應圖 

 

圖 4.5 基於最小平方誤差準則 30 階實係數特徵濾波器頻率響應圖 
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圖 4.6 基於最小平方誤差準則 30 階實係數特徵濾波器誤差響應圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.2.2 複係數特徵濾波器的模擬 

 

根據 4.1.2 節的規格，我們使用 15 階與 30 階的濾波器來近似理想響

應，其響應圖如下所示 ﹕ 
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一、15 階的頻率響應圖以及誤差響應圖 

 

圖 4.7 基於最小平方誤差準則 15 階複係數特徵濾波器頻率響應圖 

 

 

圖 4.8 基於最小平方誤差準則 15 階複係數特徵濾波器誤差響應圖 
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二、30 階的頻率響應圖以及誤差響應圖 

 

圖 4.9 基於最小平方誤差準則 30 階複係數特徵濾波器頻率響應圖 

 

 

圖 4.10 基於最小平方誤差準則 30 階複係數特徵濾波器誤差響應圖 
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4.3  特徴濾波器基於總合性最小平方誤差準則的模擬 

 

在 4.3 節中我們將實現第三章基於總合性最小平方誤差準則的任意響

應之特徵濾波器。 

 

4.3.1 實係數特徵濾波器的模擬 

 

根據 4.1.1 節的規格，我們使用 15 階與 30 階的濾波器來近似理想響

應，其響應圖如下所示 ﹕ 

 

一、15 階的頻率響應圖以及誤差響應圖 

 

圖 4.11 基於總合性最小平方誤差準則 15 階實係數特徵濾波器頻率響應圖 
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圖 4.12 基於總合性最小平方誤差準則 15 階實係數特徵濾波器誤差響應圖 

 

二、30 階的頻率響應圖以及誤差響應圖 

 

圖 4.13 基於總合性最小平方誤差準則 30 階實係數特徵濾波器頻率響應圖 
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圖 4.14 基於總合性最小平方誤差準則 30 階實係數特徵濾波器誤差響應圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.3.2 複係數特徵濾波器的模擬 

 

根據 4.1.2 節的規格，我們使用 15 階與 30 階的濾波器來近似理想響

應，其響應圖如下所示 ﹕ 
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一、15 階的頻率響應圖以及誤差響應圖 

 

圖 4.15 基於總合性最小平方誤差準則 15 階複係數特徵濾波器頻率響應圖 

 

 

圖 4.16 基於總合性最小平方誤差準則 15 階複係數特徵濾波器誤差響應圖 
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二、30 階的頻率響應圖以及誤差響應圖 

 

圖 4.17 基於總合性最小平方誤差準則 30 階複係數特徵濾波器頻率響應圖 

 

 

圖 4.18 基於總合性最小平方誤差準則 30 階複係數特徵濾波器誤差響應圖 
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4.4  數值的分析與比較 

 

在 4.2 節與 4.3 節中展示了經由電腦模擬運算所得到的頻率響應圖，

雖然很明顯得到我們想要的近似結果，但無法很明確的指出各方法之間的

數值差別，所以我們先定義兩個誤差測量函數來作為各方法之間的數值比

較，其定義如下所示 ﹕ 

一、振幅誤差函數，其數學定義如下所示 ﹕ 

( )                         1error     
  

ωωω
π

π d)(H)(D1magnitude
2

0∫ −≡  

( ) ωωω
π

π d)(H)(D
2
1magnitude

22
0

                        2error     
  ∫ −≡  

其中 (1)  |D(ω)|為理想的振幅響應，|H(ω)|為所設計的振幅響應。 

      (2)  magnitude error 1 用在實係數濾波器上，而 magnitude 

error 2 是用在複係數濾波器上，若兩者要比較則用 

magnitude error 1 。 

二、相位誤差函數，其數學定義如下所示 ﹕ 

( ) ( )[ ] θωω d)(Hangle)(Dangle
180

1phase 180
0

2∫ −≡
 
   

                        1error     

( ) ( )[ ] θωω d)(Hangle)(Dangle
360
1phase 03

0
2∫ −≡

6 
   

                        2error     

其中 (1)  angle ( D(ω) ) 為理想的相位響應， angle ( H(ω) ) 

為所設計的相位響應。 

       (2)  phase error 1 用在實係數濾波器上，而 phase error 2

是用在複係數濾波器上，若兩者要比較則用 phase error 

1 。 
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4.4.1 數值分析列表 

 

一、15 階濾波器的數值列表 

 

濾波器係數 

的類型 
設計的類型 

Magnitude  

Error 1 

Phase 

Error1 

最小平方 

誤差準則 
0.0045695 21.149 

實係數 
總合性最小 

平方誤差準則 
0.0039284 18.674 

最小平方 

誤差準則 
0.002651 7.4111 

複係數 
總合性最小 

平方誤差準則 
0.002551 7.6026 

  
Magnitude  

Error 2 

Phase 

Error2 

最小平方 

誤差準則 
0.0023984 4.7553 

複係數 
總合性最小 

平方誤差準則 
0.0023175 4.7542 

表 4.1 特徵濾波器在 15 階的誤差值 
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二、30 階濾波器的數值列表 

 

濾波器係數 

的類型 
設計的類型 

Magnitude  

Error 1 

Phase 

Error1 

最小平方 

誤差準則 
0.0014351 5.1531 

實係數 
總合性最小 

平方誤差準則 
0.0013244 4.9011 

最小平方 

誤差準則 
0.00068966 1.58844 

複係數 
總合性最小 

平方誤差準則 
0.00068422 1.6845 

  
Magnitude  

Error 2 

Phase 

Error2 

最小平方 

誤差準則 
0.00076933 1.6207 

複係數 
總合性最小 

平方誤差準則 
0.00075877 1.6518 

表 4.2 特徵濾波器在 30 階的誤差值 
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4.4.2 模擬分析 

 

由第二章與第三章所描述的演算法以及 表 4.1 、 表 4.2 的數值列表

最後再加上模擬過程的心得，我們可以得到一些結論。首先在模擬的過程

中，發現愈高階的濾波器以及愈精確的電腦運算所得到的近似效果愈佳。

其次在表 4.1 以及表 4.2 中，可看出總合性最小平方誤差準則的近似效果

總是優於最小平方誤差準則，但隨著階數的升高，兩者近似的效果會愈來

愈接近。而且，不管是總合性最小平方誤差準則或者是最小平方誤差準則，

他們的複係數頻率響應的近似皆優於實係數，其原因是複係數可提供較多

的相位近似，所以在設計振幅響應上，自由度就更為充裕。 

接著在 表 4.1 與 表 4.2 的複係數例子中，我們發現總合性最小平方

誤差準則的相位近似居然沒有優於最小平方誤差準則，其中一個原因是複

係數濾波器不管基於那種準則，本身都有能力補償其相位，所以在設計複

係數的例子中，兩種準則的相位近似差別不大，此外另一原因是電腦運算

不夠精確，若能夠再精準，則兩個值會趨近相同，不過在振幅近似的方面，

總合性最小平方誤差準則還是較優於最小平方誤差準則。最後在複係數的

例子中， phase error 1 與 phase error 2 的誤差值變化不一，其原因

是複係數的頻率響應是不對稱的。 
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第五章  結論 

 

由第四章的分析我們得知，總合性最小平方誤差準則的近似效果總是

優於最小平方誤差準則，尤其是在低階濾波器應用時，其優劣差別更是明

顯，所以在設計低階濾波器時可考慮使用基於總合性最小平方誤差準則的

特徵濾波器。在相位的近似方面，複係數特徵濾波器的近似效果雖然優於

實係數特徵濾波器，但在晶片實現以及數值運算等方面較為複雜，而儲存

的空間也比實係數多出很多，若沒有特別要求相位的近似，我們建議使用

基於總合性最小平方誤差準則之實係數特徵濾波器，這樣比較接近合理的

經濟與性能需求。 

本文討論的是 FIR 特徵濾波器的設計，但在許多方面 IIR 濾波器的性

能皆優於 FIR 濾波器，故未來可朝向設計 IIR 特徵濾波器前進。另外一方

面，特徵濾波器的最小化觀念不只可應用在濾波器的設計，像是數位通訊

多頻調變 (DMT) 系統的通道縮減，也是應用特徵濾波器最小化的觀念，所

以最小化的觀念並不是侷限在一個範圍，而是可廣泛的應用。上述所提到

的觀念與應用在[13]中有詳細的介紹。 

 

 

 

 

 

 

 56



參考文獻 

[1]P. P. Vaidyanathan and T. Q. Nguyen,“Eigenfilters: A new approach 

to least-squares FIR filter design and applications including 

Nyquist filters,＂IEEE Trans. Circuits Syst.,vol.34,pp.11-23, 

Jan.1987. 

[2]T. Q. Nguyen,“The eigenfilter for the design of linear-phase 

filters with arbitrary magnitude response,＂Proc.IEEE ICASSP＇    

91,vol.3,pp.1981-1984,1991. 

[3]T. Q. Nguyen,“The design of arbitrary FIR digital filters using 

the eigenfilter method,＂IEEE Trans.Signal Processing ,vol.41, 

pp.1128-1139,Mar. 1993. 

[4]S. C. Pei and J. J. Shyu,“Complex eigenfilter design of arbitrary 

complex coefficient FIR digital filters,＂IEEE Trans. Circuits 

Syst.II,vol.40,pp.32-40,Jan.1993. 

[5]S. C. Pei and J. J. Shyu,“Design of 1-D and 2-D IIR eigenfilter- 

s ,＂IEEE Trans.Signal Processing,vol.42,pp. 962 -966 ,Apr.1994. 

[6]T. Q. Nguyen,T. I. Laakso, and R. D. Koilpillai,“Eigenfilter  

approach for the design of allpass filters approximating a given 

phase response ,＂IEEE Trans.Signal Processing,vol.42,pp.2257– 

2263,Sept.1994. 

[7]S. C. Pei and J. J. Shyu,“2-D FIR eigenfliters: A least squares 

approach ,＂IEEE Trans. Circuits Syst.,vol.37,pp. 24-34,Jan.1990 

 57



[8]P. J. W. Melsa, R. C. Younce, and C. E. Rohrs,“Impulse response 

shortening for discrete multitone transceivers,＂IEEE Trans. 

Commun.,vol.44,pp.1662-1672,Dec.1996. 

[9]P. P. Vaidyanathan, Multirate systems and Filter Banks. Englewood 

Cliffs,NJ: Prentice-Hall,1993. 

[10]S. C. Pei, C. C. Tseng, and W. S. Yang,“FIR filter design with 

linear constraints using the eigenfilter approach,＂IEEE 

Trans.Circuits Syst.II,vol.45,pp.232-237,Feb.1998. 

[11]S. C. Pei and C. C. Tseng,“A new eigenfilter based on total le- 

ast squares error criterion,＂IEEE Trans.Circuits Syst.I, 

vol.48,pp.699-709.June 2001. 

[12]D. Slepian,“Prolate spheroidal wave functions , Fourier analy- 

sis,and uncertainty–V: The discrete case,＂Bell Sys. Tech. J., 

vol.57,pp.1371-1430,May-June 1978. 

[13]A. Tkacenko, P. P. Vaidyanathan, and T. Q. Nguyen,“ on the eige- 

nfilter design method and its applications : a tutorial,＂IEEE 

Trans. Circuits Syst.II,vol.50,NO.9,Sept. 2003. 

[14]C. W. Therrien, Discrete Random Signals and Statistical Signal 

Processing. Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1992.  

 

 58


