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隨機利率模型下內生違約條件公司債之評價 

Corporate Bond Valuation with Stochastic Interest 

Rates and Endogenous Bankruptcy 

學生：洪敏誠             指導教授：戴天時 博士 

李漢星 博士 

國立交通大學財務金融研究所 

中華民國九十九年六月 

 

摘要 

Acharya (2002)在內生決定最佳違約時間及贖回時間，分別分析具有違約風

險的債券(defaultable bond)、可贖回債券(callable bond)等的價格與市場其他參數

(如公司資產價格與利率)的關係，本文將延伸 Acharya (2002)所未分析到對債權

人有保護作用的可賣回債券(putable bond)與可轉換債券(convertible bond)等公司

債，再與 Acharya (2002)提出的公司債做組合討論具有違約風險的可轉換債券

(defaultable -convertible bond)等，本文將這些公司債視為無風險債券(host bond)

與美式選擇權的組成，並以數學推導證明公司債的特性，再以陳博孙 (2009) 所

提出的三維度立體樹狀結構評價模型 DFPM-WHT 數值評價方法為基礎，驗證各

種公司債的性質，進而討論對債權人保護的問題。 

 

 

關鍵字： 信用風險、隨機利率、結構式模型、內生違約門檻、公司債、債權人

保護。 
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ABSTRACT 

Acharya (2002) analyzes the evaluation of corporate bond with defaultable and 

callable features when interest rates and firm value are stochastic. This thesis analyzes 

the sensitivity characteristics of putable bond and convertible bonds. By combining 

the results of Acharya (2002), we can analyze the corporate bond with multiple 

features, says callable-convertible bond. We also use a numerical method 

DFPM–WHT, to verify the analytical properties of corporate bonds proved in this 

thesis. Besides, we find that the payment rule greatly influence the right of bond 

holders, and use our numerical model to analyze the bondholder protection problem. 

 

 

 

KEYWORDS: Credit Risk, Stochastic Interest Rate, Structure Model, Endogenous 

Bankruptcy, Corporate Bond, Bondholder Protection. 
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第一章 緒論 

 

第一節 研究動機與背景 

 

公司債是公司為了募集資金所發行的債券，而公司是否能如期的償還債務對

債權人權利影響重大，此外債權人希望公司債能夠有一些對債權人自己有利的條

款，但是公司也會希望公司債具有對公司本身有利的條款，例如：可贖回債券

(callable bond)賦與公司在將債券贖回的權力，可轉換債券(convertible bond)賦與

債權人將債權轉換成股權的權力，可賣回債券(putable bond)賦與債權人在市場利

率走低時將債券賣回給公司的權力等。 

在 Acharya (2002)文章中只分析具有違約風險的債券(defaultable bond)、可贖

回債券與具有違約風險的可贖回債券(callable-defaultable bond)的性質影響，並未

討論到對債權人保護重要的公司債，如：可轉換債券、可賣回債券等的性質影響，

這對於債權人保護是一個相當重要的課題。 

 

第二節 研究目的 

 

Acharya (2002)提出評價公司債以內生條件決定違約與贖回時間，Acharya 

(2002)將這些公司債視為無風險債券(host bond)與美式選擇權的組成，本文將延

伸Acharya所未提到對債權人有保護作用的可賣回債券(putable bond)與可轉換債

券(convertible bond)等六種公司債，以數學推導證明公司債的重要特性，再以陳

博孙 (2009) 所提出加入 Hull and White (1990)隨機利率模型，解決樹狀結構總是

存在的非線性誤差問題的三維度立體樹狀結構評價模型DFPM-WHT數值評價方

法為基礎，驗證各種公司債的性質，並討論對債權人保護的問題。 
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第三節 研究架構 

 

本論文架構以各種性質的公司債為主軸，以數學模型推導與討論 Acharya 

(2002)文章中具有違約風險的債券、可贖回債券、具有違約風險的可贖回債券的

性質影響，並延伸出可轉換債券、可賣回債券、可賣回且可轉換債券(putable 

-convertible bond) ，再與 Acharya (2002)組合成具有違約風險的可轉換債券

(defaultable -convertible bond)、可贖回且可轉換債券(callable-convertible bond)、

可贖回且可賣回債券(callable- putable bond) ，最後再以 DFPM-WHT 數值評價方

法，驗證各種公司債的性質對公司債價格的影響，進而討論對債權人保護的問

題。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

『圖 1.1』 研究架構 

具違約風險的債券 

(defaultable bond) 

 

可贖回債券 

(callable bond) 

具有違約風險的可贖回債券 

(callable-defaultable bond) 

可轉換債券 

(convertible bond) 

可賣回債券 

(putable bond) 

可賣回且可轉換債券 

(putable-convertible bond) 

違約風險的可轉換債券 

(defaultable-convertible bond) 

可贖回且可賣回債券 

(callable- putable bond) 

可贖回且可轉換債券 

(callable-convertible bond) 
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第二章  文獻回顧 

 

信用風險評價模型大致可分為結構式模型(structural form model)與縮減式模

型(reduced form model)。結構式模型假定公司資產服從一隨機過程，透過這個隨

機過程能夠清楚地呈現在不同時間公司資產的狀況；反之縮減式模型則未模擬公

司資產，是直接假定破產的隨機過程。本論文為了明確展現市場真實狀況，以結

構式模型為基礎，透過數值樹狀結構模型更能合理的描述現實世界。 

    本論文中，第一節整理出結構式評價模型的發展演進及違約門檻(default 

boundary)的設定。第二節介紹離散式評價模型的展演。第三節介紹 Dai and Lyuu 

(2010) Bino-Trinomial Tree。 

 

第一節 結構式評價模型 

 

結構式評價模型其各自的違約門檻設定並不相同，又可分為外生違約門檻

(Exogenous default boundaries)與內生違約門檻(Endogenous default boundaries)。 

 

一、外生違約門檻(Exogenous default boundaries) 

 

1. Merton (1974)： 

Merton 模型是結構式模型的基礎，Merton 假設公司資產的隨機過程為 

t

t

t Wdrdt
V

dV ~


 

，                    (2.1.1) 

其中 為資產價值的波動率、利率 r 為常數、W
~
為布朗運動。並假設公司資產是

由股東權益價值(equity)與負債(debt)所組成。其中，負債為一零息債券，到期日

為T，陎額為 F。將股東權益價值視為一歐式買權，其中，標的資產為公司資產，

執行價為債券陎額，透過 Black and Scholes (1973)選擇權定價理論評價出股東權
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益價值，進而求出零息債券的價值。但是，Merton 模型只考慮負債在到期日時

是否發生違約，而忽略了公司在到期日前就發生違約的情況。此缺點在 Black and 

Cox(1976)提出的首次通過模型(First passage models)獲得解決。 

 

2. Black and Cox (1976)： 

解決 Merton 未考慮公司在到期日前就發生違約的情況。Black and Cox 將違

約條件設定成，當在到期日時，公司資產不足以償還債券陎額而發生違約；到期

日前，公司資產低於債券陎額的現值而發生違約。定義違約門檻為 Fe tTr )(  。但

是，利率是常數的假設無法真正地描述市場利率期限結構，後續學者紛紛提出修

正。 

 

3. Kim, Ramaswamy and Sundaresan (1993)： 

引用 Cox, Ingersoll, and Ross (1985) 隨機利率模型，如下： 

tttt Zdrdtrbadr
~

)( 

 

，                (2.1.2) 

其中 a為均數復迴歸率、b 為長期利率帄均、 為利率的波動度，Z
~
為布朗運動。 

而資產價值隨機過程為 

tt

t

t Wddtr
V

dV ~
)(  

 

，                 (2.1.3)

 

其中 為資產價值的波動率、 為支付比率，W
~
為布朗運動且 dtZWd t

t


~
,

~
。 

此模型違約情況發生在到期日無法償還債權人本金 F 與到期日前支出金額無法

償還債權人債息( cVt  )。違約門檻設定如下 













TtifF

Ttif
c

tv

   ,    

   ,    
)(~

  ，                  (2.1.4) 

其中 c為債息。 
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4. Longstaff and Schwartz (1995)： 

假設資產價值與短期利率彼此之間不獨立，其短期利率是以 Vasicek (1977) 

利率期限結構表示 

ttt Zddtrbadr
~

)( 

 

，                (2.1.5) 

其中 a為均數復迴歸率、b 為長期利率帄均、 為利率的波動度，Z
~
為布朗運動。 

資產價值隨機過程為 

tt

t

t Wddtr
V

dV ~


 

，                   (2.1.6)

 

其中 為資產價值的波動率，W
~
為布朗運動且 dtZWd t

t


~
,

~
。 

此模型違約門檻設定為一常數 K ，違約情況發生在資產太低，低於門檻

( KVt  )時發生違約。但是文獻設定有不合理之處，外生門檻的常數假設使企業

無法做出最佳繼續營運或倒閉的決策。而文獻所假定的利率模型為 Vasicek (1977)

是一個均衡模型 (Equilibrium Models)，是由均衡市場下的利率模型，無法描述

市場上真實利率期限結構，後續 Briys and Varenne (1997)提出了改進方法。 

 

5. Briys and Varenne (1997)： 

利率期限結構以 Hull and White (1990)模型來描述利率的變動，其隨機過程

為 

tttttt Zddtrbadr
~

)( 

 

，                (2.1.7) 

其中 a為均數復迴歸率、b 為長期利率帄均、 為利率的波動度、Z
~
為布朗運動。

違約門檻 ),( 
~

TtFBVt  ， 指對債權人保護的程度， 1 0   ， 小公司不易破

產，當公司資產觸碰到門檻破產時，公司資產已經所剩無幾；反之 大公司易破

產，當公司資產不夠大時，公司宣告破產時仍有足夠的資金償還有優先求償權的

債權人。因此 愈大對債權人保護程度愈大。 ),( TtB 指在時間T 的 1 元在時間 t 的
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價值，即單位零息債券價值。 F 為債券陎額。 

償還公司債可分成下列三種情況：第一，在到期日前公司資產低於違約門檻，

則發生違約，而債券價值為公司資產乘上到期日前公司發生違約的回收率 1f ，

),( 11 TFBfVf   。第二，在到期日公司資產不足以償還本金，則發生違約，

債券價值為公司資產乘上到期日時公司發生違約的回收率 2f ， TVf 2 。第三，債

券沒有違約，債券在到期日時的價值為陎額 F 。並定義違約時間為

 tt
T

VVt
~

:0 inf
0




 。 

綜合上述假定，有違約風險的零息債券在T 的價值為 

     FVTFVTTTT TT
FVfFfD   ,,21 111 

 

，     (2.1.8) 

所以，有違約風險的零息債券的現值可寫成 

     }]11)(1 {[ ,,21

  

0

 

0 
FVTFVTT

dsr

TT

s

FTVfFfeED

T








 

 

，(2.1.9) 

因此，透過上述求得有違約風險的息債券價值的現值的封閉解為 

)
)(

)(()1(),()1,(1[),0(
0

4
301

0

0
000

q

dN
dNlf

q

l
qBlBTLBD EE




 

)]
)()(

)()(()1(
0

64
1302

q

dNdN
dNdNlf




 

，    (2.1.10) 

其中 

)(
)(

2/)(ln
2

0
1 Td

T

Tl
d 




      ， )(

)(

2/)(ln
4

0
3 Td

T

Tq
d 




  

)(
)(

2/)()/ln(
6

0

2

0
5 Td

T

Tlq
d 




  ，  

T

B dtTtT
0

222 ])1()),([()( 

),0(

)0(
0

TFB

V
l    ， 

),0(

)0(
0

TFB

V
q


     ， )()()1,( 2100 dNdNllBE 

)()(),( 6

0

0
50

0

0
0 dN

q

l
dNq

q

l
qBE    ，  

T

t

u

t
B dudssatTt ))(exp()(),(  ， 

)(N 為標準常態累積分配函數。 
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二、內生違約門檻(Endogenous default boundaries) 

 

1. Leland(1994)： 

Leland（1994）導出的永續債券的封閉解，假設公司資產價值V 隨機過程為

tt

t

t Wddtr
V

dV ~


 

，                 (2.1.11)

 

公司宣告破產時資產的價值為 BV ，模型中考慮破產成本 BV ，以及公司營業所

得稅率，債息C，導出公司債的價值函數
2/2)]()1[()(  r

B

B
V

V

r

C
V

r

C
VD  ，

破產成本的價值函數
2/2)()(  r

B

B
V

V
VVB  ，稅盾的價值函數為

])(1[)(
2/2  r

BV

V

r

C
VT  ，公司總資產的價值函數 )()()( VBVTVTW  為無負

債公司的價值加上稅盾的價值減去破產成本，股東權益的價值函數

)()()( VDVWVE  為總資產價值減去公司債的價值。 

 

2. Acharya (2002)： 

假設投資人可以在市場完備(complete)且無套利(arbitrage-free)的金融市場

(financial market)中連續地交易(trade continuously)。Acharya 將利率表示為一非負

(nonnegative)的隨機過程 

tttt Zdtrdttrdr
~

),(),(  

 

，              (2.1.12) 

其中與 為連續且滿足 Lipschitz 與 linear growth condition 

,),(),(),(),( yxLtytxtytx  

          

(2.1.13) 

)1(),(),( xLtxtx    ，             (2.1.14) 

其中 L為常數，對任意  Rtyx ,, 皆成立。 

假設公司只發行一張債券，陎額 1 元，這張債券到期日為T 且以一固定票陎

利率(coupon rate) c連續支付，假設沒有其他損失(loss of generality)、沒有稅盾效
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果(tax benefit)、也沒有破產成本(bankruptcy cost)，因此假設公司價值(firm value)

等於公司資產(Firm asset)，其隨機過程為 

tttt

t

t Wddtr
V

dV ~
)(  

 

，               (2.1.15) 

其中 tW
~
在 P

~
機率測度下服從布朗運動、支付比率(payout ratio) 0t 、波動度

0t 、 dtZWd t
t


~

,
~

，而支付比率是變賣資產的比率，變賣資產所得到的這

些現金流用來支付債息，若變賣資產所得到的這些現金流不足以支付債息，企業

將陎臨一項重大決策問題，當股東決策不願削弱自己的股權做增資，將使企業無

法償債而被迫違約；反之股東決策做增資清償債息使企業繼續經營。由此可知決

策者在於股東，對債權人較為不利。 

Acharya (2002)研究了三種公司債，可贖回債券(callable bond)、具有違約風

險的債券(defaultable bond)與具有違約風險的可贖回債券(callable-defaultable 

bond)，此三種公司債都有共通的性質就是企業是否違約與債券是否要贖回的決

策都是以股東的角度做決策。Acharya 將此三種公司債的價值表示成一個無風險

債券(host bond)的價值減去一個選擇權(option)的價值，其執行價格(exercise price)

分別為贖回價格(call price)、公司價值、贖回價格和公司資產中較小者。這個選

擇權是一個具有美式性質選擇權(American option)，將存在一個最佳的執行策略

(exercise policy)，使得選擇權價值(option value)極大。 

定義折現因子(discount factor)為 









 

 
  

,
t

dsr

t

s

e

 

，                    (2.1.16)
 

無風險債券價格(host bond price)為 





   s

T

t
Ttstt FdscEP ,, 1

~


 

，               (2.1.17) 

為未來連續債息(continuous coupon)與單位本金(face value)的現值， c為債息率

(coupon rate)。 
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在時間點 t時無風險債券價格為 p ，公司資產為 v，則定義選擇權價值為 

 tt
Tt

FVPEtvpf 



 )),((
~

sup),,( ,  
  

，          (2.1.18) 

其中  E
~

為風險中立機率測度 P
~
下的期望值，執行價格為 

vkorvktv tt    ,,),(
 
，                (2.1.19)

 

分別是贖回價格 tk 、公司資產價值 v、贖回價格和公司資產小者 vkt  ，執行價

格視不同公司債而定。且定義 RTRRf   ],0[: 是一個連續的函數，滿足 

 )),((),,( tvptvpf 

 

，               (2.1.20) 

此外，該美式選擇權若最佳執行條件成立則會執行，所以最佳執行時間(optimal 

stopping time)定義為 

 .)),((),,(:0 inf  tVPtVPft tttt 

 

，        (2.1.21) 

因此，將上述三種公司債價格表示成 

),,,(),,( tvpfptvpp XX                    (2.1.22) 

其中當 X 為C 則表示可贖回債券，當 X 為 D則表示具有違約風險的債券，當 X

為CD則表示具有違約風險的可贖回債券。 

Acharya (2002)用下列定理描述上述公司債的性質，並假定有兩個狀態，state 

1 與 state 2，分別用上標(1)和(2)表示，其中 state 1 的初始利率較 state 2 的初始利

低，即 )2(

0

)1(

0 rr  。 

Acharya (2002)重要證明結果簡述如下： 

Lemma 1.   )1()2()1()1(

,0

)2()2(

,0

)2(

0

)1(

0

~
ppPPErr tttt    

證明： 

令 )1()1(

0 pP  ，即 state 1 中在時間 0t 時的無風險債券價值為 )1(p ，令

)2()2(

0 pP  ，即 state 2 中在時間 0t 時的無風險債券價值為 )2(p 。 
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定義新隨機變數 

TtFdscEP t

T

Tstt 




   0 ,1

~  

0 
,0,0

*

,0 
 
，       (2.1.23) 

且無風險債券在時間 t價值
tP 的現值為 





   t

T

t
Tstt FdscEP

 

 
,0,0,0 1

~


  
，

            
(2.1.24) 

以上兩式差了從時間0 到時間 t連續債息的現值，因此得到以下關係式 


t

stttt dscPP
 

0 
,0,0

*

,0 
  
。               (2.1.25) 

將上式移項，左右兩式同時減去 0P 並且同時取風險中立機率測度之下的期望值 

0

 

0 
,0

*

,00,0 PdscPPP
t

stttt   
                

(2.1.26) 

將(2.1.26)左右同時取期望值，再根據(2.1.17)得到 

][
~

][
~  

0 
,00,0 

t

stt dscEPPE 
  
，

            
(2.1.27) 

由於 )2(

,0

)1(

,0

)2(

0

)1(

0 ttrr   ，因此 

][
~

][
~  

0 

)2(

,0
0

)1(

,0  
t

s

t

s dscEdscE 
  
，

             
(2.1.28) 

所以由(2.1.27)得知 

][
~

][
~ )2()2(

,0

)2()1()1(

,0

)1(

tttt PEpPEp  
  
，   

       
(2.1.29) 

將上式移項得到 

  )1()2()1()1(

,0

)2()2(

,0

~
ppPPE tttt  

 
 
，

           
(2.1.30) 

故得證。 

 

這三種公司債所包含的選擇權滿足以下幾個定理：  

Theorem 1.  ),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfpp  。 

證明： 
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令 )1(p 、 )2(p 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態的無風險債券在時間 t 時價值，

在時間 t滿足 )2()1( pp  ，且利率 )2()1( rr  。令    是 state 2 的最佳停止時間， vVt  ，

這兩個 state 的選擇權價值差為 

),,(),,( )2()1( tvpftvpf 
 

    0)),((
~

)),((
~ )2()2()2(

,

)1()1()1(

,  

tttt FVPEFVPE     (2.1.31)
 

(2.1.31)因為 )2(

,

)1(

,

)2()1(

  ttrr  且 )2()1(

 PP  ，並由(2.1.15)解微分方程可得 




t

ss
t

s
t

s
t

s Wddsdsdsr

t eVV
 
0

 
0 

2 
0 

 
0 

~

2

1

0



  
，            (2.1.32)

 

且由於 )2()1()2()1(

 VVrr  意味著 ),(),( )2()1(   VV  。 

 

Theorem 2.  1
),,(),,(

)1()2(

)1()2(
)2()1( 






pp

tvpftvpf
pp 。 

證明： 

令在時間 t時 state 1與 state 2的無風險債券價格 )2()1( pp  ，且利率 )2()1( rr  ，

然而我們想要證明 )1()2()1()2( ),,(),,( pptvpftvpf  。令    是 state 1 的最佳停

止時間， vVt  ，則 

),,(),,( )1()2( tvpftvpf   

   tttttt FVPEFVPE   )),((
~

)),((
~

         )1()1()1(

,

)2()2()2(

,            
(2.1.33) 

]1))],(()),(([[
~

         
)},({

)1()1()1(

,

)2()2()2(

, )1()1( tVPtt FVPVPE







 
   

(2.1.34) 

]1))],(()),(([[
~

         
)},({

)1()1()1(

,

)2()2()2(

, )1()1( tVPtt FVPVPE







  

]1][[
~

         
)},({

)1()1(

,

)2()2(

, )1()1( tVPtt FPPE
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]1)],(),([[
~

               
)},({

)2()2(

,

)1()1(

, )1()1( tVPtt FVVE








              

(2.1.35) 

]1][[
~

         
)},({

)1()1(

,

)2()2(

, )1()1( tVPtt FPPE








                          

(2.1.36) 

 ttt FPPE )1()1(

,

)2()2(

,

~
           

                                     
(2.1.37) 

)1()2(         pp 
                                                

(2.1.38) 

在(2.1.33)中，因為 )2()1()2()1(

 PPrr  、 )2(

,

)1(

,   tt  且根據(2.1.32)得知 )2()1(

 VV 

意味著 ),(),( )2()1(   VV  ，如果 ),( )1()1(   VP  ，則

),(),( )2()1()1()2(   VVPP  ，所以 ),( )2()2(   VP  ，因此得到(2.1.34)。在

(2.1.35)中，由於 vkorvktv tt    ,,),( ，且根據(2.1.16)、(2.1.32)，所以

),(),( )2()2(

,

)1()1(

,   VV tt  ，因此

0]1)],(),([[
~

)},({

)2()2(

,

)1()1(

, )1()1( 
 tVPtt FVVE




  ，得到(2.1.36)。因為

0)1()1(

,

)2()2(

,    PP tt  所以得到(2.1.37)，再根據 Lemma 1，得證(2.1.38)。 

 

Theorem 3.  給定 vVpP tt   , ，存在債券臨界價格(critical bond price)，

),(),( tvtvbX  ，使得最佳執行選擇權條件等價於 ),( tvbp X ， CDCDX ,, 。 

證明： 

令 1

)1( pp  最佳決策是不履約，我們想要證明當 2

)2( pp  時的最佳決策也是

不履約。根據 Theorem 2.移項得到 

),()),((),,(),,( 21211212 tvppptvppptvpftvpf   

 

因為 0),,( 2 tvpf ，所以 

 )),((),,( 22 tvptvpf   
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令集合 

})),((),,(:],0[),,{(   tvptvpfTRRtvpU       (2.1.39) 

代表選擇權不立刻執行的區間。令 ),( tvbX 是 p 的最大值，使得 UtvtvbX ),),,(( ，

因為U 是開區間，所以 0),(),(),),,((  tvtvbtvtvbf XX  ，因此

),(),( tvtvbX  。 

 

Theorem 4. 

 

),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfvv   

證明： 

考慮
tt VtV ),( 與

ttt kVtV ),( 的情況，因為
tt ktV ),( 與資產無關，

故不討論。令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t 時資產價值，且

滿足 )2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。令    是 state 2 的最佳停止時間，這

兩個 state 的選擇權價值差為 

    0)),((
~

)),((
~

),,(),,( )2(

,

)1(

,

)2()1(  

tttt FVPEFVPEtvpftvpf    

其中在
tttt kVVtV  ,),( 的例子下，所以 ),(),( )2()1( tVtV    。  

 

Theorem 5.  1
),,(),,(

)1()2(

)1()2(
)2()1( 






vv

tvpftvpf
vv  

證明： 

令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t時資產價值，且滿足

)2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。令    是 state 1 的最佳停止時間，然而我

們要證明 )2()1()1()2( ),,(),,( vvtvpftvpf  ，因此這兩個 state 的選擇權價值差為 

),,(),,( )1()2( tvpftvpf                                          (2.1.40) 
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   tttt FVPEFVPE   )),((
~

)),((
~ )1(

,

)2(

,           (2.1.41) 

  ]1))),(()),(([(
~

),(

)1(

,

)2(

, )1( tVPtt FVPVPE







    (2.1.42) 

  ]1))),(()),(([(
~

),(

)1(

,

)2(

, )1( tVPtt FVPVPE







            

  ]1)),(),(([
~

),(

)2()1(

, )1( tVPt FVVE







                  (2.1.43) 

 tt FVVE )),(),((
~ )2()1(

,                               (2.1.44) 

 tt FVVE )(
~ )2()1(

,                                       (2.1.45) 

 )( )2()1(

 

 vve t
udu










                                      (2.1.46) 

)2()1( vv                                               (2.1.47) 

在(2.1.41)中，因為 )2()1(

 VV  意味著 ),(),( )2()1(   VV  ，如果   PV ),( )1( ，

則   PV ),( )2( ，因此得到(2.1.42)。在(2.1.43)中，由於 ),(),( )2()1(   VV  ，

所以將  ),( )1(1
  VP 
拿掉會變小，得到(2.1.44)。在(2.1.44)中討論 ),(),( )2()1(   VV 

與 )2()1(

 VV  的大小，如果是具違約風險的債券的例子下

)2()1()2()1( ),(),(   VVVV  ，如果是具違約風險的可贖回債券的例子下，當

)1()2(

 VVkt  ，則 )2()1()2()1( ),(),(   VVVV  ；當 )1()2(

 VkV t  ，則

)2()1()1()2()1( ),(),(   VVkVVV t  ；當
tkVV  )1()2(

 ，則

)2()1()2()1( ),(),(   VVkkVV tt  ，得到(2.1.45)。根據(2.1.32)可知




t

ss
t

s
t

s
t

s Wddsdsdsr

t eVV
 
0

 
0 

2 
0 

 
0 

~

2

1

0



，將 



 

 t
udu

e 提出後條件期望值內為 martingale，得到

(2.1.46)。由於 10 








t
udu

e ，故得證(2.1.47)。 

 

Theorem 6.  ),,(),,(),,(),,(),,( tvpftvpftvpftvpftvpf DCCDDC  。 
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證明： 

左式，由於 ),,( tvpfCD 的執行價格 tt Vk  恆小於 tk 或 tV ，因此 ),,( tvpfCD 恆大

於 ),,( tvpfC 或 ),,( tvpfD 。 

右式，由於 

 tt
Tt

CD FVkPEtvpf 



 )(
~

sup),,( , 


  

 tt
Tt

FVPkPE ))()((
~

sup ,





 


            (2.1.48) 

 tt
Tt

FVPkPE ))()((
~

sup ,





 


            (2.1.49) 

   tt
Tt

tt
Tt

FVPEFkPE 







 )(
~

sup)(
~

sup ,, 





          

),,(),,( tvpftvpf DC   

故得證。 

 

第二節 離散式評價模型 (DFPM，Discrete First Passage Model) 

 

連續型評價模型較不符合現實世界狀況，企業在結算盈收、股利政策並不會

每分每秒都在結算，因此陸續有學者提出離散型評價模型 (DFPM，Discrete First 

Passage Model)與修正模型，不僅能夠處理具有美式性質的金融商品也能夠處理

在某特定時點資本結構改變的問題，本文即透過數值樹狀結構模型更能合理的描

述現實世界。以下為離散型評價模型的發展過程。 

 

一、杜宛珮 (2007)： 

一般企業在清償債務或清償債息時通常是在某一個時點做支付的動作，因此

會造成資產出現離跳躍的現象。為改善 Black and Cox (1976)結構式首次通過模

型(FPM，First Passage Model)為連續的型態，而提出離散結構式首次通過模型
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(DFPM，Discrete First Passage Model)，同時也運用了 Dai and Lyuu (2010) 

Bino-Trinomial Tree 解決了違約門檻無法通過樹狀結構的節點上所產生的非線誤

差問題。 

二、鍾明璋 (2008)： 

為改善杜宛珮 (2007)離散結構式首次通過模型(DFPM，Discrete First Passage 

Model)利率參數非隨機的缺失，而提出資產與利率為相關隨機變動的立體樹狀模

型(EDFPM，Extension Discrete First Passage Model)，為 Longstaff and Schwartz 

(1995)評價模型的延伸。由於這兩個非獨立的隨機變數在做後推法(backward 

induction)時聯合機率分配不易求得，因此透過正交化過程將兩非獨立的隨機過

程資產與利率變數變換成兩獨立的隨機過程，此時聯合機率分配為邊際機率分配

相乘得到，再利用這兩個獨立的隨機變數所建構出獨立的立體樹經由變數變換回

原變數資產與利率。 

 

三、陳博孙 (2009)： 

為改善結鍾明璋 (2008) EDFPM 違約門檻為外生給定一常數與利率模型為

Vasicek 均衡模型的兩大缺失，而提出 DFPM-WHT，(Extension Discrete First 

Passage Model ─ Hull-White Tree)，修正先前利率模型的缺失，考慮 Hull-White

利率模型將更有效捕捉市場利率期間結構，為 Briys and Varenne (1997)評價模型

的延伸。一樣透過正交化過程將兩非獨立的隨機過程變數變換成兩獨立的隨機過

程。 

 

第三節 Dai and Lyuu (2010) Bino-Trinomial Tree (BTT) 

 

在評價障礙選擇權(barrier option)時，CRR 數值樹狀結構評價方法會出現非

線性誤差問題，因此 Dai and Lyuu (2010) 提出 BTT 解決這類問題，本論文將障

礙門檻視為一個違約門檻而引用 BTT。所謂非線性誤差問題指障礙門檻無法通



17 

 

過樹狀結構上的節點，且隨著切割期數不同出現非線性關係的誤差。 

 

『圖 2.1』 非線性誤差 

在『圖 2.1』中 CRR 樹狀結構下切割兩期時障礙門檻 L沒有通過節點，因此在做

數值計算時會以 1L 為障礙門檻，當切割三期時門檻 L也沒有通過節點，因此會以

2L 為障礙門檻，產生了非線性的誤差。BTT 以三元樹接二元樹的樹狀結構模型

來決解非線性誤差，如『圖 2.2』。首先，調整切割期數建立一個能夠與障礙門檻

重合的二元樹，但期間的切割可能不為整數，因此再建立一個三元樹將這個通過

門檻的二元樹節點 A、節點B與節點C 三點連接起來。 

三元樹的建構方法可以求出股價變動的機率，使後推法能夠順利完成。假設

股價隨機過程為 

 tdWrdt
tS

tdS


)(

)(
  ，                 (2.3.1) 

求解微分方程得到股價為 

trtW

eStS



)

2

1
()( 2

)0()(


  ，              (2.3.2) 

是一個對數常態分配(lognormal distribution)，而 logprice 為 

trtW
S

tS



)

2

1
()(

)0(

)(
ln 2   ，           (2.3.3) 

是一常態分配(normal distribution)，期望值為 tr  )
2

1
( 2 變異數為

tVar  2 。 
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令 

  tt 2 ˆ    , 2ˆ    , ˆ ，     (2.3.4) 

其中 ),[   , )ln()ln()ln(ˆ
00

0

0

tt
S

S

S

S

S

S BB   ， BS 為節點B的股價，如

『圖 2.2』。透過一階動差、二階動差與機率和為 1 的三個等式 

(2.3.7)                                                        1

(2.3.6)                                      

(2.3.5)                                                0

222







dmu

dmu

dmu

PPP

VarPPP

PPP





                        

再利用 Cramer’s rule 求出股價變動的機率。 

因此利用後推法求出在 0t 的障礙選擇權價值為 

)(0 CdBmAu

tr VPVPVPeV 


                  
(2.3.8) 

其中 AV 、 BV 與 CV 分別指節點 A、B與C 上的選擇權價值，而 AV 、 BV 與 CV 由 CRR

二元樹求得。 

 

『圖 2.2』 BTT 示意圖 

中縱軸為 )/ln( 0SSt 橫從為時間，且 )/ln( 0SBarrierL  。 

Pu 

Pm 

Pd 

L 

A 

B 

C 

S 
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BTT 不僅能解決非線性誤差問題，而且能解決當資產出現跳躍(jump)時，下

一期節點無法重合的問題。 

 

『圖 2.3』 資產跳躍節點無法重合 

以『圖 2.3』為例，當資產向下跳躍一個常數時，在下一期節點不會重合，使節

點個數以倍數成長。 

 

『圖 2.4』 BTT 解決資產跳躍示意圖 

如『圖 2.4』利用 BTT 方法三元樹接二元樹，並利用機率滿足的三個條件求得機

率，再做倒推法，解決了資產出現跳躍使下一期節點無法重合的問題。 

Pu 

Pm 

Pd 
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第三章  研究方法 

 

本文以數學證明延伸 Acharya (2002)尚未做到的可賣回債券(putable Bond)、

可轉換債券(convertible Bond)與可賣回且可轉換債券(putable-convertible Bond)等，

並與 Acharya (2002)做組合，分別討論具有違約風險的可轉換債券(defaultable 

-convertible bond)、可贖回且可轉換債券(callable-convertible bond)與可贖回且可

賣回債券(callable-putable bond)。 

本文針對 Acharya (2002)所提出的公司債，以 DFPM-WHT 數值評價方法為

基礎來解決問題，不僅能評價外生違約門檻的衍生性商品也能評價內生違約門檻

的各種衍生性商品，亦可評價有別於 Acharya 文章中的公司債。本章架構分為三

節，第一節，延伸 Acharya 討論對債權人具有保護性質的公司債，再分析與

Acharya (2002)做組合的公司債。第二節，建立驗證工具，數值模型延伸基礎。

第三節，討論變賣資產(sale asset)與不變賣資產(non-sale asset)對公司債價格的影

響。 

 

第一節 分析債券商品特性 

 

Acharya (2002)將公司債視為無風險債券(host bond)與美式選擇權的組成，因

此本文延伸 Acharya (2002)，探討為保護債權人的債券型衍生性商品可賣回債券、

可轉換債券與具有違約風險的可轉換債券等，並與 Acharya (2002)組合，考慮具

有違約可能的可轉換債券、可贖回且可轉換債券與可贖回且可賣回債券，以下將

逐一對這些公司債債做特性分析。 

 

一、 可轉換債券： 

可轉換債券給與債權人將債券轉換成股票的權力，當轉換價格(convert price)
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大於繼續持有的價值時，債權人願意將債權轉換成股權。根據 Brennan and 

Schwartz (1980)，定義公司資產結構為 

BC

ttctBt SNCNBNV 0  ，                 (3.1.1) 

其中 BN 為普通公司債(straight bond)契約數量， tBt PFB  為普通公司債陎額 BF 在

時間 t的價值， cN 為可轉換債券的契約數量， tC 為可轉換債券陎額 CF 在時間 t的

價值， 0N 指流通在外股票股數，轉換前每股價格為 BC

tS 。每單位陎額可轉換債

券可轉
priceconversion

q
 

1
 股股票，q被稱為轉換比率，因此所有可轉換債券可

轉 cc FqNΔN  股(注釋：本論文 q的設定為單位陎額可轉換股票股數，所以

ΔN為q乘上契約數 cN 再乘上陎額 CF ，此為修改 Brennan and Schwartz (1980)的

設定。)，並定義轉換後每股價格為 AC

tS ，且公司資產結構由(3.1.1)改變成 

AC

ttBt SNNBNV )( 0  。                 (3.1.2) 

單位陎額可轉換債券轉換價格 

)()(
00

0
tBttBt

AC

t

AC

tAC

t BNVzBNV
NN

q

NN

NSSN
qqS 







 ，  (3.1.3) 

其中 1
0





NN

q
z 。 

單位陎額可轉換債券在T 時的價值定義為 

(3.1.4)                                                       )0,max(      

 )0,
1

max()1(      

)0,)1(max(      

)0,max(      

)0,)(max(),max(

TTT

TT

BB

BBT

TBBTT

TTBBTT

TTBTT

AC

TTCB

PbVaP

PV
FzN

z
FzNP

PFzNzVP

PPFzNzVP

PBNVzPqSPP














 
其中 1

1
  ,1)1( 




BB

BB
FzN

z
bFzNa 。 

在到期日前的價值為 
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),,(),,( tvpafptvpp CBCB  ，                 (3.1.5) 

其中在時間 t時的無風險債券價格 pPt  、資產價值 vVt  。並定義 

 tt
Tt

CB FPbVEatvpaf 



 )(
~

sup),,( , 


 ，           (3.1.6) 

其中  .)(),,(:0 inf  ttttCB PbVtVPft 。假定公司沒有普通公司債，則令

0 BF ，使得 1a ， zb  。 

以下對可轉換債券特性分析我們採用 Brennan and Schwartz (1980)的假說，

討論公司負債包含普通公司債與可轉換債券， 0 BF ，上述證明令 0 BF 可類

推到 Acharya (2002)沒有普通公司債(straight bond)的例子。 

 

Theorem 7. 

特性(1).
  

),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfpp CBCB  。 

特性(2). 1
),,(),,(

)1()2(

)1()2(
)2()1( 






pp

tvpftvpf
pp CBCB 。 

特性(3). 給定 vVpP tt   , ，存在債券臨界價格(critical bond price) ),( tvbCB ，且

),(),( tvtvbCB  ，而 bvtv ),( ，使得最佳執行選擇權條件等價於 ),( tvbp CB 。 

特性(4) ),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfvv CBCB  。 

特性(5) 1
),,(),,(

)2()1(

)2()1(

)2()1( 





vv

tvpftvpf
vv CBCB 。 

 

證明特性(1)： 

令 )1(p 、 )2(p 是 state 1 與 state 2 兩種情況的無風險債券在時間 t時價值，在時

間 t滿足 )2()1()2()1()2()1(   rrpp 。令    是 state 1 的最佳停止時間，
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vVt  ， 0 BF ，根據(3.1.6)這兩個 state 的選擇權價值差 
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t
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由(2.1.32)已知
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。 

故得證。表示當無風險債券價格變低，選擇權價值愈高。 

 

證明特性(2)： 

令在時間 t時 state 1 與 state 2 的無風險債券價格 )2()1( pp  然而我們欲證

)1()2()2()1( ),,(),,( pptvpftvpf CBCB  。令 )2()1( rr  ，且令    是 state 2 的最佳停

止時間， vVt  ，則 
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)10.1.3(                                                                                   )(           )1()2( ppa   

在(3.1.7)中，因為 )2()1()2()1(

 PPrr  、 )2(

,

)1(

,   tt  且根據(2.1.32)得知 )2()1(

 VV  ，

如果 )2()2(

 bVP  ，則 )1()2()2()1(

 PPbVbV  ，所以 )1()1(

 bVP  ，因此得到(3.1.8)。

因為 0)1()1(

,

)2()2(

,    PP tt  所以得到(3.1.9)，再根據 Lemma 1，得到(3.1.10)。其

中 0a ，因此

 
)1()2()2()1( ),,(),,( pptvpftvpf CBCB   ， 

故得證。表示無風險債券價格的增(減)量大於選擇權價值的減(增)量。意味著當

無風險債券價格愈高時，則可轉換債券的價值也愈高。 

 

證明特性(3)： 

令 2

)2( pp  最佳決策是不履約，我們想要證明當 1

)1( pp  時的最佳決策也是

不履約，假設 )2()1( pp  ，且 vVt  ， bvtv ),( 。由特性(2)移項得到 

11222121 ),()),(()(),,(),,( ptvppptvpptvpftvpf CBCB    ， 

因為 0),,( 1 tvpfCB ，所以 

 )),((),,( 11 ptvtvpfCB  。 

令 ),( tvbCB 是 p的最大值，滿足 Utvp ),,(  

})),((),,(:],0[),,{(   ptvtvpfTRRtvpU CB   

代表一個不履約的區間。 UtvtvbCB ),),,(( ，因為U 是開區間，所以

0),(),(),),,((  tvbtvtvtvbf CBCBCB  ，因此 ),(),( tvtvbCB  。 

 

證明特性(4)： 
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令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t時資產價值，且假設

)2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。令    是 state 1 的最佳停止時間，這兩個

state 的選擇權價值差 

     0 )(
~

)(
~

),,(),,( )1(

,

)2(

,

)1()2(  

ttttCBCB FPbVEFPbVEatvpaftvpaf  
 

，故得證。表示當資產價值變高時，選擇權價值也會愈高。且由(3.1.5)得知在時

間 t可轉換債券的價值可寫成 ),,(),,( tvpafptvpp CBCB  ，其中無風險債券價值

與資產價值無關，因此表示當資產價值變高時，可轉換債券的價值也會愈高。 

 

證明特性(5)： 

令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t時資產價值，且滿足

)2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。令    是 state 2 的最佳停止時間，然而我

們想要證明 )2()1()2()1( ),,(),,( vvtvpftvpf CBCB  ，因此這兩個 state 的選擇權價值

差 

),,(),,( )2()1( tvpaftvpaf CBCB   

   tttt FPbVEaFPbVEa   )(
~

)(
~ )2(

,

)1(

,  
         

(3.1.11) 

  ]1))()([(
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)2(

)2(

,

)1(

, tPbVtt FPbVPbVEa


 


 
      

(3.1.12) 
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, tPbVt FVVEba






                    

(3.1.13) 

 tt FVVEba )(
~ )2()1(

,  
                            

(3.1.14) 

)( )2()1(

 

 vvbea t
udu










                               (3.1.15) 

)( )2()1( vva                                        (3.1.16) 
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在(3.1.11)中，因為 )2()1(

 VV  ，如果  PbV )2( ，則  PbV )1( ，因此得到(3.1.12)。

在(3.1.13)中，由於 0)2()1(   VV ，所以將   PbV )2(1 拿掉會變小，得到(3.1.14)。根

據(2.1.32)可知



t

ss
t

s
t

s
t

s Wddsdsdsr

t eVV
 
0
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~

2

1

0



，將 



 

 t
udu

e 提出後條件期望值內為

martingale，得到(3.1.15)。由於 0)2()1(  vv ，又因為 0




t
udu

e 且 1b ，得到(3.1.16)，

且由於 0a 左右同除a，故得證。 

 

若假設該公司沒有發行普通公司債，即 0 BF ，則 1a ， zb  ，仍滿足

Theorem 7.的每一個特性。 

 

二、可賣回債券： 

可賣回債券給與債權人將債券賣回給發行者的權力，當賣回價格(put price)

大於繼續持有的價值時，債權人願意賣回給公司。將可賣回債券價值表示成 

),,(),,( tvpfptvpp PutPut  ，                 (3.1.17) 

其中在時間 t時的無風險債券價格 pPt  、資產價值 vVt  。並定義 

 tPutt
Tt

Put FPkEtvpf 



 )(
~

sup),,( , 


 ，             (3.1.18) 

其中  .)(),,(:0 inf  tPutttPut PktVPft ， Putk 為賣回價格。 

 

接著對可賣回債券所包含的選擇權做特性分析，如下： 

Theorem 8. 

特性(1). 當 )2()1( pp  ， ),,( )1( tvpfPut 和 ),,( )2( tvpfPut 的大小關係不定，會受到利

率期限結構影響。 
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特性(2). 1
),,(),,(

)2()1(

)2()1(
)2()1( 






pp

tvpftvpf
pp PutPut 。 

特性(3). 資產的變化不影響 ),,( tvpfPut 的價值。 

證明特性(1)： 

令 )1(p 、 )2(p 是 state 1 與 state 2 兩種情況的無風險債券在時間 t時價值，在時

間 t滿足 )2()1()2()1()2()1(   rrpp 。令    是 state 2 的最佳停止時間，

vVt  ，這兩個 state 的選擇權價值差
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),,( )1( tvpfPut 與 ),,( )2( tvpfPut 的大小與折現因子有關，然而與利率就有極大的關係，

因此若以不同利率期限結構對此做敏感度分析將會發現利率對選擇權價值變動

方向是不明確的，在第四章中以『表 4.9』說明之。 

 

證明特性(2)： 

令在時間 t時 state 1與 state 2的無風險債券價格 )2()1( pp  ，且利率 )2()1( rr  ，

然而我們想要證明 )1()2()2()1( ),,(),,( pptvpftvpf PutPut  。令    是 state 2 的最佳

停止時間， vVt  ，則 

),,(),,( )2()1( tvpftvpf PutPut   

   tPuttttPutt FPkEFPkE   )(
~

)(
~

         )2()2(

,

)1()1(

,  
                 

(3.1.19) 

]1)]()([[
~

         
}{

)2()2(

,

)1()1(

, )2( tPkPuttPutt FPkPkE
Put 

 


 
              

(3.1.20) 
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]1)]()([[
~

         
}{

)2()2(

,

)1()1(

, )2( tPkPuttPutt FPkPkE
Put 

 


  

]1][[
~

         
}{

)1()1(

,

)2()2(

, )2( tPktt FPPE
Put 

 



  

]1)([
~

               
}{

)2(

,

)1(

, )2( tPkttPut FkE
Put 

 



                       

(3.1.21) 

]1][[
~

}{

)1()1(

,

)2()2(

, )2( tPktt FPPE
Put 

 



                         

(3.1.22) 

 ttt FPPE )1()1(

,

)2()2(

,

~
  

                                     
(3.1.23) 

)1()2( pp                                                  (3.1.24)
 

在(3.1.19)中，因為 )2()1()2()1(

 PPrr  、 )2(

,

)1(

,   tt  且根據(2.1.32)得知 )2()1(

 VV  ，

如果
PutkP )2(

 ，則 )1()2(

 PPkPut  ，所以
PutkP )1(

 ，因此得到(3.1.20)。在(3.1.21)

中，
 

)2(

,

)1(

,   tt  ，因此 0]1)([
~

}{

)2(

,

)1(

, )2( 
 tPkttPut FkE

Put 
   ，得到(3.1.22)。因為

0)1()1(

,

)2()2(

,    PP tt  所以得到(3.1.23)，再根據 Lemma 1，得證(3.1.24)。 

 

證明特性(3)： 

根據(2.1.18)，可知 ),,( tvpfPut 與資產無關，因此資產的變化不影響選擇權價

值。 

 

三、可賣回且可轉換債券： 

可賣回且可轉換債券給與債權人將債券賣回給發行公司與轉換成股票的權

力，當賣回價值大，則賣回給發行公司；轉換價值大，則轉換成股票；若繼續持

有價值大，則繼續持有。因此，在未發行普通公司債 0 BF 的假設下，可賣回

且可轉換債券的價值表示為 

),,(),,( tvpfptvpp PutCBPutCB  ，              (3.1.25) 
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其中在時間 t時的無風險債券價格 pPt  、資產價值 vVt  。並定義 

 tPutt
Tt

PutCB FPzVkEtvpf 



 )(
~

sup),,( , 


            (3.1.26) 

其中  .)(),,(:0 inf  ttPutttPutCB PzVktVPft 。 

由(3.1.25)知道可以將可賣回且可轉換債券寫成一個無風險債券與一個美式

選擇權的組合，滿足下列特性： 

Theorem 9. 

特性(1). 當 )2()1( pp  ， ),,( )1( tvpfPutCB
和 ),,( )2( tvpfPutCB

的大小關係不定。 

特性(2). 1
),,(),,(

)2()1(

)2()1(

)2()1( 





pp

tvpftvpf
pp PutCBPutCB 。 

特性(3). ),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfvv PutCBPutCB  。 

特性(4). 1
),,(),,(

)2()1(

)2()1(

)2()1( 





vv

tvpftvpf
vv PutCBPutCB 。 

特性(5). ),,(),,(),,(),,(),,( tvpftvpftvpftvpftvpf CBPutPutCBCBPut  。 

 

證明特性(1)： 

根據 Theorem 8.特性(1)，我們無法說明無風險債券(host bond)價格改變對

),,( tvpfPut 的影響，也因此無法利用此方法說明無風險債券對可賣回且可轉換債

券影響的特性。 

 

證明特性(2)： 

我們想要證明 )1()2()2()1( ),,(),,( pptvpftvpf PutCBPutCB  ，首先令集合

 )2()1(

 zVzVkA Put  、  )2()1(

 zVkzVB Put  、  PutkzVzVC  )2()1(

 ，而

)2()1()2()1(

 PPrr  、 )2(

,

)1(

,   tt  且根據(2.1.32)得知 )2()1(

 VV  ，令    是 state 2

的最佳停止時間， 
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   tAttAt

tCBAPutt

tCBAPutt

tPutttPutt

PutCBPutCB

FPzVEFPzVE

FPzVkE

FPzVkE

FPzVkEFPzVkE

tvpftvpf

1)(
~

1)(
~

            

)28.1.3(                         )111()(
~

                   

)111()(
~

            

)27.1.3(    )(
~

)(
~

            

),,(),,(

)2()2()2(

,

)1()1()1(

,

)2()2()2(

,

)1()1()1(

,

)2()2()2(

,

)1()1()1(

,

)2()1(



































 

   
    )29.1.3(          1)(

~
1)(

~
                   

1)(
~

1)(
~

                   

)2()2(

,

)1()1(

,

)2()2()2(

,

)1()1(

,

tCPutttCPutt

tBttBPutt

FPkEFPkE

FPzVEFPkE
















 

由於  CBA ，因此(3.1.27)可改寫成(3.1.28)。接著將(3.1.29)分三個 case 討

論，(3.1.29)表示如下： 

Case1: 在  )2()1(

 zVkzVB Put  中。 

   

  

  

  

  

  

  

 

  
 tBtt

tBPzVtt

tBPzV

Wddsds

t

Wddsds

t

tBPzVtt

tBPzVtt

tBPzVtt

tBPzVtt

tBPzVtPutt

tBPzVtPutt

tBttBPutt

FPPE

FPPE

FezVezVE

FPPE

FzVzVE

FPPE

FPzVPzVE

FPzVPkE

FPzVPkE

FPzVEFPkE

t sst st st sst st s
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11)(
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~

                 

11)(
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11)(
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 11))()((
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11))()((
~
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~

          

1)(
~

1)(
~

)1()1(

,

)2()2(

,

)1()1(

,

)2()2(

,

~

2

1~

2

1

)1()1(

,

)2()2(

,

)2()2(

,

)1()1(

,

)1()1(

,

)2()2(

,

)2()2()2(

,

)1()1()1(

,

)2()2()2(

,

)1()1(

,

)2()2()2(

,

)1()1(

,

)2()2()2(

,

)1()1(

,

)2()2(

)2()2(
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)2()2(

)2()2(

)2()2(

)2()2(

)2()2(

)2()2(











































































































 

Case2: 在  )2()1(

 zVzVkA Put  中。
 
 

   

  

  

  

  tAPzVtt

tAPzVtt

tAPzVtt

tAPzVtt

tAttAt

FzVzVE

FPPE

FPzVPzVE
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,

)2()2()2(
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 tAtt

tAPzVtt

tAPzV

Wddsds

t

Wddsds

t

tAPzVtt

FPPE

FPPE

FezVezVE

FPPE

t sst st st sst st s
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11)(
~
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~

                 

11)(
~

           

)1()1(

,

)2()2(

,

)1()1(

,

)2()2(

,

~

2
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)1()1(

,

)2()2(

,

)2()2(

)2()2(
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)2()2(















































 

推導過程利用之前類似作法得到。 

Case3: 在  PutkzVzVC  )2()1(

 中。 

   

]1)[(
~

            

]11)[(
~

            

]11)([
~

                  

]11)[(
~

            

]11))()([(
~

            

]11))()([(
~

            

1)(
~

1)(
~

)1()1(

,

)2()2(

,

}{

)1()1(

,

)2()2(

,

}{

)2(

,

)1(

,

}{

)1()1(

,

)2()2(

,

}{

)2()2(

,

)1()1(

,

}{

)2()2(

,

)1()1(

,

)2()2(

,

)1()1(

,

)2(

)2(

)2(

)2(

)2(

tCtt

tCPktt

tCPkttPut

tCPktt

tCPkPuttPutt

tCPkPuttPutt

tCPutttCPutt

FPPE

FPPE

FkE

FPPE

FPkPkE

FPkPkE

FPkEFPkE

Put

Put

Put

Put

Put



































































 

推導過程利用之前類似作法得到。綜合述三個 case，可將(3.1.29)改寫成 

)1()2(

)1()1(

,

)2()2(

,

)1()1(

,

)2()2(

,

          

])[(
~

          

])111()[(
~

pp

FPPE

FPPE

ttt

tCBAtt















 

根據 Lemma 1.故得證。 

 

證明特性(3)： 

令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t時資產價值，且假設

)2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。令    是 state 1 的最佳停止時間，這兩個

state 的選擇權價值差 

   
0                    

)(
~

)(
~

                    

),,(),,(

)1(

,

)2(

,

)1()2(









tPutttPutt

PutCBPutCB

FPzVkEFPzVkE

tvpftvpf

 
 

因為 )1()2(

 zVkzVk PutPut  ，故得證。表示當資產價值變高時，選擇權價值也
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會愈高。且由(3.1.25)得知在時間 t可賣回且可轉換債券的價值可寫成無風險債加

上 ),,( tvpf PutCB ，其中無風險債券價值與資產價值無關，因此表示當資產價值變

高時，可賣回且可轉換債券的價值也會愈高。 

 

證明特性(4)： 

令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t時資產價值，且滿足

)2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。令    是 state 2 的最佳停止時間，然而我

們想要證明 )2()1()2()1( ),,(),,( vvtvpftvpf PutCBPutCB  ，因此這兩個 state 的選擇

權價值差 
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FzVkEFzVzVE
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將(3.1.30)分三個 case 討論，(3.1.30)表示如下： 

Case1: 在  )2()1(

 zVzVkA Put  中。 

 tAt FzVzVE 1)(
~ )2()1(

,    

Case2: 在  )2()1(

 zVkzVB Put  中。 

   tBttBPutt FzVzVEFzVkE 1)(
~

1)(
~ )2()1(

,

)2(

,     

Case3: 在  PutkzVzVC  )2()1(

 中。 

   tCttCPutPutt FzVzVEFkkE 1)(
~

01)(
~ )2()1(

,,     
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綜合上述三個 case，可將(3.1.30)寫成 

     
 

  ,)()(
~

            

)111()(
~

            

 1)(
~

 1)(
~

1)(
~

)2()1()2()1()2()1(

,

)2()1(

,

,

)2(

,

)2()1(

,

 

 vvvvzeFzVzVE

FzVzVE

FkkEFzVkEFzVzVE

t
udu

tt

tCBAt

tCPutPutttBPutttAt


























 

根據 martingale 的特性，且 1

 

 




t
udu

ze ，故得證。 

 

證明特性(5)： 

左式，由於 ),,( tvpfPutCB 的執行價格 tPut zVk  恆大於 Putk 或 tzV ，因此

),,( tvpfPutCB 恆大於 ),,( tvpfPut 或 ),,( tvpfCB 。 

右式，由於 

 tPutt
Tt

PutCB FPzVkEtvpf 



 )(
~

sup),,( , 


  

   
 tP u tt

Tt

FPzVPkE ))()((
~

sup ,





 


  

 tPutt
Tt

FPzVPkE ))()((
~

sup ,





 


   

   tt
Tt

tPutt
Tt

FPzVEFPkE 







 )(
~

sup)(
~

sup ,, 





  

),,(),,( tvpftvpf CBPut   

故得證。 

 

接著再將上述的公司債與 Acharya (2002)做組合，分析具有違約風險的可轉

換債券、可贖回且可轉換債券與可贖回且可賣回債券。 

 

四、具有違約風險的可轉換債券： 

具有違約風險的可轉換債券，包含兩個選擇權。當資產夠小，則該公司債會

違約；當資產夠大，則該公司債會被債權人轉換成股票。在這裡討論公司不發行
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普通公司債(straight bond)， 0BF 。而具有違約風險的可轉換債券在時間 t時價

值可以寫成一個無風險債券與一個金融商品(derivative)的組合如下： 

),,(),,( tvpfptvpp DCBDCB 
 
，              (3.1.31) 

其中令金融商品為 ),,( tvpfDCB ，這裡稱之為「DCBoption」。若具有違約風險的

可轉換債券違約，由(2.1.18)知 TT VP  ，則 TT PzV  ，由(3.1.6)知該債券不可能會

轉換成股票；若具有違約風險的可轉換債券轉換成股票即 TT PzV  ，則 TT VP  該

債券不可能會違約，因此具有違約風險的可轉換債券所包含的這兩個選擇權彼此

互斥，所以定義 DCBoption 在時間 t時價值為這兩個選擇權的組合 

),,(),,(),,( tvpftvpftvpf CBDDCB  ，           (3.1.32) 

所以具有違約風險的可轉換債券在時間 t時價值能夠像 Acharya 一樣可以寫成一

個無風險債券與 DCBoption 的組合，接著要討論具有違約風險的可轉換債券是

否有如同 Acharya 的性質。 

 

Theorem 10. 

特性(1). ),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfpp DCBDCB  。 

特性(2). 
r

pp

r

pp

r

DCBDCB

r 








 

)1()2(

0

)1()2(

0
limlim 。

 

特性(3). 給定 vVpP tt   , ，存在債券價格區間(critical bond price region)，

 vttvbptvbpRptvB CBD ,),,(),,(: ),(
~

  ，使得最佳執行 DCBoption 等價於

),(
~

tvBp 。 

特性(4). ),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfvv DCBDCB   

特性(5). 2lim0
)1()2(

0







 v

pp DCBDCB

v
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證明特性(1)： 

令 )1(p 、 )2(p 是 state 1 與 state 2 兩種情況的無風險債券在時間 t時價值，在時

間 t滿足 )2()1()2()1()2()1(   rrpp 。根據 Theorem 1.與 Theorem 7.的特性

(1)可得知 

),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfpp DD               (3.1.33) 

),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfpp CBCB 
            

(3.1.34)
 

因此由(3.1.33)與(3.1.34)得到 

),,(),,(

),,(),,(),,(),,(

)2()1(

)2()2()1()1(

tvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

DCBDCB

CBDCBD





 

故得證。表示當無風險債券價格變低，選擇權價值也愈低。 

 

證明特性(2)： 

    令 )1(p 、 )2(p 是 state 1 與 state 2 兩種情況的無風險債券在時間 t時價值，在時

間 t滿足 )2()1()2()1()2()1(   rrpp ，根據 Theorem 2 與 Theorem 7.的特性

(2)可得知 

)1()2()1()2( ),,(),,( pptvpftvpf DD 
             

(3.1.35) 

)1()2()2()1( ),,(),,( pptvpftvpf CBCB 
            

(3.1.36) 

根據(3.1.35)與(3.1.36)，因此兩個 state 的 DCBoption 價值差 

)(2          

)),,(),,(()),,(),,((          

)),,(),,(()),,(),,((          

),,(),,(

)1()2(

)2()1()1()2(

)1()2()2()2(

)1()2(

pp

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpf

CBCBDD

CBDCBD

DCBDCB









 

使得兩個 state 具有違約風險的可轉換債券在時間 t的價值差 
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r
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pppppp

tvpftvpfpp

tvpfptvpfppp

r

DCBDCB

r

DCBDCB

DCBDCBDCBDCB
















 

)1()2(

0

)1()2(

0

)1()2()1()2()1()2(

)1()2()1()2(

)1()1()2()2()1()2(

limlim

)()(2                      

)],,(),,([                      

)),,(()),,((

 

表示具有違約風險的可轉換債券的價格存續期間(dollar duration)較無風險債券的

價格存續期間小。 

 

證明特性(3)： 

根據 Theorem 3 與 Theorem 7.的特性(3)，已知具有違約風險的債券的最佳違

約條件為 ),( tvbP Dt  及可轉換債券的最佳轉換條件 ),( tvbP CBt  。 

 

『圖 3.1』 DCB 最佳執行區間 

『圖 3.1』中在時間 t，縱軸為無風險債券價格 tP 愈往上價格愈高， vVt  為一常

數，因為若具有違約風險的可轉換債券違約即 vPt  ，則 zvPt  表示該債券不可

能會轉換成股票；若具有違約風險的可轉換債券轉換成股票即 zvPt  ，則 vPt  表

示該債券不可能會違約，所以當 tP 夠高才有機會達到違約的條件且不會執行轉換，

而當 tP 夠低才有機會達到執行轉換的條件且不會違約。因此，當 ),( tvbP Dt  具有

違約風險的可轉換債券將會違約；當 ),( tvbP CBt  ，則具有違約風險的可轉換債券
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將會執行轉換。因此具有違約風險的可轉換債券的最佳執行條件為 ),( tvbP Dt  或

),( tvbP CBt  ，即 ),(
~

tvBp ，  vttvbptvbpRptvB CBD ,),,(),,(: ),(
~

  。 

 

證明特性(4)： 

令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t時資產價值，且假設

)2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。根據 Theorem 4.與 Theorem 7.的特性(4)

可得知 

),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfvv DD            (3.1.37) 

),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfvv CBCB 
 
，       (3.1.38)

 

根據(3.1.37)與(3.1.38)兩個 state 的 DCBoption 價值差 

0           

)),,(),,(()),,(),,((           

)),,(),,(()),,(),,((           

),,(),,(

)1()2()2()1(

)2()2()1()1(

)2()1(









tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpf

CBCBDD

CBDCBD

DCBDCB

 

故得證。表示當資產價值變高時，DCBoption 價值會愈低，且由(3.1.31)知，具有

違約風險的可轉換債券價值是一個無風險債券加上 DCBoption，因此具有違約風

險的可轉換債券價值愈高。 

 

證明特性(5)： 

令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t時資產價值，且滿足

)2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。根據 Theorem 5.與 Theorem 7.的特性(5)

可得知 

)(),,(),,( )1()2()1()2( vvtvpftvpf DD              (3.1.39) 

)2()1()2()1( ),,(),,( vvtvpftvpf CBCB   ,           (3.1.40)
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根據(3.1.39)與(3.1.40)兩個 state 的 DCBoption 價值差 

)(2

)),,(),,(()),,(),,((

),,(),,(

)2()1(

)1()1()2()2(

)1()2(

vv

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpf

CBDCBD

DCBDCB







 

因此 

2
),,(),,(

)1()2(

)1()2(






vv

tvpftvpf DCBDCB  

   
2

)),,(()),,((
)1()2(

)2()1(







vv

tvpfptvpfp DCBDCB  

2
)1()2(

)1()2(







vv

pp DCBDCB

 

2lim0
)1()2(

0







 v

pp DCBDCB

v  

故得證。 

 

五、可贖回且可轉換債券： 

可贖回且可轉換債券當贖回價格( Ck )較低時公司將債券贖回，當轉換價值

( tzV )高時也可能被債權人轉換成股票，因此可贖回且可轉換債券為 max(min(繼

續持有,贖回價格),轉換價格)，而將可贖回且可轉換債券在時間 t時的價值一樣寫

成一個無風險債券與金融商品的組合並定義為 

),,( tvpfpp CCBCCB  ，                  (3.1.41) 

其中令金融商品為 ),,( tvpfCCB ，這裡稱之為「CCBoption」。因為被贖回與被可轉

換有可能同時被執行，為了將 CCBoption 拆成兩個不同時履約的選擇權，『圖

3.2』中定義 是 CCBoption 的最佳執行時間，當 C  是執行贖回的最佳時間、

當 CB  是執行轉換的最佳時間、   指同時執行贖回且執行轉換的最佳時間、

C  指執行贖回的最佳時間扣除同時執行轉換的部份，即 CBCC  \ 。 
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『圖 3.2』 CCB 最佳執行時間集合 

當 CB  時，表示執行轉換，則
tCCB zVp  ；當 C 時，表示只執行贖回，則

CCCB kp  ；若   時，表示同時執行贖回且轉換，則
tCCB zVp  ，且 CB  。

所以當 C 時，CCBoption 價值為 )( Ckp  ；當 CB  時，CCBoption 價值為

pzVt  ，且 C 與 CB 互斥。因此定義 CCBoption 拆成兩個不同時履約選擇權的

組合 

  

  tCt
Tt

tt
Tt

CCB

FkPE

FPzVEtvpf

C

CB



























1)(
~

sup                         

1)(
~

sup),,(

,

,

，        (3.1.42) 

其中定義 

  tt
Tt

BC FPzVEtvpf
CB



 




  1)(

~
sup),,( ,

         
(3.1.43)

 

  tCt
Tt

C FkPEtvpf
C



 




  1)(

~
sup),,( ,

          
(3.1.44)

 

),,( tvpfC 指執行贖回且不會同時執行轉換的選擇權價值。因此(3.1.42)寫成 

),,(),,(),,( tvpftvpftvpf CBCCCB   。           (3.1.45) 

因此我們可以先由 ),,( tvpf BC  與 ),,( tvpfC 的特性，再推論得到 ),,( tvpfCCB 的特性。

詳細 ),,( tvpf BC  與 ),,( tvpfC 的特性推導請參照『附錄 A』。 

 

Theorem 11. 
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特性(1).  ),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfpp CCBCCB  。 

特性(2).  
r

pp

r

pp

r

CCBCCB

r 








 

)1()2(

0

)1()2(

0
limlim 。 

特性(3).  ),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfvv CCBCCB  ， 

特性(4).  1
),,(),,(

)2()1(

)2()1(

)2()1( 





vv

tvpftvpf
vv C C BC C B 。 

 

 

 

 

 

『圖 3.3』 CCB 在 state1 與 state2 的最佳執行時間集合 

 

證明特性(1)： 

令 )1(p 、 )2(p 是 state 1 與 state 2 兩種情況的無風險債券在時間 t時價值，這兩

個 state 的最佳執行時間集合表示如『圖 3.3』，而在時間 t滿足  )2()1( pp

)2()1()2()1(   rr 。根據 『附錄 A』可得知 

),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfpp BCBC    ,           (3.1.46) 

),,(),,( )2()1()2()1( tvpftvpfpp CC   ，            (3.1.47)
 

由於(3.1.46)與(3.1.47)兩式，因此 

),,(),,(

),,(),,(),,(),,(

)2()1(

)2()2()1()1(

tvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

CCBCCB

CBCCBC



 

，
 

故得證，表示當無風險債券價格變低，選擇權價值愈高。 
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證明特性(2)： 

令 )1(p 、 )2(p 是 state 1 與 state 2 兩種情況的無風險債券在時間 t時價值，在時

間 t滿足 )2()1()2()1()2()1(   rrpp ，根據『附錄 A』可得知 

)1()2()2()1( ),,(),,( pptvpftvpf BCBC   ，            (3.1.48) 

)1()2()1()2( ),,(),,( pptvpftvpf CC                  
(3.1.49)

 

根據(3.1.48)與(3.1.49)兩個 state 的 CCBoption 價值差為
 

)(2)()(          

)),,(),,(()),,(),,((          

)),,(),,(()),,(),,((          

),,(),,(

)2()1()1()2()2()1(

)1()2()1()2(

)1()1()2()2(

)1()2(

pppppp

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpf

CCBCBC

CBCCBC

CCBCCB












 

兩個 state 可贖回且可轉換債券在時間 t的價值差 

r

pp

r

pp

pppppp

pptvpftvpf

tvpfptvpfppp

r

CCBCCB

r

CCBCCB

CCBCCBCCBCCB
















 

)1()2(

0

)1()2(

0

)1()2()2()1()2()1(

)2()1()1()2(

)1()1()2()2()1()2(

limlim

)()()(2                      

)()),,(),,((                      

)),,(()),,((

 

表示可贖回且可轉換債券的價格存續期間較無風險債券的價格存續期間小。 

 

證明特性(3)： 

當 )2()1( vv  ，則 CCBoption 價值差為 

     
0),,(),,(       

(3.1.51)      1)(
~

1)(
~

              

)),,(),,((       

(3.1.50)      )),,(),,(()),,(),,((       

)),,(),,(()),,(),,((       

),,(),,(

)1()2(

,,

)1()2(

)2()1()1()2(

)1()1()2()2(

)1()2(

)2()2(































tvpftvpf

FkPEFkPE

tvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpf

BCBC

tCttCt

BCBC

CCBCBC

CBCCBC

CCBCCB

CC  
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(3.1.50)中，令最佳執行時間 )2(

C
  ，因此得到(3.1.51)，再相消，故得證。且由(3.1.41)

得知在時間 t可贖回且可轉換債券的價值可寫成無風險債券加上 CCBoption，其

中無風險債券價值與資產價值無關，因此表示當資產價值變高時，可贖回且可轉

換債券的價值也會愈高。
 

 

證明特性(4)： 

    根據『附錄 A』得知，當資產 )2()1( vv  則 ),,(),,( )2()1( tvpftvpf BCBC  
)2()1( vv  ，

因此 

     

 ,          

),,(),,(       

)53.1.3(      1)(
~

1)(
~

              

)),,(),,((       

)52.1.3(      )),,(),,(()),,(),,((       

)),,(),,(()),,(),,((       

),,(),,(

)2()1(

)2()1(

,,

)2()1(

)1()2()2()1(

)2()2()1()1(

)2()1(

)2()2(

vv

tvpftvpf

FkPEFkPE

tvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpf

BCBC

tCttCt

BCBC

CCBCBC

CBCCBC

CCBCCB

CC































  

 

(3.1.52)中，令最佳執行時間 )1(

C 
  ，因此得到(3.1.53)，再相消，移項得證。 

 

六、可贖回且可賣回債券： 

可贖回且可賣回債券賦與了公司贖回與債權人賣回的兩個權力。因此可贖回

且可賣回債券在時間 t時價值可以寫成一個無風險債券與金融商品的組合 

),,(),,( tvpfptvpp CPutCPut 
                

(3.1.54) 

其中令金融商品為 ),,( tvpfCPut ，這裡稱之為「CPutoption」。為了將 CPutoption

拆成兩個不同時履約的選擇權，所以假設贖回價格大於賣回價格 PutC kk  ，當

CT kP  可贖回且可賣回債券被贖回時，則 TPut Pk  該債券不可能同時被賣回；如

果當 TPut Pk  可贖回且可賣回債券被賣回時，則 CT kP  該債券不可能同時被贖回，
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因此可贖回且可賣回債券所包含的這兩個選擇權彼此互斥，所以定義 CPutoption

為 ),,( tvpfC 與 ),,( tvpfPut 的組合 

),,(),,(),,( tvpftvpftvpf PutCCPut 
             

(3.1.55) 

其中 ),,( tvpfC 與 ),,( tvpfPut 分別為(2.1.21)與(3.1.18)中所定義，所以可贖回且可

賣回債券在時間 t時價值能夠像 Acharya 一樣可以寫成一個無風險債券與一個金

融商品的組合，滿足下列特性： 

 

Theorem 12. 

特性(1). 當 )2()1( pp  ， ),,( )1( tvpfCPut
和 ),,( )2( tvpfCPut

的大小關係不定。 

特性(2). 
r

pp

r

pp

r

CPutCPut

r 








 

)1()2(

0

)1()2(

0
limlim 。 

特性(3). 資產的變化不影響 ),,( tvpfCPut 的價值。 

 

證明特性(1)： 

根據 Theorem 8.特性(1)，我們無法說明無風險債券(host bond)價格改變對

),,( tvpfPut 的影響，也因此無法利用此方法說明無風險債券對可贖回且可賣回債

券影響的特性。 

 

證明特性(2)： 

令
)1(p 、

)2(p 是 state 1 與 state 2 兩種情況的無風險債券在時間 t時價值，在時

間 t滿足 )2()1()2()1()2()1(   rrpp ， 

根據 Theorem2. 與 Theorem8.特性(2)，得知 

)1()2()1()2( ),,(),,( pptvpftvpf CC 
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)1()2()2()1( ),,(),,( pptvpftvpf PutPut 
 

因此兩個 state 的 CPutoption 價值差
 

)(2          

)),,(),,(()),,(),,((          

)),,(),,(()),,(),,((          

),,(),,(

)1()2(

)2()1()1()2(

)1()1()2()2(

)1()2(

pp

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpftvpftvpf

tvpftvpf

PutPutCC

PutCPutC

CPutCPut









 

使得兩個 state 可贖回且可賣回債券在時間 t的價值差 

r

pp

r

pp

pppppp

tvpftvpfpp

tvpfptvpfppp

r

CPutCPut

r

CPutCPut

CPutCPutCPutCPut
















 

)1()2(

0

)1()2(

0

)1()2()1()2()1()2(

)1()2()1()2(

)1()1()2()2()1()2(

limlim

)()(2                      

)],,(),,([                      

)),,(()),,((

 

表示可贖回且可賣回債券的價格存續期間(dollar duration)較無風險債券的價格存

續期間小。 

 

證明特性(3)： 

由 Theorem 4.與 Theorem 8.特性(3)得知， ),,( tvpfCPut 所包含的 ),,( tvpfC 、

),,( tvpf Put 皆與資產無關，因此 ),,( tvpfCPut 與資產無關。 

 

第二節 數值模型延伸基礎 

 

DFPM-HWT 數值評價方法模型引用 Briys and Varenne (1997)的評價模型，

假設利率模型為 Hull-White 利率模型 

tttt Zddtradr
~

)(  
  
，                (3.2.1) 

資產價值模型為 
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ttt

t

t Wddtr
V

dV ~
)(  

  
，                     (3.2.2) 

tttt WddtrVd
~

)
2

(ln
2




 
  
，               (3.2.3)

 

ttttt ZdWddtrVd
~~

1)
2

(ln 2
2




 
  
，  (3.2.4)

 

其中
ttt ZdWdWd

~~
1

~ 2   且 tW 
~

與 tZ
~
互為獨立的布朗運動，為公司價值與利

率的相關係數， t 為支付比率，在 Briys and Varenne (1997)的評價模型中假設

0t 。違約門檻 ),( 
~

TtFBVt  。 

 

一、正交化： 

Acharya (2002)利用正交化的方法將資產價值與利率兩非獨立隨機過程，轉

換成兩新變數獨立的隨機過程，在做後推法時，可由邊際機率分配相乘求得其聯

合機率分配。 

由(3.2.1)與(3.2.4)已知利率與資產價值的隨機過程為 

ttttt ZdWddtrVd
~~

1)
2

(ln 2
2




 
  

，
 

tttt Zddtradr
~

)(  
  
。  

將資產價值與利率兩隨機過程寫成矩陣形式 
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，      (3.2.5) 

求出










 





0

1 2

的反矩陣為 



























 









22

1
2

101

1

0

1
  

，  

左右同時乘上反矩陣，使波動項為一個單位矩陣， 
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，  (3.2.6) 

得到兩獨立隨機過程，令兩獨立隨機變數  tX  tY , 滿足 

 
 







































t

tt

dr

drVd

tdY

tdX 22 11

ln

  
，    

積分求解得 
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2
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ln
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1 rr
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t
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。    (3.2.7) 

令 00 X ， 00 Y ， 0V 為公司的期初資產價值， 0r 為起初利率。 

分別建構出 tX tY , 兩獨立的樹狀結構後，再將(式)移項還原 tV 與 tr 分別為 

 ) 1( exp 2

0 ttt YXVV  
   

，           (3.2.8) 

tt Yrr  0   
，                

    
(3.2.9) 

將(3.2.6)簡化成 
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(3.2.10) 

其中 
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tt

X
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u ，


 tt
Y
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，     (3.2.11) 

分別為 tX tY , 的趨勢項(drift term)，因此可將微分方程 tX 改寫為 

tXt WddtudX 
~

1
  
。                (3.2.12) 
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二、建構Y - t帄陎的三元樹： 

由上述已知


0
0

rr
YY t

t


 ，Hull-White 利率模型與變數為一對一函數，因

此先建構出 Hull-White tree 再轉換成 tY 。 

建Hull-White tree首先建一個對稱 *

0R 的樹，且服從隨機過程 tt ZddtRadR
~**

0   

定義 tR  3*  為 *R tree 的間距，節點 ),( ji 指在時間點 ti 利率為 *Rj 的節點，

下一期利率上漲、不變與下跌的機率分別為 uP 、 mP 與 dP ，且利率上界

)/(184.0max taj  和下界 )/(184.0min taj  ，上下界會隨著均數復迴歸率a愈大

而變窄，是因為利率有回歸均數(mean reversion)的特性，因此當利率碰到利率上

界時，利率走勢為 )(a ;當利率碰到利率下界時，利率走勢為 )(b ;當利率未碰到利

率上下界時，利率走勢為 )(c 。 

 

 

『圖 3.4』 Hull-White 利率模型機率設定 

其機率分別如下： 
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再來要要調整 *R 三元樹使得與市場上的利率期間結構一致，因此將
*

tR 三元樹轉

成 tr 三元樹，如『圖 3.4』。 

(a) (b) (c) 
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『圖 3.5』建構 Hull-White 利率模型 

定義 

*)( titii Rrti   ，                 (3.2.13) 

且定義參數 jiQ , 滿足
t

PeQ i

n

nj

Rj

jm

i

i

i











 1, lnln
*

 與 


 
k

tRk

kiji
iejkqQQ

)(

,,1 ),(


其中 ),( jkq 為節點 ),( ki 走到節點 ),1( ji  的機率， 1iP 為零息債券到期日為

ti  )1( 的現值， in 指在三元樹中在 ti 時變數 j 的最大值。得到 i 後再由(3.2.13) 

得到 tr 三元樹。 

求得 Hull-White tr 三元利率樹後，根據(3.2.7)將 tr 變數變換成一對一的參數

tY ，且令 tY 三元樹機率分別為 u

Y

u PP  、 m

Y

m PP   與 d

Y

d PP  得到 tY 的三元樹。 

      

『圖 3.6』 建構 tY 三元樹示意圖 

Rt
*
   rt   

rt   Yt   
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因此 Y-t 帄陎的三元樹建構完成。 

 

三、建構 X - t帄陎的三元樹：  

根據 Briys and Varenne(1997)評價模型假設違約門檻 ),( 
~

TtFBVt  ，其中

),( TtB 指在時間T 的 1 元在時間 t的價值，即單位零息債券價值，因此可由上述

已建構完成的 Hull-White 利率樹得到每個節點對應的無風險零息債券價格，並運

用後推法求出各個節點的零息債券價格，如『圖 3.6』。 

 

『圖 3.7』無風險零息債券價格 

將門檻 tV
~
變數變換成正交化後的參數 tX

~
，定義為 
































00

2
0

~

ln

1

1~ rrV

V

XX t

t

t

 
  
。        

 

(3.2.14) 

根據(3.2.12)，已知 tXt WddtudX 
~

1 ，根據 BTT 節點建構原則，由 tX
~
上及下

以 t2 的間距建構節點，如『圖 3.7』。 

rt   
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『圖 3.8』 建構 tX 三元樹示意圖 

令 xx uu  ˆ ， tutu xx  22ˆ  ， tutu xx  22ˆ  ，其

中 xxutt m

x  ˆ ),[ ， ，

 









22

2

1

)(

1

2










 tt
tt

X

ra
r

u

 
 
。        

 

 

運用 BTT 建樹方法滿足一階動差、二階動差與機率和為 1 的三個等式 

0  X

d

X

m

X

u PPP                        (3.2.15) 

tPPP X

d

X

m

X

u  222                      (3.2.16) 

 1 X

d

X

m

X

u PPP                            (3.2.17) 

並利用 Cramer’s rule 求出 tX 變動的機率。 

DFPM-WHT 已經構出個節點到下一節點路徑的聯合機率分配可由 tX 、 tY 的

邊際機率分配相乘得到，而建構出完整的 DFPM-WHT 立體三元樹模型，如『圖

3.8』。 

Xt   
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『圖 3.9』 立體結構模型示意圖 

 

第三節 變賣資產(sale asset)與不變賣資產(non-sale asset) 

 

企業舉債通常會陎臨到期日前的債息支出與到期日時的本金支出。當陎臨支

出時，企業可以變賣資產換取現金來支付這筆支出，也因此使得資產向下跳躍，

企業也可要求股東稀釋股權增資來支付這筆支出，就可以不必變賣資產。 

本節以具有違約風險的債券為例。假設該債券每期付股利 tFcC  ，陎

額為 F，沒有稅盾效果，沒有破產成本，發生違約的回收率 100%，即 121  ff ，

且將資產拆成股權(equity)與債權(debt)，這裡的債權只包含了具有違約風險的債

券一種，因此每個節點上都有二個價格，股權與債權，而公司價值可由股權加債

權得到。定義股權與債權在到期日價值為 



 


)( ,             

            ,              

0

)(

defaultotherwise

CFVifCFV
E

tT

T        (3.3.1) 

t1      

t2       
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)( ,

            , 

defaultotherwise

CFVif

V

CF
D

t

T

T

                   

(3.3.2)

 違約發生在資產不足以償還本金與股利時。

 
在時間 t 股權與債權價值分別為 



 


)( ,

  '    ,          

0 defaultotherwise

occurtdoesndefaultifSE
E

t

t          (3.3.3) 



 


)( ,

 '    ,         

defaultotherwise

occurtdoesndefaultif

V

CD
D

t

t

t

          

(3.3.4) 

其中 tE 與 tD為償還債息後股權與債權的價值，利用後推法得到，而償還債息後

公司價值 ttt DEV  ，且 S 指為了支付債息股東所增資的金額。有兩種條件使違

約發生，第一為外生條件，當償還債息前的資產價值小於外生門檻，則發生違約，

即 tt VV
~

 ；第二為內生條件，當股東增資前的股東權益價值小於 0，則發生違約，

即 0 SEt 。 

如果債息完全是由變賣資產來支付，則資產出現跳躍，建構方法如下： 

 

『圖 3.10』建構變賣資產模型 

『圖 3.9』中白色節點表示跳躍前(償還債息前)的節點，跳躍後(償還債息後)

的節點以黑色節點表示，再連接到下一期跳躍前的白色節點，依此類推，展出每

一期皆有跳躍的樹狀結構。由於債息完全是由變賣資產來支應，則 0S 且
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CVV tt  。 

如果股東願意稀釋股權增資來支付這筆支出不變賣資產時，資產不會出現跳

躍，建構方法如下： 

 

『圖 3.11』建構不變賣資產模型 

『圖 3.10』中每個節點可看成增資前與增資後。增資前若股東願意增資而變

成增資後，增資後再連接到下一期增資前的節點，依此類推，展出樹狀結構。由

於債息完全是由股東增資而來，則 CS  且 tt VV  。 

而如果公司只允許變賣資產 tV 做為支付債息，而剩餘部份 tVC  由股權增

資來支付，則 tVCS  且 ttt VVV  ，即 )1/(  tt VV 。 

 

以上不變賣資產的模型由股東判斷是否讓公司違約，這個內生違約條件與

Acharya 處理具違約風險的債券時美式選擇權 ),,( tvpfD 執行條件等價。由以下說

明之。 

Acharya 美式選擇權執行最佳條件為     tttt VPtVPf ,, ，由 Acharya 將具

違約風險的債券可寫成 ),,(),,( tVPfPtVPP ttDtttD  ，且已知公司資產可拆成債權

與股權， ttt EDV  ，且 Acharya 假設公司債權只包含具違約風險的債券，即

Xt   
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tttD DtVPP ),,( ，因此 

   

  

  

  

 



















tttD

tttDtt

tttt

ttt

ttttD

EtVPf

EtVPfPP

EtVPPP

EDP

VPtVPf

),,(                 

),,(                 

),,(                 

                 

,,

D  

當執行 ),,( tVPf ttD 時， tttD EtVPf ),,( ，可得 0),,(),,(  ttttDttD EEtVPftVPf ，

故得證。 

因此，Acharya 判斷公司違約的方式與以股東角度判斷是否讓公司違約是等

價的，所以，第四章利用 Acharya 將債券型商品表示成一個無風險債券與一個美

式選權組合的方法評價各種延伸的衍生性商品。 
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第四章  數值模型分析結果與討論 

 

DFPM-HWT 數值評價模型，不僅能應用在外生違約門檻，也能應用在內生

違約門檻，更能夠評價出各種具美式性質的衍生性商品，因此本章運用

DFPM-HWT 數值評價模型來評價延伸 Acharya 的各式衍生性金融商品，並驗證

這各式衍生性商品的特性。第一節比較各種不同評價模型。第二節，數值驗證各

債券商品的特性。第三節，綜合比較各類債券商品並討論何者較能保護債權人。 

 

第一節 評價模型比較 

 

本節將與其他不同評價模型比較，分別以外生違約門檻與內生違約門檻的評

價模型各別討論。 

 

一、外生違約門檻： 

根據 Briys and Varenne (1997)的評價模型為外生違約門檻，是一個具有違約

風險的債券，假設有一債券為到期日一年、沒有配息的公司債、不變賣資產、陎 

額 F 為 3000 元、起始公司資產價值 0V 為 5000 元，市場的零息利率如下『表 4.1』。 

『表 4.1』 市場上的零息利率 

到期日 零息利率 

0.5(年) 0.0343 

1(年) 0.03824 

1.5(年) 0.04183 

2(年) 0.04512 

2.5(年) 0.04815 

3(年) 0.05086 

資料來自 Options, Futures and Other Derivatives-sixth edition 一書第 665 頁 Table 28.1。 
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設定公司價值的波動 3.0 、均數復迴歸率 5.0a 、利率波動度 01.0 、

公司價值與利率的相關係數 25.0 、債權人保護的程度 9.0 、支付比率、

0 、切割期數 180n 及回收率 121  ff 表示在到期日前或在到期日時若企業

違約，則債權人可以求償所有公司價值剩餘，且不考慮破產成本與稅盾效果，本

文利用內插法求得每個切割期間的零息利率。 

與 Briys and Varenne (1997)評價模型比較，利用 DFPM-HWT 數值評價方法

得到的值近似 Briys and Varenne (1997)的封閉解，2876.192752。 

『表 4.2』 外生違約門檻評價結果並與 Bryis and Varenne (1997)比較 

內生違約門檻，沒有配息，沒有變賣資產 

  外生違約公司債價值 

DFPM-WHT 2874.890577 

Bryis 2876.192752 

 

因此 DFPM-HWT 在評價具外生違約門檻的風險性債券是一個好的數值方法。 

再分別對公司價值的波動、公司價值與利率的相關係數 做敏感度分析，如『表

4.3』。 

『表 4.3』  與 敏感度分析 

   DFPM-WHT 
Bryis and Varenne 

(1997) 

 =0.2 2886.806817 2886.977775 

 =0.3 2874.890577 2876.192752 

 =0.4 2846.324945 2848.340308 

   
  DFPM-WHT 

Bryis and Varenne 

(1997) 

 =-0.25 2874.890577 2876.192752 

 =0 2874.630502 2874.258516 

 =0.25 2874.367424 2872.239598 

 

當資產價值波動度愈大，則資產價值愈容易碰觸違約門檻而發生違約，因此具有

違約風險的債券價值愈低。 
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二、內生違約門檻： 

DFPM-HWT 評價模型也可以評價具內生違約門檻的風險性債券。根據

Acharya (2002)的評價方法，假設有一債券為到期日一年而且具有連續債息的公

司債，是一個具有違約風險的債券，陎額F 為 3000 元，假設起始公司資產價值 0V

為 5000 元。並假設利率模型為 Hull and White(1994)隨機利率模型公司價值的波

動 3.0 、均數復迴歸率 5.0a 、利率波動度 01.0 、公司價值與利率的相關

係數 25.0 、支付比率 05.0 、股利率 05.0c 及回收率 121  ff ，且不考

慮破產成本與稅盾效果，如『表 4.4』。 

『表 4.4』 內生違約門檻評價結果 

Host bond 指無風險債券價格。Option Value 指  tt
Tt

D FVPEtvpf 



 )(
~

sup),,( , 


 。 

 

第二節 各種債券型商品特性分析 

 

本節利用DFPM-HWT數值評價模型來說明在第四章中提到的各種債券型商

品特性。參數與第四章第一節中內生違約門檻的例子設定相同的參數。 

 

一、Acharya (2002)： 

討論具有違約風險的債券(defaultable bond)、可贖回債券(callable bond)與具

有違約風險的可贖回債券(callable-defaultable bond)，並定義其價值分別為 DP 、 CP

與 CDP 。 

在『表 4.5』中討論無風險債券價格對選擇權價值的敏感度分析，表中左欄

內生違約門檻，連續債息率 05.0c ，支付比率 05.0  

 
Host Bond price Option Value Defaultable bond price 

DFPM-WHT 3035.625087 21.859378 3013.765709 



58 

 

為利率低，無風險債券價格高者；右欄為利率高，無風險債券價格低者。 

『表 4.5』 D、C 與 CD 對無風險債券價格的敏感度分析 

左欄 zero指 Hull-White利率模型的零息利率以『表 4.1』中的零息利率為參數，右欄 zero+10bp

即零息利率再加 10bp。host bond 指無風險債券價格。option 為(2.1.18)所定義。 

 

當利率上升 10bp，無風險債券價格由 3035.625087 下降到 3032.665497，且選擇

權價值也變低，驗證了 Theorem 1，且無風險債券價格降低了 2.95959 較選擇權

價值變低的幅度大，驗證了 Theorem 2，因此這三種公司債價值變低。在相同的

贖回價格下，滿足 ),,(),,(),,(),,(),,( tvpftvpftvpftvpftvpf DCCDDC  也驗

證了 Theorem 6。 

在『表 4.6』中討論資產價值對選擇權價值的敏感度分析： 

『表 4.6』 D、C 與 CD 對資產價值的敏感度分析 

  
V0=5000 

   
V0=5010 

 

 
host bond option PD 

 
host bond option PD 

 
3035.625 21.85938 3013.766 

 
3035.625 21.5251 3014.150 

       

  
zero 

   
zero+10bp 

 

 
host bond option PD 

 
host bond option PD 

 
3035.625 21.85938 3013.766 

 
3032.665 21.67275 3010.993 

       
        

  
zero 

   
zero+10bp 

 
call price host bond option PC 

 
host bond option PC 

3030 3035.625 5.625087 3030 
 

3032.665 2.978904 3029.687 

3035 3035.625 1.745362 3033.88 
 

3032.665 0.831422 3031.834 

3040 3035.625 0.424173 3035.201 
 

3032.665 0.181093 3032.484 

3050 3035.625 0.011217 3035.614 
 

3032.665 0.003838 3032.662 

        

  
zero 

   
zero+10bp 

 
call price host bond option PCD 

 
host bond option PCD 

3030 3035.625 22.66064 3012.964 
 

3032.665 22.16962 3010.496 

3035 3035.625 22.13831 3013.487 
 

3032.665 21.82815 3010.837 

3040 3035.625 21.93593 3013.689 
 

3032.665 21.71076 3010.955 

3050 3035.625 21.86201 3013.763 
 

3032.665 21.67378 3010.992 



59 

 

        

  
V0=5000 

   
V0=5010 

 
call price host bond option PCD 

 
host bond option PCD 

3030 3035.625 22.66064 3012.964 
 

3035.625 22.33849 3013.287 

3035 3035.625 22.13831 3013.487 
 

3035.625 21.80839 3013.817 

3040 3035.625 21.93593 3013.689 
 

3035.625 21.60283 3014.022 

3050 3035.625 21.86201 3013.763 
 

3035.625 21.52776 3014.097 

       左欄假設起始資產價值 V0=5000，右欄假設起始資產價值 V0=5010。 

 

由於資產價值不影響可贖回債券價值，故在此不討論，因此由『表 4.6』中得知

當初始資產變高，無風險債券價格不變，而選擇權價值變低，驗證了 Theorem 4，

因此具有違約風險的債券價值與具有違約風險的可贖回債券價值變高。且資產價

值增加 10 元而選擇權價值變低的幅度小於 10 元，驗證了 Theorem 5。 

 

二、延伸： 

討論可轉換債券(convertible Bond)、可賣回債券(putable Bond)與可賣回且可

轉換債券(putable-convertible Bond) 並定義其價值分別為 CBP 、 PutP 與 PutCBP 。 

 

1. 可轉換債券： 

在『表 4.7』中討論無風險債券價格對選擇權價值的敏感度分析。其中假設

轉換比率 75.0q 。  

『表 4.7』 CB 對無風險債券價格的敏感度分析 

 
host bond option PCB 

zero-10bp 3038.587614 43.126776 3081.71439 

zero 3035.625087 43.400073 3079.02516 

zero+10bp 3032.665497 43.674736 3076.340233 

   option 為(3.1.6)所定義，且假設沒有普通公司債(straight bond)， 0 BF 。 

 

當利率上升 10bp，無風險債券價格由 3035.625087 下降到 3032.665497，而選擇

權價值由 43.400073 上升到 43.674736，驗證 Theorem 7.特性(1)，而且無風險債



60 

 

券價格降低了 2.95959 較選擇權價值變高 0.274663 的幅度大，驗證 Theorem 7.

特性(2)，因此可轉換債券價值變低。 

在『表 4.8』中討論資產價值對選擇權價值的敏感度分析： 

『表 4.8』 CB 對資產價值的敏感度分析 

 
host bond option PCB 

V0=5000 3035.625087 43.400073 3079.02516 

V0=5010 3035.625087 44.084368 3079.709455 

V0=5020 3035.625087 44.792934 3080.418021 

V0=5030 3035.625087 45.501153 3081.12624 

 

當初始資產變高，無風險債券價格不變，而選擇權價值變高，驗證 Theorem 7.

特性(4)，因此可轉換債券價值變高。且資產價值增加 10 元，選擇權價值增加的

幅度小於 10 元，驗證 Theorem 7.特性(5)。 

 

2. 可賣回債券： 

可賣回債券中無風險債券價格與選擇權價值的敏感度分析以不同的利率期

限結構探討選擇權價值的變化，如『表 4.9』。 

『表 4.9』Put 對不同利率期限結構的敏感度分析 

 
option 

 
Putable normal curve normal curve+10bp difference 

3035 49.507547 51.398323 1.890776 

3040 54.436385 56.333563 1.897178 

3045 59.36572 61.269673 1.903953 

3050 64.295745 66.206211 1.910466 

host bond 2995.37243 2992.452841 -2.919589 

    

 
option 

 

Putable 
constant 

curve 

constant 

curve+10bp 
difference 

3035 33.058695 33.056172 -0.002523 

3040 37.888942 37.882508 -0.006434 
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3045 42.719248 42.708928 -0.01032 

3050 47.549618 47.535429 -0.014189 

host bond 3045.04061 3042.071592 -2.969018 

    
 

option 
 

Putable 
inverted 

curve 
inverted curve+10bp difference 

3035 33.556664 33.523125 -0.033539 

3040 38.467396 38.428948 -0.038448 

3045 43.378127 43.334771 -0.043356 

3050 48.288859 48.240594 -0.048265 

host bond 3095.554246 3092.534954 -3.019292 

假定遞增的利率期限結構函數為 )ln(01.0)( xxzero  ，水帄的利率期限結構函數為 035.0)( xzero ，遞

減的利率期限結構函數為 )ln(01.007,0)( xxzero  ，其中 1x 。 

 

由表中可看出選擇權價值會因不同的利率期限結構而遞增或遞減。且當利率上升

10bp，無風險債券價格在不同的利率期限結構分別降低了 2.919589, 2.969018, 

3.019292，選擇權價值變化皆小於無風險債券價格的變化，仍滿足 Theorem 8.特

性(2)。 

 

3. 可賣回且可轉換債券： 

在『表 4.10』中討論無風險債券價格對選擇權價值的敏感度分析。其中假設

轉換比率 75.0q 。  

『表 4.10』PutCB 對無風險債券價格的敏感度分析 

 
host bond option PPutCB 

zero-10bp 3038.587614 73.939702 3112.527316 

zero 3035.625087 74.328766 3109.953853 

zero+10bp 3032.665497 74.751873 3107.41737 

   option 為(3.1.26)所定義。零息利率以『表 4.1』中的零息利率為參數。 

 

當利率上升 10bp，無風險債券價格由 3035.625087 下降到 3032.665497 降低了

2.95959，而選擇權價值由 74.328766 上升到 74.751873 變高 0.423197，選擇權價

值變化小於無風險債券價格的變化，驗證 Theorem 9.特性(2)。 
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在『表 4.11』中討論資產價值對選擇權價值的敏感度分析： 

『表 4.11』 PutCB 對資產價值的敏感度分析 

 
host bond option PPutCB 

V0=5000 3035.625087 74.328766 3109.953853 

V0=5010 3035.625087 74.895615 3110.520702 

V0=5020 3035.625087 75.462763 3111.08785 

V0=5030 3035.625087 76.030451 3111.655538 

 

當初始資產變高，無風險債券價格不變，而選擇權價值變高，驗證 Theorem 9.

特性(3)，因此可賣回且可轉換債券價值變高。且資產價值增加 10 元，選擇權價

值增加的幅度小於 10 元，驗證 Theorem 9.特性(4)。 

 

三、組合 

討論具有違約風險的可轉換債券(defaultable-convertible bond)、可贖回且可

轉換債券(callable-convertible bond)與可贖回且可賣回債券(callable-putable bond) 

並定義其價值分別為 DCBP 、 CCBP 與 CPutP 。 

 

1. 具有違約風險的可轉換債券： 

在『表 4.12』中討論無風險債券價格對選擇權價值的敏感度分析。其中假設

轉換比率 75.0q 。 

『表 4.12』DCB 對無風險債券價格的敏感度分析 

  
zero 

 

 
host bond option PDCB 

zero-10bp 3038.587614 -21.079364 3059.666978 

zero 3035.625087 -21.540695 3057.165782 

zero+10bp 3032.665497 -22.001982 3054.667479 

DD zero,zero+10bp 2959.59 - 2498.303 

   
DD 指價格存續期間，Dollar Duration，

r

pp
DD

r 




 

12

0
lim ，其中 p 為債券價格。option 為(3.1.32)
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所定義。 

 

當利率變高，無風險債券價格變低，選擇權價值變低，驗證 Theorem 10.特性(1)，

且無風險債券的價格存續期間(dollar duration) 2959.59 較具有違約風險的可轉換

債券的價格存續期間 2498.303 大，驗證 Theorem 10.特性(2)。 

在『表 4.13』中討論資產價值對選擇權價值的敏感度分析：  

『表 4.13』DCB 對資產價值的敏感度分析 

 
host bond option PDCB 

V0=5000 3035.625087 -21.540695 3057.165782 

V0=5010 3035.625087 -22.559272 3058.184359 

V0=5020 3035.625087 -23.602093 3059.22718 

V0=5030 3035.625087 -24.644534 3060.269621 
 

當初始資產變高，無風險債券價格不變，選擇權價值變低，驗證 Theorem10.特

性(4)，因此具有違約風險的可轉換債券價值變高。且資產價值增加 10 元，具有

違約風險的可轉換債券價值增加的幅度小於 10 元的兩倍，驗證 Theorem 10.特性

(5)。 

 

2. 可贖回且可轉換債券： 

在『表 4.14』中討論無風險債券價格對選擇權價值的敏感度分析。其中假設

轉換比率 75.0q 。 

『表 4.14』 CCB 對無風險債券價格的敏感度分析 

 
host bond option PCCB 

zero-10bp 3038.587614 42.163221 3080.750835 

zero 3035.625087 42.976606 3078.601693 

zero+10bp 3032.665497 43.494267 3076.159764 

DD zero,zero+10bp 2959.59 - 2441.929 

option 為(3.1.42)所定義。q=0.75。 3040Ck 。 

 

當利率變高，無風險債券價格變低，選擇權價值變高，驗證 Theorem 11.特性(1)，  

無風險債券的價格存續期間(dollar duration) 2959.59 較可贖回且可轉換債券的價
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格存續期間 2441.929 大，驗證 Theorem 11.特性(2)。 

 

在『表 4.15』中討論資產價值對選擇權價值的敏感度分析：  

『表 4.15』CCB 對資產價值的敏感度分析 

 
host bond option PCCB 

V0=5000 3035.625087 37.774986 3073.400073 

V0=5010 3035.625087 38.459281 3074.084368 

V0=5020 3035.625087 39.167847 3074.792934 

V0=5030 3035.625087 39.876066 3075.501153 

 

當初始資產變高，無風險債券價格不變，選擇權價值也變高，驗證 Theorem11.

特性(3)，因此具有違約風險的可轉換債券價值變高。且資產價值增加 10 元，選

擇權價值增加的幅度小於 10 元，驗證 Theorem11.特性(4)。 

 

3. 可贖回且可賣回債券： 

假設贖回價格大於賣回價格 PutC kk  ，以 3040Ck 、 3035Putk 為例。在『表

4.16』中討論無風險債券價格對選擇權價值的敏感度分析。 

『表 4.16』 CPut 對無風險債券價格的敏感度分析 

  
zero 

 

 
host bond option PCPut 

zero-10bp 3038.587614 -32.729331 3071.316945 

zero 3035.625087 -33.454545 3069.079632 

zero+10bp 3032.665497 -33.931751 3066.597248 

DD zero,zero+10bp 2959.59 - 2482.384 

   DD 指價格存續期間，Dollar Duration。option 為(3.1.52)所定義。零息利率以『表 4.1』中的零息

利率為參數。 3040Ck 、 3035Putk 。 

 

無風險債券的價格存續期間(dollar duration) 2959.59 較可贖回且可賣回債券的價

格存續期間 2482.384 大，驗證 Theorem 12.特性(2)。 

    而資產的變化不影響可贖回且可賣回債券的價值，所以在此不討論。 
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第三節 債權人保護 

 

如果公司債存在某些性質對債權人愈有利，則愈能保護債權人，也使得債券

價值愈高。因此本節所要討論的是什麼樣性質的公司債對債權人而言較能受到保

護。以下列舉出四種性質比較對債權人保護的探討，第一，比較變賣資產與不變

賣資產何種方式來償債較能保護債權人；第二，比較外生違約門檻不同高度與內

生違約門檻何種違約條件較能保護債權人；第三，討論可轉換債券對債權人的保

護；第四，討論可賣回債券對債權人的保護。 

 

一、資產變賣情況： 

在第三章第三節中已詳細介紹了資產變賣情況，有完全變賣資產、變賣資產

比率 倍與不變賣資產。當遇到償還債息時，完全變賣資產指完全由變賣資產來

支應；變賣資產比利率 倍指不管債息多少都變賣資產的 倍，不足由股東補足；

而不變賣資產表示 0 完全由股東削弱股權來支應。因此以支付比利率 做具

外生違約門檻的風險性債券敏感度分析。 

『表 4.17』 資產變賣分析 

完全變賣資產 變賣資產 γ 倍 不變賣資產 

  γ=0.05 γ=0.02 γ=0 

3017.55516 3016.28016 3019.54305 3021.449884 

 

當支付比利率 愈高，則使債券價格愈低，表示變賣資產的比率愈高對債權人愈

不利，因為為了償還債息而變賣資產使得資產價值向下跳躍，對債權人而言被倒

帳的機會變大，因此不變賣資產降低債權人被倒帳的機會較能夠要保護債權人。

而發現完全變賣資產的具有違約風險的債券價值界於變賣資產 05.0 倍與

02.0 倍的債券價值之間，因此推論變賣資產 05.0 倍已經超出債息金額，

變賣過多資產，而 02.0 則為變賣資產不足債息金額。 
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二、違約門檻設置： 

以債權人保護程度 做敏感度分析， 小公司不易破產，當公司資產觸碰到

門檻破產時，公司資產已經所剩無幾；反之 大公司易破產，當公司資產不夠大

時，公司宣告破產時仍有足夠的資金償還有優先求償權的債權人。因此 愈大對

債權人保護程度愈大。這裡以完全變賣資產為基本假設之下做討論。 

『表 4.18』 違約門檻設置分析 

外生違約門檻 內生違約門檻 

ζ=0.99 ζ=0.9 ζ=0.3 ζ=0 

3031.70708 3017.55516 3014.57943 3014.576023 

     

因為討論在完全變賣資產例子下，因此內生違約門檻中股東不必稀釋股權，所以

當外生違約門檻中的參數 0 時所求得的債券價值即為內生違約門檻的債券價

值。因此由『表 4.18』可發現 愈大具有違約風險的債券價也愈大，表示債權人

受到較好的保護。 

 

三、可轉換債券： 

在無違約風險的假設下，由(3.1.12)中可知道可轉換債券價值比無風險債券

價值多出了一個選擇權價值，這是因為多賦與債權人將債券轉換成股票的權力，

因此債權人可以在對自己有利的情況下將債券轉換成股票，因而債權人得以受到

保護。 

而轉換比率 q的高低會影響債權人是否執行轉換的決策，因此對轉換比率q

做敏感度分析。 

『表 4.19』 轉換比率q敏感度分析 

 
host bond option PCB 

q=0.5 3035.625087 5.340341 3040.965428 

q=0.75 3035.625087 43.400073 3079.02516 

q=1 3035.625087 122.217501 3157.842588 
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當轉換比率 q愈高，轉換成股票的股數就愈多，對債權人有利。因此由『表 4.19』

可發現 q愈大可轉換債券價值愈大，表示債權人可參與公司賺錢分紅的好處。 

 

四、可賣回債券： 

在無違約風險的假設下，由(3.1.10)中可知道可賣回債券價值比無風險債券

價值多出了一個選擇權價值，這是因為多賦與債權人將債券以賣回價格賣回給公

司的權力，因此債權人可以在對自己有利的情況下將債券賣回給公司，因而債權

人也得以受到保護。 

而賣回價格 Putk 的高低會影響債權人是否執行賣回的決策，因此對賣回價格

Putk 做敏感度分析。 

『表 4.20』 賣回價格  Putk 敏感度分析 

put price host bond option PPut 

3030 3035.625087 29.045088 3064.670175 

3035 3035.625087 33.878718 3069.503805 

3040 3035.625087 38.712661 3074.337748 

3050 3035.625087 48.381527 3084.006614 

    

當賣回價格  Putk 愈高，可以以較高的金額賣回給公司，對債權人有利。因此由『表

4.20』可發現  Putk 愈大具有違約風險的債券價也愈大，表示債權人受到較好的保

護。 
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第五章  結論與後續研究發展 

 

第一節  結論 

 

本文都可以將各種公司債表示成一個無風險債券(host bond)再加減一個或多

個選擇權，並能夠延續 Acharya (2002)文章為內生違約門檻並對各種公司債做特

性分析，也利用了陳博孙 (2009)DFPM-WHT 評價模型，解決資產價值與利率並

非獨立的問題，也解決非線性誤差的問題，更分析了 Acharya 所未提到債權人保

護的問題，第一，不以變賣資產償還債息將保有較多的公司資產，較能保護債權

人；第二，違約門檻設的愈高，而當公司破產時仍有較多的資金來償還債息，因

此違約門檻設的愈高，則愈能保護債權人；第三，可轉換債券賦與債權人將債券

轉換成股票的權力，對債權人有保護的功能；第四，可賣回債券賦與債權人將債

券以賣回價格賣回給公司的權力，對債權人也有保護的功能。 

 

第二節 後續研究發展 

 

本文延續 Acharya (2002)文章中提出的具有違約風險的債券、可贖回債券、

具有違約風險的可贖回債券，再延伸出可轉換債券、可賣回債券、可賣回且可轉

換債券、具有違約風險的可轉換債券、可贖回且可轉換債券、可贖回且可賣回債

券等，也討論了上述各種公司債對無風險債券的影響，因此後續可以再討論上述

各種公司債的存續期間(duration)，並討論其避險策略。 

本文討論債權人保護但未考慮到稅盾效果與破產成本，由於稅盾效果與破產

成本的存在會影響違約門檻進而影響債權價值，對債權人保護會因為考慮了稅盾

效果與破產成本而有不同的保護程度。 
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由(2.1.32)已知
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在(A.1)中，因為 )2()1()2()1(

 PPrr  、 )2(

,

)1(

,   tt  且根據(2.1.32)得知 )2()1(

 VV  ，

如果 )2()2(

 zVP  ，則 )1()2()2()1(

 PPzVzV  ，所以 )1()1(

 zVP  ，因此得到(A.2)。

因為 0)1()1(

,

)2()2(

,    PP tt  所以得到(A.3)，再根據 Lemma 1，得到(A.4)。 
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證明特性(3)： 

令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t時資產價值，且假設

)2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。令    是 state 1 的最佳停止時間，這兩個

state 的選擇權價值差 
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證明特性(4)： 

令 )1(v 、 )2(v 分別是 state 1 與 state 2 兩種狀態在時間 t時資產價值，且滿足

)2()1( vv  ，根據(2.1.32)可知 )2()1(

 VV  。令 (2)   是 state 2 的最佳停止時間，然而
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在(A.5)中，因為 )2()1(

 VV  ，如果  PzV )2( ，則  PzV )1( ，因此得到(A.6)。在(A.7)

中，由於 0)2()1(   VV ，所以將    CBPzV  
 (2))2( 11 拿掉會變小，得到(A.8)。根據

(2.1.32)可知
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故得證。 
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證明特性(1)： 
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在(A.11)中，因為 )2(
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 PP  ，故得證。 
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證明特性(2)： 

令在時間 t時 state 1 與 state 2 的無風險債券價格 )2()1( pp  然而我們欲證
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所以得到(A.16)，再根據 Lemma 1，得證(A.17)。 
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