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中文摘要  

基因或是標記在基因體上的全序關係對於大多數比較基因學的研究

是非常重要的。然而除了少數的模式基因體之外，大多數的基因體

尚未被完全的定序出來。目前的基因定位技術常常產生一些基因圖

譜，裡頭有好幾個基因或標記會被放在同一個位置，或者會因為解

析度不足的關係而遺失掉一些基因或標記，因此這些基因定位的技

術只能提供基因在圖譜的偏序關係而不是全序關係。所以近年來，

從一個偏序關係的基因體中推論出其全序關係的議題越來越受到關

注。在本篇論文中，我們研究所謂的最小斷點全序化問題，其目的

是要在一個偏序關係的基因體上找到一種可能的全序關係，使得該

基因體跟另一個參考的全序關係基因體的斷點距離為最小。過去的

研究已經證實了最小斷點全序化問題是 NP-hard，因此目前被提出的

非指數時間演算法只是一些啟發式的或近似的演算法。在這個研究

中，我們提出一個線性時間的貪婪演算法來解決一個最小斷點全序

化問題的特例，即在給定的偏序關係基因圖譜上沒有基因或標記被

遺失。  
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Abstract 

The total order of the genes or markers on a genome is very 

important for most comparative genomics studies. However, 

except for a few model genomes, most genomes have not been 

completely sequenced yet. Current genetic mapping techniques 

often generate gene maps that have several genes or markers at 

the same position and/or are missing some other genes due to 

the lack of resolution in maps. They thus only suffice to 

produce partial orders, rather than total orders, in the gene maps. 

Therefore, there has been a growing interest recently in 

inferring the total order of genes or markers on a genome whose 

genes or markers are ordered partially. In this thesis, we study 

the so-called minimum breakpoint linearization (MBL) problem, 

which is to find the total order of a partially ordered genome 

that minimizes its breakpoint distance to a reference genome 

whose genes are already totally ordered (i.e., a completely 

sequenced genome). It was previously showed to be NP-hard 
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and therefore the non-exponential time algorithms proposed 

currently are just heuristic or approximate. In this study, we 

present a greedy algorithm in O(n) running time for a special 

case of the MBL problem in which there are no missing genes 

in the given partially ordered gene maps. 
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Chapter1. 

Introduction 

在大多數的比較基因體學(comparative genomics)的研究中，基因

(gene)或是標記(marker)在基因體(genome)上的全序關係(total order)

是很重要的。但目前的基因定位技術所產生的基因圖譜(gene map)，

時常發生解析度的不足(不同的基因或標記在基因體上對映到相同的

位置)或是缺少基因上的資訊，導致目前還是有許多基因體尚未被完

全的定序出來，使得那些基因圖譜只能提供相關的偏序關係(partial 

order)而不是全序關係。舉例來說，Gramene database包含了米、玉蜀

黍、燕麥和其他穀類的許多偏序關係基因圖譜 [5]，即便將其中任一

穀類的偏序關的基因圖譜結合在一起的話，也只能產生出一個偏序

的關係，而不是全序的關係 [6] [7] [8]。   

近年來，從偏序關係的基因體上推論出全序關係的議題越來越

受到關注，使得原本基因體重組問題(genome rearrangement problem)

延伸出許多偏序關係上最佳化的問題。例如偏序關係的反轉距離問
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題(partial-order reversal distance problem) [4] [7] [8] 、最大共同區間

全序化問題(maximum common interval linearization problem) [1]、最

小斷點全序化問題(minimum breakpoint linearization problem) [1] [4]。 

這些從基因體重組問題所延伸出來的偏序關係最佳化問題，基

本的想法是在偏序關係的基因體上找到一種可能的全序關係，使得

該基因體跟另一個參考的全序或偏序基因體的基因體重組距離

(genome rearrangement distance) (例如，反轉距離或是斷點距離)為最

小。由於一個基因體經由不同的基因定位技術，可能得到一個以上

不同的偏序關係基因圖譜，因此上述的研究會將這不同的偏序關係

基因圖譜結合在一起，並利用所謂的有向非循環圖(directed acyclic 

graph， 簡稱 DAG)來表示。 

過去的研究已經證實了最小斷點全序化問題是 NP-hard [4]， 也

提出了一些啟發式演算法(heuristic algorithm) [4]或是近似解演算法

(approximation algorithm) [2]。在這個研究中，我們提出一個線性時

間(linear time)的貪婪演算法(greedy algorithm)來解決一個最小斷點

全序化問題的特例，即在給定的偏序關係基因圖譜上沒有基因或標

記被遺失。 
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Chapter2. 

Preliminaries 

Definition 2.1. 一個基因圖譜是由有序的區塊(block)所組成的，每個

區塊包含至少一個以上的基因，而基因所屬的區塊之間的次序，也

代表著不同區塊裡的基因的次序，但同一個區塊內的基因無次序之

分。 

Definition 2.2. 若一個區塊內只有一個基因，稱為平凡區塊(trivial 

block)。反之，稱為非平凡區塊(nontrivial block)。 

舉例來說，1 {2, 3} {4, 5} 6 代表各有兩個平凡跟非平凡區塊，且 1

在 2、3 之前，但是 2 跟 3 之間無次序之分。一個基因圖譜通常被有

向非循環圖所表示，圖上的點代表基因，有向邊所連接的基因分別

屬於相鄰的兩個區塊(Figure 2-1)，若兩個基因之間存在著有向邊或是

有向路徑，則表示兩個基因之間有次序關係。當一個基因體存在兩

個以上的基因圖譜時，通常可以透過遞移性(transitivity)去結合那些

基因圖譜，也可看成在那些有向非循環圖裡合併那些有向邊(邊集合
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化簡至最小)，進而得到更完整的偏序關係。然而在合併的過程中可

能會有循環的產生，意指發生衝突的情況，例如在一個基因圖譜中，

基因 a 在基因 b 之前，但在另一圖譜中基因 b 在基因 a 之前，在這

種情況下勢必無法找到一種合理的全序關係。因此有些循環必須被

破壞，例如重新排序或是從一些基因圖譜中刪除最小數量的基因，

使得衝突的關係被破壞。在本篇論文中，我們假設在基因圖譜中並

沒有衝突的情況發生。 

 

Figure 2-1. 兩個基因圖譜所組成的偏序關係基因體 π，L(π)是偏

序關係基因體得一種可能的全序關係。 
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設 π 是一個基因體，用 m 個基因圖譜來表示。那些基因圖譜將

會結合去建構出一個有向無循環圖，將表示為 DAG(π)，而這也表示

著一個由基因集合{1, 2, … , n}所組成的偏序關係的基因體 π。一個

DAG(π)的 L(π)表示 DAG(π)裡，由基因集合{1, 2, … , n}排列組合而

成的一種可能的全序關係。通常一個 DAG(π)存在多種可能的全序

化。設 Γ 為另一個基因體，由基因集合{1, 2, … , n}排列組合而成，

且基因之間是全序關係。不失一般性的，我們假設 Γ 是恆等排列

(identity permutation) 1 2 3 4 … n。一個基因對(gene pair)在 L(π)裡相

鄰，但不在 Γ 裡相鄰，則稱為 L(π)相對於 Γ 的斷點，而這些斷點的

總合即是 L(π)跟 Γ 之間的斷點距離，用 db(L(π), Γ)表示其斷點距離。

所謂的最小斷點全序化問題，如下 

最小斷點全序化問題(minimum breakpoint linearization problem) 

輸入: 一個由基因集合{1, 2, … , n}所組成的偏序關係為 P 的基因體

π。 

輸出: 偏序關係 P 一種可能的全序化 L(π)，使得 db(L(π), Γ)為最小。 

即是從一個偏序關係的基因體 π 中，找出一種可能的 L(π)，使得

db(L(π), Γ)為最小。 
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Chapter3. 

Methods 

Lemma 3.1. 若基因圖譜都沒有缺少的基因，則其結合後的有向無循

環圖，可用有序的區塊表示其次序，也可視為一個基因圖譜。 

Proof. 對任一結合後的有向無循環圖，若其對應的基因圖譜數有ｍ

個，欲證其正確性。對基因圖譜數做數學歸納法，若基因圖譜數等

於 1，成立。設基因圖譜數等於 m-1 時成立，欲證基因圖譜數為 m

時成立。由於基因圖譜數為 m-1 時成立，所以其 m-1 個基因圖譜會

成為一個結合後的有向無循環圖，並對應到一個基因圖譜，此時

m-(m-1)所剩餘的基因圖譜數跟結合後的有向無循環圖所對應的基

因圖譜數總合為 2，故需證明 m=2 時成立，用矛盾證法。欲證在結

合後的有向無循環圖裡任兩個不同區塊的基因，不存在次序關係為

錯。在結合後的有向無循環圖裡令兩個不同區塊的基因 x、y，則至

少存在一個基因圖譜使得 x、y 屬於不同的區塊，在該基因圖譜裡 x、

y 存在次序關係。由於結合後的有向無循環圖透過遞移性的方式結合
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所有基因圖譜的次序關係，則在結合後的有向無循環圖裡 x、y 也會

屬於不同的區塊且存在次序關係，矛盾。故基因圖譜數為 m 時成立。 

根據 Lemma 3.1 得知，若基因圖譜都沒有缺少的基因，合併後也可

視為一個基因圖譜。後續為了方便起見，對於基因圖譜的討論都是

基於沒有缺少的基因下去討論。 

一個基因對在 L(π)裡相鄰，但不在 Γ 裡相鄰，則稱為 L(π)相對

於 Γ 的斷點，所以當我們求最小的 db(L(π), Γ)時，問題等價於在 L(π)

跟 Γ 裡，找出最多共同的相鄰基因對(common adjacent gene pairs)。 

Definition 3. 可能的共同相鄰基因對(possible common adjacent gene 

pairs)的集合，是在 Γ 相鄰且在 DAG(π)裡相鄰或是沒有次序之分的

基因對所組成的。 

最小斷點全序化問題，存在一種以上可能的全序化 L(π)，使得

db(L(π), Γ)為最小(即共同的相鄰基因對最多)。 

Lemma 3.2. 對於最小斷點全序化問題，基因圖譜上若相鄰的兩個區

塊，不同時為非平凡區塊，且區塊跟區塊之間存在可能共同的相鄰

基因對。則此基因對必屬於某一組最佳解。 
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Proof. 設基因 x 屬於第 i 個區塊，基因 x+1 屬於 i+1 個區塊。不失

一般性令 i=1，第 i 個區塊為平凡區塊，第 i+1 個區塊為非平凡區塊，

且令一偏序關係基因體 π1，序列為 x […x+1…]…，(x, x+1)此基因對 

 任一組最佳解且最佳解的基因對為 k 個。設另一偏序關係基因體

π2除了第一個跟第二個區塊為 x x+1 外，其餘都跟 π1相同，且最多

的基因對為 j 個(Figure 3-1 a)。欲證 j = k，證 j < k 為矛盾。將 π1跟 π2

的 x+1 都移到序列最後的區塊+1，則 π1跟 π2基因排列相同(Figure 3-1 

b)，在這情況下，對 π1而言，最多的基因對為 k 或 k+1 或 k-1 個(例

如，移動 x+1 破壞了原本(x+1, x+2)這對基因對)，對 π2 而言，最多

的基因對為 j-1 或 j-2 個。又 j < k，所以不管 k = j-1 或 k = j-2 或 k-1 

= j-1 或 k-1 = j-2 或 k+1=j-1 或 k+1=j-2，矛盾。   

 

Figure 3-1. Lemma 3.2.說明圖 
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根據 Lemma 3.2 得知，基因圖譜上若相鄰的兩個區塊，不同時

為非平凡區塊，且區塊跟區塊之間存在可能共同的相鄰基因對，則

可選取該基因對，得到可能的最佳解。最小斷點全序化問題，由於

Lemma 3.1，可簡化為從單一基因圖譜上，找到一組可能的全序化

L(π)，使得 db(L(π), Γ)為最小。又根據 Lemma 3.2，最小斷點全序化

問題裡的基因圖譜(由平凡跟非平凡的區塊所組成的)將可以簡化為

只需考慮非平凡的區塊所組成的部分。 

Definition 4. 若存在連續的可能的共同相鄰基因對且個數為極大，則

稱之鏈(chain)。例如 i∙i+1，i+1∙i+2，…，i+k∙(i+k)+1。  

Lemma 3.3. 若一鏈包含三個以上的區塊(例如區塊為 i、i+1、i+2)，

且中間的區塊為非平凡區塊包含一個以上不屬於此鏈的基因，則在

最佳解中至少有一個基因對屬於此鏈，不能被選取(至少出現一個斷

點)。  

Proof. 令一鏈包含三個以上的區塊且中間的區塊為非平凡區塊包含

一個以上不屬於此鏈的基因 x，若在這個非平凡區塊上同時選取了此

鏈上的基因對，則 x 不論放哪都會造成矛盾。  

根據 Lemma 3.3 可以得知，在相同區塊內的共同相鄰基因對盡
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可能的越多越好。  

對於非平凡區塊跟非平凡區塊之間，可能的共同相鄰基因對可

視為一個點，而每個點都屬於一個階層，由左往右遞增，且每個點

都屬於某個集合，若兩個點包含同一個基因，且兩個點所屬的階層

相差一，則此兩個點為同一集合(Figure 3-2, 3-3)。同集合的點不能連

續在相鄰的階層被選取，且一個階層只能選取一個點，而對於同一

個階層，可能會出現多個點可以選擇，這時我們的演算法會根據優

先權的高低(Figure 3-3)，來決定被選取的點。有向邊只能從階層 i 連

往階層 j，對所有的 i、j 而言，1 <= i < j 且有向邊代表著所選的基

因對的順序性。非平凡區塊跟非平凡區塊之間選擇基因對的問題將

轉成圖型問題(directed k-partite graph)。 

 

Figure 3-2. 圖中 5 跟 6 已經確定了彼此之間的順序(同區塊內基因對

越多越好)。 
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Figure 3-3. 有向 K 分圖 

所以在經由 Lemma 3.1、Lemma 3.2、Lemma 3.3 我們的演算法

設計如下。 
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演算法  

輸入: 一個偏序關係為 P 的基因體 π。  

輸出: 相對於 P 的一種可能的全序化，該全序化跟恆等排列

之間的斷點距離為最小。 

開始  

在非平凡區塊裡，選取所有可能的共同相鄰基因對; 

由 第一個區塊開始 至 最後一個區塊  

若在區塊之間合法的可能的共同相鄰基因對的個數 

>=2  

若高優先權基因對個數>=1， 

任選一個高優先權基因對;  

其餘的，執行替代路徑;  

其餘的，直接選取可能的共同相鄰基因對;  

將所有選取的基因對依其選取的關係排列;  

剩餘未決定的基因就依其輸入順序決定其相對位置;  

結束  
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對於我們演算法的時間複雜度，由於在所有非平凡區塊裡，選

取所有可能的共同相鄰基因對(若存在基因 i 跟 i+1 屬於同一個區

塊，則選取該對基因對)，從 n 個基因的基因圖譜上由左到右檢視一

遍 O(n)。在區塊跟區塊之間選取可能的共同相鄰基因對的時間花費

有兩種情況，若不同時為非平凡區塊，則直接選取該對基因對。若

演算法 替代路徑 

輸入: 兩個以上優先權相同的基因對。 

輸出: 一個替代路徑。 

開始   

對每個優先權相同的基因對  

往右(階層遞增)找尋相對應的鏈; 

個別找出一個 階層為第一大與第二大的鏈; 

由 階層第二大的鏈的 tail 開始  

邊往左(階層變小)交替出現於階層前二大的鏈之間;  

直到 邊連接到輸入的那些基因對 

結束  
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同時為非平凡區塊，且存在多個可能的共同相鄰基因對，則以優先

權高低來判斷選取基因對 O(1)或執行替代路徑 O(n)。所以我們的演

算法總合的時間複雜度為 O(n)。 

Lemma 3.4. 我們的演算法在非平凡區塊所組成的序列中所找到的

為最佳解.  

Proof. 欲證最佳解在非平凡區塊所組成的序列中所找到的基因對的

個數大於我們的演算法所找到的基因對的個數為矛盾。  

若最佳解的基因對的個數大於我們的演算法所找到的基因對的

個數，則至少存在一個階層 i，最佳解有選到點，我們的演算法沒得

選。不失一般性，討論階層最小的那層。對於那層最佳解有選到的

點，有四種情況，該點可能是 single，head，body，tail。對於 single

跟 head 而言，由於是該集合裡階層最小的點，故不可能發生因為階

層 i-1 選了同集合的點而導致階層 i 的點不能選的情況。所以若只存

在一個點在階層 i， 若為 single 或 head 則我們的演算法必然會選。

對於 body 跟 tail 而言，有可能發生因為階層 i-1 選了同集合的點而

導致階層 i 的點不能選的情況。若發生上述情況，設階層 i-1 所選的

點為 gi-1 且屬於 Green 集合，而導致階層 i 不能選 gi，則又可分為兩

種情況。情況一，gi-1 屬於一個替代路徑(alternative path)且開始於階
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層 i-1 之前。情況二，其餘的情況。 

若為情況一，由於知道gi-1不是tail(因為gi存在)，且替代路徑最後

一個點必為tail，所以必存在一個不是gi的點在階層i可被我們的演算

法所選(Figure 3-4)。若為情況二，則討論在階層i-1是否存在其他不

是gi-1的點被最佳解所選。若不存在，則在此階層i-1我們的演算法將

會比最佳解多選一個點，即gi-1，又因為階層i是最佳解有選到點，而

我們沒有選到點的最小階層，所以從階層1到階層i我們的演算法所找

到的基因對的個數會等於最佳解的基因對的個數。若存在其他不是

gi-1的點被最佳解所選，不失一般性設該點屬於Purple集合，且該點有

四種可能，single，head，body，tail。若為single則我們的演算法在

階層i-1時會選擇優先權高的Purple的single點而不是Green的點，則

與”因為選了gi-1而導致gi不能選取”之前的假設矛盾。若為head或body

則表示必存在tail且該tail屬於階層j，j >= i，則在階層i勢必存在不是

gi的點可以被選取，則與”在階層i最佳解有選取基因對，而我們的演

算法沒得選”之前的假設矛盾。若pi-1為tail，則我們演算法會選擇優

先權高的Purple點，而不是gi-1 除非我們的演算法因為在階層i-2選了

Purple點，導致階層i-1無法在選Purple點，則用i-1代入之前的情況判

斷。情況一，pi-2屬於一個替代路徑且開始於階層i-2之前。情況二，

其餘的情況(Figure 3-5)。由於情況判斷時，情況一必為矛盾。情況二
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時，又有四種假設，其中只有Xk(X集合，k為當下情況判斷所輸入的

階層)為tail時不會矛盾，但若情況判斷式一直重複到階層1前都沒矛

盾時， 則在階層1時不存在點為tail，故” 至少存在一個階層 i，最

佳解有選到點，我們的演算法沒得選”這個假設矛盾，得證。 

 

Figure 3-4 
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Figure 3-5 
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Chapter4. 

Conclusions 

在本篇論文中，對於一個特殊的最小斷點距離問題，即提供偏序關

係的基因圖譜都沒有缺少基因或標記的話，我們提出了一個線性時

間的貪婪演算法來解決這個問題，同時也證明了這個演算法可以得

到最佳化的解。若利用其它不同的基因重組距離，如 SCJ (single cut or 

join) [3]，來取代斷點距離時，那麼本論文中所探討的特殊最小基因

重組距離問題是不是也能在多項式時間(polynomial time)內被解決將

是一個未來值得被研究的問題。 
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