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學生：陳智強                          指導教授：梁耀文 博士 

國立交通大學電控工程研究所 

 

 

摘       要 

 

 

本論文探討結合 T-S 模糊模型(T-S fuzzy model)與積分型順滑模控制

(integral type sliding mode)技術於主動式可靠度控制上的應用。由於使用

T-S 模糊模型來近似原始的非線性系統，此結合技術不但可以減輕即時計

算(online computation)的運算負擔，同時可使得閉迴路系統能夠擁有積分型

順滑模控制所擁有之優點，包含無迫近階段(reaching phase)以及其強健性。

此結合技術允許工程師可根據對於無干擾系統(nominal system)的性能要

求，事先地設計受干擾系統(uncertain system)之性能。在此設計下，即使某

些促動器發生故障的情形，控制任務仍然可被成功地完成且不需要即時的

外在支援。所提出之控制技術也被應用到衛星姿態控制上，最後，模擬結

果說明了結合技術之有效性。 
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ABSTRACT 

 

This paper studies the robust active reliable control issues via the 

combination of T-S fuzzy modeling and integral type sliding mode control 

(ISMC) techniques. The presented scheme retains the benefits of both the T-S 

fuzzy model and ISMC approaches. It not only alleviates the online 

computational burden, since it uses the T-S fuzzy model to approximate the 

original nonlinear system and most of the system parameters of the T-S fuzzy 

model can be offline computed, but also preserves the advantages of the ISMC 

schemes, including there is no reaching phase and robustness. One of those 

advantages is that the combined scheme is allowed to address the system 

performance in advance for uncertain system according to the engineer’s 

requirements for nominal system. Under the design, the control mission can be 

achieved successfully without prompt external support, even when some of the 

actuators fail to operate. The presented scheme is also applied to the attitude 

control of a spacecraft. Simulation results demonstrate the effectiveness of the 

proposed scheme. 
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第1章                                   

簡介 

 

 

1.1 研究背景與動機 

近年來，可靠度控制(reliable control)或容錯控制(fault tolerance control)的研

究已受到廣泛的關注，許多相關的研究也如雨後春筍般地被提出[1]-[10]，一般

來說，維修及保養服務無法即時地提供，這也使得可靠度控制變的至關重要。可

靠度控制主要的目的為設計一個適當的控制律使得閉迴路系統能夠忍受某些控

制元件不正常的運作，並且擁有可接受的系統性能以及保持其穩定度。現今已經

有許多設計可靠度控制的方法被提出，在這些方法包含了線性矩陣不等式法

(linear matrix inequality based approach)[6]，代數 Riccatti 方程式法(algebraic 

Riccatti equation based approach)[8]，互質分解法(coprime factorization approach)[9]，

Hamilton-Jacobi 法(Hamilton-Jacob based approach)[3][10]，順滑模控制法(sliding 

mode control based approach)[2][4][5]，而上述的這些方法中，只有 Hamilton-Jacobi

法與順滑模控制法是處理非線性系統的可靠度控制問題，但是 Hamilton-Jacobi

法的設計主要是一種最佳控制的技巧(optimal strategy)，其可靠度控制律的設計

不可避免地會與 Hamilton-Jacobi 方程式(Hamilton-Jacobi equation，HJ equation)

的解有關係，一般來說，Hamilton-Jacobi 方程式是難以求解的，雖然可透過冪級

數[11]的方法並使用計算機計算，可能可以降低求解的困難度，但其所得的解仍

然為近似解，且會因系統變得複雜而造成計算快負擔快速地增加；相對地，順滑

模控制法設計可靠度控制律時並不需要求解 Hamilton-Jacobi 方程式，且同時可
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保順滑模控制的優點[1][4][5]。另外，在可靠度控制的議題上，主要可分為兩種

設計方式，一種是被動式(passive)可靠度控制，另一種是主動式(active)可靠度控

制。被動式可靠度控制必須先劃分出不會故障和可能會故障的促動器(actuator)，

可是實際上在故障發生前我們是很難得知這方面的資訊的。而主動式可靠度控制

可以依靠錯誤偵測與診斷機制(fault detection and diagnosis，FDD)來監視故障的

發生，有鑑於此，在本論文中我們選用主動式可靠度控制為主，而之後所談論的

可靠度控制律設計皆是基於主動式可靠度控制設計。 

另外一方面，近年來模糊理論已經被認為其是用來設計控制系統時，一個很

有用的工具，近年來，許多應用也如雨後春筍般的被提出[12]-[23]，在這些研究

中，T-S 模糊模型法(T-S fuzzy modeling approach)引起了廣泛的關注，因為其擁

有下列優點：(1)觀念簡單；(2)容易建構；(3)准許離線(offline)的計算大部分系統

所使用到的參數；(4)可廣泛的近似原非線性系統(universal approximation)[1]，這

些優點使得 T-S 模糊模型特別的有用，尤其是被近似的非線性系統模型特別複雜

的時候更能顯其優點。而 T-S 模糊模型法的基本概念是利用多個線性化模型以權

重的方式來近似原來的非線性系統模型，經由對個別的線性模型設計控制律後，

再依權重組合來實現非線性模型所需要的控制律。雖然 T-S 模糊模型能夠有效的

近似原始非線性系統，但在近似的過程中會產生額外的模型誤差 (model 

uncertainties)，不過，我們使用 T-S 模糊模型來近似原始非線性系統時，對積分

型於順滑模控制與順滑模控制設計來說仍然會保有其各自的優點，而且，積分順

滑模控制比起順滑模控制來說，擁有著額外的優點，因此，基於上述 T-S 模糊模

型所擁有的優點，本論文選用 T-S 模糊模型來近似原始非線性系統，並利用積分

順滑模控制設計來進行控制器設計，藉此補償系統本身與 T-S 模糊模型近似所產

生的模型誤差，以及外在干擾，並進一步地與選用 T-S 模糊模型來近似原始非線

性系統且利用順滑模控制設計來進行控制器設計做比較，並討論與分析其兩種方

式下之系統的強健性(robustness)問題。 
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1.2 論文架構 

在本論文的第二章中，我們將會介紹順滑模控制理論和積分型順滑模控制理

論，並且同時介紹 T-S 模糊模型之建立方式與其概念。在第三章中，我們將會探

討以衛星姿態控制系統為例子，比較積分型順滑模控制與順滑模控制這兩種控制

方式的穩健性，以及二次成本函數的花費多寡，來驗證積分型順滑模控制的優點。

在第四章中，我們將積分型順滑模控制推廣到可靠度控制的問題，同時我以順滑

模可靠度控制作為與積分型順滑模可靠度控制比較的對象，在該章我們同樣地以

針對衛星姿態控制系統為主，比較兩個控制方式的穩健性與二次成本函數的花費，

並且討論積分型順滑模可靠度控制是否保有原來的其特性與優點。最後，第五章

我們提出結論與未來研究方向。 
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第2章                                   

順滑模控制與積分型順滑模控制簡介 

 

 

2.1 順滑模控制 

順滑模控制(sliding mode control，SMC)的特點在於，其利用不連續的控制輸

入，使得閉迴路系統軌跡最後會被限制在一個我們預先設計好的順滑面(sliding 

surface)上，而閉迴路系統的動態行為可由順滑面來規範。一般來說，順滑模控

制其擁有響應速度快、容易實現，以及對於模型不確定性(model uncertainties)或

外在干擾(external disturbances)具有強健性的優點[24]。順滑模控制的設計方式對

於不同型式下非線性系統而言，會有不同的設計方式[25][26]，因此，在此我們

選擇針對非線性系統於標準型(regular form)的順滑模控制設計做討論[26]。 

考慮非線性系統[26] 

ሶܠ                         ଵ =  (ଶܠ,ଵܠ)ୟ܎
ሶܠ       ଶ = (ଶܠ,ଵܠ)ୠ܎ + ܝ](ܠ)ܩ + (2.1) [܌

其中܎ୟ(૙) = ૙ ∈ ℝ୬，܎ୠ(૙) = ૙ ∈ ℝ୬，૙ ∈ ℝଶ୬即為其平衡點(equilibrium point)，ܠଵ ∈ ℝ୬，ܠଶ ∈ ℝ୬，ܠ = ,ଵ୘ܠ] ଶ୘]୘ܠ ∈ ℝଶ୬為系統狀態，ܝ ∈ ℝ୫為控制輸入，܎ୟ(ܠ) ∈ ℝ୬，܎ୠ(ܠ) ∈ ℝ୬與(ܠ)ܩ ∈ ℝ୬×୫皆為平滑函數，܌ ∈ ℝ୬代表匹配型(matched 

type)的系統之不確定性(uncertainties)或外在干擾(external disturbances)。根據[26]

可知，設計非線性系統的順滑模控制器可分為兩個步驟，步驟一為設計順滑面

(sliding surface)，使得當閉迴路系統軌跡被限制在順滑面上時會滿足閉迴路系統

為漸進穩定的要求；步驟二為設計順滑模控制律(sliding mode control law)ܝ =
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଴ܝ + ଵ，使得閉迴路系統軌在有限時間內接觸到我們預先設計的順滑面並保持ܝ

在順滑面上。 

 

假設 2.1： 

對任何的狀態ܠ ∈ ℝଶ୬，系統(2.1)的矩陣(ܠ)ܩ為列滿秩(full row rank)。 

 

假設 2.2： 

系統(2.1)滿足m ≥ n，亦即控制輸入ܝ ∈ ℝ୫的維度(dimension)大於等於系統狀態ܠଶ ∈ ℝ୮的維度。 

 

假設 ଶ‖܌(ܠ)ܩ‖ ：2.3 ≤ ,ܠ)ߢ t), ܠ∀ ∈ ℝଶ୬, ∀t ∈ ℝ，其中 ‖∙‖ଶ代表ℝଶ୬空間向量的 ℓଶ範數

(ℓଶ-norm)[27]，ߢ:ℝଶ୬ × ℝ → ℝ為一連續的非負函數。 

 

附註 2.1： 

雖然假設 2.1已經暗指了動態系統(2.1)滿足m ≥ n之條件，但我們仍建立假設 2.2，

因當動態系統(2.1)滿足假設 2.2 並且同時擁有假設 2.1，才能使得順滑模控制的

等效控制(equivalent control)存在[24]。 

 

‧步驟一：設計順滑面(sliding surface)	(ܠ)ܛ = ૙ 

考慮標準型式下的非線性系統(2.1)式，其前n階子系統(subsystem)為 

ሶܠ  ଵ = (2.2) (ଶܠ,ଵܠ)ୟ܎

透過步階迴歸(backstepping)的設計方式可知，我們可視ܠଶ為(2.2)式的控制輸入並

透過非線性控制的設計方式來設計ܠଶ，只要能夠設計出使得(2.2)式漸進穩定的控

制器(stabilizer)ܠଶ = 後，其中函數߶:ℝ୬(ଵܠ)߶	 → ℝ୬滿足߶(૙) = ૙，我們只需要

再設計原非線性系統(2.1)式的控制輸入ܝ使得ܠଶ − (ଵܠ)߶ = ૙成立，便可使得整
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體閉迴路系統為漸進穩定。根據以上所述，我們可令順滑面為 

(ܠ)ܛ  = ଶܠ − (ଵܠ)߶ = ૙ (2.3)

其中ܛ = ,ଵݏ] ଶݏ 	⋯ , ୬]୘，函數߶:ℝ୬ݏ → ℝ୬滿足߶(૙) = ૙，而設函數߶(ܠଵ)時僅需

考慮(2.1)式的其前n階子系統並透過ܠଶ = 使其為漸進穩定。當閉迴路系統(ଵܠ)߶

軌跡一直被保持在順滑面上(ܠ)ܛ = ૙時，我們可得ܠଶ = 則(2.1)式的前n階，(ଵܠ)߶
子系統(subsystem) 

ሶܠ  ଵ = (2.4) ((ଵܠ)߶,ଵܠ)ୟ܎

為漸進穩定(asymptotically stable)，亦即ܠଵ → ૙當t → ∞。而又(ܠ)ܛ = ଶܠ − (ଵܠ)߶ =૙，߶(૙) = ૙，故由ܠଵ → ૙當t → ∞，我們可得ܠଶ → ૙當t → ∞，亦即閉迴路系統

為漸進穩定(asymptotically stable)。 

 

‧步驟二：設計控制律 

 設計控制律之前，我們必須先設計好順滑面，在此我們假設已設計好順滑面

為 

(ܠ)ܛ  = ଶܠ − (ଵܠ)߶ = ૙ (2.5)

根據[26]可知，設計控制律，又可分為兩個子步驟，子步驟一為設計ܝ଴，子步驟

二為設計ܝଵ，而最後的順滑模控制律(sliding mode control law)ܝ = ଴ܝ + ଵ，我們ܝ

分別討論。 

 

‧子步驟一：(設計ܝ଴) 

設計ܝ଴時必須使得ܝ଴存在一項功能，即當我們不考慮匹配型的系統之不確

定性或外在干擾時，必須使得順滑面(ܠ)ܛ = ૙對於閉迴路系統為不變集合

(invariant set)[26]，即ܛ(ܠ(t଴)) = ૙，ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴，另外，我們將(2.5)式中

的順滑變數(sliding variable)	(ܠ)ܛ = ଶܠ − 對時間(ଵܠ)߶ t 取導函數(derivative)，並

將(2.1)式代入後可得順滑變數ܛ所對應的動態系統(sliding variable dynamic)為 
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(ܠ)ሶܛ  = − ଵܠ∂߶∂ ଶ൯ܠ,ଵܠୟ൫܎ + (ଶܠ,ଵܠ)ୠ܎ + ܝ](ܠ)ܩ + (2.6) [܌

ܝ所對應的動態系統(2.6)式在僅使用ܛ଴亦使得順滑變數ܝ = ，଴作為回授控制後ܝ

亦即ܝଵ = ૙，且不考慮雜訊項܌時，擁有原點ܛ = ૙為其平衡點(equilibrium point)。 

 而設計ܝ଴的方式為，先不理(2.6)式中未知其切確形式的雜訊項܌，並利用ܝ = ଴ܝ +  ଴為如下ܝ଴將(2.6)式中已知其切確形式的項刪除，即設計ܝଵ中的ܝ

଴ܝ  = (ܠ)ାܩ− ൤− ଵܠ∂߶∂ ଶ൯ܠ,ଵܠୟ൫܎ + ൨ (2.7)(ଶܠ,ଵܠ)ୠ܎

其中ܩା(ܠ) ∈ ℝ୫×୮為(ܠ)ܩ的廣義反矩陣(pseudo-inverse matrix)。我們已知(2.6)式

中的ܝ = ଴ܝ +  ଵ，因此我們將(2.7)式代入(2.6)式後可得ܝ

(ܠ)ሶܛ  = ଵܝ](ܠ)ܩ + (2.8) [܌

觀察(2.8)式可發現，如果我們僅使用ܝ = ଵܝ଴作為回授控制，亦即ܝ = ૙，且不考

慮雜訊項܌，則(2.8)式擁有ܛ = ૙為其平衡點。 

 

‧子步驟二：(設計ܝଵ) 

 我們已經完成設計ܝ଴了，現在我們考慮(2.8)式並假設ܛ(ܠ(t଴)) ≠ ૙而進行ܝଵ
之設計，而ܝଵ的功能為使得順滑變數ܛ在有限時間內趨近於ܛ = ૙，亦即閉迴路系

統軌跡有限時間接觸到順滑面。由假設 2.3 可知‖܌(ܠ)ܩ‖ଶ ≤ ,ܠ)ߢ t), ܠ∀ ∈ℝଶ୬, ∀t ∈ ℝ，我們可設計ܝଵ為 

ଵܝ  = ,ܠ)ߢ](ܠ)ାܩ− t) + (2.9) (ܛ)sgn[ߟ

其中sgn(ܛ) = ൣsgn(ݏଵ), sgn(ݏଶ)⋯ , sgn(ݏ୮)൧୘，ߟ > 0 ∈ ℝ為待設計的常數，因此，

我們將(2.9)式代入(2.8)式可得順滑變數ܛ所對應的閉迴路動態系統變為 

(ܠ)ሶܛ  = ,ܠ)ߢ]− t) + (ܛ)sgn[ߟ + ܌(ܠ)ܩ (2.10)

為了證明ܝଵ設計成(2.9)之可行性，我們透過 Lyapunov 理論，令(2.10)式的可能的

Lyapunov 函數(Lyapunov function candidate)為V = ଵଶ 則V對時間，ܛ܂ܛ t 的導函數

為 
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 Vሶ = ሶ (2.11)ܛ܂ܛ

我們將(2.10)式代入(2.11)式後可得 

 Vሶ = ሶܛ܂ܛ = (ܠ)ߢ]− + (ܛ)sgn܂ܛ[ߟ + (2.12) ܌(ܠ)ܩ܂ܛ

利用假設 2.3 與關係式܂ܛsgn(ܛ) = ଵݏ ∙ sgn(ݏଵ) + ୬ݏ⋯ ∙ sgn(ݏ୬) = |ଵݏ| + ⋯ |୬ݏ| ଵ‖ܛ‖	ଵ，以及向量範數(norm)不等式‖ܛ‖= ≥  ଶ，可將(2.12)式整理成如下‖ܛ‖

                 Vሶ = ሶܛ܂ܛ = (ܠ)ߢ]− + ଵ‖ܛ‖[ߟ +  ܌(ܠ)ܩ܂ܛ

                   ≤ (ܠ)ߢ]− + ଶ‖ܛ‖[ߟ +  ܌(ܠ)ܩ܂ܛ

                   ≤ (ܠ)ߢ]− + ଶ‖ܛ‖[ߟ +   ଶ‖܌(ܠ)ܩ‖ଶ‖ܛ‖

 ≤ (ܠ)ߢ]− + ଶ‖ܛ‖[ߟ + (ܠ)ߩଶ‖ܛ‖ = ଶ‖ܛ‖ߟ− (2.13)

其中我們利用了柯西 - 史瓦茲不等式 (Cauchy-Schwarz inequality) 來使得܌(ܠ)ܤ܂ܛ ≤ ଶ。推導至此，由(2.13)式以及‖܌(ܠ)ܩ‖ଶ‖ܛ‖ Lyapunov 理論可知，V = ଵଶ 為(2.10)式的一個ܛ܂ܛ Lyapunov 函數，且(2.8)式所表示的動態系統在控制律

(2.9)式的控制下，其閉迴路系統(2.10)式為漸進穩定(asymptotically stable)，亦即ܛ → ૙，當t → ∞，也就是說，針對(2.8)式來說每當順滑變數ܛ ≠ ૙，ܝଵ會使得ܛ → ૙。
實際上，V = ଵଶ 與V對時間ܛ܂ܛ t 的導函數可表示成 

 V = 12 ܛ܂ܛ = 12 ଶଶ (2.14)‖ܛ‖

 Vሶ = ddt V = 12 ddt (ଶଶ‖ܛ‖) = ଶ‖ܛ‖ ddt (2.15) (ଶ‖ܛ‖)

由(2.13)式，(2.14)式與(2.15)式與可知 

 Vሶ = ሶܛ܂ܛ = ଶ‖ܛ‖ ddt (ଶ‖ܛ‖) ≤ ଶ (2.16)‖ܛ‖ߟ−

也就是說 

 ddt (ଶ‖ܛ‖) ≤ (2.17) ߟ−

亦即‖ܛ‖ଶ沿著閉迴路系統軌跡對時間的變化率小於等於−ߟ，我們進一步將(2.17)

式整理可得 
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 න d‖ܛ‖ଶ = ଶ‖((t)ܠ)ܛ‖ − ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖ మ‖((଴)ܠ)ܛ‖మ‖((୲)ܠ)ܛ‖≥ න ୲ߟ−
଴ dt = t (2.18)ߟ−

故 

 0 ≤ ଶ‖((t)ܠ)ܛ‖ ≤ ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖ − t (2.19)ߟ

也就是說0 ≤ ଶ‖((t)ܠ)ܛ‖ ≤ 0當t = ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖ ⁄ߟ (有限值)，亦即‖ܛ(ܠ(t))‖ଶ必在有

限時間t = ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖ ⁄ߟ 之內收斂至零，也就是說在有限時間內ܛ → ૙，如圖 2.1

所示，同時，這也代表著閉迴路系統軌跡必在有限時間t = ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖ ⁄ߟ 內接觸

到順滑面上並保持在順滑面上。 

 由以上子步驟一與子步驟二，以及相關證明可知，最後的順滑模控制律為 

ܝ  = (ܠ)ାܩ− ൤− ଵܠ∂߶∂ ଶ൯ܠ,ଵܠୟ൫܎ + ଶ൯ܠ,ଵܠୠ൫܎ + (ܠ)ߢ] + ൨ (2.20)(ܛ)sgn[ߟ

 

附註 2.2： 

我們需要假設 2.1 來幫助我們完成控制律的設計，另外，我們已知ܝଵ (ܠ)ߢ](ܠ)ାܩ−= + ܛ且希望當，(ܛ)sgn[ߟ ≠ ૙時，ܝଵ必須發生作用將閉迴路系統軌跡

推向順滑面，因此，我們需要假設 2.1，即對任何的狀態ܠ ∈ ℝ୬矩陣(ܠ)ܩ為列滿

秩的條件，來使得對任何的狀態ܠ ∈ ℝ୬矩陣ܩା(ܠ)為行滿秩(full column rank)，進

一步使得當ܛ ≠ ૙時ܩା(ܠ)sgn(ܛ) ≠ ૙。 

 

圖  ଶ沿著閉迴路系統的軌跡對時間的響應‖((t)ܠ)ܛ‖ 2.1

 ଶ‖((t)ܠ)ܛ‖

slope = −ߟ 

ߟଶ‖((0)ܠ)ܛ‖  

t 

ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖
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2.2 積分型順滑模控制 

積分型順滑模控制(integral-type sliding mode control，ISMC)的概念與順滑模

態控制類似，兩者之間最顯著的差別在於，積分型順滑模控制的順滑面型式，可

被看成是閉迴路系統的軌跡與閉迴路未受干擾系統(nominal system)軌跡之間的

差，投影到某個選定的矩陣的值域空間(range space)[28]。雖然順滑模態控制擁有

其優點，但文獻上指出，在閉迴路系統軌跡向順滑面趨近但尚未接觸到順滑面的

迫近階段(reaching phase)時，其對於模型不確定性或外在干擾可能存在敏感的現

象[28]，因此，可能會造成閉迴路系統不穩定之現象，而因積分型順滑模控制特

殊的順滑面選取方式，使得其可保證閉迴路系統軌跡一開始就落於順滑面上，減

少了順滑模控制存在迫近階段的問題[29]。此外，積分型順滑模控制仍然保有順

滑模控制所擁有的優點，並且額外擁有如下優點：(1)當閉迴路系統軌跡被保持

在順滑面上時，其匹配型模型不確定性或干擾(matched type uncertainties or 

disturbances)會被完全的抑制；(2)順滑模控制其最大控制輸出最大值(maximum 

control magnitude)通常發生在迫近階段，因此積分型順滑模控制所需的控制輸出

最大值通常小於順滑模控制所需；(3)當系統只存在匹配型模型不確定性或干擾

時，則當閉迴路系統軌跡被保持在順滑面上時，其動態行為等同於未受干擾的閉

迴路無干擾系統(nominal system)之響應，因此我們擁有額外的控制器設計自由度

來對於無干擾系統進行設計，並且保證受干擾系統(uncertain system)能夠在控制

後，擁有相同的動態響應[29]。最後一項優點說明了，我們可透過對於無干擾系

統的設計，事先地對於受干擾系統的性能表現做約束，使得閉迴路受干擾系統擁

有我們所預期的性能表現。 

 接下來我們討論積分型順滑模控制的設計，考慮非線性系統[29] 

ሶܠ  = (ܠ)܎ + ܝ](ܠ)ܩ + (2.21) [܌

其中૙ ∈ ℝ୬為其平衡點(equilibrium point)，ܠ ∈ ℝ୬為系統狀態，ܝ ∈ ℝ୫為控制輸

入，(ܠ)܎ ∈ ℝ୬與(ܠ)ܩ ∈ ℝ୬×୫皆為平滑函數，܌ ∈ ℝ୫代表匹配型(matched type)
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的系統之不確定性(uncertainties)或外在干擾(external disturbances)。根據論文[29]

可知，設計非線性系統的積分型順滑模控制器可分為兩個步驟，步驟一為設計順

滑面(sliding surface)，當閉迴路系統軌跡被限制在順滑面上時其動態響應會等同

於閉迴路無干擾系統 (nominal system)之響應，並藉無干擾控制律 (nominal 

controller)	ܝ଴可使得閉迴路系統達到漸進穩定；步驟二為設計積分型順滑模控制

律(integral-type sliding mode control law)ܝ = ଴ܝ + ଵ，使得閉迴路系統軌會一直ܝ

被保持在順滑面上。 

 

假設 ଶ‖܌‖ ：2.4 ≤ ,ܠ)୫ߩ t), ܠ∀ ∈ ℝ୬, ∀t ∈ ℝ୬，其中ߩ୫:ℝ୬ × ℝ → ℝ為一連續的非負函數。 

 

假設 2.5： 

當m ≤ n時，存在ܦ ∈ ℝ୫×୬使得對任何的狀態ܠ ∈ ℝ୬矩陣	(ܠ)ܩܦ ∈ ℝ୫×୫為可逆

(invertible) ，當m > n時，存在 ܦ ∈ ℝ୬×୬ 使得對任何的狀態 ܠ ∈ ℝ୬ 矩陣	(ܠ)ܩܦ ∈ ℝ୬×୫為列滿秩(full row rank)。 

 

假設 2.6： 

存在一個無干擾控制律(nominal controller)	ܝ଴使得(2.21)式的無干擾系統(nominal 

system)ܠሶ = (ܠ)܎ +  。଴的控制下，原點為漸進穩定(asymptotically stable)ܝ在ܝ(ܠ)ܩ

 

附註 2.3： 

與 2.1 節所討論的順滑模控制不同，在此我們並不需要對動態系統(2.21)做m ≥ n
之假設，因為，儘管當m ≤ n時，只要系統(2.21)滿足假設 2.5，即可使得積分型

順滑模控制的等效控制(equivalent control)存在[29]，並且只要系統(2.21)滿足假設

2.6，即存在無干擾控制律ܝ଴使得ܠሶ = (ܠ)܎ + ଴為漸進穩定，後續理論推導ܝ(ܠ)ܩ

仍然成立且可行。 
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‧步驟一：設計順滑面(sliding surface)	(ܠ)ܛ = ૙ 

 考慮(2.21)式，順滑面被設計成[29] 

ܛ  = ܦ ቊܠ(t) − (t଴)ܠ − න ((τ)ܠ)܎] + ଴]୲ܝ((τ)ܠ)ܩ
୲బ dτቋ = ૙ (2.22)

其中ܦ滿足假設 2.5。我們可發現ܛ൫ܠ(t଴)൯ = ૙，即閉迴路系統軌跡一開始就會落

在順滑面上。 

 

‧步驟二：設計控制律 

設計控制律之前，我們必須先設計好順滑面，在此我們假設已設計好順滑面

如(2.22)式，而設計控制律，又可分為兩個子步驟，子步驟一為設計ܝ଴，子步驟

二為設計ܝଵ，而最後的積分型順滑模控制律(integral-type sliding mode control 

law)ܝ = ଴ܝ +  。ଵ，我們分別討論ܝ

 

‧子步驟一：(設計ܝ଴) 

設計ܝ଴時可針對(2.21)式的無干擾系統ܠሶ = (ܠ)܎ + 進行設計，且必須使ܝ(ܠ)ܩ

得ܝ଴要滿足假設 2.6，因此，對於ܝ଴存在著額外的設計自由度[29]。另外，與順

滑模控制一樣，ܝ଴也擁有當我們不考慮匹配型的系統之不確定性或外在干擾時，

使得順滑面(ܠ)ܛ = ૙對於閉迴路系統為不變集合(invariant set)的這項功能，即ܛ(ܠ(t଴)) = ૙，ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴，但我們設計ܝ଴並不需要把這項ܝ଴既有的功能

納入設計時所必須考慮的條件，而在順滑模控制時卻一定要納入設計ܝ଴時所考慮

的條件。我們將 (2.22) 式中的順滑變數 ܛ = ܦ ቄܠ(t) − (t଴)ܠ − ׬ ((τ)ܠ)܎] +୲୲బܩ(ܠ(τ))ܝ଴] dτቅ對時間 t 取導函數並將(2.21)式代入，再假設ܝ଴已經設計完成代入

(2.21)式了，則我們可得順滑變數ܛ所對應的動態系統為 

(ܠ)ሶܛ            = (ܠ)܎ܦ + ܝ(ܠ)ܩܦ + ܌(ܠ)ܩܦ − (ܠ)܎ܦ −  ଴ܝ(ܠ)ܩܦ
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      = ଴ܝ)(ܠ)ܩܦ + (ଵܝ + ܌(ܠ)ܩܦ −  ଴ܝ(ܠ)ܩܦ

      = ଵܝ(ܠ)ܩܦ + (2.23) ܌(ܠ)ܩܦ

觀察(2.23)式我們可發現，如果我們僅使用ܝ = ଵܝ଴作為回授控制，亦即ܝ = ૙，
且不可慮雜訊項܌時，則(2.23)式擁有ܛ = ૙為平衡點(equilibrium point)。 

 

‧子步驟二：(設計ܝଵ) 

 當我們針對(2.21)式的無干擾系統ܠሶ = (ܠ)܎ + ଴之設計後，接下ܝ完成了ܝ(ܠ)ܩ

來考慮(2.23)式，進行ܝଵ之設計。因為閉迴路系軌跡一開始就落在順滑面上，因

此ܝଵ的功能為每當順滑變數ܛ ≠ ૙，ܝଵ會使得ܛ → ૙，亦即閉迴路系統軌跡一但偏

離順滑面後，會立即趨近順滑面。由假設 2.3 可知‖܌‖ଶ ≤ ,ܠ)୫ߩ t), ܠ∀ ∈ ℝ୬, ∀t ∈ℝ，我們可設計ܝଵ為 

ଵܝ  = ۔ە
,ܠ)ߩ−ۓ t) ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ , if ܛ ≠ ૙૙						 , if ܛ = ૙	 (2.24)

其中ܠ)ߩ, t) > ,ܠ)୫ߩ t)。為了證明ܝଵ設計成(2.24)式之可行性，我們令在某個時間

瞬間(time instant)	ܛ ≠ ૙，並將(2.24)式代入(2.23)式可得順滑變數ܛ所對應的閉迴

路動態系統變為 

(ܠ)ሶܛ  = ,ܠ)ߩ− t)(ܠ)ܩܦ ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ +  ܌(ܠ)ܩܦ
(2.25)

透過 Lyapunov 理論，令(2.25)式的可能的 Lyapunov 函數(Lyapunov function 

candidate)為V = ଵଶ 則V對時間，ܛ܂ܛ t 的導函數為 

 Vሶ = ሶ (2.26)ܛ܂ܛ

將(2.25)式代入(2.26)式可得 

 Vሶ = ሶܛ܂ܛ = ,ܠ)ߩ− t)(ܠ)ܩܦ܂ܛ ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ +  ܌(ܠ)ܩܦ܂ܛ
(2.27)

利用假設 2.4 可將(2.27)式整理成如下 
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 	 	Vሶ = ሶܛ܂ܛ = ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶଶቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ +  ܌[(ܠ)ܩܦ܂ܛ]

                  ≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ + ቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ  ଶ‖܌‖

                  ≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ + ቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ ,ܠ)୫ߩ t) 
 	= ቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ ,ܠ)ߩ−] t) + ,ܠ)୫ߩ t)] < 0 (2.28)

其中我們利用了柯西 - 史瓦茲不等式 (Cauchy-Schwarz inequality) 來使得[(ܠ)ܩܦ܂ܛ]܌ ≤ ቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶ ∙ ଶ。推導至此，由(2.28)式與‖܌‖ Lyapunov 理論可

知，V = ଵଶ 為(2.25)式的一個ܛ܂ܛ Lyapunov 函數，且(2.23)式所表示的動態系統在

控制律(2.24)式的控制下，其閉迴路系統(2.25)式為漸進穩定(asymptotically stable)，

亦即ܛ → ૙，當t → ∞，也就是說，針對(2.23)式來說每當順滑變數ܛ ≠ ૙，ܝଵ會使

得ܛ → ૙，同時代表著閉迴路系統軌跡一但偏離順滑面後，會立即趨近順滑面，

但在此因為順滑面的設計型式所致，我們僅會得到ܛ(ܠ(t଴)) = ૙之值，故對(2.23)

式使用(2.24)式控制後的順滑變數ܛ所對應的閉迴路動態系統(2.25)式來說必成立ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴。 

由以上子步驟一與子步驟二，以及相關證明可知，最後的積分型順滑模控制

律為ܝ = ଴ܝ +  。ଵܝ

 

附註 2.4： 

接下來我們證明僅考慮系統存在匹配型模型不確定性或干擾，當閉迴路系統軌跡

被保持在順滑面上時，其動態行為會等同於未受干擾的閉迴路無干擾系統

(nominal system)之響應。設閉迴路系統軌跡被保持在順滑面，即ܛ(ܠ(t଴)) = ૙，ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴時，閉迴路系統ܠሶ = (ܠ)܎ + (t)ܠ的軌跡為ܝ(ܠ)ܩ =  而，(t)ୢܠ

ሶܛ  = ܝ](ୢܠ)ܩܦ + ܌ − [଴ܝ = ૙ (2.29)

其中(ୢܠ)ܤܦ為可逆或列滿秩，故必存在一解 
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୯ୣܝ  = ܌− + ଴ (2.30)ܝ

滿足(2.29)式，而ୣܝ୯稱為等效控制(equivalent control)，其為閉迴路系統軌跡被保

持在順滑面時所對應的等效控制律。我們把(2.30)式代入原始動態系統(2.21)式後

可得 

ሶܠ                ୢ = (ୢܠ)܎ + ଴ (2.31)ܝ(ୢܠ)ܩ

觀察(2.31)式，可發現其動態系統即為原始動態系統(2.21)使用ܝ଴控制後的閉迴路

無干擾系統，因此，當閉迴路系統軌跡被保持在順滑面上時，其動態行為確實等

同於未受干擾的閉迴路無干擾系統(nominal system)之響應。 

 

附註 2.5： 

我們需要假設 2.5 來幫助我們完成控制律的設計，並使得積分型順滑模控制的等

效 控 制 (equivalent control) 存 在 [29] ， 另 外 ， 我 們 已 知 當 ܛ ≠ ૙ 時ܝଵ = ,ܠ)ߩ− t) ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛ ቛ൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛቛଶൗ ，且希望當ܛ ≠ ૙時，ܝଵ必須發生作用將

閉迴路系統軌跡推向順滑面，因此，我們需要假設 2.5 來使得൫(ܠ)ܩܦ൯୘為可逆或

者行滿秩(full column rank)，進一步使得當ܛ ≠ ૙時൫(ܠ)ܩܦ൯୘ܛ ≠ ૙。 

 

 

2.3 T-S 模糊模型 

模糊控制是經由專家意見，資料庫的建立以及模糊推論機制的所合，並借由

IF-THEN 規則來取代傳統的控制方式，此種控制技術是將 Zadeh 教授於 1965 年

提出的模糊集合理論應用到控制領域的先進技術。由於模糊控制通常不需要精確

的數學模型，且模糊系統的規則庫一但建立之後，部分的系統，可經由查表(table 

lookup)的方式來進行控制。因此，這種控制技術通常可以有效地縮短計算時間。

此外，模糊控制也具有極佳的適應性[30]，強健性[31]以及容錯性[1]，所以不少
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傳統控制無法達到的優異效果，卻可以藉由模糊控制的經驗法則來達成。在 1987

年7月開始營運的日本仙台市地下鐵路系統便是應用模糊控制技術來進行管制，

將列車的運行規畫成為自動化控制系統。此外，目前市面上已經有許多電子電機

產品已應用了模糊控制的相關技術。雖然模糊控制的應用已經受到高度的重視，

然而，長久以來，模糊控制最受人質疑的便是其穩定度的問題，近年來隨著解決

非線性系統之理論與技術的快速成長與累積，提供給模糊控制很好的理論基礎。

由 Takagi 與 Sugeno 所提出的 T-S 模糊控制模型是利用多個線性化模型以權重的

方式來近似原來的非線性系統，並以 Lyapunov 函數(Lyapunov function)的處理方

式來建立模糊控制系統穩定度分析之基礎。在原非線性系經由 T-S 模糊控制系統

近似後，可再利用平行分散式補償器(parallel distributed compensation，PDC)的觀

念來設計控制器與估測器，最後，穩定度分析的問題可轉換成線性矩陣不等式

(linear matrix inequality，LMI)的形式進行分析。 

T-S 模糊模型有時候也被稱為 T-S-K 糊模模型(Takagi-Sugeno-Kang fuzzy 

model)。由於一開始的模糊模型是由 Takagi 與 Sugeno 所提出，後來，Sugeno 與

Kang 則繼續在關於模糊模型判別的研究上發揚光大。在此論文中，我們統稱其

為 T-S 模糊模型(Takagi-Sugeno fuzzy model)。T-S 模糊模型的主要原理是利用多

個線性化模型以權重的方式來近似原來的非線性系統模型，經由對個別的線性模

型設計控制律後，再依權重組合來實現非線性模型所需要的控制律。因此，T-S

模糊模型適合用來近似非線性模型[31]。近年來 T-S 模糊模型的應用已廣泛受到

重視，如 Tanaka 與 Wang[31]已成功地將 T-S 模糊模型的控制方法應用於聯結車

輛的倒車入庫控制法則設計；Chen 等人[32]藉由 T-S 模糊模型對於非線性動態系

統做模糊追蹤控制設計；Su等人[33]提出新的穩健T-S模糊模型化的方法；Lee [34] 

等人對於仿設的(affine) T-S 模糊控制系統提出了護何補償控制的方法；Wang[35] 

等人設計 T-S 模糊模型的模糊回授控制器來穩定不確定之模糊時間延遲系統，並

應於連續攪動槽反應器模型(continuous stirred tank reactor，CSTR)。 

T-S 模糊模型擁有以下優點：(1)觀念簡單；(2)容易建構；(3)准許離線(offline)
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的計算大部分系統所使用到的參數；(4)可廣泛的近似原非線性系統(universal 

approximation)[1]，這些優點使得 T-S 模糊模型特別的有用，尤其是被近似的非

線性系統模型特別複雜的時候更能顯其優點。 

 T-S 模糊模型的狀態空間表示法可分成連續時間系統(continuous-time fuzzy 

system，CFS)以及離散時間系統(discrete-time fuzzy system，DFS)，分別如下： 

‧連續時間模糊系統(continuous-time fuzzy system，CFS)： 

 我們考慮第 i 條規則時，其規則被表示成 

           IF	eଵ(t)	is	M୧ଵ	and	⋯and	e୮(t)	is	M୧୮ THEN	 ൜ܠሶ (t) = (t)ܠ୧ܣ + (t)ܡ(t)ܝ୧ܤ = i         																		(t)ܠ୧ܥ = 1, 2, 3, … , r 
其中eଵ(t), eଶ(t),⋯ , e୮(t)為前鑑步變數(premise variable)，e୧(t)可以是狀態空間的

函數、外部干擾或者是時間，M୧୮為歸屬函數(membership function)數，ܠ(t)為系

統狀態，ܡ(t)與ܝ(t)分別系統的輸出與控制輸入，ܣ୧、ܤ୧與ܥ୧分別為該條規則相對

應的線性模型， p 為前鑑步變數的數目， r 為規則數目，而整個 T-S 模糊模型

則表示成 				 ሶܠ		 (t) = ∑ (t)ܠ୧ܣ]൯(t)܍୧൫ݓ + ୰୧ୀଵ[(t)ܝ୧ܤ ∑ ൯୰୧ୀଵ(t)܍୧൫ݓ  

                    = ∑ ℎ୧୰୧ୀଵ (t)ܠ୧ܣ]((t)܍) + (2.32) [(t)ܝ୧ܤ

																																	 (t)ܡ			 = ∑ ∑୰୧ୀଵ(t)ܠ୧ܥ൯(t)܍୧൫ݓ ൯୰୧ୀଵ(t)܍୧൫ݓ  

                    = ∑ ℎ୧୰୧ୀଵ (2.33) (t)ܠ୧ܥ((t)܍)

其 中 (t)܍ = ൣeଵ(t)	eଶ(t)	⋯	e୮(t)൧ ， ൯(t)܍୧൫ݓ = ∏ M୧୨(܍(t))୮୨ୀଵ 和 ℎ୧൫܍(t)൯ =௪౟൫܍(୲)൯∑ ௪౟൫܍(୲)൯౨౟సభ 。 

‧離散時間模糊系統(discrete-time fuzzy system，DFS)： 

 我們考慮第 i 條規則時，其規則被表示成 

           IF	eଵ(t)	is	M୧ଵ	and	⋯and	e୮(t)	is	M୧୮ 
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   THEN	 ൜ܠ(t + 1) = (t)ܠ୧ܣ + (t)ܡ(t)ܝ୧ܤ = 																		(t)ܠ୧ܥ          i = 1, 2, 3, … , r 
其中相關參數都與連續系統相同，而整個 T-S 模糊模型則表示成 		ܠ(t + 1) = ∑ (t)ܠ୧ܣ]൯(t)܍୧൫ݓ + ୰୧ୀଵ[(t)ܝ୧ܤ ∑ ൯୰୧ୀଵ(t)܍୧൫ݓ  

             = ∑ ℎ୧୰୧ୀଵ (t)ܠ୧ܣ]((t)܍) + (2.34) [(t)ܝ୧ܤ

																																	 (t)ܡ			 = ∑ ∑୰୧ୀଵ(t)ܠ୧ܥ൯(t)܍୧൫ݓ ൯୰୧ୀଵ(t)܍୧൫ݓ  

             = ∑ ℎ୧୰୧ୀଵ (2.35) (t)ܠ୧ܥ((t)܍)

 平行分配補償(parallel distributed compensation，PDC)的設計概念如圖 2.2 所

示。其每一條控制規則都是使用相對應於 T-S 模糊模型的規則來做分配式地設計，

模糊控制器與模糊模型共用相同的模糊集。由於模糊模型的每一條規則被一個線

性動態系統所描述，線性控制理論可以被用來設計模糊控制器的部分，所設計出

來的整個模糊控制器一般而言為非線性的，其可以藉由個別的線性控制器經由模

糊混合(fuzzy blending)而完成。模糊控制器的規則可以用平行分配補償來設計如

下： 

 我們考慮第 i 條規則時，其規則被表示成 

         IF	eଵ(t)	is	M୧ଵ	and	⋯and	e୮(t)	is	M୧୮ 

 THEN	ܝ(t) = i         (t)ܠ୧ܭ− = 1, 2, 3, … , r 
而最後整個模糊控制器則表示成 		ܝ(t) = −∑ ∑୰୧ୀଵ(t)ܠ୧ܭ൯(t)܍୧൫ݓ ൯୰୧ୀଵ(t)܍୧൫ݓ  

               = −∑ ℎ୧୰୧ୀଵ (2.36) (t)ܠ୧ܭ((t)܍)

 系統穩定度一直是控制系統最重要的性能指標之一，近年已有許多探討模糊

控制系統穩定度的文獻被發表([31]及其參考文獻)，為了探討模糊控制系統的穩

定度，我們將模糊控制器(2.36)分別帶入連續與離散時間模糊系統(2.32)式與(2.34)

式，可得閉迴路模糊控制系統如下： 
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‧閉迴路連續時間模糊系統： 

ሶ(t)ܠ             = ∑ ∑ ℎ୧(܍(t))୰୨ୀଵ ℎ୨୰୧ୀଵ ୧ܣൣ((t)܍) − (2.37) (t)ܠ୨൧ܭ୧ܤ

‧閉迴路離散時間模糊系統： 

t)ܠ            + 1) = ∑ ∑ ℎ୧(܍(t))୰୨ୀଵ ℎ୨୰୧ୀଵ ୧ܣൣ((t)܍) − (2.38) (t)ܠ୨൧ܭ୧ܤ

定義G୧୨ = ୧ܣ − ୨，根據[31]我們可知有關於連續時間與離散時間模糊控制系統ܭ୧ܤ

的穩定度定理，在此將其列為引理如下列所示： 

 

引理 2.1：(連續時間模糊系統) 

若存在矩陣ܲ > 0使得 

          G୧୧୘ܲ + ܲG୧୧ < 0 (2.39)

          ൬G୧୨ + G୨୧2 ൰୘ ܲ + ܲ ൬G୧୨ + G୨୧2 ൰ ≤ 0 (2.40)

成立，其中i < j ≤ r使得ℎ୧ × ℎ୨ ≠ 0，則閉迴路連續時間模糊系統(2.37)式的平衡

點૙為全域漸進穩定(globally asymptotically stable)。 

 

引理 2.2：(離散時間模糊系統) 

若存在矩陣ܲ > 0使得 

          G୧୧୘ܲG୧୧ + ܲ < 0 (2.41)

          ൬G୧୨ + G୨୧2 ൰୘ ܲ ൬G୧୨ + G୨୧2 ൰ + ܲ ≤ 0 (2.42)

成立，其中i < j ≤ r，使得ℎ୧ × ℎ୨ ≠ 0，則閉迴路連續時間模糊系統(2.38)式的平

衡點૙為全域漸進穩定(globally asymptotically stable)。 

 

推論 2.1： 

假設ܤଵ = ଶܤ = ⋯ = ୰，則若存在矩陣ܲܤ > 0使得(2.41)式成立，其中i ≤ r，則閉

迴路連續時間模糊系統 (2.37) 式的平衡點 ૙為全域漸進穩定 (globally 

asymptotically stable)。 
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推論 2.2： 

假設ܤଵ = ଶܤ = ⋯ = ୰，則若存在矩陣ܲܤ > 0使得(2.42)式成立，其中i ≤ r，則閉

迴路連續時間模糊系統 (2.38) 式的平衡點 ૙為全域漸進穩定 (globally 

asymptotically stable)。 

利用上述定理與推論，我們可透過線性矩陣不等式(linear matrix inequality，

LMI)的求解工具，如 MATLAB LMI 工具箱(MATLAB LMI tool box)來對矩陣ܲ進
行求解，以確保模糊控制系統的穩定性。 

 

 

 

圖 2.2 平行分配補償器設計概念 

 

 

 

 

 

模糊模型 

規則 r 

⋮ 
規則 2 

規則 1 

規則 r 

⋮ 
規則 2 

規則 1 

線性控制器設計技術 

⋯ 

模糊控制器 



 

21 

第3章                                   

衛星姿態穩健性控制之應用 

 

 

順滑模控制由於能夠有效地消除系統擾動使得系統穩定，以及其容易實現，

響應速度快等優點，因此經常被拿來作為穩健性控制的控制設計方法。雖然順滑

模控能夠有效地達到穩健控制的目的[5]，並且擁有如 2.1 節所提及的優點，但文

獻上指出，在閉迴路系統軌跡向順滑面趨近但尚未接觸到順滑面的迫近階段

(reaching phase)時，其對於模型不確定性或外在干擾可能存在敏感的現象[28]，

因此，可能會造成閉迴路系統不穩定之現象，而因積分型順滑模控制特殊的順滑

面選取方式，使得其可保證閉迴路系統軌跡一開始就落於順滑面上，因此減少了

順滑模控制存在迫近階段的問題[29]，另外，積分型順滑模控制仍然保有順滑模

控制所擁有的優點，並且額外擁有許多如 2.2 節所提及的優點，其中，當系統僅

含有匹配型干擾時，我們可直接地透過對於無干擾系統的設計，事先地對於受干

擾系統的性能表現做設計，且使得閉迴路受干擾系統擁有我們所預期的性能表現，

因此，我們可透過各種我們希望的控制律設計方式，如最佳控制(optimal control)

等，來針對無干擾系統做設計，並使得閉迴路受干擾系統保有某種程度的最佳化

性質(optimality)。  

另外一方面，近年來模糊理論已經被認為其是用來設計控制系統時，一個很

有用的工具，近年來，許多應用也如雨後春筍般的被提出[12]-[23]，在這些研究

中，T-S 模糊模型法(T-S fuzzy modeling approach)引起了廣泛的關注，因為其擁

有下列優點：(1)觀念簡單；(2)容易建構；(3)准許離線(offline)的計算大部分系統

所使用到的參數；(4)可廣泛的近似原非線性系統(universal approximation)[31]，
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這些優點使得 T-S 模糊模型特別的有用，尤其是被近似的非線性系統模型特別複

雜的時候更能顯其優點。而 T-S 模糊模型法的基本概念是利用多個線性化模型以

權重的方式來近似原來的非線性系統模型，經由對個別的線性模型設計控制律後，

再依權重組合來實現非線性模型所需要的控制律。雖然 T-S 模糊模型能夠有效的

近似原始非線性系統，但在近似的過程中會產生額外的模型誤差 (model 

uncertainties)，不過，我們使用 T-S 模糊模型來近似原始非線性系統時，對積分

型於順滑模控制與順滑模控制設計來說仍然會保有其各自的優點，而且，積分順

滑模控制比起順滑模控制來說，擁有著額外的優點，因此，基於上述 T-S 模糊模

型所擁有的優點，本論文選用 T-S 模糊模型來近似原始非線性系統，並利用積分

順滑模控制設計來進行控制器設計，藉此補償系統本身與 T-S 模糊模型近似所產

生的模型誤差，以及外在干擾，並進一步地與選用 T-S 模糊模型來近似原始非線

性系統且利用順滑模控制設計來進行控制器設計做比較，並討論與分析其兩種方

式下之系統的強健性(robustness)問題。 

在本章中，我們將在 3.1 節定義所探討的系統，以及控制目標，接著，在 3.2

節中，我們將敘述如何建立 T-S 模糊模型，而在 3.3 節我們討論如何利用第 2 章

中所提到的順滑模控制與積分型順滑模控制兩種控制方式，來進行控制律設計，

最後 3.4 節，我們以衛星姿態控制的模型為例子來進行模擬，並討論分析兩種控

制律的模擬結果。 

 

 

3.1 問題描述 

我們考慮下列非線性二階控制系統(second-order nonlinear control system)如

下 

ሶܠ                         ଵ =  ଶܠ
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ሶܠ       ଶ = (ܠ)܎ + ܝ](ܠ)ܩ + (3.1) [܌

其中ܠଵ ∈ ℝ୬，ܠଶ ∈ ℝ୬，ܠ = ,ଵ୘ܠ] ଶ୘]୘ܠ ∈ ℝଶ୬為系統狀態，ܝ ∈ ℝ୫為控制輸入，(ܠ)܎ ∈ ℝ୬以及(ܠ)ܩ ∈ ℝ୬×୫皆為平滑函數，܌ ∈ ℝ୫代表匹配型(matched type)的系

統之不確定性(uncertainties)或外在干擾(external disturbances)，܎(૙) = ૙ ∈ ℝ୬，即૙ ∈ ℝଶ୬為其平衡點(equilibrium point)。為了幫助討論，我們需要下列引理，同時

我們考慮系統擁有下列假設。 

 

引理 3.1：[36]  

令ܳଵ ∈ ℝ୬×୫，ܳଶ ∈ ℝ୬×୫為兩個矩陣其中rank(ܳଵ) = n，則 

(i) ‖ܳଵ‖ଶ =  ୫ୟ୶(ܳଵ)ߪ
(ii) ‖ܳଵା‖ଶ = ฮܳଵ୘(ܳଵܳଵ୘)ିଵฮଶ = 1 ⁄୫୧୬(ܳଵ)ߪ  

(iii) ߪ୫୧୬(ܳଵ + ܳଶ) ≥ ୫୧୬(ܳଵ)ߪ −  ୫ୟ୶(ܳଶ)ߪ
其中ߪ୫ୟ୶(∙)，ߪ୫୧୬(∙)與(∙)ା分別代表矩陣的最大奇異值(maximum singular value)，

最小奇異值(minimum singular value)與廣義反矩陣(pseudo-inverse matrix)。 

 

假設 3.1： 

對任何的狀態ܠ ∈ ℝଶ୬，系統 (3.1)的矩陣(ܠ)ܩ為列滿秩 (full row rank)，且ߪ୫୧୬൫(ܠ)ܩ൯ = ݇଴ > 0。 

 

假設 3.2： 

系統(3.1)滿足m ≥ n，亦即控制輸入ܝ ∈ ℝ୫的維度(dimension)大於等於系統狀態ܠଶ ∈ ℝ୬的維度。 

 

附註 3.1： 

雖然假設 3.1已經暗指了動態系統(3.1)滿足m ≥ n之條件，但我們仍建立假設 3.2，
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因當動態系統(3.1)滿足假設 3.2 並且同時擁有假設 3.1，才能使得後續我們將會

在 3.3.1 節討論利用 T-S 模糊模型近似動態系統(3.1)式後的順滑模控制設計的等

效控制(equivalent control)存在[24]，並且，此條件也會是之後在 3.3.2 節討論利用

T-S 模糊模型近似動態系統(3.1)式後的積分型順滑模控制設計時，能夠使得我們

成功設計控制器的關鍵條件。 

 

 在本章中我們主要的目的為，比較基於 T-S 模糊模型下之順滑模控制與基於

T-S 模糊模型下之積分型順滑模控制兩者，在系統存在系統不確定性以及外在干

擾的狀況下，是否能夠使得閉迴路系統達到穩定，並且透過特定的性能指標，來

分析比較其兩者之性能。 

 

 

3.2 建立 T-S 模糊模型 

在我們建立 T-S 模糊模型來近似原非線性系統(3.1)式之前，我們將原非線性

系統(3.1)式的漂移項(drift term)(ܠ)܎以及控制矩陣(ܠ)ܩ化成下列型式 

(ܠ)܎  = (3.2) ܠ(ܠ)ܣ

(ܠ)ܩ  = (3.3) (ܠ)ܤ

接著，選取 p 個操作點ܠ୧଴, i = 1,⋯ , p，其中操作點與其各數 p 可由我們自己決定，

且操作點的數目即為建立 T-S 模糊模型時的規則數目。我們把各個操作點代入(ܠ)ܣ和(ܠ)ܤ後可得各個操作點所對應之線性系統的系統矩陣如下 

౟బ൯ܠห൫(ܠ)ܣ  = ,୧ܣ i = 1,⋯ , p (3.4)

౟బ൯ܠห൫(ܠ)ܤ  = ,୧ܤ i = 1,⋯ , p (3.5)

最後，若我們使用 p 條規則建立 T-S 模糊模型並用其來近似原非線性系統時，則

可把 T-S 模糊模型表示成 
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ሶܠ                         ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = ∑ ୮୧ୀଵܠ୧ܣ](ܠ)୧ߙ + (3.6) [ܝ୧ܤ

其中ߙ୧(ܠ)為權重(weighting)其滿足∑ ୮୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ = 1且ߙ୧(ܠ) ≥ 0，因此，最後我們利

用 T-S 模糊模型近似原非線性系統(3.1)式後的動態系統模型可表示成 

ሶܠ                     ଵ =  ଶܠ

ሶܠ   ଶ = (ܠ)ܣ + ܎∆ + (ܠ)ܤ] + ܝ)[ܤ∆ + (3.7) (܌

其中(ܠ)ܣ = ∑ ୮୧ୀଵܠ୧ܣ(ܠ)୧ߙ (ܠ)ܤ， = ∑ ୮୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ ܎∆，୧ܤ = (ܠ)܎ − ∑ ୮୧ୀଵܠ୧ܣ(ܠ)୧ߙ ܤ∆， = (ܠ)ܩ − ∑ ୮୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ 為利用ܤ∆與܎∆୧，而ܤ T-S 模糊模型來近似原非線性系統

(3.1)式時所產生的額外模型誤差。 

另外，根據[31]可知 T-S 模糊模型可任意的近似原始的非線性系統，即在我

們所考慮的近似誤差範圍下，對應的可找到一 T-S 模糊模型並用它來近似原始的

非線性系統時，所產生的近似誤差會在我們所考慮的範圍內，因此我們可引入下

列假設。 

 

假設 3.3： 

設存在常數݇ > 0，其中݇ < ௞బଶ，使得‖∆ܤ‖ଶ ≤ ݇，而݇଴為假設 3.1 所定義之值。 

 

由假設 3.1 可知對任何的狀態ܠ ∈ ℝଶ୬成立	ߪ୫୧୬൫(ܠ)ܩ൯ = ݇଴ > 0，再由假設

3.3 以及引理 3.1，我們可得ߪ୫୧୬((ܠ)ܤ) = (ܠ)ܩ)୫୧୬ߪ − (ܤ∆ ≥ ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ ଶ‖ܤ∆−‖− = ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ − ଶ‖ܤ∆‖ = ݇଴ − ଶ‖ܤ∆‖ ≥ ௞బଶ > 0， 因 此 ， rank((ܠ)ܤ ∈ℝ୬×୫) = n，亦即(ܠ)ܤ為列滿秩。 
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3.3 控制律設計 

3.3.1 順滑模控制律設計 

考慮利用 T-S 模糊模型近似原非線性系統後的動態系統(3.7)式，透過 2.1 節

所談論的順滑模控制設計方式可知，首先需要設計順滑面，使得閉迴路系統軌跡

一直被保持在順滑面上時，會因為順滑面的特性造成閉迴路系統為漸進穩定。參

考[1][5]，在此我們設計順滑面為 

ܛ  = ଶܠ ଵܠܯ+ = ૙ (3.8)

其中ܯ = ݀݅ܽ݃{݉ଵ,݉ଶ,⋯ ,݉୬} ∈ ℝ୬×୬為正定矩陣(positive definite matrix)，根據

2.1 節的討論我們可知，߶(ܠଵ) = ଵ且߶(૙)ܠܯ− = ૙。觀察(3.8)式可知，當閉迴路

系統軌跡一直被保持在順滑面上ܛ = ૙時，我們可得ܠଶ = (ଵܠ)߶ = ଵ，則(3.7)ܠܯ

式的前 n 階子系統 

ሶܠ  ଵ = ଶܠ = ଵ (3.9)ܠܯ−

為漸進穩定，亦即ܠଵ → ૙當t → ∞。而又ܛ = ଶܠ + ଵܠܯ = ૙，故由ܠଵ → ૙當t → ∞，

我們可得ܠଶ → ૙當t → ∞，亦即閉迴路系統為漸進穩定。 

接著設計順滑模控制律(sliding mode control law)ܝ = ଴ܝ + ଵ，使得閉迴路系ܝ

統軌在有限時間內接觸到我們預先設計的順滑面並保持在順滑面上。首先我們將

(3.8)式中的順滑變數ܛ = ଶܠ ଵ對時間ܠܯ+ t 取導函數並將(3.7)式代入後可得順滑

變數ܛ所對應的動態系統為 

ሶܛ  = (ܠ)ܣ + ܎∆ + (ܠ)ܤ] + ܝ)[ܤ∆ + (܌ + ଶ (3.10)ܠܯ

從 3.2 節的討論我們知道(ܠ)ܤ為列滿秩，根據 2.1 節我們可設計順滑模控制律ܝ = ଴ܝ +  ଴為ܝଵ中的ܝ

଴ܝ  = ଶܠܯ](ܠ)ାܤ− + (3.11) [(ܠ)ܣ

我們已知(3.10)中的ܝ = ଴ܝ +  ଵ，因此我們將(3.11)代入(3.10)式可得ܝ

ሶܛ  = (ܠ)ܤ] + ଵܝ[ܤ∆ + ∆୫ (3.12)
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其中∆୫= ܎∆ + ܌(ܠ)ܤ + ଴ܝܤ∆ + 為了完成控制律之設計，我們引進下列假。܌ܤ∆

設。 

 

假設 3.4： ‖∆୫‖ଶ ≤ ,ܠ)ଵߩ t), ܠ∀ ∈ ℝଶ୬, ∀t ∈ ℝ，	ߩଵ: ℝଶ୬ × ℝ → ℝ為一連續的非負函數。 

 

雖然假設 3.4 的不等式當中需要ܝ଴的資訊，但因‖∆܎‖ଶ與‖∆ܤ‖ଶ的上界(upper 

bound)可離線估測(offline estimation)，並且我們也可以估計干擾的上界‖܌‖ଶ，因

此當計算完ܝ଴後我們便可獲得ߩଵ(ܠ, t)之值。 

 同樣地，根據 2.1 節之討論，假設ܛ(ܠ(t଴)) ≠ ૙，我們可設計順滑模控制律ܝ = ଴ܝ +  ଵ為下列所示ܝଵ中的ܝ

ଵܝ  = ,ܠ)ߤ− t)ܤା(ܠ)sgn(ܛ) (3.13)

其中ܠ)ߤ, t) ≥ ௞బି௞௞బି(ଵା√୬)௞ ߟ] + ,ܠ)ଵߩ t)]，sgn(ܛ) = [sgn(ݏଵ), sgn(ݏଶ)⋯ , sgn(ݏ୬)]୘，ߟ > 0 ∈ ℝ為待設計的常數，因此，我們將(3.13)式代入(3.12)式可得順滑變數ܛ所
對應的閉迴路動態系統變為 

ሶܛ  = ,ܠ)ߤ− t)sgn(ܛ) − ,ܠ)ߤ t)∆ܤܤା(ܠ)sgn(ܛ) + ∆୫ (3.14)

為了證明ܝଵ設計成(3.13)之可行性，我們透過 Lyapunov 理論，令(3.14)式的可能

的 Lyapunov 函數(Lyapunov function candidate)為V = ଵଶ 則V對時間，ܛ܂ܛ t 的導函

數為 

 Vሶ = ሶ (3.15)ܛ܂ܛ

我們將(3.14)式代入(3.15)式可得 

 Vሶ = ሶܛ܂ܛ = ,ܠ)ߤ− t)܂ܛsgn(ܛ) − ,ܠ)ߤ t)ܤܤ∆܂ܛା(ܠ)sgn(ܛ) + ୫ (3.16)∆܂ܛ

利用假設 3.1 到假設 3.4 與關係式܂ܛsgn(ܛ) = ଵݏ ∙ sgn(ݏଵ) + ୬ݏ⋯ ∙ sgn(ݏ୬) |ଵݏ|= + ⋯ |୬ݏ| = ଵ‖ܛ‖	ଵ，向量範數(norm)不等式‖ܛ‖ ≥ 成ܣଶ，以及對任意矩陣‖ܛ‖
立‖ܠܣ‖ଶ ≤  ଶ之關係式，可將(3.16)整理成如下‖ܠ‖ଶ‖ܣ‖
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     Vሶ = ሶܛ܂ܛ = ,ܠ)ߤ− t)܂ܛsgn(ܛ) − ,ܠ)ߤ t)ܤܤ∆܂ܛା(ܠ)sgn(ܛ) +  ୫∆܂ܛ

       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ − ,ܠ)ߤ t)ܤܤ∆܂ܛା(ܠ)sgn(ܛ) + ଶ‖ܛ‖ ∙ ‖∆୫‖ଶ 

       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ−‖ t)ܛ‖ଶ ∙ ଶ‖(ܛ)sgn(ܠ)ାܤܤ∆‖ + ଶ‖ܛ‖ ∙ ‖∆୫‖ଶ 

       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ‖ t)ܛ‖ଶ ∙ ଶ‖(ܛ)sgn(ܠ)ାܤܤ∆‖ + ,ܠ)ଵߩଶ‖ܛ‖ t) 
       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)‖ܛ‖ଶ ∙ ଶ‖ܤ∆‖ ∙ ଶ‖(ܛ)sgn(ܠ)ାܤ‖ + ,ܠ)ଵߩଶ‖ܛ‖ t) 
       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)݇‖ܛ‖ଶ ∙ ଶ‖(ܛ)sgn(ܠ)ାܤ‖ + ,ܠ)ଵߩଶ‖ܛ‖ t) 
       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)݇‖ܛ‖ଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ାܤ‖ ∙ ‖sgn(ܛ)‖ଶ + ,ܠ)ଵߩଶ‖ܛ‖ t) 
   	≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)݇‖ܛ‖ଶ ∙ ଶ√n‖(ܠ)ାܤ‖ + ,ܠ)ଵߩଶ‖ܛ‖ t) (3.17)

另外，因為(ܠ)ܤ為列滿秩，故由引理 3.1 可知 

ଶ‖(ܠ)ାܤ‖	                  = (ܠ)ܩ)‖ − = ା‖ଶ(ܤ∆ (ܠ)ܩ)୫୧୬ߪ1 − ≥											 (ܤ∆ ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ1 −  ଶ‖ܤ∆−‖

 							 = ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ1 − ଶ (3.18)‖ܤ∆‖

將(3.18)式代入(3.17)式可得 

       Vሶ = ሶܛ܂ܛ 		 
        		≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)݇‖ܛ‖ଶ ∙ ଶ√n‖(ܠ)ାܤ‖ + ,ܠ)ଵߩଶ‖ܛ‖ t) 																				≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)݇‖ܛ‖ଶ ቈ ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ1 − ଶ቉‖ܤ∆‖ √n + ,ܠ)ଵߩଶ‖ܛ‖ t) 
        		≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)݇‖ܛ‖ଶ ቂ ଵ௞బି௞ቃ √n + ,ܠ)ଵߩଶ‖ܛ‖ t) 
    			= ቄ−ܠ)ߤ, t) ቂ௞బି൫ଵା√୬൯௞௞బି௞ ቃ + ,ܠ)ଵߩ t)ቅ ଶ‖ܛ‖ ≤ ଶ (3.19)‖ܛ‖ߟ−

根據 2.1 節的討論可知，若ܛ(ܠ(t଴)) ≠ ૙則ܛ(ܠ(t))必在有限時間t = ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖ ⁄ߟ
之內收斂到 0，這也代表著閉迴路系統軌跡必在有限時間t = ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖ ⁄ߟ 內接

觸到順滑面上並保持在順滑面上。經由以上設計與分析，最後我們提出下列引

理。 
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引理 3.2：[1]  

考慮非線性二階控制系統(3.1)式，且利用 T-S 模糊模型近似後得其近似之動態系

統(3.7)式，當假設 3.1 到假設 3.4 同時成立時，則(3.1)式在下列(3.20)控制律的控

制下，原點對於閉迴路系統為漸進穩定。 

ܝ  = ଶܠܯ](ܠ)ାܤ− + (ܠ)ܣ + ,ܠ)ߤ t)sgn(ܛ)] (3.20)

其中ܠ)ߤ, t) ≥ ௞బି௞௞బି(ଵା√୬)௞ ߟ] + ,ܠ)ଵߩ t)]。 

 

3.3.2 積分型順滑模控制律設計 

考慮利用 T-S 模糊模型近似原非線性系統後的動態系統(3.7)式，透過第 2.2

節所談論的積分型順滑模控制設計方式可知，我們可設計順滑面為 

ܛ  = ܦ ቊܠ(t) − (t଴)ܠ − න ((τ)ܠ)܎ൣ + ଴൧୲ܝ((τ)ܠ)ܩ
୲బ dτቋ = ૙ (3.21)

其中 滿足假設ܦ 2.5 ， (t)ܠ	 = ୘[ଶ୘(t)ܠ	ଵ୘(t)ܠ] ， (ܠ)ܩ = [0 ⋮ ୘]୘(ܠ)ܤ ， (ܠ)܎ ୘。我們知道，當m[୘(ܠ)ܣ	ଶ୘(t)ܠ]= ≤ 2n時ܦ ∈ ℝ୫×ଶ୬，當m > 2n時ܦ ∈ ℝଶ୬×ଶ୬，
不失一般性可以令矩陣ܦ = ଵܦ] ⋮ 其中當m，[ܦ ≤ 2n時ܦଵ ∈ ℝ୫×୬，ܦ ∈ ℝ୫×୬，
而當m > 2n時ܦଵ ∈ ℝଶ୬×୬，ܦ ∈ ℝଶ୬×୬，接著再將 (3.21) 式中的順滑變數ܛ = ܦ ቄܠ(t) − (t଴)ܠ − ׬ ((τ)ܠ)܎ൣ + ଴൧୲୲బܝ((τ)ܠ)ܩ dτቅ對時間 t 取導函數並將(3.7)式

帶入如下 

ሶܛ	                = ሶܠ൛ܦ (t) − ൯(t)ܠ൫܎ −  ଴ൟܝ((t)ܠ)ܩ
   		= ሶܠ]൛ܦ ଵ୘(t)	ܠሶ ଶ୘(t)]୘ − ୘[୘(ܠ)ܣ	ଶ୘(t)ܠ] −  ଴ൟܝ((t)ܠ)ܩ

                		= ሶܠ	ଶ୘(t)ܠ]}ܦ ଶ୘(t)]୘ − ୘[୘(ܠ)ܣ	ଶ୘(t)ܠ] − [0 ⋮  {଴ܝ୘]୘(ܠ)ܤ
               		= ሶܠ	0]}ܦ ଶ୘(t) − ୘]୘(ܠ)ܣ − [0 ⋮  {଴ܝ୘]୘(ܠ)ܤ

             = ሶܠ}ܦ ଶ(t) − (ܠ)ܣ − ଴} (3.22)ܝ(ܠ)ܤ

我們可發現，順滑變數ܛ所對應的動態系統(3.22)式，即順滑變數ܛ沿著閉迴路系

統軌跡對時間 t 的變化率與矩陣ܦଵ並無關，因此在考慮(3.7)式時我們可以將順滑
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面的設計簡化成如下 

ܛ  = ܦ ቊܠଶ(t) − ଶ(t଴)ܠ − න ((τ)ܠ)ܣ] + ଴]୲ܝ((τ)ܠ)ܤ
୲బ dτቋ = ૙ (3.23)

其中ܦ滿足假設 2.5，即當m ≤ n時，ܦ ∈ ℝ୫×୬使得對任何狀態ܠ ∈ ℝଶ୬矩陣	(ܠ)ܤܦ ∈ ℝ୫×୫為可逆，當m > n時，ܦ ∈ ℝ୬×୬使得對任何狀態ܠ ∈ ℝଶ୬矩陣	(ܠ)ܤܦ ∈ ℝ୬×୫為列滿秩，但由假設 3.2 以及 3.2 節建立 T-S 模糊模型時的過程知

道，我們現在僅考慮系統(3.7)式擁有m ≥ n之條件，此條件可用來幫助我們設計

(3.7)式這樣子形式下的非線性系統積分型順滑模控制律。 

 接著設計積分型順滑模控制律(integral-type sliding mode control law)ܝ ଴ܝ= + ଵ，根據ܝ 2.2 節之討論可知，設計積分型滑模控制律ܝ = ଴ܝ + ଴時ܝଵ中的ܝ
必須滿足假設 2.6，因此在此我們引入下列假設。 

 

假設 3.5： 

存在一個無干擾控制律ܝ଴使得(3.7)式的無干擾系統 

ሶܠ	                              ଵ =  ଶܠ

ሶܠ  ଶ = (ܠ)ܣ + (3.24) ܝ(ܠ)ܤ

在ܝ଴的控制下，原點對於閉迴路系統為漸進穩定。 

 

因為ܝ଴的設計方式存在著自由度，我們定義二次成本函數(performance index)

如下[37] 

ܬ  = න ܠ୘ܳܠ) + ஶ(ܝ୘ܴܝ
଴ dt (3.25)

其中ܳ = ܳ୘ ≥ 0，ܴ = ܴ୘ > 0，根據[37]可知，我們可在(3.25)式這個二次成本

函數下使用線性二次調節法(linear quadratic regulation，LQR)來對(3.7)式的無干

擾系統進行平行分配補償之設計，即設計每一條規則所對應的回授矩陣ܭ୧(feedback gain matrix)，再透過建立 T-S 模糊模型來近似原非線性系統時所使用

的權重ߙ୧(ܠ)來得到ܝ଴，即我們最後可得ܝ଴為 
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଴ܝ                = −∑ ୰୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ (3.26) (t)ܠ୧ܭ

此種ܝ଴的設計方式為一種次最佳化(sub-optimal)的設計方式[37]，當ܝ଴透過此方

法設計完成並帶入(3.24)式的ܝ之後，我們僅需要利用引理 2.1，並透過線性矩陣

不等式的求解工具，如 MATLAB LMI 工具箱(MATLAB LMI tool box)來對矩陣ܲ
進行求解，即可確定(3.24)式在ܝ଴的控制下之穩定性。我們將(3.23)式對時間 t 取

導函數並將(3.7)式以及已經設計完成的ܝ଴代入了，則我們可得順滑變數ܛ所對應

的動態系統為 

ሶܛ  = (ܠ)ܣ}ܦ + ܎∆ + (ܠ)ܤ] + ܝ)[ܤ∆ + (܌ − (ܠ)ܣ − ଴} (3.27)ܝ(ܠ)ܤ

由 3.2 節我們知道(ܠ)ܤ為列滿秩，故ܤ(ܠ)ܤା(ܠ) = ܫ ∈ ℝ୬×୬，因此我們可將(3.27)

式進一步整理後得 

ሶܛ  = ܎∆}ܦ + ଵܝ)(ܠ)ܤ + (܌ + ܝ)ܤ∆ +  {(܌
             = ଵܝ)(ܠ)ܤ}ܦ + ܌ + ܝ)ܤ∆(ܠ)ାܤ + (܌ +  {(܎∆(ܠ)ାܤ
 																					 				= ଵܝ}(ܠ)ܤܦ + ܌ + ܝ)ܤ∆(ܠ)ାܤ + (܌ +  {܎∆(ܠ)ାܤ
             		= ଵܝ}(ܠ)ܤܦ + ଵܝܤ∆(ܠ)ାܤ + ୫} (3.28)܌

其中܌୫ = ܌ + ଴ܝ)ܤ∆(ܠ)ାܤ + (܌ + 為了繼續完成控制律之設計，我們。܎∆(ܠ)ାܤ

引進下列假設。 

  

假設 ୫‖ଶ܌‖ ：3.6 ≤ ,ܠ)ଶߩ t), ܠ∀ ∈ ℝଶ୬, ∀t ∈ ℝ，	ߩଶ: ℝଶ୬ × ℝ → ℝ為一連續的非負函數。 

 

雖然假設 3.6 的不等式當中需要ܝ଴的資訊，但因‖∆܎‖ଶ與‖∆ܤ‖ଶ的上界(upper 

bound)可離線估測(offline estimation)，並且我們也可以估計干擾的上界‖܌‖ଶ，因

此當計算完ܝ଴後我們便可獲得ߩଶ(ܠ, t)之值 

 同樣地，根據 2.2 我們可設計積分型順滑模控制律ܝ = ଴ܝ + ଵ為下列ܝଵ中的ܝ

所示 
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ଵܝ  = ۔ە
,ܠ)ߩ−ۓ t) ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ , if ܛ ≠ ૙૙						 , if ܛ = ૙	 (3.29)

其中ܠ)ߩ, t) > ௞బି௞௞బିଶ௞ ,ܠ)ଶߩ t)。為了證明ܝଵ設計成(3.29)式之可行性，我們令在某個

時間瞬間ܛ ≠ ૙，並將(3.29)式代入(3.28)式可得順滑變數ܛ所對應的閉迴路動態系

統變為 

ሶܛ																															 = (ܠ)ܤܦ ቐ−ܠ)ߩ, t) ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

 					 ܤ∆(ܠ)ାܤ+		 ቎−ܠ)ߩ, t) ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ቏ +  ୫ቑ܌
(3.30)

透過 Lyapunov 理論，令(3.30)式的可能的 Lyapunov 函數(Lyapunov function 

candidate)為V = ଵଶ 則V對時間，ܛ܂ܛ t 的導函數為 

 Vሶ = ሶ (3.31)ܛ܂ܛ

將(3.30)式代入(3.31)式可得 

																										Vሶ = ሶܛ܂ܛ = (ܠ)ܤܦ܂ܛ ቐ−ܠ)ߩ, t) ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

 							 ܤ∆(ܠ)ାܤ+ ቎−ܠ)ߩ, t) ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ቏ + ୫ቑ܌  
(3.32)

利用假設 3.1 到假設 3.3 以及假設 3.6 可將(3.32)式整理成如下 

Vሶ = ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶଶቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ + ܤ∆(ܠ)ାܤ[(ܠ)ܤܦ܂ܛ] ቎−ܠ)ߩ, t) ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ቏ 								+[(ܠ)ܤܦ܂ܛ]܌୫ 			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

							+ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙ ቯ−ܠ)ߩ, t)ܤା(ܠ)∆ܤ ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶቯଶ 
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							+ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙  ୫‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

,ܠ)ߩ+							 t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙ ቯܤା(ܠ)∆ܤ ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶቯଶ 

							+ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙  ୫‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

,ܠ)ߩ+							 t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ାܤ‖ ∙ ቯ∆ܤ ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶቯଶ 

							+ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙  ୫‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

,ܠ)ߩ+							 t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ାܤ‖ ∙ ଶ‖ܤ∆‖ ∙ ቯ ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶቯଶ 

							+ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙  ୫‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ + ,ܠ)ߩ t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ାܤ‖ ∙  ଶ‖ܤ∆‖

							+ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙  ୫‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ + ,ܠ)ߩ t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ାܤ‖ ∙  ଶ‖ܤ∆‖

,ܠ)ଶߩ+							 t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ (3.33)

另外，因為(ܠ)ܤ為列滿秩，故由引理 3.1 可知 

ଶ‖(ܠ)ାܤ‖	                  = (ܠ)ܩ)‖ − = ା‖ଶ(ܤ∆ (ܠ)ܩ)୫୧୬ߪ1 − ≥											 (ܤ∆ ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ1 −  ଶ‖ܤ∆−‖
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 							 = ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ1 − ଶ (3.34)‖ܤ∆‖

將(3.34)式代入(3.33)式可得 Vሶ = ≥			 ሶܛ܂ܛ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ + ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ቈ ,ܠ)ߩ t)ߪ୫୧୬൫(ܠ)ܩ൯ − ଶ቉‖ܤ∆‖ ∙  ଶ‖ܤ∆‖

,ܠ)ଶߩ+							 t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ + ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ቈ ,ܠ)ߩ t)݇ߪ୫୧୬൫(ܠ)ܩ൯ − ,ܠ)ଶߩ+							 ଶ቉‖ܤ∆‖ t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

			= ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ + ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ቈ ,ܠ)ߩ t)݇݇଴ − ,ܠ)ଶߩ+							 ଶ቉‖ܤ∆‖ t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ + ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ቈܠ)ߩ, t)݇݇଴ − ݇ ቉ + ,ܠ)ଶߩ t) ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ 

			= ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ቊ−ܠ)ߩ, t) + ቈܠ)ߩ, t)݇݇଴ − ݇ ቉ + ,ܠ)ଶߩ t)ቋ 

			= ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ൜ܠ)ߩ, t) ൤−݇଴ + 2݇݇଴ − ݇ ൨ + ,ܠ)ଶߩ t)ൠ < 0 (3.35)

其中我們利用了及柯西 -史瓦茲不等式 (Cauchy-Schwarz inequality)來使得[(ܠ)ܤܦ܂ܛ]܌୫ ≤ ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ∙ ୫‖ଶ。根據܌‖ 2.2 節的討論可知，針對(3.28)式來

說每當順滑變數ܛ ≠ ૙，ܝଵ會使得ܛ → ૙，同時代表著閉迴路系統軌跡一但偏離順

滑面後，會立即趨近順滑面，但在此因為順滑面的設計型式所致，我們僅會得到ܛ(ܠ(t଴)) = ૙之值，故對(3.28)式使用(3.29)式控制後的順滑變數ܛ所對應的閉迴路

動態系統(3.30)式來說必成立ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴。 

 接下來我們將證明僅考慮系統(3.7)僅存在匹配型模型不確定性或干擾時，且

其受到積分順滑模控制律所控制後的閉迴路系統軌跡一直被保持在順滑面上時，

其動態行為會等同於未受干擾的閉迴路無干擾系統(nominal system)之響應，亦即

當我們考慮(3.7)式僅存在匹配型模型不確定性或干擾܌，並使用積分型順滑模控
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制律ܝ = ଴ܝ + ଵ為(3.29)式所示，閉迴路ܝ଴為(3.26)式所示ܝଵ進行控制時，其中ܝ

系統軌跡一直被保持在順滑面上時，則其閉迴路系統響應會等同於(3.7)式的無干

擾系統只使用ܝ଴進行控制時的避迴路系統響應。假設閉迴路系統軌跡被保持在順

滑面，即ܛ(ܠ(t଴)) = ૙，ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴時，閉迴路系統 

ሶܠ                     ଵ =  ଶܠ

ሶܠ   ଶ = (ܠ)ܣ + ܎∆ + (ܠ)ܤ] + ܝ)[ܤ∆ +  (܌
的軌跡為ܠ(t) =  而，(t)ୢܠ

ሶܛ  = ܝ}(ୢܠ)ܤܦ + ୫܌ + ܝܤ∆(ୢܠ)ାܤ − ଴ܝ − {଴ܝܤ∆(ୢܠ)ାܤ = ૙ (3.36)

進一步整理(3.36)式後可的 

ሶܛ  = ܫ]}(ୢܠ)ܤܦ + ܝ[ܤ∆(ୢܠ)ାܤ − ܫ] + ଴ܝ[ܤ∆(ୢܠ)ାܤ + {୫܌ = ૙ (3.37)

已知[ܫ + [ܤ∆(ܠ)ାܤ ∈ ℝ୫×୫，且由引理 3.1 可知 ߪ୫୧୬([ܫ + ([ܤ∆(ܠ)ାܤ ≥ (ܫ)୫୧୬ߪ −  (ܤ∆(ܠ)ାܤ)୫ୟ୶ߪ
然而我們知道 ߪ୫ୟ୶(ܤା(ܠ)∆ܤ) = ≥																																																																															 ଶ‖ܤ∆(ܠ)ାܤ‖ ଶ‖(ܠ)ାܤ‖ ∙ ≥																																																																															 ଶ‖ܤ∆‖ ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ1 − ଶ‖ܤ∆‖ ∙  ଶ‖ܤ∆‖

																																																																															≤ ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ1 − ଶ‖ܤ∆‖ ∙ ݇ 

																																																																															≤ ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ݇ − ݇ = ݇݇଴ − ݇ < 1 

因此我們可得 ߪ୫୧୬([ܫ + ([ܤ∆(ܠ)ାܤ ≥ (ܫ)୫୧୬ߪ − (ܤ∆(ܠ)ାܤ)୫ୟ୶ߪ = 1 − (ܤ∆(ܠ)ାܤ)୫ୟ୶ߪ > 0 

也就是說對任意狀態ܠ ∈ ℝଶ୬矩陣[ܫ + [ܤ∆(ܠ)ାܤ ∈ ℝ୫×୫為可逆，又因為(ୢܠ)ܤܦ
為可逆或列滿秩，故必存在一解 

୯ୣܝ  = ܫ] + ୫܌−}ଵି[ܤ∆(ୢܠ)ାܤ + ܫ] + ଴} (3.38)ܝ[ܤ∆(ୢܠ)ାܤ

滿足(3.37)式，而ୣܝ୯稱為等效控制。我們把(3.38)式代回原始動態系統(3.7)式後

可得 
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ሶܠ	      ଵୢ =  ଶୢܠ

ሶܠ  ଶୢ = (ୢܠ)ܣ + ܎∆ + ܫ](ୢܠ)ܤ + ୯ୣܝ[ܤ∆(ୢܠ)ାܤ + (ୢܠ)ܤ] + (3.39) ܌[ܤ∆

再將(3.39)式進一步整理後可得 

ሶܠ	                            ଵୢ =  ଶୢܠ

ሶܠ  ଶୢ = (ୢܠ)ܣ + ଴ (3.40)ܝ(ୢܠ)ܤ

其中ୢܠ = ଵ୘ୢܠൣ , ଶୢ୘ܠ ൧୘，觀察(3.40)式可發現其動態系統即為原始動態系統(3.7)式

的無干擾系統使用ܝ଴控制後的閉迴路無干擾系統，即完成證明。 

 雖然我們針對 T-S 模糊模型(3.7)式進行積分行順滑模控制律設計，但是我們

最終仍然是將控制律代入原始的非線性系統(3.1)式，因此，我們可進一步分析，

對於考慮原始非線性系統(3.1)式僅擁有匹配型模型不確定性或干擾時，並使用積

分型順滑模控制律ܝ = ଴ܝ + ଵ為(3.29)式ܝ଴為(3.26)式所示ܝଵ進行控制時，其中ܝ

所示，且閉迴路系統軌跡一直被保持在順滑面上時，則其閉迴路系統響應會如何。

現在我們考慮將積分型順滑模控制律ܝ = ଴ܝ + ଵ代入(3.1)式且考慮原始非線性ܝ

系統(3.1)式僅擁有匹配型模型不確定性或干擾܌，其中ܝ଴為(3.26)式所示ܝଵ為
(3.29)式所示，同樣地，假設原始非線性系統(3.1)在使用順滑模控制律ܝ = ଴ܝ + ଵܝ
控制後的閉迴路系統軌跡被保持在順滑面，即ܛ(ܠ(t଴)) = ૙，ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴
時，並令此時的閉迴路系統 

ሶܠ                         ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)܎ + ଴ܝ](ܠ)ܩ + ଵܝ + (3.41) [܌

的軌跡為ܠ(t) =  ୱ(t)，而由(3.36)式到(3.38)式知道，此時的等效控制為ܠ

୯ୣܝ  = ܫ] + ୫܌−}ଵି[ܤ∆(ୱܠ)ାܤ + ܫ] + ଴} (3.42)ܝ[ܤ∆(ୱܠ)ାܤ

我們把(3.42)式代回原始非線性系統(3.1)式後可得 

ሶܠ                         ଵୱ =  ଶୱܠ
ሶܠ       ଶୱ = (ୱܠ)܎ + ୯ୣܝ](ୱܠ)ܩ + (3.43) [܌

利用 3.2 節時建立 T-S 模糊模型時所得到的關係式∆܎ = (ܠ)܎ − ，(ܠ)ܣ
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ܤ∆ = (ܠ)ܩ −  我們可將(3.43)式整理成，(ܠ)ܤ

ሶܠ                         ଵୱ =  ଶୱܠ
ሶܠ       ଶୱ = (ୱܠ)܎ − ܎∆ + ଴ (3.44)ܝ(ୱܠ)ܤ

再利用一次關係式∆܎ = (ܠ)܎ −  我們可再將(3.44)進一步整理成，(ܠ)ܣ

ሶܠ                         ଵୱ =  ଶୱܠ
ሶܠ       ଶୱ = (ୱܠ)ܣ + ଴ (3.45)ܝ(ୱܠ)ܤ

其中ܠୱ = ଵୱ୘ܠ] , ଶୱ୘ܠ ]୘，觀察(3.45)式可發現其動態系統即為動態系統(3.7)式的無干

擾系統使用ܝ଴控制後的閉迴路無干擾系統，也就是說，原始非線性系統(3.1)式僅

擁有匹配型模型不確定性或干擾時，並使用積分型順滑模控制律ܝ = ଴ܝ + ଵ進ܝ
行控制，其中ܝ଴為(3.26)式所示ܝଵ為(3.29)式所示，且閉迴路系統軌跡一直被保持

在順滑面上時，則其閉迴路系統響應會等同於同於(3.7)式的無干擾系統只使用ܝ଴
進行控制時的避迴路系統響應。因此，最後我們可知道，我們使用 T-S 模糊模型

進行積分順滑模控制時，會先對T-S模糊模型的無干擾系統進行設計，即設計ܝ଴，
並使 T-S 模糊模型的無干擾系統達到我們希望的性能表現，而儘管最後我們是將

考慮 T-S 模糊模所設計的積分順滑模控制律代入原始的非線性系統，此非線性系

統受到考慮 T-S 模糊模所設計的積分順滑模控制律控制後，其閉迴路系統軌跡仍

然會與T-S模糊模型的無干擾系統使用ܝ଴控制後的閉迴路無干擾系統軌跡相同。

最後，根據上列分析後我們提出下列定理。 

 

定理 3.1： 

考慮非線性二階控制系統(3.1)式，且利用 T-S 模糊模型近似後得其近似之動態系

統(3.7)式，當假設 3.1 到假設 3.3，以及假設 3.6 同時成立，且存在矩陣 P 滿足引

理 2.1 使得假設 3.5 也成立時，則(3.1)式在下列控制律(3.46)式的控制下，原點對

於閉迴路系統為漸進穩定。 

ܝ        = ଴ܝ + ଵ (3.46)ܝ
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其中 

଴ܝ	            = −∑ ୰୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ (3.47) (t)ܠ୧ܭ

ଵܝ  = ۔ە
,ܠ)ߩ−ۓ t) ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ , if ܛ ≠ ૙૙ , if ܛ = ૙	 (3.48)

且ܠ)ߩ, t) > ௞బି௞௞బିଶ௞ ,ܠ)ଶߩ t)。 

 

 

3.4 衛星姿態穩健控制之模擬 

3.4.1 建立 T-S 模型 

考慮衛星姿態模型如下[1] 

ሶܠ                         ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)܎ + ܝ](ܠ)ܩ + (3.49) [܌

其中 ଵܠ = ,ଵݔ] ,ଶݔ [ଷݔ = [߶, ,ߠ ߰]， ଶܠ = ,ସݔ] ,ହݔ [଺ݔ = ൣ߶ሶ , ሶߠ , ሶ߰ ൧， ܠ = ,ଵ୘ܠ] ܝ，ଶ୘]୘ܠ = ,ଵݑ] ,ଶݑ ,ଷݑ ,߶，[ସݑ ,ߠ ߰分別為ݔ, ,ݕ 三軸的尤拉角ݖ (Euler angle)，這裡的ݑଵ, ,ଶݑ  ସ為衛星在四個方向上的控制力矩，一般來說，其為反應輪(reactionݑଷ和ݑ

wheel)或推進器(thruster)提供其力矩，而	(ܠ)܎ = [ ଵ݂(ܠ), ଶ݂(ܠ), ଷ݂(ܠ)]୘，其中 

ଵ݂(ܠ) = ߱଴ݔ଺ܿݔଷܿݔଶ − ߱଴ݔହݔݏଷݔݏଶ + ௬ܫ − ௫ܫ௭ܫ ଺ݔହݔ] + ߱଴ݔହܿݔଵݔݏଷݔݏଶ 

															+߱଴ݔହܿݔଷݔݏଵ + ߱଴ݔ଺ܿݔଷܿݔଵ + 12߱଴ଶݏ(ݔ2ଷ)ܿଶݔଵݔݏଶ + 12߱଴ଶܿଶݔଷݏ(ݔ2ଵ) 																−߱଴ݔ଺ݔݏଷݔݏଶݔݏଵ − 12߱଴ଶݏଶݔଶݏଶݔଷݏ(ݔ2ଵ) − 12߱଴ଶݏ(ݔ2ଷ)ݔݏଶݏଶݔଵ 

 					− 32߱଴ଶܿଶݔଶݏ(ݔ2ଵ)൨	 (3.50)

ଶ݂(ܠ) = ߱଴ݔ଺ݔݏଷܿݔଵ − ߱଴ݔସܿݔଷݔݏଵ + ߱଴ݔ଺ܿݔଷݔݏଶݔݏଵ + ߱଴ݔହݔݏଷܿݔଶݔݏଵ 



 

39 

															+߱଴ݔସݔݏଷݔݏଶܿݔଵ + ௭ܫ − ௬ܫ௫ܫ ଺ݔସݔ] +߱଴ݔସܿݔଵݔݏଷݔݏଶ + ߱଴ݔସܿݔଷݔݏଵ 

																−߱଴ݔ଺ݔݏଷܿݔଶ − 12߱଴ଶݏ(ݔ2ଶ)ݏଶݔଷܿݔଵ − 12߱଴ଶܿݔଶݔݏଵݏ(ݔ2ଷ) 
 				+ 32߱଴ଶݏ(ݔ2ଶ)ܿݔଵ൨	 (3.51)

ଷ݂(ܠ) = ߱଴ݔସݔݏଵݔݏଷݔݏଶ − ߱଴ݔ଺ܿݔଵܿݔଷݔݏଶ − ߱଴ݔହܿݔଵݔݏଷܿݔଶ 															+߱଴ݔ଺ݔݏଷݔݏଵ − ߱଴ݔସܿݔଷܿݔଵ + ௫ܫ − ௭ܫ௬ܫ ହݔସݔ] + ߱଴ݔସܿݔଷܿݔଵ 

															−߱଴ݔସݔݏଷݔݏଶݔݏଵ − ߱଴ݔହݔݏଷܿݔଶݔଶ − 12߱଴ଶݏ(ݔ2ଷ)ܿݔଶܿݔଵ 

 				+ 12߱଴ଶݏଶݔଷݔݏଵݏ(ݔ2ଶ) − 32߱଴ଶݏ(ݔ2ଶ)ݔݏଵ൨  (3.52)

這裡的ܫ௫, ,௬ܫ ,ݔ௭分別代表相對於ܫ ,ݕ ߱，三軸的慣量(inertia)ݖ ଴為軌道率(orbital rate)，

c 與 s 分別代表 cos 與 sin 這兩個函數。另外根據[1]，我們可知(ܠ)ܩ為如下 

(ܠ)ܩ  = ܩ = ൥0.67 0.67 0.670.69 −0.69 −0.690.28 0.28 −0.28 0.670.69−0.28൩ (3.53)

接下來，我們希望建立 T-S 模糊模型來近似(3.49)式，首先我們先將(3.49)式中的(ܠ)܎拆解成(ܠ)܎ = (ܠ)ܨ其中，ܠ(ܠ)ܨ ∈ ℝଷ×଺，而(ܠ)ܨ的 i-j 元素(i-j elements)可表

示成如下[1] [(ܠ)ܨ]ଵ,ଵ = ௬ܫ − ௫ܫ௭ܫ ቈ߱଴ଶܿଶݔଷ ଵݔ2(ଵݔ2)ݏ − ߱଴ଶݏଶݔଶݏଶݔଷ ଵݔ2(ଵݔ2)ݏ  

 											−3߱଴ଶܿଶݔଶ ଵݔ2(ଵݔ2)ݏ ቉ (3.54)

ଵ,ଶ[(ܠ)ܨ] = ௬ܫ − ௫ܫ௭ܫ ቈ14߱଴ଶݏ(ݔ2ଷ)ܿଶݔଵ ଶݔ(ଶݔ)ݏ − 14߱଴ଶݏ(ݔ2ଷ)ݏଶݔଵ ଶݔ(ଶݔ)ݏ ቉ (3.55)

ଵ,ଷ[(ܠ)ܨ] = ௬ܫ − ௫ܫ௭ܫ ቈ12߱଴ଶݔݏଶܿଶݔଵ ଷݔ2(ଷݔ2)ݏ − 12߱଴ଶݔݏଶݏଶݔଵ ଷݔ2(ଷݔ2)ݏ ቉ (3.56)

ଵ,ସ[(ܠ)ܨ] = ଵ,ହ[(ܠ)ܨ](3.57) 0 = −߱଴ݔݏଷݔݏଶ + ௬ܫ − ௫ܫ௭ܫ ൤12 ଺ݔ + ߱଴ܿݔଵݔݏଷݔݏଶ + ߱଴ܿݔଷݔݏଵ൨ (3.58)

ଵ,଺[(ܠ)ܨ] = −߱଴ܿݔଷݔݏଶ + ௬ܫ − ௫ܫ௭ܫ ൤12 ହݔ + ߱଴ܿݔଷܿݔଵ − ߱଴ݔݏଷݔݏଶݔݏଵ൨ (3.59)
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ଶ,ଵ[(ܠ)ܨ] = ௭ܫ − ௬ܫ௫ܫ ൤−14߱଴ଶܿݔଶ ଵݔଵݔݏ ൨ (3.60)(ଷݔ2)ݏ

ଶ,ଶ[(ܠ)ܨ] = ௭ܫ − ௬ܫ௫ܫ ቈ−߱଴ଶܿݔଵݏଶݔଷ ଶݔ2(ଶݔ2)ݏ + 3߱଴ଶܿݔଵ ଶݔ2(ଶݔ2)ݏ ቉ (3.61)

ଶ,ଷ[(ܠ)ܨ] = ௭ܫ − ௬ܫ௫ܫ ቈ−12߱଴ଶܿݔଶݔݏଵ ଷݔ2(ଷݔ2)ݏ ቉ (3.62)

ଶ,ସ[(ܠ)ܨ] = ߱଴ܿݔଷݔݏଵ + ߱଴ݔݏଷݔݏଶܿݔଵ + ௭ܫ − ௬ܫ௫ܫ ൤12 ଺ݔ + ߱଴ܿݔଵݔݏଷݔݏଶ 

																	 + ߱଴ܿݔଷݔݏଵቃ (3.63)

ଶ,ହ[(ܠ)ܨ] = ߱଴ݔݏଷܿݔଶݔݏଵ (3.64)[(ܠ)ܨ]ଶ,଺ = ߱଴ݔݏଷܿݔଵ + ߱଴ܿݔଷݔݏଶݔݏଵ + ௭ܫ − ௬ܫ௫ܫ ൤12 ସݔ − ߱଴ݔݏଷܿݔଶ൨ (3.65)

ଷ,ଵ[(ܠ)ܨ] = ௫ܫ − ௭ܫ௬ܫ ൤−34߱଴ଶݏ(ݔ2ଶ) ଵݔଵݔݏ ൨ (3.66)

ଷ,ଶ[(ܠ)ܨ] = ௫ܫ − ௭ܫ௬ܫ ቈ߱଴ଶݏଶݔଷݔݏଵ ଶݔ2(ଶݔ2)ݏ − 32߱଴ଶݔݏଵ ଶݔ2(ଶݔ2)ݏ ቉ (3.67)

ଷ,ଷ[(ܠ)ܨ] = ௫ܫ − ௭ܫ௬ܫ ቈ−߱଴ଶܿݔଶܿݔଵ ଷݔ2(ଷݔ2)ݏ ቉ (3.68)

ଷ,ସ[(ܠ)ܨ] = ߱଴ݔݏଵݔݏଶݔݏଷ − ߱଴ܿݔଷܿݔଵ + ௫ܫ − ௭ܫ௬ܫ ൤12 ହݔ + ߱଴ܿݔଷܿݔଵ 

																	 − ߱଴ݔݏଵݔݏଶݔݏଷቃ (3.69)

ଷ,ହ[(ܠ)ܨ] = −߱଴ݔݏଷܿݔଵܿݔଶ + ௫ܫ − ௭ܫ௬ܫ ൤12 ସݔ − ߱଴ݔݏଷܿݔଶ൨ (3.70)

ଷ,଺[(ܠ)ܨ] = −߱଴ܿݔଷܿݔଵݔݏଶ + ߱଴ݔݏଷݔݏଵ (3.71)

為了展示前面章節所提出的控制方式以及簡化討論，我們在此假設三個尤拉角ݔଵ, ,ଶݔ ଵݔଷ分別被限制在ݔ ∈ ,ߨ−] ଶݔ，[ߨ ∈ ߨ−] 2⁄ , ߨ 2⁄ ଷݔ，[ ∈ ,ߨ−] 根據各種，[ߨ

不同的衛星系統來說，其三個尤拉角速率會有不同的上限值，為了展示本論文所

提出的控制方式，我們假設ݔସ, ,ହݔ ,ସݔ଺被限制在ݔ ,ହݔ ଺ݔ ∈ [−1, 1]，在模擬中我們

考慮前鑑部變數(premise variable)為ݔଵ, ,ଶݔ ௜,௝,௞଴ܠଷ，而操作點我們選取成ቄݔ =
,ଵ௜ݔൣ ,ଶ௝ݔ ,ଷ௞ݔ 0, 0, 0൧୘ቚ ݅, ݆, ݇ = 1,… , 5ቅ，其中ݔଵଵ = ,ߨ− ଵଶݔ = ߨ− 2⁄ , ଵଷݔ = 0, ଵସݔ ߨ= 2⁄ , ଵହݔ = ଶଵݔ而，ߨ = ߨ− 2⁄ , ଶଶݔ = ߨ− 4⁄ , ଶଷݔ = 0, ଶସݔ = ߨ 4⁄ , ଶହݔ = ߨ 2⁄ ，最
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後ݔଷଵ = ,ߨ− ଷଶݔ = ߨ− 2⁄ , ଷଷݔ = 0, ଷସݔ = ߨ 2⁄ , ଷହݔ = 另外，我們選取三角歸。ߨ

屬函數(triangular membership function)作為每個前鑑步變數分割(partition)的歸屬

函數，如圖 3.1 所示。根據上述，我們可共有5ଷ個操作點，即我們使用了5ଷ規則

並對應5ଷ個線性模型來建立 T-S 模糊模型，而每一個線性模型可表示成 ܣ௜,௝,௞ = ೔,ೕ,ೖబܠୀܠ|(ܠ)ܨ ,											݅, ݆, ݇ = 1,… , 5 

在此我們僅將這5ଷ個線性模型中的三個列出，如下所示，剩餘的線性模型可由直

接計算而得到。 

ଵ,ଵ,ଵܣ																		 = 10ି଺ ∙ ൥0 0 00 0 00 0 0					 0 0 −824.960 0 0−206.24 0 1031.2 ൩ 
ଶ,ଶ,ଶܣ = 10ି଺ ∙ ൥ 0 0 00 0 00.41 0.27 0					 0 729.17 −583.330 729.17 0−145.83 583.33 1031.2 ൩ 
ଶ,ଶ,ସܣ = 10ି଺ ∙ ൥ 0 0 00 0 00.41 0.27 0					 0 −729.17 583.330 −729.17 0145.83 −583.33 −1031.2൩ 

在得到這些5ଷ個線性模型後，因為我們選取三角歸屬函數(triangular membership 

function)作為每個前鑑部變數分割(partition)的歸屬函數，故在每個時間瞬間(time 

instant)最多只有會有 8 條規則會被激發(trigger)，因此，透過前鑑部變數ݔଵ, ,ଶݔ ଷݔ
的分割，我們可將整個狀態空間細分成 64 個子區域，每一個子區域定義成 ܦ௜,௝,௞ = ൛ݔ|ܠଵ௜ ≤ ଵݔ ≤ ,ଵ(௜ାଵ)ݔ ଶ௝ݔ ≤ ଶݔ ≤ ,ଶ(௝ାଵ)ݔ ଷ௞ݔ ≤ ଷݔ ≤ ,ଷ(௞ାଵ)ݔ −1 ≤ ௟ݔ ≤ 1; 																	݅, ݆, ݇ = 1,… , 5; ݈ = 4, 5, 6} 
而在每個時間瞬間，我們僅需考慮區域ܦ௜,௝,௞所對應的 8 個操作點，即所對應的 8

條規則。最後，當ܠ ∈ ,௜,௝,௞而݅ܦ ݆, ݇分別為某特定值時，則對應的 T-S 模糊模型為 

ሶܠ                     ଵ =  ଶܠ

ሶܠ   ଶ = (ܠ)ܣ + ܎∆ + ܝ)(ܠ)ܤ + (3.72) (܌

其中 

(ܠ)ܣ  = ∑ ଵ௣,௤,௥ୀ଴(ܠ)௣ߙ (ܠ)௥ߙ(ܠ)௤ߙ ∙  ܠ(௞ା௥),(௝ା௤),(௜ା௣)ܣ
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(ܠ)ܤ              =  ܩ

且 ߙ௣(ܠ) = หݔଵ − ଵ(௜ାଵ)ݔଵ(௜ାଵି௣)หหݔ − ଵ௜หݔ  

(ܠ)௤ߙ	 = หݔଶ − ଶ(௝ାଵ)ݔଶ(௝ାଵି௤)หหݔ − ଶ௝หݔ  

(ܠ)௥ߙ	 = หݔଷ − ଷ(௞ାଵ)ݔଷ(௞ାଵି௥)หหݔ − ଷ௞หݔ  

明顯地，∑ ଵ௣,௤,௥ୀ଴(ܠ)௣ߙ (ܠ)௥ߙ(ܠ)௤ߙ = 1。另外，我們需要‖∆܎‖ଶ的資訊，在此我

們利用‖∆܎‖ஶ來表示對所有ܠ ∈ ଶ‖܎∆‖௜,௝,௞時ܦ = (ܠ)܎‖ − ଶ的上界‖(ܠ)ܣ (upper 

bound)，即‖∆܎‖ஶ = sup∀ܠ∈஽೔,ೕ,ೖ‖∆܎‖ଶ，而‖∆܎‖ஶ可透過 MATLAB 進行離線計算

(offine computation)而得[38]，我們將對所有ܠ ∈ ஶ之值列於表‖܎∆‖௜,௝,௞時ܦ 3.1。如

同前述，在每個時間瞬間最多只有會有 8 條規則會被激發，因此儘管我們增加前

鑑部變數ݔଵ, ,ଶݔ ଷ的分割數目，也不會因此而增加即時計算(online computation)ݔ

的運算負擔。 

 

附註 3.2： 

在順滑模控制時，因為在 T-S 模糊模型下(ܠ)ܤ = ܤ∆因此，ܩ = 0，故∆୫= ܎∆ + ܌(ܠ)ܤ = ܎∆ + 且，܌ܩ (3.13) 式中的 ,ܠ)ߤ t)其只需要滿足 ,ܠ)ߤ t) ≥
௞బି௞௞బି(ଵା√୬)௞ ߟ] + ,ܠ)ଵߩ t)] = ௞బି଴௞బି(ଵା√୬)଴ ߟ] + ,ܠ)ଵߩ t)] = ߟ + ,ܠ)ଵߩ t)即可。 

 

附註 3.3： 

在積分型順滑模控制時，因為在 T-S 模糊模型下(ܠ)ܤ = ܤ∆因此，ܩ = 0，故܌୫ = ܌ + ܎∆(ܠ)ାܤ = ܌ + 且，܎∆ାܩ (3.29)式中的ܠ)ߩ, t)其只需要滿足ܠ)ߩ, t) >
௞బି௞௞బିଶ௞ ,ܠ)ଶߩ t) = ௞బି଴௞బି଴ ,ܠ)ଶߩ t) = ,ܠ)ଶߩ t)即可。 
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圖 3.1 狀態ݔଵ, ,ଶݔ  ଷ所對應的歸屬函數ݔ

 

表 3.1 在區域ܦ௜,௝,௞內‖∆܎‖ஶ估算值 

區域 ܦଵ,ଵ,ଵ ܦଵ,ଵ,ଶ ଵ,ଵ,ଷܦ ଵ,ଵ,ସܦ ଵ,ଶ,ଵܦ ஶ 1.1329 1.1322‖܎∆‖ଵ,ଶ,ଶܦ 1.1299 1.1304 1.1325 1.1318 
區域 ܦଵ,ଶ,ଷ ܦଵ,ଶ,ସ ଵ,ଷ,ଵܦ ଵ,ଷ,ଶܦ ଵ,ଷ,ଷܦ ஶ 1.1303 1.1309‖܎∆‖ଵ,ଷ,ସܦ 1.1320 1.1308 1.1319 1.1319 
區域 ܦଵ,ସ,ଵ ܦଵ,ସ,ଶ ଵ,ସ,ଷܦ ଵ,ସ,ସܦ ଶ,ଵ,ଵܦ ஶ 1.1307 1.1305‖܎∆‖ଶ,ଵ,ଶܦ 1.1318 1.1323 1.1330 1.1329 
區域 ܦଶ,ଵ,ଷ ܦଶ,ଵ,ସ ଶ,ଶ,ଵܦ ଶ,ଶ,ଶܦ ଶ,ଶ,ଷܦ ஶ 1.1298 1.1298‖܎∆‖ଶ,ଶ,ସܦ 1.1326 1.1328 1.1301 1.1302 
區域 ܦଶ,ଷ,ଵ ܦଶ,ଷ,ଶ ଶ,ଷ,ଷܦ ଶ,ଷ,ସܦ ଶ,ସ,ଵܦ ஶ 1.1321 1.1310‖܎∆‖ଶ,ସ,ଶܦ 1.1318 1.1322 1.1312 1.1304 
區域 ܦଶ,ସ,ଷ ܦଶ,ସ,ସ ଷ,ଵ,ଵܦ ଷ,ଵ,ଶܦ ଷ,ଵ,ଷܦ ஶ 1.1319 1.1324‖܎∆‖ଷ,ଵ,ସܦ 1.1321 1.1324 1.1308 1.1303 
區域 ܦଷ,ଶ,ଵ ܦଷ,ଶ,ଶ ଷ,ଶ,ଷܦ ଷ,ଶ,ସܦ ଷ,ଷ,ଵܦ ஶ 1.1319 1.1321‖܎∆‖ଷ,ଷ,ଶܦ 1.1309 1.1307 1.1309 1.1310 
區域 ܦଷ,ଷ,ଷ ܦଷ,ଷ,ସ ଷ,ସ,ଵܦ ଷ,ସ,ଶܦ ଷ,ସ,ଷܦ ஶ 1.1319 1.1318‖܎∆‖ଷ,ସ,ସܦ 1.1303 1.1305 1.1323 1.1324 
區域 ܦସ,ଵ,ଵ ܦସ,ଵ,ଶ ସ,ଵ,ଷܦ ସ,ଵ,ସܦ ସ,ଶ,ଵܦ ஶ 1.1320 1.1317‖܎∆‖ସ,ଶ,ଶܦ 1.1308 1.1309 1.1317 1.1314 
區域 ܦସ,ଶ,ଷ ܦସ,ଶ,ସ ସ,ଷ,ଵܦ ସ,ଷ,ଶܦ ସ,ଷ,ଷܦ ஶ 1.1311 1.1312‖܎∆‖ସ,ଷ,ସܦ 1.1307 1.1308 1.1320 1.1320 
區域 ܦସ,ସ,ଵ ܦସ,ସ,ଶ ସ,ସ,ଷܦ ସ,ସ,ସܦ ஶ 1.1303 1.1305‖܎∆‖   1.1323 1.1322   

 

1 

ߨ− ߨ− 0 2⁄ 0 ߨ 2⁄ ߨ 	௜ݔ (rad)		݅ = 1, 3 

1 

ߨ− 0 2⁄ ߨ−  4⁄ 0 ߨ 4⁄ ߨ 2⁄

 (ଶݔ)ߤ
 (rad)	ଶݔ

 (௜ݔ)ߤ
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3.4.2 模擬結果 

在這一小節中，我們利用 MATLAB 軟體來進行模擬 3.4.1 節所提及的衛星

系統；我們考慮系統存在擾動，並且利用 3.3 節所所提及的兩種控制方式來對系

統進行控制，並分析是否閉迴路系統能夠達到穩定，並進一步比較兩種控制方式

之間所造成的二次成本函數花費以及收斂時間等等的性能。在下面的模擬中，我

們選取的參數如下[1]： 

‧衛星系統參數： 

(1) 	߱଴ = 1.0312 × 10ିଷrad/s 
௫ܫ (2) = ௭ܫ = 2000N ∙ m ∙ sଶ，ܫ௬ = 400N ∙ m ∙ sଶ 

܌ (3) = [0.05sin(ݐ), 0.05cos(ݐ), 0.05cos(3ݐ)]୘ 

(0)ܠ (4) = [−0.7, −0.07, 1.5, 0.3, 1, −0.2]୘ 

‧二次成本函數參數： 

(1) ܳ =  ଺ܫ

(2) ܴ =  ସܫ

‧順滑模控制參數： 

ߟ (1) = 0.5 

ܯ (2) =  ଷܫ2

,ܠ)ଵߩ (3) t) = ஶ‖܎∆‖ + ଶ‖ܩ‖ ∙ ஶ‖܌‖ஶ，其中‖܌‖ = sup∀୲‖܌‖ଶ 

,ܠ)ߤ (4) t) = ߟ	 + ,ܠ)ଵߩ t) 
‧積分型順滑模控制參數： 

ܦ (1) =  ଷܫ

,ܠ)ଶߩ (2) t) = ஶ‖܌‖ + ା‖ଶܩ‖ ∙ ஶ‖܌‖ஶ，其中‖܎∆‖ = sup∀୲‖܌‖ଶ 

,ܠ)ߩ (3) t) = 0.5 + ,ܠ)ଶߩ t) 
其中在積分型順滑模控制中，其ܝ଴為考慮(3.25)式的二次成本函數下，使用 3.3.2

節所提到的線性二次調節法來對(3.72)式的無干擾系統進行平行分配補償之設計
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[37]，即離線(offline)的設計每一條規則所對應的回授矩陣ܭ௜,௝,௞，並透過建立 T-S

模糊模型來近似原非線性系統時所使用的權重來得到ܝ଴，即當ܠ ∈ ,௜,௝,௞而݅ܦ ݆, ݇分
別為某特定值時，則對應的ܝ଴為 

଴ܝ   = −∑ ଵ௣,௤,௥ୀ଴(ܠ)௣ߙ (ܠ)௥ߙ(ܠ)௤ߙ ∙ (3.73) ܠ(௞ା௥),(௝ା௤),(௜ା௣)ܭ

而因為我們擁有5ଷ條規則，因此會對應的設計出5ଷ個ܭ௜,௝,௞，在此我們僅將這5ଷ個ܭ௜,௝,௞中的三個列出，如下所示，剩餘的可由直接計算而得到。 

ଵ,ଵ,ଵܭ														 = ቎0.5 0.5 0.50.5 −0.5 0.50.50.5 −0.50.5 −0.5−0.5					
0.7892 0.7825 1.06960.7892 −0.7825 1.06960.78950.7895 −0.78250.7825 −1.0703−1.0703቏ 														ܭଶ,ଶ,ଶ = ቎0.5001 0.4997 0.50020.4999 −0.5003 0.49980.49990.5001 −0.49990.5001 −0.5002−0.4998					

0.7894 0.7831 1.07010.7891 −0.7825 1.06930.78940.7896 −0.78280.7828 −1.0706−1.0698቏ 							ܭଶ,ଶ,ସ = ቎0.4999 0.5003 0.49980.5001 −0.4997 0.50020.50010.4999 −0.50010.4999 −0.4998−0.5002					
0.7894 0.7820 1.06800.7896 −0.7825 1.06870.78940.7891 −0.78220.7823 −1.0675−1.0682቏ 

接著利用引理 2.1，並使用 MATLAB LMI 工具箱(MATLAB LMI tool box)來對矩

陣ܲ進行求解，我們可求得ܲ如下 

ܲ = 10ସ ∙ ێێۏ
1.1242ۍێ 0 00 1.2061 000.337500

000.32770
1.5562000.8076					

0.3375 0 00 0.3277 000.373300
000.36110

ۑۑے0.8067001.5022
ېۑ
 

因此，由引理 2.1 可知道(3.73)式的ܝ଴滿足假設 3.5。另外，我們為了要減輕順滑

模控制與積分型順滑模控制的切跳現象(chattering)，在順滑模控制方面我們使用

了飽和函數(saturation function)來取代本來的符號函數，並設定其邊界寬度

(boundary layer width)	ߝ = 0.02；而在積分型順滑模控制方面我們將控制律(3.29)

修改成下列行式 

ଵܝ  = ۔ۖەۖ
ۓ ,ܠ)ߩ− t) ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ , if ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ ≥ ߝ
,ܠ)ߩ− t) ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ߝܛ , if ቛ൫(ܠ)ܤܦ൯୘ܛቛଶ < (3.74) 	ߝ
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且同樣地設定其邊界寬度(boundary layer width)	ߝ = 0.02。 

 模擬結果顯示在圖 3.2 到圖 3.14，而效能之比較整理在表 3.2，在表 3.2 中我

們所談的穩定是指所有閉迴路系統的狀態之絕對值是否收斂到 0.01 以內，另外

我們定義‖ܝ‖ஶ = sup∀୲∈[଴,ଵଶ]‖(ܠ)ܝ‖ஶ，而收斂時間(convergence time)定義為所有

閉迴路系統的狀態之絕對值收斂到 0.01 時所相對應的時間。在模擬結果中，我

們以符號 ISMC 來表式積分順滑模控制在系統存在擾動的情況下之結果；以符號

SMC 來表式順滑模控制在系統存在擾動的情況下之結果；以符號 LQRd 來表式

LQR 平行分配補償設計在系統存在擾動的情況下所得到的結果；最後以符號

LQRn 來表示 LQR 平行分配補償設計在 T-S 模糊模型之無干擾系統的情況下所

得到的結果。 

 圖 3.2 到圖 3.7 分別代表狀態ݔଵ到狀態ݔ଺的時間響應圖，從圖 3.2 到圖 3.7 可

發現，ISMC 以及 SMC 在有擾動的情況下都可以使得閉迴路系統達到穩定；而

LQRd 則無法抑制擾動因此無法使得閉迴路系統達到穩定，另外，我們可發現

ISMC 和 LQRn 的軌跡曲線幾乎重合，這也說明了當原始非線性系統使用基於 T-S

模糊模型近似下所設計的積分型順滑模控制律ܝ = ଴ܝ + ଵ做控制後，其閉迴路ܝ

系統的軌跡會與 T-S 模糊模型的無干擾系統使用ܝ଴做控制後的閉迴路無干擾系

統的軌跡非常接近。圖 3.8 到圖 3.10 為 ISMC 與 SMC 的順滑變數時間響應比較

圖，從中我們可發現 ISMC 的順滑變數一開始就為零，且之後也一直保持在零附

近，如此驗證了積分型順滑模控制可消除存在迫近階段(reaching phase)的疑慮，

而 SMC 的順滑變數則是經過了一段時間才會到達零，也就是說其存在著迫近階

段的特性。我們可注意到當時間t = 0.65的時候 SMC 的順滑變數ݏଵ和ݏଶ都差不多

已到達零，以及在時間t = 1.65的時候 SMC 的順滑變數ݏଷ也差不多已到達零，而

SMC 的控制輸入也跟著在時間t = 0.65秒與時間t = 1.65秒的時候產生了幅度較

大的變化，這影響了 SMC 的狀態ݔସ到ݔ଺它們在相對應的時間產生不平滑的變化

現象，這是因為當系統狀態到達順滑面時，SMC 的控制律會隨之作切換而產生

的結果。最後圖3.11到圖3.14為控制輸入的時間響應比較圖，值得注意的是 ISMC
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與 LQRn 雖然不完全相同，但 ISMC 的控制輸入時間響應看起來似乎是以 LQRn

的控制輸入時間響應做為基線之諧波振盪，這是因為 ISMC 與 LQRn 的狀態軌跡

十分接近，而 ISMC的控制輸入只比LQRn多了一部分用來抵消干擾的控制輸入，

因而造成此現象。 

 表 3.2 為效能比較的整理表，主要說明閉迴路系統狀態的穩定與否和收斂狀

況，以及二次成本函數的比較。因為 LQRd 最終並有沒達到穩定，所以我們不考

慮其性能表現。在二次成本花費上 LQRn 是最少的，另外，在控制力道上 ISMC

的花費比起 SMC 來的少，而狀態所造成的花費則是 ISMC 大於 SMC，不過最後

整體二次成本花費來說 ISMC 還是少於 SMC。考慮‖ܝ‖ஶ時，最大的是 SMC，其

值為‖ܝ‖ஶ = 2.895，且 SMC產生最大控制力道‖ܝ‖ஶ的相對應時間為t = 0秒時，

意即 SMC 產生最大控制力道的時間點在於系統一開始作用的時刻，而相較於

ISMC 在時間t = 0秒時其作用的控制力道僅為 1.3968，遠小於 SMC 所產生的控

制力道。考慮收斂時間時，因為 SMC 花費了最多控制的力道，這使得 SMC 的

收斂時間是最小的，雖然 ISMC 收斂時間較長，但在我們所考慮的二次成本函數

來說，ISMC 的成本花費比起 SMC 來的少。 

 綜合以上模擬結果，首先可以驗證 LQR 無法使閉迴路系統達到穩定，即其

對於系統含有連續性的干擾時較無穩健性，而 ISMC 與 SMC 則可使得閉迴路系

統達到穩定。接著，我們可發現 ISMC 的狀態變化會與 LQRn 幾乎重疊，這點我

們可從圖 3.2 到圖 3.7 以及表 3.2 內狀態的積分結果觀察得知。從圖 3.8 到圖 3.10

我們可看到 ISMC 的順滑變數能夠從頭到尾一直保持在零的附近。另外，雖然

ISMC 比起 LQRn 需要多一部分控制輸入來抵消擾動所造成的影響，不過由於

ISMC 的閉迴路狀態軌跡幾乎與 LQRn 的閉迴路狀態軌跡相同，所以在一定程度

上減少了二次成本花費，因此我們仍可以將此 ISMC 控制律作為一種次最佳化

(sub-optimal)的設計方式。由最後的效能比較表，我們也驗證了 ISMC 的二次成

本花費會比 SMC 的二次成本花費少。最後，透過衛星動態系統的模擬結果可知，

其結果與 3.1 節到 3.3 節的理論分析一致。 
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圖 3.2 衛星姿態穩健性控制其狀態變數ݔଵ之時間響應比較圖 

 

圖 3.3 衛星姿態穩健性控制其狀態變數ݔଶ之時間響應比較圖 
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圖 3.4 衛星姿態穩健性控制其狀態變數ݔଷ之時間響應比較圖 

 

圖 3.5 衛星姿態穩健性控制其狀態變數ݔସ之時間響應比較圖 
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圖 3.6 衛星姿態穩健性控制其狀態變數ݔହ之時間響應比較圖 

 

圖 3.7 衛星姿態穩健性控制其狀態變數ݔ଺之時間響應比較圖 
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圖 3.8 衛星姿態穩健性控制其順滑變數ݏଵ之時間響應比較圖 

 

圖 3.9 衛星姿態穩健性控制其順滑變數ݏଶ之時間響應比較圖 
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圖 3.10 衛星姿態穩健性控制其順滑變數ݏଷ之時間響應比較圖 

 

圖 3.11 衛星姿態穩健性控制其控制輸入ݑଵ之時間響應比較圖 
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圖 3.12 衛星姿態穩健性控制其控制輸入ݑଶ之時間響應比較圖 

 

圖 3.13 衛星姿態穩健性控制其控制輸入ݑଷ之時間響應比較圖 
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圖 3.14 衛星姿態穩健性控制其控制輸入ݑସ之時間響應比較圖 

 

表 3.2 衛星姿態穩健性控制其效能比較表 

 

控制方式 

性能指標(performance index) 

穩定度 නܝ୘ܝ නܠ୘ܠ නܝ୘ܝ + නܠ୘ܠ  ஶ 收斂時間‖ܝ‖

(convergence time) 

ISMC 穩定 1.6960 4.2780 5.9740 1.4860 8.921 

SMC 穩定 5.5961 3.6366 9.2327 2.8950 3.853 

LQRn 穩定 1.2272 4.2751 5.5023 1.3968 8.973 

LQRd 不穩定 X X X X X 
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第4章                                   

衛星姿態可靠度控制之應用 

 

 

近年來，可靠度控制(reliable control)或容錯控制(fault tolerance control)的研

究已受到廣泛的關注，許多相關的研究也如雨後春筍般地被提出[1],[2] -[10]，一

般來說，維修及保養服務無法即時地提供，這也使得可靠度控制變的至關重要。

可靠度控制主要的目的為設計一個適當的控制律使得閉迴路系統能夠忍受某些

控制元件不正常的運作，並且擁有可接受的系統性能以及保持其穩定度。現今已

經有許多設計可靠度控制的方法被提出，在這些方法包含了線性矩陣不等式法

(linear matrix inequality based approach)[6]，代數 Riccatti 方程式法(algebraic 

Riccatti equation based approach)[8]，互質分解法(coprime factorization approach)[9]，

Hamilton-Jacobi 法(Hamilton-Jacob based approach)[3][10]，順滑模控制法(sliding 

mode control based approach)[2][4][5]，而上述的這些方法中，只有 Hamilton-Jacobi

法與順滑模控制法是處理非線性系統的可靠度控制問題，但是 Hamilton-Jacobi

法的設計主要是一種最佳控制的技巧(optimal strategy)，其可靠度控制律的設計

不可避免地會與 Hamilton-Jacobi 方程式(Hamilton-Jacobi equation，HJ equation)

的解有關係，一般來說，Hamilton-Jacobi 方程式是難以求解的，雖然可透過冪級

數[11]的方法並使用計算機計算，可能可以降低求解的困難度，但其所得的解仍

然為近似解，且會因系統變得複雜而造成計算快負擔快速地增加；相對地，順滑

模控制法設計可靠度控制律時並不需要求解 Hamilton-Jacobi 方程式，且同時可

保有 2.1 節所述之順滑模控制的優點[1][4][5]。另外，在可靠度控制的議題上，

主要可分為兩種設計方式，一種是被動式(passive)可靠度控制，另一種是主動式
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(active)可靠度控制。被動式可靠度控制必須先劃分出不會故障和可能會故障的促

動器(actuator)，可是實際上在故障發生前我們是很難得知這方面的資訊的。而主

動式可靠度控制可以依靠錯誤偵測與診斷機制(fault detection and diagnosis，FDD)

來監視故障的發生，有鑑於此，在本論文中我們選用主動式可靠度控制為主，而

之後所談論的可靠度控制律設計皆是基於主動式可靠度控制設計。 

在第二章我們可知道積分型順滑控制比起順滑模控制擁有較多的優點，以及

T-S 模糊模型用於近似非線性系統時之好處，在第三章中，我們已對於基於 T-S

模糊模型並使積分型順滑控制來作為控制律設計的方式進行討論，並考慮其對於

系統干擾的穩健性分析，接下來，誠如前面所述之可靠度控制的重要性，在本章

中我們進一步將基於 T-S 模糊模型並使積分型順滑控制來作為控制律設計的方

式延伸到可靠度控制律設計上面，並且進一步探討其穩健性。同樣地，我們也會

與基於 T-S 模糊模型並使順滑控制來作為可靠度控制律設計的方式[1]做比較。 

在本章中，我們將在 4.1 節定義所探討的系統，以及控制目標，接著，在 4.2

節中，我們將敘述如何建立 T-S 模糊模型，而在 4.3 節我們討論如何利用第 2 章

中所提到的順滑模控制與積分型順滑模控制兩種控制方式，來進行控制律設計，

最後 4.4 節，我們以衛星姿態控制的模型為例子來進行模擬，並討論分析兩種控

制律的模擬結果。 

 

 

4.1 問題描述 

我們考慮下列非線性二階控制系統(second-order nonlinear control system)如

下 

ሶܠ                         ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)܎ + ܝ(ܠ)ܩ + (4.1) ܌

其中ܠଵ ∈ ℝ୬，ܠଶ ∈ ℝ୬，ܠ = ,ଵ୘ܠ] ଶ୘]୘ܠ ∈ ℝଶ୬為系統狀態，ܝ ∈ ℝ୫為控制輸入，
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(ܠ)܎ ∈ ℝ୬以及(ܠ)ܩ ∈ ℝ୬×୫皆為平滑函數，܌ ∈ ℝ୬代表匹配型(matched type)的系

統之不確定性(uncertainties)或外在干擾(external disturbances)，܎(૙) = ૙ ∈ ℝ୬，即૙ ∈ ℝଶ୬為其平衡點(equilibrium point)。在可靠度控制的問題下，一般來說，在所

有促動器皆正常運時，即促動器發生故障之前，控制工程師可選擇任何的控制技

術來完成控制目標，因此，在促動器發生故障之前，我們選用 3.3.1 節與 3.3.2

節所討論的順滑模控制以及積分型順滑模控制做為控制方式，當促動器被偵測與

診斷出其發生故障後，則控制律會被重組成可靠度控制律，使得閉迴路系統仍然

會達到我們想要的控制目標。在討論主動式可靠度控制律設計時，我們會先假設

系統由錯誤偵測與診斷機制(fault detection and diagnosis，FDD)的資訊中得知故

障的促動器是哪些部分，為了區分正常和故障的促動器，我們以 H 代表正常運

作的部分，而 F 代表故障的部分，因此系統(4.1)式可被改寫成 

ሶܠ                     ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)܎ + ுܝ(ܠ)ுܩ + ிܝ(ܠ)ிܩ + (4.2) ܌

其中 ுܝ ∈ ℝ୩為正常運作的控制輸入， ிܝ ∈ ℝ୫ି୩為故障的控制輸入，ܩு(ܠ) ∈ ℝ୬×୩，ܩி(ܠ) ∈ ℝ୬×(୫ି୩)，(ܠ)ܩ = (ܠ)ுܩ] ⋮ [(ܠ)ிܩ ∈ ℝ୬×୫	，m ≥ k。為

了幫助討論，我們需要下列引理，同時我們考慮系統擁有下列假設。 

 

引理 4.1：[36]  

令ܳଵ ∈ ℝ୬×୫，ܳଶ ∈ ℝ୬×୫為兩個矩陣其中rank(ܳଵ) = n，則 

(iv) ‖ܳଵ‖ଶ =  ୫ୟ୶(ܳଵ)ߪ
(v) ‖ܳଵା‖ଶ = ฮܳଵ୘(ܳଵܳଵ୘)ିଵฮଶ = 1 ⁄୫୧୬(ܳଵ)ߪ  

(vi) ߪ୫୧୬(ܳଵ + ܳଶ) ≥ ୫୧୬(ܳଵ)ߪ −  ୫ୟ୶(ܳଶ)ߪ
其中ߪ୫ୟ୶(∙)，ߪ୫୧୬(∙)與(∙)ା分別代表矩陣的最大奇異值(maximum singular value)，

最小奇異值(minimum singular value)與廣義反矩陣(pseudo-inverse matrix)。 
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假設 4.1： 

對任何狀態ܠ ∈ ℝଶ୬，系統 (4.2)的矩陣ܩு(ܠ)為列滿秩 (full row rank)，且ߪ୫୧୬൫ܩு(ܠ)൯ = ଴ߛ > 0。 

 

假設 4.2： 

系統(4.2)滿足m ≥ k ≥ n，亦即正常運作的控制輸入ܝு ∈ ℝ୩的維度(dimension)

大於等於系統狀態ܠଶ ∈ ℝ୬的維度。 

 

附註 4.1： 

雖然假設 4.1 已經暗指了動態系統(4.2)滿足m ≥ k ≥ n之條件，但我們仍必須建

立假設 4.2，因當動態系統(4.2)式滿足假設 4.2，即條件k ≥ n，且同時擁有假設

4.1，才能使得後續我們將會 4.3.1 節討論利用 T-S 模糊模型近似動態系統(4.2)式

後的順滑模控制設計時，其等效控制(equivalent control)存在[24]，並且，此條件

也會是之後在 4.3.2 節討論利用 T-S 模糊模型近似動態系統(4.2)式後的積分型順

滑模控制設計時，被能夠使得我們成功設計控制器的關鍵條件。 

 

 根據假設 4.1，以及假設藉由錯誤偵測與診斷機制我們估測到故障部分的促

動器的輸出為ܝෝி，而估測誤差為∆ܝி，則我們可以進一步將(4.2)式整理成 

ሶܠ	               ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)܎ + ுܝ)(ܠ)ுܩ + (܌ + ෝிܝ)(ܠ)ிܩ + ி) (4.3)ܝ∆

其中܌ = ܌(ܠ)ுܩ ∈ ℝ୫。 

在本章中我們主要的目的為，考慮系統存在著系統不確定性以及外在干擾的

狀況下，設計一個控制律使得當系統的某些促動器發生故障時依然能夠利用剩下

正常運作的促動器來完成穩定的任務，也就是可靠度控制設計。而在此我們也會

比較基於 T-S 模糊模型下之順滑模控制與基於 T-S 模糊模型下之積分型順滑模控

制兩者的可靠度控制，並且透過特定的性能指標，來分析比較其兩者之性能。 
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4.2 建立 T-S 模糊模型 

在我們建立 T-S 模糊模型來近似非線性系統(4.3)式之前，我們將非線性系統

(4.3)式的漂移項(drift term)(ܠ)܎以及控制矩陣(ܠ)ܩ化成下列型式 

(ܠ)܎  = (4.4) ܠ(ܠ)ܣ

(ܠ)ுܩ  = (4.5) (ܠ)ுܤ

(ܠ)ிܩ  = (4.6) (ܠ)ிܤ

接著，選取 p 個操作點ܠ୧଴, i = 1,⋯ , p，其中操作點與其各數 p 可由我們自己決定，

且操作點的數目即為建立 T-S 模糊模型時的規則數目。我們把各個操作點代入(ܠ)ܣ和ܤு(ܠ)以及ܤி後可得各個操作點所對應之線性系統的系統矩陣如下 

౟బ൯ܠห൫(ܠ)ܣ  = ,୧ܣ i = 1,⋯ , p (4.7)

౟బ൯ܠห൫(ܠ)ுܤ  = ,ு୧ܤ i = 1,⋯ , p (4.8)

౟బ൯ܠห൫(ܠ)ிܤ  = ,ி୧ܤ i = 1,⋯ , p (4.9)

最後，若我們使用 p 條規則建立 T-S 模糊模型並用其來近似原非線性系統時，則

可把 T-S 模糊模型表示成 

ሶܠ              ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = ∑ ୮୧ୀଵܠ୧ܣ](ܠ)୧ߙ + ுܝு୧ܤ + ෝிܝ)ி୧ܤ + ி)] (4.10)ܝ∆

其中ߙ୧(ܠ)為權重(weighting)其滿足∑ ୮୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ = 1且ߙ୧(ܠ) ≥ 0，因此，最後我們利

用 T-S 模糊模型近似非線性系統(4.3)式後的動態系統模型可表示成 

ሶܠ			       ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)ܣ + ܎∆ + (ܠ)ுܤ] + ுܝ)[ுܤ∆ +  (܌
(ܠ)ிܤ]+	          + ෝிܝ)[ிܤ∆ + ி) (4.11)ܝ∆

其中 (ܠ)ܣ = ∑ ୮୧ୀଵܠ୧ܣ(ܠ)୧ߙ ， (ܠ)ுܤ = ∑ ୮୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ ，ு୧ܤ (ܠ)ிܤ = ∑ ୮୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ ி୧ܤ ܎∆， = (ܠ)܎ − ∑ ୮୧ୀଵܠ୧ܣ(ܠ)୧ߙ ， ுܤ∆ = (ܠ)ுܩ − ∑ ୮୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ ு୧ܤ ， ிܤ∆ = (ܠ)ிܩ −∑ ୮୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ ி為利用ܤ∆ு以及ܤ∆與܎∆ி୧，而ܤ T-S 模糊模型來近似非線性系統(4.3)
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式時所產生的額外模型誤差。 

另外，根據[31]可知 T-S 模糊模型可任意的近似原始的非線性系統，即在我

們所考慮的近似誤差範圍下，對應的可找到一 T-S 模糊模型並用它來近似原始的

非線性系統時，所產生的近似誤差會在我們所考慮的範圍內，因此我們可引入下

列假設。 

 

假設 4.3： 

設存在常數ߛ > 0，其中ߛ < ఊబଶ，使得‖∆ܤ‖ଶ ≤ ܤ∆其中，ߛ = ுܤ∆] ⋮ ଴為ߛி]，而ܤ∆
假設 4.1 所定義之值。 

 

由假設 4.1 可知對任何的狀態ܠ ∈ ℝଶ୬成立	ߪ୫୧୬൫ܩு(ܠ)൯ = ଴ߛ > 0，再由假設

4.3 以及引理 4.1，我們可得ߪ୫୧୬(ܤு(ܠ)) = (ܠ)ுܩ)୫୧୬ߪ − (ுܤ∆ ≥ ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪ ு‖ଶܤ∆−‖− = ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪ − ܤ∆ு‖ଶ，又因為ܤ∆‖ = ுܤ∆] ⋮ 的部ܤ∆ு為ܤ∆ி]，即ܤ∆

分矩陣，故 ଶ‖ܤ∆‖ ≥ ு‖ଶ，即ܤ∆‖ ு‖ଶܤ∆‖ ≤ 我們可得到，ߛ ((ܠ)ுܤ)୫୧୬ߪ ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪ≤ − ு‖ଶܤ∆‖ ≥ ଴ߛ − ߛ ≥ ఊబଶ > 0，因此 rank൫ܤு(ܠ) ∈ ℝ୬×୩൯ = n，即ܤு(ܠ)為列滿秩。 

 

 

4.3 主動式可靠度控制律設計 

主動式可靠度控制需要仰賴一個重要的機構，即為錯誤偵測與診斷機制

(fault detection and diagnosis，FDD)，我考慮系統(4.11)式，並且假設藉由錯誤偵

測與診斷機制我們估測到故障部分的促動器的輸出為ܝෝி，而估測誤差為∆ܝி，那

麼實際的動態系統可以表式成 

ሶܠ	            ଵ =  ଶܠ
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ሶܠ   ଶ = (ܠ)ܣ + ܎∆ + (ܠ)ுܤ] + ுܝ)[ுܤ∆ +  (܌
(ܠ)ிܤ]+      + ෝிܝ)[ிܤ∆ + ி) (4.12)ܝ∆

其中ܝෝி ∈ ℝ୫ି୩，∆ܝி ∈ ℝ୫ି୩。 

4.3.1 順滑模可靠度控制律設計 

考慮動態系統(4.12)式，透過 2.1 節所談論的順滑模控制設計方式可知，首

先需要設計順滑面，使得閉迴路系統軌跡一直被保持在順滑面上時，會因為順滑

面的特性造成閉迴路系統為漸進穩定。參考[1][5]，在此我們設計順滑面為 

ܛ  = ଶܠ ଵܠܯ+ = ૙ (4.13)

其中ܯ = ݀݅ܽ݃{݉ଵ,݉ଶ,⋯ ,݉୬} ∈ ℝ୬×୬為正定矩陣(positive definite matrix)，根據

2.1 節的討論我們可知，߶(ܠଵ) = ଵ且߶(૙)ܠܯ− = ૙。觀察(4.13)式可知，當閉迴

路系統軌跡一直被保持在順滑面上ܛ = ૙時，我們可得ܠଶ = (ଵܠ)߶ = ଵ，則(4.12)ܠܯ

式的前 n 階子系統 

ሶܠ  ଵ = ଶܠ = ଵ (4.14)ܠܯ−

為漸進穩定，亦即ܠଵ → ૙當t → ∞。而又ܛ = ଶܠ + ଵܠܯ = ૙，故由ܠଵ → ૙當t → ∞，

我們可得ܠଶ → ૙當t → ∞，亦即閉迴路系統為漸進穩定。 

接著設計順滑模可靠度控制律(sliding mode control law)ܝு = ு଴ܝ + ுଵ，使ܝ

得閉迴路系統軌在有限時間內接觸到我們預先設計的順滑面並保持在順滑面上。

首先我們將(4.13)式中的順滑變數ܛ = ଶܠ ଵ對時間ܠܯ+ t 取導函數並將(4.12)式代

入後可得順滑變數ܛ所對應的動態系統為 	 ሶܛ = (ܠ)ܣ + ܎∆ + (ܠ)ுܤ] + ுܝ)[ுܤ∆ +  (܌
(ܠ)ிܤ]+	               + ෝிܝ)[ிܤ∆ + (ிܝ∆ + ଶ (4.15)ܠܯ

從 4.2 節的討論我們知道ܤு(ܠ)為列滿秩，根據 2.1 節我們可設計順滑模控制律ܝு = ு଴ܝ +  ு଴為ܝுଵ中的ܝ

ு଴ܝ  = ଶܠܯ](ܠ)ுାܤ− + (ܠ)ܣ + ෝி] (4.16)ܝ(ܠ)ிܤ

我們已知(4.15)中的ܝு = ு଴ܝ +  ுଵ，因此我們將(4.15)代入(3.10)式可得ܝ
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ሶܛ  = (ܠ)ுܤ] + ுଵܝ[ுܤ∆ + ∆୑ (4.17)

其中∆୑= ܎∆ + (ܠ)ுܤ] + ܌[ுܤ∆ + ு଴ܝுܤ∆ + ிܝ∆(ܠ)ிܤ + ෝிܝ)ிܤ∆ + ி)。為了ܝ∆

完成控制律之設計，我們引進下列假設。 

 

假設 4.4： ‖∆୑‖ଶ ≤ ,ܠ)ଷߩ t), ܠ∀ ∈ ℝଶ୬, ∀t ∈ ℝ，	ߩଷ: ℝଶ୬ × ℝ → ℝ為一連續的非負函數。 

 

雖然假設 4.4 的不等式當中需要ܝு଴的資訊，但因‖∆܎‖ଶ，‖∆ܤு‖ଶ，‖∆ܤி‖ଶ以
及‖∆ܝி‖ଶ的上界(upper bound)可離線估測(offline estimation)，並且我們也可以估

計干擾的上界‖܌‖ଶ，因此當計算完ܝு଴後我們便可獲得ߩଷ(ܠ, t)之值。 

 同樣地，根據 2.1 節之討論，假設ܛ(ܠ(t଴)) ≠ ૙，我們可設計順滑模控制律ܝு = ு଴ܝ +  ுଵ為下列所示ܝுଵ中的ܝ

ுଵܝ  = ,ܠ)ߤ− t)ܤுା(ܠ)sgn(ܛ) (4.18)

其中ܠ)ߤ, t) ≥ ఊబିఊఊబି(ଵା√୬)ఊ ߟ] + ,ܠ)ଷߩ t)]，sgn(ܛ) = [sgn(ݏଵ), sgn(ݏଶ)⋯ , sgn(ݏ୬)]୘，ߟ > 0 ∈ ℝ為待設計的常數，因此，我們將(4.18)式代入(4.17)式可得順滑變數ܛ所
對應的閉迴路動態系統變為 

ሶܛ  = ,ܠ)ߤ− t)sgn(ܛ) − ,ܠ)ߤ t)∆ܤுܤுା(ܠ)sgn(ܛ) + ∆୑ (4.19)

為了證明ܝுଵ設計成(4.18)之可行性，我們透過 Lyapunov 理論，令(4.19)式的可能

的 Lyapunov 函數(Lyapunov function candidate)為V = ଵଶ 則V對時間，ܛ܂ܛ t 的導函

數為 

 Vሶ = ሶ (4.20)ܛ܂ܛ

我們將(4.19)式代入(4.20)式可得 

 Vሶ = ሶܛ܂ܛ = ,ܠ)ߤ− t)܂ܛsgn(ܛ) − ,ܠ)ߤ t)ܤ∆܂ܛுܤுା(ܠ)sgn(ܛ) + ୑ (4.21)∆܂ܛ

利用假設 4.1 到假設 4.4 與關係式܂ܛsgn(ܛ) = ଵݏ ∙ sgn(ݏଵ) + ୬ݏ⋯ ∙ sgn(ݏ୬) |ଵݏ|= + ⋯ |୬ݏ| = ଵ‖ܛ‖	ଵ，向量範數(norm)不等式‖ܛ‖ ≥ 成ܣଶ，以及對任意矩陣‖ܛ‖
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立‖ܠܣ‖ଶ ≤  ଶ之關係式，可將(4.21)整理成如下‖ܠ‖ଶ‖ܣ‖

     Vሶ = ሶܛ܂ܛ = ,ܠ)ߤ− t)܂ܛsgn(ܛ) − ,ܠ)ߤ t)ܤ∆܂ܛுܤுା(ܠ)sgn(ܛ) +  ୑∆܂ܛ

       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ − ,ܠ)ߤ t)ܤ∆܂ܛுܤுା(ܠ)sgn(ܛ) + ଶ‖ܛ‖ ∙ ‖∆୑‖ଶ 

       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ−‖ t)ܛ‖ଶ ∙ ଶ‖(ܛ)sgn(ܠ)ுାܤுܤ∆‖ + ଶ‖ܛ‖ ∙ ‖∆୑‖ଶ 

       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ‖ t)ܛ‖ଶ ∙ ଶ‖(ܛ)sgn(ܠ)ுାܤுܤ∆‖ + ,ܠ)ଷߩଶ‖ܛ‖ t) 
       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)‖ܛ‖ଶ ∙ ு‖ଶܤ∆‖ ∙ ଶ‖(ܛ)sgn(ܠ)ுାܤ‖ + ,ܠ)ଷߩଶ‖ܛ‖ t) 
       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)ܛ‖ߛ‖ଶ ∙ ଶ‖(ܛ)sgn(ܠ)ுାܤ‖ + ,ܠ)ଷߩଶ‖ܛ‖ t) 
       ≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)ܛ‖ߛ‖ଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ுାܤ‖ ∙ ‖sgn(ܛ)‖ଶ + ,ܠ)ଷߩଶ‖ܛ‖ t) 
   	≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)ܛ‖ߛ‖ଶ ∙ ଶ√n‖(ܠ)ுାܤ‖ + ,ܠ)ଷߩଶ‖ܛ‖ t) (4.22)

另外，因ܤு(ܠ)為列滿秩，故由引理 4.1 可知 

ଶ‖(ܠ)ுାܤ‖	                  = (ܠ)ுܩ)‖ − = ு)ା‖ଶܤ∆ (ܠ)ுܩ)୫୧୬ߪ1 − ≥											 (ுܤ∆ ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪ1 −  ு‖ଶܤ∆−‖

 								= ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪ1 − ு‖ଶ (4.23)ܤ∆‖

將(4.23)式代入(4.22)式可得 

      Vሶ = ሶܛ܂ܛ 					 
       		≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)ܛ‖ߛ‖ଶ ∙ ଶ√n‖(ܠ)ுାܤ‖ + ,ܠ)ଷߩଶ‖ܛ‖ t) 																		≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)ܛ‖ߛ‖ଶ ቈ ൯(ܠ)ܩ୫୧୬൫ߪ1 − ு‖ଶ቉√nܤ∆‖ + ,ܠ)ଷߩଶ‖ܛ‖ t) 
       		≤ ,ܠ)ߤ− t)‖ܛ‖ଶ + ,ܠ)ߤ t)ܛ‖ߛ‖ଶ ቂ ଵఊబିఊቃ √n + ,ܠ)ଷߩଶ‖ܛ‖ t) 
    	= ቄ−ܠ)ߤ, t) ቂఊబି൫ଵା√୬൯ఊఊబିఊ ቃ + ,ܠ)ଷߩ t)ቅ ଶ‖ܛ‖ ≤ ଶ (4.24)‖ܛ‖ߟ−

根據 2.1 節的討論可知，若ܛ(ܠ(t଴)) ≠ ૙則ܛ(ܠ(t))必在有限時間t = ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖ ⁄ߟ
之內收斂到 0，這也代表著閉迴路系統軌跡必在有限時間t = ଶ‖((0)ܠ)ܛ‖ ⁄ߟ 內接

觸到順滑面上並保持在順滑面上。經由以上設計與分析，最後我們提出下列引

理。 
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引理 4.2：[1]  

假設系統(4.1)的某些促動器發生故障之情形，且假設藉由錯誤偵測與診斷機制我

們估測到故障部分的促動器的輸出為ܝෝி，而估測誤差為∆ܝி，並且利用 T-S 模糊

模型近似後得其近似之動態系統(4.12)式，當假設 4.1 到假設 4.4 同時成立時，則

含控制輸入發生故障的(4.1)式在下列(4.25)控制律的控制下，原點對於閉迴路系

統為漸進穩定。 

ுܝ  = ଶܠܯ](ܠ)ுାܤ− + (ܠ)ܣ + ෝிܝ(ܠ)ிܤ + ,ܠ)ߤ t)sgn(ܛ)] (4.25)

其中ܠ)ߤ, t) ≥ ఊబିఊఊబି(ଵା√୬)ఊ ߟ] + ,ܠ)ଷߩ t)]。 

 

4.3.2 積分型順滑模可靠度控制律設計 

考慮動態系統(4.12)式，透過第 2.2 節所談論的積分型順滑模控制設計方式

可知，我們可設計順滑面為 	 ܛ = ܦ ቊܠ(t) − (t଴)ܠ − න ((τ)ܠ)܎ൣ + ு଴൧୲ܝ((τ)ܠ)ܩ
୲బ dτቋ = ૙ (4.26)

其中ܦ滿足假設 2.5， (t)ܠ	 = (ܠ)ܩ，୘[ଶ୘(t)ܠ	ଵ୘(t)ܠ] = [0 ⋮ ，୘]୘(ܠ)ுܤ (ܠ)܎ ୘。我們知道，當k[୘(ܠ)ܣ	ଶ୘(t)ܠ]= ≤ 2n時ܦ ∈ ℝ୩×ଶ୬，當k > 2n時ܦ ∈ ℝଶ୬×ଶ୬，不

失一般性可以令矩陣ܦ = ଵܦ] ⋮ 其中當k，[ܦ ≤ 2n時ܦଵ ∈ ℝ୩×୬，ܦ ∈ ℝ୩×୬，而當k > 2n時 ଵܦ ∈ ℝଶ୬×୬ ， ܦ ∈ ℝଶ୬×୬ ，接著再將 (4.26) 式中的順滑變數 ܛ ܦ= ቄܠ(t) − (t଴)ܠ − ׬ ((τ)ܠ)܎ൣ + ு଴൧୲୲బܝ((τ)ܠ)ܩ dτቅ對時間 t 取導函數並將(4.12)式帶

入如下 

ሶܛ	                = ሶܠ൛ܦ (t) − ൯(t)ܠ൫܎ −  ு଴ൟܝ((t)ܠ)ܩ
   		= ሶܠ]൛ܦ ଵ୘(t)	ܠሶ ଶ୘(t)]୘ − ୘[୘(ܠ)ܣ	ଶ୘(t)ܠ] −  ு଴ൟܝ((t)ܠ)ܩ

                		= ሶܠ	ଶ୘(t)ܠ]}ܦ ଶ୘(t)]୘ − ୘[୘(ܠ)ܣ	ଶ୘(t)ܠ] − [0 ⋮  {ு଴ܝ୘]୘(ܠ)ுܤ
               		= ሶܠ	0]}ܦ ଶ୘(t) − ୘]୘(ܠ)ܣ − [0 ⋮  {ு଴ܝ୘]୘(ܠ)ுܤ

             = ሶܠ}ܦ ଶ(t) − (ܠ)ܣ − ு଴} (4.27)ܝ(ܠ)ுܤ
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我們可發現，順滑變數ܛ所對應的動態系統(4.27)式，即順滑變數ܛ沿著閉迴路系

統軌跡對時間 t 的變化率與矩陣ܦଵ並無關，因此在考慮(4.12)式時我們可以將順

滑面的設計簡化成如下 

ܛ  = ܦ ቊܠଶ(t) − ଶ(t଴)ܠ − න ((τ)ܠ)ܣ] + ு଴]୲ܝ((τ)ܠ)ுܤ
୲బ dτቋ = ૙ (4.28)

其中ܦ滿足假設 2.5，即當k ≤ n時，ܦ ∈ ℝ୩×୬使得對任何狀態ܠ ∈ ℝଶ୬矩陣	ܤܦு(ܠ) ∈ ℝ୩×୩為可逆，當k > n時，ܦ ∈ ℝ୬×୬使得對任何狀態ܠ ∈ ℝଶ୬矩陣	ܤܦு(ܠ) ∈ ℝ୬×୩為列滿秩，但由假設 4.2 以及 4.2 節建立 T-S 模糊模型時的過程

知道，我們現在僅考慮系統(4.12)式擁有k ≥ n之條件，此條件可用來幫助我們設

計(4.12)式這樣子形式下的非線性系統積分型順滑可靠度模控制律。 

接著設計積分型順滑模可靠度控制律 (integral-type sliding mode control 

law)	ܝு = ு଴ܝ + ுଵ，根據ܝ 2.2 節之討論可知，設計積分型滑模可靠度控制律ܝு = ு଴ܝ + ு଴時必須滿足假設ܝுଵ中的ܝ 2.6，因此在此我們引入下列假設。 

 

假設 4.5： 

存在一個無干擾控制律ܝு଴使得(4.12)式的無干擾系統 

ሶܠ		                            ଵ =  ଶܠ

ሶܠ           ଶ = (ܠ)ܣ + ு (4.29)ܝ(ܠ)ுܤ

在ܝு଴的控制下，原點對於閉迴路系統為漸進穩定。 

 

因為ܝு଴的設計方式存在著自由度，我們定義二次成本函數(performance 

index)如下[37] 

ܬ  = න ܠ୘ܳܠ) + ு)ஶܝு୘ܴܝ
଴ dt (4.30)

其中ܳ = ܳ୘ ≥ 0，ܴ = ܴ୘ > 0，根據[37]可知，我們可在(4.30)式這個二次成本

函數下使用線性二次調節法(linear quadratic regulation，LQR)來對(4.12)式的無干

擾系統進行平行分配補償之設計，即設計每一條規則所對應的回授矩陣
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୧(feedback gain matrix)，再透過建立ܭ T-S 模糊模型來近似原非線性系統時所使用

的權重ߙ୧(ܠ)來得到ܝு଴，即我們最後可得ܝு଴為 

ு଴ܝ                = −∑ ୰୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ (4.31) (t)ܠ୧ܭ

此種ܝு଴的設計方式為一種次最佳化(sub-optimal)的設計方式[37]，當ܝு଴透過此

方法設計完成並帶入(4.29)式的ܝ之後，我們僅需要利用引理 2.1，並透過線性矩

陣不等式的求解工具，如 MATLAB LMI 工具箱(MATLAB LMI tool box)來對矩

陣ܲ進行求解，即可確定(4.29)式在ܝு଴的控制下之穩定性。我們將(4.28)式對時間

t 取導函數並將(4.12)式以及已經設計完成的ܝு଴代入了，則我們可得順滑變數ܛ所
對應的動態系統為 

ሶܛ  = (ܠ)ܣ}ܦ + ܎∆ + (ܠ)ுܤ] + ுܝ)[ுܤ∆ +  (܌
(ܠ)ிܤ]+		         + ෝிܝ)[ிܤ∆ + (ிܝ∆ − (ܠ)ܣ − ு଴} (4.32)ܝ(ܠ)ுܤ

由 4.2 節我們知道ܤு(ܠ)為列滿秩，故ܤு(ܠ)ܤுା(ܠ) = ܫ ∈ ℝ୬×୬，因此我們可將(4.32)

式進一步整理後得 

ሶܛ	   = ܎∆}ܦ + ுܝ(ܠ)ுܤ + ܌(ܠ)ுܤ + ுܝ)ுܤ∆ +  (܌
(ܠ)ிܤ]+			    + ෝிܝ)[ிܤ∆ + (ிܝ∆ −  {ு଴ܝ(ܠ)ுܤ

  			= ுଵܝ}(ܠ)ுܤܦ + ܌ + ுܝ)ுܤ∆(ܠ)ுାܤ + (܌ +  ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ

܎∆(ܠ)ுାܤ+		    + ிܝ∆(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ + ෝிܝ)ிܤ∆ுାܤ +  {(ிܝ∆
  			= ுଵܝ}(ܠ)ுܤܦ + ுଵܝுܤ∆(ܠ)ுାܤ + ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ +  ܎∆(ܠ)ுାܤ

ு଴ܝ)ுܤ∆(ܠ)ுାܤ+		    + (܌ + ܌ +  ிܝ∆(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ

ෝிܝ)ிܤ∆(ܠ)ுାܤ+		    +  {(ிܝ∆
  		= ுଵܝ}(ܠ)ுܤܦ + ுଵܝுܤ∆(ܠ)ுାܤ +  ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ

ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤுܤ∆(ܠ)ுାܤ+		    + ୑} (4.33)܌

其中這裡所定義的܌୑ = ܌ + ு଴ܝ)ுܤ∆(ܠ)ுାܤ+	܎∆(ܠ)ுାܤ + (܌ + ிܝ∆(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ ෝிܝ)ிܤ∆(ܠ)ுାܤ+ + (ிܝ∆ − ，ෝி。為了繼續完成控制律之設計ܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤுܤ∆(ܠ)ுାܤ

我們引進下列假設。 
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假設 ୑‖ଶ܌‖ ：4.6 ≤ ,ܠ)ସߩ t), ܠ∀ ∈ ℝଶ୬, ∀t ∈ ℝ，	ߩସ: ℝଶ୬ × ℝ → ℝ為一連續的非負函數。 

 

雖然假設 4.6 的不等式當中需要ܝு଴的資訊，但因‖∆܎‖ଶ，‖∆ܤு‖ଶ，‖∆ܤி‖ଶ以
及‖∆ܝி‖ଶ的上界(upper bound)可離線估測(offline estimation)，並且我們也可以估

計干擾的上界‖܌‖ଶ，因此當計算完ܝு଴後我們便可獲得ߩଷ(ܠ, t)之值。 

同樣地，根據 2.2 我們可設計積分型順滑模可靠度控制律ܝு = ு଴ܝ + ுଵ中ܝ
的ܝுଵ為下列所示 

ுଵܝ  = ۔ە
ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ−ۓ − ,ܠ)ߩ t) ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ , if ܛ ≠ ૙
ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ− , if ܛ = ૙	 (4.34)

其中ܠ)ߩ, t) > ఊబିఊఊబିଶఊ ,ܠ)ସߩ t)，在此我們可特別注意到，因為透過錯誤偵測與診斷

機制，我們估測到故障部分的促動器的輸出為ܝෝி，因此我們確實可獲得ܤுା(ܠ)ܤி(ܠ)ܝෝி之資訊來設計ܝுଵ。為了證明ܝுଵ設計成(4.34)式之可行性，我們令

在某個時間瞬間ܛ ≠ ૙，並將(4.34)式代入 

(4.33)式可得順滑變數ܛ所對應的閉迴路動態系統變為 

ሶܛ																															 = (ܠ)ுܤܦ ቐ−ܠ)ߩ, t) ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

 										 ுܤ∆(ܠ)ுାܤ+		 ቎−ܠ)ߩ, t) ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ቏ +  ୑ቑ܌
(4.35)

透過 Lyapunov 理論，令(4.35)式的可能的 Lyapunov 函數(Lyapunov function 

candidate)為V = ଵଶ 則V對時間，ܛ܂ܛ t 的導函數為 

 Vሶ = ሶ (4.36)ܛ܂ܛ

將(4.35)式代入(4.36)式可得 
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																										Vሶ = ሶܛ܂ܛ = (ܠ)ுܤܦ܂ܛ ቐ−ܠ)ߩ, t) ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

 												 ுܤ∆(ܠ)ுାܤ+ ቎−ܠ)ߩ, t) ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ቏ + ୑ቑ܌  
(4.37)

利用假設 4.1 到假設 4.3 以及假設 4.6 可將(4.37)式整理成如下 

Vሶ = ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶଶቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ + ுܤ∆(ܠ)ுାܤ[(ܠ)ுܤܦ܂ܛ] ቎−ܠ)ߩ, t) ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ቏ 								+[ܤܦ܂ܛு(ܠ)]܌୑ 			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

							+ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙ ቯ−ܠ)ߩ, t)ܤுା(ܠ)∆ܤு ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶቯଶ 

							+ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙  ୑‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

,ܠ)ߩ+							 t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙ ቯܤுା(ܠ)∆ܤு ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶቯଶ 

							+ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙  ୑‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

,ܠ)ߩ+							 t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ுାܤ‖ ∙ ቯ∆ܤு ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶቯଶ 

							+ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙  ୑‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

,ܠ)ߩ+							 t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ுାܤ‖ ∙ ு‖ଶܤ∆‖ ∙ ቯ ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶቯଶ 
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							+ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙  ୑‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ + ,ܠ)ߩ t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ுାܤ‖ ∙  ு‖ଶܤ∆‖

							+ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙  ୑‖ଶ܌‖

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ + ,ܠ)ߩ t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙ ଶ‖(ܠ)ுାܤ‖ ∙  ு‖ଶܤ∆‖

,ܠ)ସߩ+							 t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ (4.38)

另外，因ܤு(ܠ)為列滿秩，故由引理 4.1 可知 

ଶ‖(ܠ)ுାܤ‖	                  = (ܠ)ுܩ)‖ − = ு)ା‖ଶܤ∆ (ܠ)ுܩ)୫୧୬ߪ1 − ≥											 (ுܤ∆ ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪ1 −  ு‖ଶܤ∆−‖

 								= ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪ1 − ு‖ଶ (4.39)ܤ∆‖

將(4.39)式代入(4.38)式可得 Vሶ = ≥			 ሶܛ܂ܛ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

							+ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ቈ ,ܠ)ߩ t)ߪ୫୧୬൫ܩு(ܠ)൯ − ு‖ଶ቉ܤ∆‖ ∙  ு‖ଶܤ∆‖

,ܠ)ସߩ+							 t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ + ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ቈ ,ܠ)ߩ t)ߪߛ୫୧୬൫ܩு(ܠ)൯ − ,ܠ)ସߩ+							 ு‖ଶ቉ܤ∆‖ t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

			= ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ + ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ቈ ,ܠ)ߩ t)ߛߛ଴ − ,ܠ)ସߩ+							 ு‖ଶ቉ܤ∆‖ t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

			≤ ,ܠ)ߩ− t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ + ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ቈܠ)ߩ, t)ߛߛ଴ − ߛ ቉ 
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,ܠ)ସߩ+							 t) ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ 

			= ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ቊ−ܠ)ߩ, t) + ቈܠ)ߩ, t)ߛߛ଴ − ߛ ቉ + ,ܠ)ସߩ t)ቋ 

			= ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ൜ܠ)ߩ, t) ൤−ߛ଴ + ଴ߛߛ2 − ߛ ൨ + ,ܠ)ସߩ t)ൠ < 0 (4.40)

其中我們利用了及柯西 -史瓦茲不等式 (Cauchy-Schwarz inequality)來使得[ܤܦ܂ܛு(ܠ)]܌୑ ≤ ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ∙ ୑‖ଶ。根據܌‖ 2.2 節的討論可知，針對 

(4.33)式來說每當順滑變數ܛ ≠ ૙，ܝுଵ會使得ܛ → ૙，同時代表著閉迴路系統軌跡

一但偏離順滑面後，會立即趨近順滑面，但在此因為順滑面的設計型式所致，我

們僅會得到ܛ(ܠ(t଴)) = ૙之值，故對 

(4.33)式使用(4.34)式控制後的順滑變數ܛ所對應的閉迴路動態系統(4.35)式來說

必成立ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴。 

接下來我們將證明僅考慮系統(4.12)僅存在匹配型模型不確定性或干擾時，

且其受到積分順滑模控制律所控制後的閉迴路系統軌跡一直被保持在順滑面上

時，其動態行為會等同於未受干擾的閉迴路無干擾系統(nominal system)之響應，

亦即當我們考慮(4.12)式僅存在匹配型模型不確定性或干擾܌，並使用積分型順滑

模可靠度控制律ܝு = ு଴ܝ + ுଵ為ܝு଴為(4.31)式所示而ܝுଵ進行控制時，其中ܝ
(4.34)式所示，閉迴路系統軌跡一直被保持在順滑面上時，則其閉迴路系統響應

會等同於(4.12)式的無干擾系統只使用ܝு଴進行控制時的避迴路系統響應。假設閉

迴路系統軌跡被保持在順滑面，即ܛ(ܠ(t଴)) = ૙，ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴時，閉迴路

系統 

ሶܠ	            ଵ =  ଶܠ

ሶܠ   ଶ = (ܠ)ܣ + ܎∆ + (ܠ)ுܤ] + ுܝ)[ுܤ∆ +  (܌
(ܠ)ிܤ]+      + ෝிܝ)[ிܤ∆ +  (ிܝ∆

的軌跡為ܠ(t) =  而，(t)ୢܠ

ሶܛ  = ுଵܝ}(ୢܠ)ுܤܦ + ுଵܝுܤ∆(ୢܠ)ுାܤ + ෝிܝ(ୢܠ)ிܤ(ୢܠ)ுାܤ + {୑܌ = ૙ (4.41)
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進一步整理(4.41)式後可的 

ሶܛ  = ுܝ}(ୢܠ)ுܤܦ + ுܝுܤ∆(ୢܠ)ுାܤ + ෝிܝ(ୢܠ)ிܤ(ୢܠ)ுାܤ +  ୑܌

ு଴ܝ−			       −  {ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤுܤ∆(ܠ)ுାܤ+ு଴ܝுܤ∆(ୢܠ)ுାܤ
 = ܫ)}(ୢܠ)ுܤܦ + ுܝ(ுܤ∆(ୢܠ)ுାܤ − ܫ) +  ு଴ܝ(ுܤ∆(ୢܠ)ுାܤ

ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤுܤ∆(ܠ)ுାܤ+ෝிܝ(ୢܠ)ிܤ(ୢܠ)ுାܤ+			       + {୑܌ = ૙ (4.42)

已知[ܫ + [ܤ∆(ܠ)ାܤ ∈ ℝ୩×୩，且由引理 4.1 可知 ߪ୫୧୬([ܫ + ([ுܤ∆(ܠ)ுାܤ ≥ (ܫ)୫୧୬ߪ −  (ுܤ∆(ܠ)ுାܤ)୫ୟ୶ߪ
然而我們知道 ߪ୫ୟ୶(ܤுା(ܠ)∆ܤு) = ≥																																																																																 ு‖ଶܤ∆(ܠ)ுାܤ‖ ଶ‖(ܠ)ுାܤ‖ ∙ ≥																																																																																 ு‖ଶܤ∆‖ ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪ1 − ு‖ଶܤ∆‖ ∙  ு‖ଶܤ∆‖

																																																																																≤ ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪ1 − ு‖ଶܤ∆‖ ∙  ߛ

																																																																																≤ ൯(ܠ)ுܩ୫୧୬൫ߪߛ − ߛ = ଴ߛߛ − ߛ < 1 

因此我們可得 ߪ୫୧୬([ܫ + ([ுܤ∆(ܠ)ுାܤ ≥ (ܫ)୫୧୬ߪ − (ுܤ∆(ܠ)ுାܤ)୫ୟ୶ߪ = 1 − (ுܤ∆(ܠ)ுାܤ)୫ୟ୶ߪ > 0 

也就是說對任意狀態 ܠ ∈ ℝଶ୬矩陣 ܫ] + [ுܤ∆(ܠ)ுାܤ ∈ ℝ୩×୩為可逆，又因為ܤܦு(ୢܠ)為可逆或列滿秩，故必存在一解 

ுୣ୯ܝ  = ܫ] + ෝிܝ(ୢܠ)ிܤ(ୢܠ)ுାܤ−}ு]ିଵܤ∆(ୢܠ)ுାܤ −  ୑܌

ܫ]+	             + ෝி} (4.43)ܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤுܤ∆(ܠ)ுାܤ−ு଴ܝ[ுܤ∆(ୢܠ)ுାܤ

滿足 

(4.42)式，而ܝுୣ୯稱為等效控制。我們把(4.43)式代回原始動態系統(4.12)式後可

得 

ሶܠ	         ଵ =  ଶܠ

ሶܠ    ଶ = (ୢܠ)ܣ + ܎∆ + ܫ](ୢܠ)ுܤ + ுୣ୯ܝு]൫ܤ∆(ୢܠ)ுାܤ +  ൯܌
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(ୢܠ)ிܤ]+	          + ෝிܝ)[ிܤ∆ + ி) (4.44)ܝ∆

再將(4.44)式進一步整理後可得 

ሶܠ	                           ଵୢ =  ଶୢܠ

ሶܠ  ଶୢ = (ୢܠ)ܣ + ு଴ (4.45)ܝ(ୢܠ)ுܤ

其中ୢܠ = ଵ୘ୢܠൣ , ଶୢ୘ܠ ൧୘，觀察(4.45)式可發現其動態系統即為原始動態系統(4.12)式

的無干擾系統使用ܝு଴控制後的閉迴路無干擾系統，即完成證明。 

雖然我們針對 T-S 模糊模型(4.12)式進行積分行順滑模可靠度控制律設計，

但是我們最終仍然是將可靠度控制律代入原始的非線性系統(4.3)式，因此，我們

可進一步分析，對於考慮原始非線性系統(4.3)式僅擁有匹配型模型不確定性或干

擾時，且假設藉由錯誤偵測與診斷機制我們估測到故障部分的促動器的輸出為ܝෝி，而估測誤差為∆ܝி，也就是說動態系統(4.3)可以表式成 

ሶܠ		                  ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)܎ + ுܝ)(ܠ)ுܩ + (܌ + ෝிܝ)(ܠ)ிܩ + ி) (4.46)ܝ∆

並使用積分型順滑模可靠度控制律ܝு = ு଴ܝ + ு଴為(4.31)ܝுଵ進行控制，其中ܝ

式所示ܝுଵ為(4.34)式所示，且其閉迴路系統軌跡一直被保持在順滑面上時，則其

閉迴路系統響應會如何。現在我們考慮將積分型順滑模可靠度控制律ܝு = ு଴ܝ + ுଵ代入(4.46)式且考慮原始非線性系統(4.46)式僅擁有匹配型模型ܝ

不確定性或干擾܌，其中ܝு଴為(4.31)式所示ܝுଵ為(4.34)式所示，同樣地，假設原

始非線性系統(4.46)在使用順滑模可靠度控制律ܝு = ு଴ܝ + ுଵ控制後的閉迴路ܝ

系統軌跡被保持在順滑面，即ܛ(ܠ(t଴)) = ૙，ܛ(ܠ(t)) = ૙, ∀t ≥ t଴時，並令此時的

閉迴路系統 

ሶܠ				          ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)܎ + ு଴ܝ)(ܠ)ுܩ + ுଵܝ + (܌ + ෝிܝ)(ܠ)ிܩ + ி) (4.47)ܝ∆

的軌跡為ܠ(t) =  ୱ(t)，而由(4.41)式到(4.43)式知道，此時的等效控制為ܠ

ுୣ୯ܝ  = ܫ] + ෝிܝ(ୱܠ)ிܤ(ୱܠ)ுାܤ−}ு]ିଵܤ∆(ୱܠ)ுାܤ −  ୑܌
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            	 ܫ]+ + ෝி} (4.48)ܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤுܤ∆(ܠ)ுାܤ−ு଴ܝ[ுܤ∆(ୱܠ)ுାܤ

我們把(4.48)式代回(4.46)式後可得 

ሶܠ				          ଵୱ =  ଶୱܠ
ሶܠ       ଶୱ = (ୱܠ)܎ + ுୣ୯ܝ൫(ୱܠ)ுܩ + ൯܌ + ෝிܝ)(ୱܠ)ிܩ + ி) (4.49)ܝ∆

利用 4.2 節時建立 T-S 模糊模型時所得到的關係式∆܎ = (ܠ)܎ − ுܤ∆，(ܠ)ܣ = (ܠ)ுܩ − ிܤ∆，(ܠ)ுܤ = (ܠ)ிܩ −  我們可將(4.49)式整理成，(ܠ)ிܤ

ሶܠ                         ଵୱ =  ଶୱܠ
ሶܠ       ଶୱ = (ୱܠ)܎ − ܎∆ + ு଴ (4.50)ܝ(ୱܠ)ுܤ

再利用一次關係式∆܎ = (ܠ)܎ −  我們可再將(4.50)進一步整理成，(ܠ)ܣ

ሶܠ                         ଵୱ =  ଶୱܠ
ሶܠ       ଶୱ = (ୱܠ)ܣ + ு଴ (4.51)ܝ(ୱܠ)ுܤ

其中ܠୱ = ଵୱ୘ܠ] , ଶୱ୘ܠ ]୘，觀察(4.51)式可發現其動態系統即為動態系統(4.12)式的無

干擾系統使用ܝு଴控制後的閉迴路無干擾系統，也就是說，非線性系統(4.46)式僅

擁有匹配型模型不確定性或干擾時，並使用積分型順滑模可靠度控制律ܝு = ு଴ܝ + ுଵ為(4.34)式所示，且閉迴路ܝு଴為(4.31)式所示ܝுଵ進行控制，其中ܝ

系統軌跡一直被保持在順滑面上時，則其閉迴路系統響應會等同於同於(4.12)式

的無干擾系統只使用ܝு଴進行控制時的避迴路系統響應。因此，最後我們可知道，

我們使用 T-S 模糊模型進行積分順滑模控制時，會先對 T-S 模糊模型的無干擾系

統進行設計，即設計ܝு଴，並使 T-S 模糊模型的無干擾系統達到我們希望的性能

表現，而儘管最後我們是將考慮 T-S 模糊模所設計的積分型順滑模可靠度控制律

代入錯誤偵測與診斷機制我們估測到故障部分的促動器的輸出為ܝෝி的非線性系

統，此非線性系統受到考慮 T-S 模糊模所設計的積分型順滑模可靠度控制律控制

後，其閉迴路系統軌跡仍然會與 T-S 模糊模型的無干擾系統使用ܝு଴控制後的閉

迴路無干擾系統軌跡相同。最後，根據上列分析後我們提出下列定理。 

 

定理 4.1： 
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假設系統(4.1)的某些促動器發生故障之情形，且假設藉由錯誤偵測與診斷機制我

們估測到故障部分的促動器的輸出為ܝෝி，而估測誤差為∆ܝி，並且利用 T-S 模糊

模型近似後得其近似之動態系統(4.12)式，當假設 4.1 到假設 4.3，以及假設 4.6

同時成立，且存在矩陣 P 滿足引理 2.1 使得假設 4.5 也成立時，則含控制輸入發

生故障得(4.1)式在下列控制律(4.52)式的控制下，原點對於閉迴路系統為漸進穩

定。 

ுܝ  = ு଴ܝ + ுଵ (4.52)ܝ

其中 

ு଴ܝ     = −∑ ୰୧ୀଵ(ܠ)୧ߙ (4.53) (t)ܠ୧ܭ

 
ுଵܝ   = ቐ ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ− − ,ܠ)ߩ t) ൫஽஻ಹ(ܠ)൯౐ܛቛ൫஽஻ಹ(ܠ)൯౐ܛቛమ , if ܛ ≠ ૙−ܤுା(ܠ)ܤி(ܠ)ܝෝி			 , if ܛ = ૙   

(4.54)

且ܠ)ߩ, t) > ఊబିఊఊబିଶఊ ,ܠ)ସߩ t)。 

 

 

4.4 衛星姿態可靠度控制之模擬 

在這一節當中，我們採用的衛星動態模型與 3.4.1 節所考慮的衛星動態模型

相同，並且考慮相同的前鑑步變數(premise variable)以及其分割(partition)來對此

衛星動態系統進行建立 T-S 模型的動作，但是在建立 T-S 模糊模型之前，我們需

要藉由錯誤偵測與診斷機制來得知故障的促動器是哪些部分，並區分正常與故障

的促動器，因此，接下來的小節裡，我們先針對衛星動態系統(3.49)設計錯誤偵

測與診斷機制的觀察器(observer)，接著再考慮已藉由錯誤偵測與診斷機制來得

知故障的促動器是哪些部分的衛星動態系統，建立其 T-S 模糊模型，最後我們展

示模擬結果。 
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4.4.1 錯誤偵測與診斷機制之觀察器設計 

在這一節中我們介紹針對 3.4.1 節所提及的衛星動態系統，其錯誤偵測與診

斷機制之觀察器的設計，主要的方式是將控制輸入解耦(decouple)，使得每一個

促動器的故障能被分辨且診斷出來[5]。考慮衛星動態系統(3.49)式，因三個尤拉

角速率可表示成角速度向量的型式，我們可以藉由加速計(accelerometer)和陀螺

儀(gyroscope)來得知這些資訊。在這裡我們假設所有狀態都可量測，而錯誤偵測

與診斷機制和系統之間的關係可表示成圖 4.1，詳細說明如下。首先我們對原始

衛星動態系統做座標轉換，即令ܢଵ = ,ଵݖ] ,ଶݖ ଷ]୘ݖ = ଶܢ，ଵܠ = ,ସݖ] ,ହݖ ଺]୘ݖ = ，ଶܠܲ
而矩陣ܵ定義成ܵ = (ܠ)ܩ௜代表衛星動態系統中的控制矩陣܏ଵ，其中ି[ଷ܏	ଶ܏	ଵ܏] = 的第ܩ i 個行向量(column vector)，藉由此座標轉換我們可將每一個控制

輸入ݑ௜對於系統狀態的影響解耦(decouple)，進一步使得每一個促動器ݑ௜發生故障

時能夠被成功的偵測出來。衛星動態系統(3.49)經由上述轉換後的系統可表示成

如下 

ሶଵܢ	                      =  ଶܢ

ሶଶܢ  = (ܢ)௡௘௪܎ + ܝ)(ܢ)௡௘௪ܩ + (4.55) (܌

其中܎௡௘௪(ܢ) = ,ଵܢ)܎ܵ ܵିଵܢଶ)，ܩ௡௘௪(ܢ) = ௡௘௪ܩ = (ܠ)ܩܵ = ܩܵ = ൥1 0 0 ݈ଵ0 1 0 ݈ଶ0 0 1 ݈ଷ൩，
並且݈ଵ和݈ଶ以及݈ଷ都不為零，因為控制矩陣(ܠ)ܩ = 的秩(rank)為ܩ 3。從(4.55)式中

我們可以看出ݖସ只會受到ݑଵ和ݑସ的影響，同樣地，ݖହ只會受到ݑଶ和ݑସ的影響，ݖ଺只
會受到ݑଷ和ݑସ的影響，而只要有兩個促動器同時發生故障可能就會造成閉迴路系

統無法達到我們所想要的控制目標。因此，在此我們僅考慮只有一個促動器發生

故障的情形。 

 透過轉換後系統(4.55)式，我可以設計觀察器為如下 

ሶ௜ߦ       = ௜݂௡௘௪(ܢ) + ௜ݑ + ݈௜ݑସ + ݇௜ ∙ ௜ାଷݖ) − ,(௜ߦ ݅ = 1, 2, 3 (4.56)

其中݇௜ > 0。另外定義殘留信號(residual signal)為 
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௜ݎ  = ௜ାଷݖ) − ,(௜ߦ ݅ = 1, 2, 3 (4.57)

接下來說明單一個促動器故障時，如何偵測並診斷出是哪一個促動器故障。

假設只有第二個促動器ݑଶ發生故障，我們定義此時ݑଶ的實際值與設計值之間的差

距為 

ଶݑ∆  = ∗ଶݑ − ଶ (4.58)ݑ

其中ݑଶ∗是第二個促動器ݑଶ發生故障後的實際值，另外，因為第一個跟第三個以及

第四個促動器都正常運作故∆ݑ௜ = 0, ݅ = 1, 3, 4。我們將(4.58)式代入(4.55)式後可

得 

ሶହݖ       = ଶ݂௡௘௪(ܢ) + ଶݑ + ݈ଶݑସ + ଶݑ∆ + ଶ (4.59)(܌௡௘௪ܩ)

ሶ௜ାଷݖ       = ௜݂௡௘௪(ܢ) + ௜ݑ + ݈௜ݑସ + ,௜(܌௡௘௪ܩ) ݅ = 1, 3 (4.60)

其中(ܩ௡௘௪܌)௜代表ܩ௡௘௪܌的第 i 個元素。接著我們將殘留信號(4.57)對時間取導函

數並將(4.56)式，(4.59)式與(4.60)式代入後可得 

ሶଶݎ          = −݇ଶݎଶ + ଶݑ∆ + ଶ (4.61)(܌௡௘௪ܩ)

ሶ௜ݎ          = −݇௜ݎ௜ + ,௜(܌௡௘௪ܩ) ݅ = 1, 3 (4.62)

假設干擾足夠小並且可忽略，那麼動態系統(4.61)式與(4.62)式經過暫態(transient)

並到達穩態(steady state)後，我們可得 

ଶݎ  → ଶ݇ଶݑ∆  (4.63)

௜ݎ                       → 0, ݅ = 1, 3 (4.64)

因此我們可以知道第二個促動器是否正常運作會影響ݎଶ，且我們可由(4.58)式與

(4.63)式得到第二個促動器ݑଶ發生故障後，透過錯誤偵測與診斷機制所估計出來

的實際值為ݑොଶ = ଶݑ + ݇ଶݎଶ。同樣地，我們可知道第一個促動器是否正常運作會

影響ݎଵ，第三個促動器是否正常運作會影響ݎଷ，而第四個促動器是否正常運作會

同時影響ݎଵ到ݎଷ。最後，當殘留信號大於一定的臨界值(threshold)時，就錯誤偵測

與診斷機制會發出警報，藉由這個方式，我們可以簡單地偵測和診斷出促動器故

障的部分以及情況。 
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圖 4.1 錯誤偵測與診斷示意圖 

 

4.4.2 建立 T-S 模糊模型 

原始衛星系統經由錯誤偵測與診斷機制的判別後，可得知故障的促動器是哪

些部分，並且我們估測到故障部分的促動器的輸出為ܝෝி，而估測誤差為∆ܝி，因

此，我們現在考慮的衛星系統可表示成 

ሶܠ              ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)܎ + ுܝ)(ܠ)ுܩ + (܌ + ෝிܝ)(ܠ)ிܩ + ி) (4.65)ܝ∆

其中 ଵܠ = ,ଵݔ] ,ଶݔ [ଷݔ = [߶, ,ߠ ߰]， ଶܠ = ,ସݔ] ,ହݔ [଺ݔ = ൣ߶ሶ , ሶߠ , ሶ߰ ൧， ܠ = ,ଵ୘ܠ] ,߶，ଶ୘]୘ܠ ,ߠ ߰分別為ݔ, ,ݕ 三軸的尤拉角ݖ (Euler angle)，而 以及(ܠ)܎	 (ܠ)ܩ	 = (ܠ)ுܩ] 如同[(ܠ)ிܩ⋮ 3.4.1 節的(3.50)式到(3.53)式所示，另外ܩு(ܠ)與ܩி(ܠ)分別為何則視

錯誤偵測與診斷機制的判別結果而相對應可得。 

 我們希望建立 T-S 模糊模型來近似(4.56)式，在此建立 T-S 模糊模型所選擇

的前鑑步變數以及其分割，都與 3.4.1 所選擇的方式相同，故在此我們少略其討

論。最後，當ܠ ∈ ,௜,௝,௞而݅ܦ ݆, ݇分別為某特定值時，則對應的 T-S 模糊模型為 

控制器重組 

(controller   

reconfiguration) 

衛星動態系統 

(dynamics) 

觀察器 

(observer) 

錯誤偵測與診斷機制 

(FDD) 

警報信號 
(alarm signal) 

u x 

殘留信號 
(residual signal) 

 ෝிܝ
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ሶܠ			       ଵ =  ଶܠ

ሶܠ       ଶ = (ܠ)ܣ + ܎∆ + ுܝ)(ܠ)ுܤ + (܌ + ෝிܝ)(ܠ)ிܤ + ி) (4.66)ܝ∆

其中 

(ܠ)ܣ  = ∑ ଵ௣,௤,௥ୀ଴(ܠ)௣ߙ (ܠ)௥ߙ(ܠ)௤ߙ ∙  ܠ(௞ା௥),(௝ା௤),(௜ା௣)ܣ

(ܠ)ுܤ              =  ுܩ

(ܠ)ிܤ              =  ிܩ

且 ߙ௣(ܠ) = หݔଵ − ଵ(௜ାଵ)ݔଵ(௜ାଵି௣)หหݔ − ଵ௜หݔ  

(ܠ)௤ߙ	 = หݔଶ − ଶ(௝ାଵ)ݔଶ(௝ାଵି௤)หหݔ − ଶ௝หݔ  

(ܠ)௥ߙ	 = หݔଷ − ଷ(௞ାଵ)ݔଷ(௞ାଵି௥)หหݔ − ଷ௞หݔ  

明顯地，∑ ଵ௣,௤,௥ୀ଴(ܠ)௣ߙ (ܠ)௥ߙ(ܠ)௤ߙ = 1。另外，我們需要‖∆܎‖ଶ的資訊，在此我

們利用‖∆܎‖ஶ來表示對所有ܠ ∈ ଶ‖܎∆‖௜,௝,௞時ܦ = (ܠ)܎‖ − ଶ的上界‖(ܠ)ܣ (upper 

bound)，即‖∆܎‖ஶ = sup∀ܠ∈஽೔,ೕ,ೖ‖∆܎‖ଶ，而‖∆܎‖ஶ可透過 MATLAB 進行離線計算

(offine computation)而得[38]，而對所有ܠ ∈ ஶ之值可參考表‖܎∆‖௜,௝,௞時ܦ 3.1。如同

前述，在每個時間瞬間最多只有會有 8 條規則會被激發，因此儘管我們增加前鑑

部變數ݔଵ, ,ଶݔ ଷ的分割數目，也不會因此而增加即時計算(online computation)的運ݔ

算負擔。 

 

附註 4.2： 

在順滑模控制時，因為在 T-S 模糊模型下ܤு(ܠ) = (ܠ)ிܤ，ுܩ = ுܤ∆ி，因此ܩ = ிܤ∆ = 0，故∆୑= ܎∆ + ܌(ܠ)ுܤ + ிܝ∆(ܠ)ிܤ = ܎∆ + ܌ுܩ + ி，且(4.18)ܝ∆ிܩ

式中的 ,ܠ)ߤ t)其只需要滿足 ,ܠ)ߤ t) ≥ ఊబିఊఊబି(ଵା√୬)ఊ ߟ] + ,ܠ)ଷߩ t)] = ఊబି଴ఊబି(ଵା√୬)଴ ߟ] ,ܠ)ଷߩ+ t)] = ߟ + ,ܠ)ଷߩ t)即可。 
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附註 4.3： 

在積分型順滑模控制時，因為在 T-S 模糊模型下ܤு(ܠ) = (ܠ)ிܤ，ுܩ = ுܤ∆ி，因此ܩ = ிܤ∆ = 0，故܌୑ = ܌ + ܎∆ுାܩ + ,ܠ)ߩி，且(4.34)式中的ܝ∆ிܩுାܩ t)其只需要

滿足ܠ)ߩ, t) > ఊబିఊఊబିଶఊ ,ܠ)ସߩ t) = ఊబି଴ఊబି଴ ,ܠ)ସߩ t) = ,ܠ)ସߩ t)即可。 

 

4.4.3 模擬結果 

我們利用 MATLAB 軟體來進行模擬 4.4.1 節所提及的衛星系統；我們考慮

系統存在擾動，而在時間t = 1秒的時候促動器ݑଶ完全損壞，也就是ݑଶ的實際值ݑଶ∗ = 0，只要干擾足夠小並時，錯誤偵測與診斷機制所估測到故障部分的促動器

的輸出，很可能地，也會很接近於零，即ܝෝி ≅ ૙。在促動器ݑଶ發生故障之前，我

們選用 3.3 節所討論的順滑模控制以及積分型順滑模控制做為控制方式，當促動

器ݑଶ被偵測與診斷出其發生故障後，則控制律會被重組成 4.3.1 節與 4.3.2 節所套

論的順滑模可靠度控制律以及積分型順滑模可靠度控制律，意即我們利用 4.3 節

所所提及的兩種可靠度控制方式來對系統進行控制，並分析當促動器ݑଶ完全損壞

時，是否閉迴路系統能夠達到穩定，此外，我們會進一步比較兩種控制方式之間

所造成的二次成本函數花費以及收斂時間等等的性能。在下面的模擬中，我們選

取的參數如下[1]： 

‧衛星系統參數： 

(1) ߱଴ = 1.0312 × 10ିଷrad/s 
௫ܫ (2) = ௭ܫ = 2000N ∙ m ∙ sଶ，ܫ௬ = 400N ∙ m ∙ sଶ 

܌ (3) = [0.05sin(ݐ), 0.05cos(ݐ), 0.05cos(3ݐ)]୘ 

(0)ܠ (4) = [−0.7, −0.07, 1.5, 0.3, 1, −0.2]୘ 

‧二次成本函數參數： 

(1) ܳ =  ଺ܫ
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(2) ܴ = ቎0.4 0 00 0.3 000 00 0.30 				0001቏ 
‧順滑模控制參數： 

ߟ (1) = 0.5 

ܯ (2) =  ଷܫ2

,ܠ)ଷߩ (3) t) = ஶ‖܎∆‖ + ு‖ଶܩ‖ ∙ ஶ‖܌‖ஶ，其中‖܌‖ = sup∀୲‖܌‖ଶ 

,ܠ)ߤ (4) t) = ߟ	 + ,ܠ)ଷߩ t) 
‧積分型順滑模控制參數： 

ܦ (1) =  ଷܫ

,ܠ)ସߩ (2) t) = ஶ‖܌‖ + ுା‖ଶܩ‖ ∙ ஶ‖܌‖ஶ，其中‖܎∆‖ = sup∀୲‖܌‖ଶ 

,ܠ)ߩ (3) t) = 0.5 + ,ܠ)ସߩ t) 
‧錯誤偵測與診斷機制參數： 

(1) ݇௜ = 10,			݅ = 1,2,3 

(2) 當|ݎ௜| ≥ 0.02,			݅ = 1,2,3時，發出警報信號 

其中在積分型順滑模控制中，其ܝு଴為考慮(4.30)式的二次成本函數下，使用 4.3.2

節所提到的線性二次調解法來對(4.66)式的無干擾系統進行平行分配補償之設計，

而在時間t = 1秒的時候促動器ݑଶ完全損壞之前，即系統之促動器完全正常運作

的情況下，我們也需要對(4.66)式的無干擾且無促動器損壞系統進行平行分配補

償之設計[37]，即針對促動器ݑଶ完全損壞前後兩個情況下之(4.66)式的無干擾系統，

離線(offline)的設計每一條規則所對應的回授矩陣ܭ௜,௝,௞，並透過建立 T-S 模糊模

型來近似原非線性系統時所使用的權重來得到ܝு଴，當然，在促動器ݑଶ完全損壞

前時，即系統(4.66)的促動器都處於正常運作的狀態下，則系統(4.66)等同於 3.4.1

節所提及的(3.72)式。當ܠ ∈ ,௜,௝,௞而݅ܦ ݆, ݇分別為某特定值時，則對應的ܝு଴為 

ு଴ܝ   = −∑ ଵ௣,௤,௥ୀ଴(ܠ)௣ߙ (ܠ)௥ߙ(ܠ)௤ߙ ∙ (4.67) ܠ(௞ା௥),(௝ା௤),(௜ା௣)ܭ

而因為我們擁有5ଷ條規則，因此在促動器ݑଶ完全損壞前後之(4.66)式的無干擾系

統的兩個情況下設計平行分配補償ܝு଴，會對應的設計出兩組共2 × 5ଷ個ܭ௜,௝,௞，
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在此我們僅將這兩組不同的5ଷ個ܭ௜,௝,௞中，各列出三個，如下所示，剩餘的可由直

接計算而得到。 

 ：௜,௝,௞ܭଶ完全損壞前之(4.66)式的無干擾系統之平行分配補償設計回授矩陣ݑ‧

ଵ,ଵ,ଵܭ														 = ቎0.9159 0.9122 0.57360.8458 −0.9785 1.07720.97560.4053 −085150.403 −1.0754−0.4163					
1.3165 1.3024 0.96591.0873 −1.3622 1.96361.36910.6111 −1.0880.6032 −1.962−0.7913቏ 														ܭଶ,ଶ,ଶ = ቎0.9161 0.9119 0.57380.8456 −0.9789 1.0770.97550.4054 −0.85150.403 −1.0756−0.4162					
1.3167 1.303 0.96631.0872 −1.3622 1.96331.36880.6112 −1.08840.6034 −1.9622−0.7911቏ 

 

ଶ,ଶ,ସܭ														 = ቎0.9158 0.9125 0.57330.8459 −0.978 1.07760.97570.4053 −0.85180.4029 −1.0751−0.4165					
1.3165 1.3019 0.96491.088 −1.362 1.9621.36870.6108 −1.08790.603 −1.9583−0.7901቏ 

 ：௜,௝,௞ܭଶ完全損壞後之(4.66)式的無干擾系統之平行分配補償設計回授矩陣ݑ‧

ଵ,ଵ,ଵܭ														 = ൥ 1.027 0.743 0.94511.273 −1.2445 −0.4050.3032 0.5609 −0.7704				1.5868 0.858 2.03911.872 −1.8202 −0.46910.3527 1.0323 −1.8388൩ 
ଶ,ଶ,ଶܭ														 = ൥1.0271 0.7424 0.94541.2727 −1.2446 −0.40540.3034 0.5611 −0.7702				1.5872 0.8585 2.03991.8716 −1.8203 −0.46980.3528 1.0322 −1.8384൩ 
ଶ,ଶ,ସܭ														 = ൥1.0266 0.7438 0.94491.2732 −1.2448 −0.40340.3035 0.5602 −0.7707				1.5867 0.858 2.03611.8724 −1.8208 −0.4650.3526 1.0315 −1.8358൩ 
接著利用引理 2.1，並使用 MATLAB LMI 工具箱(MATLAB LMI tool box)來分別

對兩個情況下進行矩陣ܲ之求解，我們可求得兩個情況下各自的ܲ如下 

ଶ完全損壞前之(4.66)式的無干擾系統之滿足引理ݑ‧ 2.1 之矩陣ܲ： 

ܲ = 10ସ ∙ ێێۏ
ۍێ 1.5267 0.0445 −0.03440.0445 1.5186 −0.0337−0.03440.30450.0505−0.043

−0.03370.05050.2954−0.0421
1.8581−0.043−0.04210.7139 					

0.3045 0.0505 −0.0430.0505 0.2945 −0.0421−0.0430.32390.0583−0.0557
−0.04210.05830.3135−0.0543

0.7139−0.0557−0.05431.2942 ۑۑے
ېۑ
 

ଶ完全損壞後之(4.66)式的無干擾系統之滿足引理ݑ‧ 2.1 之矩陣ܲ： 
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ܲ = 10ସ ∙ ێێۏ
ۍێ 1.5792 −0.0249 0.0847−0.0249 1.6137 −0.20880.08470.3662−0.03520.1186

−0.2088−0.03520.419−0.2912
2.22340.1186−0.29121.2696 					

0.3662 −0.0352 0.1186−0.0352 0.419 −0.29120.11860.3991−0.05270.1762
−0.2912−0.05270.484−0.4308

1.26960.1762−0.43081.7425 ۑۑے
ېۑ
 

因此，由引理 2.1 可知道(4.67)式的ܝு଴在促動器ݑଶ完全損壞前後兩個情況下皆滿

足假設 4.5。另外，我們為了要減輕順滑模控制與積分型順滑模控制的切跳現象

(chattering)，在順滑模控制方面我們使用了飽和函數(saturation function)來取代本

來的符號函數，並設定其邊界寬度(boundary layer width)	ߝ = 0.02；而在積分型順

滑模控制方面我們將控制律(4.34)修改成下列形式 

 

ுଵܝ =
ەۖۖ
۔ۖۖۖ
ۖۖۖ
ෝிܝ(ܠ)ிܤ(ܠ)ுାܤ−ቊۓ 						
,ܠ)ߩ− t) ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶቑ , 													if ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ ≥ ߝ
ቊ−ܤுା(ܠ)ܤி(ܠ)ܝෝி 																																																																								
,ܠ)ߩ− t) ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ߝܛ ൡ , if ቛ൫ܤܦு(ܠ)൯୘ܛቛଶ < ߝ

	 (4.68)

且同樣地設定其邊界寬度(boundary layer width)	ߝ = 0.02。 

 模擬結果顯示在圖 4.2 到圖 4.20，而效能之比較整理在表 4.1，在表 4.1 中我

們所談的穩定是指所有閉迴路系統的狀態之絕對值是否收斂到 0.01 以內，另外

我們定義‖ܝ‖ஶ = sup∀୲∈[଴,ଵଶ]‖(ܠ)ܝ‖ஶ，而收斂時間(convergence time)定義為所有

閉迴路系統的狀態之絕對值收斂到 0.01 時所相對應的時間。在模擬結果中，我

們以符號 ISMCr 來表式積分順滑模控制在系統存在擾動的情況下之結果；以符

號 SMCr 來表式順滑模控制在系統存在擾動的情況下之結果；以符號 LQRdr 來

表式 LQR 平行分配補償設計在系統存在擾動的情況下所得到的結果；最後以符

號 LQRn 來表示 LQR 平行分配補償設計在 T-S 模糊模型之無干擾系統的情況下

所得到的結果，其中 ISMCr，SMCr 以及 LQRdr 都是透過錯誤偵測與診斷機制來

判別控制律的切換，而 LQRn 則是被限定在時間t = 1秒的時候其控制律直接換
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成可靠度控制律。 

 圖 4.2 到圖 4.7 分別代表狀態ݔଵ到狀態ݔ଺的時間響應圖，從圖 4.2 到圖 4.7 可

發現，ISMCr 以及 SMCr 在有擾動的情況下都可以使得閉迴路系統達到穩定；而

LQRdr 則無法抑制擾動因此無法使得閉迴路系統達到穩定，另外，我們可發現

ISMCr 和 LQRdr 的軌跡曲線幾乎重合，這也說明了當原始非線性系統使用基於

T-S 模糊模型近似下所設計的積分型順滑模可靠度控制律ܝு = ு଴ܝ + ுଵ做控制ܝ

後，於促動器ݑଶ完全損壞之前後，其閉迴路系統的軌跡會與 T-S 模糊模型的無干

擾系統使用ܝு଴做控制後的閉迴路無干擾系統的軌跡非常接近。圖 4.8 到圖 4.10

為 ISMCr 與 SMCr 的順滑變數時間響應比較圖，從中我們可發現 ISMCr 的順滑

變數一開始就為零，且之後也一直保持在零附近，如此驗證了積分型順滑模可靠

度控制可消除存在迫近階段(reaching phase)的疑慮，而 SMCr 的順滑變數則是經

過一段時間才會到達零，也就是說其存在著迫近階段的特性。我們可注意到當時

間t = 0.65的時候 SMC 的順滑變數ݏଵ和ݏଶ都差不多已到達零，以及在時間t = 1.65的時候 SMC 的順滑變數ݏଷ也差不多已到達零，而 SMCr 的控制輸入也跟

著在時間t = 0.65秒與時間t = 1.65秒的時候產生了幅度較大的變化，這影響了

SMCr 的狀態ݔସ到ݔ଺它們在相對應的時間產生不平滑的變化現象，這是因為當系

統狀態到達順滑面時，SMC 的控制律會隨之作切換而產生的結果。圖 4.11 到圖

4.14 為控制輸入的時間響應比較圖。圖 4.15 到圖 4.17 為錯誤偵測與診斷機制中

殘留信號的時間響應比較圖，而圖4.18到圖4.20為警報信號的時間響應比較圖。

當殘留信號超過所設定的臨界值 0.02 時，所對應的警報信號會變為 1 以示為發

出警報。在圖 4.12 中，由於設定第二個促動器會在時間t = 1秒的時候完全損壞，

故輸出其值在時間t = 1秒的時候會突然變化成零，而 LQRn 是要作為 ISMCr 於

促動器ݑଶ完全損壞之前後的無干擾系統情況的參照，因此是不考慮控制器 LQRn

的促動器ݑଶ會完全損壞，但 LQRn 會在時間t = 1秒後，直接切換成其對應的可

靠度控制律。當促動器發生故障後，錯誤偵測與診斷機制需要花一些時間才會偵

測出促動器故障，從圖 4.18 到圖 4.20 可以知道在 ISMCr，SMCr 以及 LQRdr 三



 

84 

種方式下，其各自的錯誤偵測與診斷機制約在t = 1.038秒，t = 1.058秒以及t = 1.24秒時確實偵測出促動器ݑଶ發生了故障，並使得三種控制方式的控制律被

重組成各自的可靠度控制律，從圖 4.11，圖 4.13 以及圖 4.14 可看到，除了 LQRn

以外，約在同樣的時間t = 1.038秒，t = 1.058秒以及t = 1.24秒，ISMCr，SMCr

以及 LQRdr 三種方式的控制律都有突然跳動的現象就是上述的原因所造成的。 

 表 4.1 為效能比較的整理表，主要說明閉迴路系統狀態的穩定與否和收斂狀

況，以及二次成本函數的比較表。因為 LQRdr 最終並沒有達到穩定，所以我們

不考慮其性能表現。在二次成本花費上 LQRn 是最少的，另外，在控制力道上

ISMCr 的花費比起 SMCr 來的少，而狀態所造成的花費則是 ISMCr 大於 SMCr，

不過最後整體二次成本花費來說 ISMCr 還是少於 SMCr。考慮‖ܝ‖ஶ時，最大的

是 SMCr，其值為‖ܝ‖ஶ = 2.895，且 SMCr 產生最大控制力道‖ܝ‖ஶ的相對應時間

為t = 0秒時，意即 SMCr 產生最大控制力道的時間點在於系統一開始作用的時

刻，而相較於 ISMCr 在時間t = 0秒時其作用的最大控制力道僅為 2.5217，小於

SMCr 所產生的控制力道。考慮收斂時間時，因為 SMCr 花費了最多控制的力道，

這使得 SMC 的收斂時間是最小的，雖然 ISMCr 收斂時間較長，但在我們所考慮

的二次成本函數來說，ISMCr 的成本花費比起 SMCr 來的少。。 

綜合以上模擬結果，首先可以驗證 LQRdr 無法使閉迴路系統達到穩定，即

其對於系統含有連續性的干擾且其促動器產生故障的情形下，LQRdr 較無穩健性，

而 ISMCr 與 SMCr 則可使得閉迴路系統達到穩定。接著，我們可發現 ISMCr 的

狀態變化會與 LQRn 幾乎重疊，這點我們可從圖 4.1 到圖 4.7 以及表 4.1 內狀態

的積分結果觀察得知。從圖 4.8 到圖 4.10 我們可看到 ISMCr 的順滑變數能夠從

頭到尾一直保持在零的附近。另外，雖然 ISMCr 比起 LQRn 需要多一部分控制

輸入來抵消擾動所造成的影響，不過由於 ISMC 的閉迴路狀態軌跡幾乎與 LQRn

的閉迴路狀態軌跡相同，所以在一定程度上減少了二次成本花費，因此我們仍可

以將此 ISMCr 控制律作為一種次最佳化(sub-optimal)的設計方式。由最後的效能

比較表，我們也驗證了 ISMCr 的二次成本花費會比 SMCr 的二次成本花費少。
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最後，經衛星動態系統的模擬結果可知其結果與4.1節到 4.3節的理論分析一致。 

 

 

 

圖 4.2 衛星姿態可靠度控制其狀態變數ݔଵ之時間響應比較圖 
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圖 4.3 衛星姿態可靠度控制其狀態變數ݔଶ之時間響應比較圖 

 

圖 4.4 衛星姿態可靠度控制其狀態變數ݔଷ之時間響應比較圖 
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圖 4.5 衛星姿態可靠度控制其狀態變數ݔସ之時間響應比較圖 

 

圖 4.6 衛星姿態可靠度控制其狀態變數ݔହ之時間響應比較圖 
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圖 4.7 衛星姿態可靠度控制其狀態變數ݔ଺之時間響應比較圖 

 

圖 4.8 衛星姿態可靠度控制其順滑變數ݏଵ之時間響應比較圖 
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圖 4.9 衛星姿態可靠度控制其順滑變數ݏଶ之時間響應比較圖 

 

圖 4.10 衛星姿態可靠度控制其順滑變數ݏଷ之時間響應比較圖 
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圖 4.11 衛星姿態可靠度控制其控制輸入ݑଵ之時間響應比較圖 

 

圖 4.12 衛星姿態可靠度控制其控制輸入ݑଶ之時間響應比較圖 
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圖 4.13 衛星姿態可靠度控制其控制輸入ݑଷ之時間響應比較圖 

 

圖 4.14 衛星姿態可靠度控制其控制輸入ݑସ之時間響應比較圖 
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圖 4.15 衛星姿態可靠度控制其殘留信號ݎଵ之時間響應比較圖 

 

圖 4.16 衛星姿態可靠度控制其殘留信號ݎଶ之時間響應比較圖 
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圖 4.17 衛星姿態可靠度控制其殘留信號ݎଷ之時間響應比較圖 

 

圖 4.18 衛星姿態可靠度控制其警報信號 alarm1 之時間響應比較圖 
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圖 4.19 衛星姿態可靠度控制其警報信號 alarm2 之時間響應比較圖 

 

圖 4.20 衛星姿態可靠度控制其警報信號 alarm3 之時間響應比較圖 
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表 4.1 衛星姿態可靠度控制其效能比較表 

 

控制方式 

性能指標(performance index) 

穩定度 නܝ୘ܴܝ නܠ୘ܠ නܝ୘ܴܝ +නܠ୘ܠ  ஶ 收斂時間‖ܝ‖

(convergence time)

ISMCr 穩定 1.2688 3.7402 5.009 2.5221 9.144 

SMCr 穩定 4.0147 3.6363 7.651 2.8950 3.857 

LQRn 穩定 0.7773 3.7394 4.5167 2.5217 9.225 

LQRdr 不穩定 X X X X X 
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第5章                                   

結論與未來研究方向 

 

 

5.1 結論 

在本論文中，我們結合 T-S 模糊模型與積分型順滑模控制，將其應用到可靠

度控制設計的問題上，我們所提出的可靠度控制設計方式能夠使得當系統的某些

促動器產生故障時，穩定化之控制任務仍然可被達成且不需要提供即時的系統維

修動作。此外，我們所提出的可靠度控制設計方式仍保有 T-S 模糊模型以及積分

型順滑模控制兩者的優點，因為使用 T-S 模糊模型時其大部分系統所使用到的參

數都可以離線(offline)的計算，因此可以降低即時計算(online computation)的運算

負擔，不僅如此還能保有積分型順滑模控制的優點，如對於匹配型干擾的擾動具

有穩健性，消除存在迫近階段的疑慮，並且可透過對於無干擾系統的設計與性能

要求，使得受干擾系統保有期望的性能表現；透過線性二次調節法之平行分配補

償的方式可將其視為一種次最佳化的控制方式。再者，我們增加建立 T-S 模糊模

型時的前鑑步變數(premise variable)的分割(partition)也不會使得即時計算的運算

負擔增加。最後於 4.4 節中，透過應用到衛星姿態控制上之模擬結果說明了我們

所提出的可靠度控制設計方式之優點。 
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5.2 未來研究方向 

1. 在系統擾動的影響方面，我們可進一步考慮系統含有不匹配型的系統不

確定性或干擾(mismatched type uncertainties or disturbances)，並探討其影

響。 

 

2. 在可靠度控制方面，往後的研究可以討論被動式可靠度控制設計，對於

可能發生故障的部分應該如何設計以提升系統性能。 

 

3. 在錯誤偵測與診斷機制設計方面，可進一步探討如何設計一個穩健的警

報機制，使得錯誤偵測與診斷機制不會因為受到較大的系統擾動影響而

產生可能的誤報現象。 
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