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應用積分順滑模控制技術於二次多項式系統穩健輸出

追蹤之研究 

 

 

研究生：徐君豪            指導教授：梁耀文 博士 

國立交通大學電控工程研究所 

 

摘要 

 本論文探討單輸入單輸出之二次多項式系統之穩健輸出追蹤及

內部狀態穩定化議題。為了利用積分順滑模控制理論於非線性非仿射

系統，本論文定義了二次多項式系統的匹配式(matched type)與非匹

配式(unmatched type)的不確定因素(uncertainties)，並提出使二次多

項式系統達到輸出追蹤及內部狀態的控制律。所獲得的結果也應用於

變壓器控制之電力系統的電壓調節研究。模擬結果驗證了所設計穩健

控制律之有效性。 
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Study of Robust Output Tracking for a Class of 2nd-Order 

Polynomial Systems via ISMC Technique 

 

 

Student：Chun-Hao Hsu         Advisor : Dr. Yew-Wen Liang 

Institute of Electrical and Control Engineering 

National Chiao Tung University 

 

ABSTRACT 

 

This thesis investigates the issues of robust output tracking and 

internal state stabilization for a class of SISO uncertain second-order 

polynomial system. In order to design control law for second-order 

polynomial system using ISMC technique, this thesis define matched  

and unmatched uncertainties for second-order polynomial system, and 

presents a class of ISMC controller for robust output tracking and internal 

state stabilization task. The analytical results are also applied to a 

tap-changer control based power system for voltage regulation. 

Simulation results demonstrate the use and the benefits of the proposed 

scheme. 
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第一章 

 

緒論 
 
 
 
 
 
 
1.1 研究背景 

 近年來，高次多項式系統已逐漸引起大家的注意，如文獻[1]為針對一個自

由度的磁浮系統(Levitation system)，其系統形式為一個單輸入的二次多項式系統 

，在某些條件下利用二階順滑模式控制(sliding mode control)設計控制律，使系統

達到穩定的效果。文獻[2]針對單輸入的多項式系統利用控制李亞普諾夫函數

(Control Lyapunov Function，CLF) 探討使系統穩定的條件及設計對應穩定控制

律，其結果成功應用到穩定[1]中的磁浮系統上。文獻[3]將文獻[2]的結果推廣到

多輸入的二次多項式系統，利用 CLF 找出使系統穩定得條件及對應之穩定的控

制律的建構，並能將使系統穩定的控制律作參數化(parameterize)，同時探討片段

連續的穩定控制律之存在條件及設計。此外文獻[2]及[3]都不考慮系統不確定因

素(model uncertainty)及外在干擾(external disturbance) 。 
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1.2 研究動機 

針對單輸入單輸出具有不確定因素之二次多項式系統在非控系統不存在平 

衡點的情況下，論文[4]透過順滑模態控制理論設計控制律，使系統達到穩健輸

出追蹤的目的，但不保證內部狀態會穩定且閉迴路系統軌跡在快接近順滑面但未

達順滑面的迫近階段(reaching phase)時，可能對系統不確定因素及外在干擾之影

響而造成閉迴路系統不穩定的現象[5]。 

 在文獻[6]中，將積分順滑模控制應用於非線性仿射系統，由於積分型順滑

模控制的特殊順滑面選取方式，使閉迴路系統軌跡一開始就在順滑平面上，故避

免順滑模態控制中的迫近階段會造成閉迴路系統不穩定的現象。此外積分順滑模

控制還有許多優點：(1)當閉迴路系統軌跡一直在順滑平面上時，匹配的系統不

確定性及外在干擾會被消除(2)由於順滑模態控制的最大控制力道通常發生於迫

近階段，所以積分順滑模控制的最大力道通常小於順滑模態控制的最大力道(3) 

當系統只考慮匹配的系統不確定性及外在干擾時，且系統軌跡一直保持在順滑平

面上時，此時的系統軌跡會與標稱系統(nominal system)在標稱控制(nominal 

control)下的系統軌跡相同，因次我們在針對標稱系統設計標稱控制律時有更高

的自由度，且保證有干擾系統在控制後能夠有相同的動態響應。 

 積分順滑模控制有上述的諸多優點，但目前文獻如[5][6]，都是利用積分順

滑模控制對非線性仿射系統進行設計控制律，而沒有針對非線性非仿射系統進行

設計的例子，故本論文將利用積分順滑模控制於二次多項式系統，使系統達到穩

健輸出追蹤與內部狀態穩定的目的。 

在本論文中，我們也將針對二項式系統輸出追蹤及內部狀態穩定化所獲得的

結果應用到以變壓器控制之電力系統中[7]之電壓調節上，此電力系統原始模型

是由 Dobson 和 Chiang[8]所提出，系統模型中包含發電機、無限匯流排與非線性

負載，並且系統會呈現有電壓崩潰的現象 [8]-[11]，其電壓崩潰發生於鞍點分歧

處(saddle node bifurcation)附近[8],[12]。發生電壓崩潰現象的原因可歸納於電力
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系統操作在穩定邊界，負載損耗增加所造成[10],[12]。為了使系統能達到電壓調

節的目的，因此我們在原始系統加入控制點，在原始系統加入一個變壓器(tap 

changer)[7]。當負載損耗有所變化時，利用調整變壓器來達到電壓保持穩定值，

避免電壓崩潰的發生。對於變壓器用於電力系統的效果，在文獻[13],[14]-[16]有

被討論。 

 

 

 

 

1.3 論文架構 

本論文的第二章中，我們簡介論文[4]中利用 SMC 設計的控制律達到二次多

項式之穩健輸出追蹤以及論文[17] 利用 CLF 設計的控制律達到二次多項式之穩

健輸出追蹤，然後介紹 Dobson 和 Chiang[8]所提出的電力系統，在原始系統模

型中加入一個變壓器[7]之後得到的系統模型。在第三章中，為了仿照 ISMC 設

計流程[5][6]，對二次多項式系統設計控制律，首先定義出二次多項式系統參數

不確定性的匹配式與非匹配式，然後我們考慮在三種情況下設計 ISMC 控制律，

且證明當系統只有匹配的參數不確定因素時，所對應的控制律使得系統維持在順

滑模式時，系統狀態會與標稱系統在標稱控制下的軌跡相同。在第四章中，我們

利用第三章的理論，以電力系統的變壓器為控制輸入點，調整變壓器的匝數比來

達到電壓調節的功能，並且比較利用 LQR、SMC、CLF 與 ISMC 設計控制律的

性能表現。最後，第五章提出本論文之結論及未來研究方向。 
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第二章 

 

預備知識 
 

 

 

 

2.1 利用 SMC 設計控制律達到二次多項式之穩健輸出追蹤 

考慮一個非線性系統如下 

ሶܠ       ൌ ሻܠሺ܎  ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ሺtሻ (2. 1)܌

 y ൌ hሺܠሻ (2. 2)

其中ܠ א Ը୬為系統狀態變數，u א Ը為控制輸入，y א Ը為控制輸出及܌ א Ը୬為模

型的不確定因素或外部雜訊。假設܎ሺ·ሻ、܏૚ሺ·ሻ、܏૛ሺ·ሻ及ܐሺ·ሻ為平滑向量場。因為

動態方程式(2. 18)中有uଶ項，我們可以得知此動態方程式不是非線性仿射系統

(nonlinear affine system)。在本章中，我們將利用可變結構控制設計出一個控制器

u，使得系統輸出即使在有不確定因素與外部雜訊干擾的情況下，依然可以達到

所要的輸出值yୢሺtሻ，完成yሺtሻ ื yୢሺtሻ當t ՜ ∞。 

  

針對(2. 1)- (2. 2)，由論文[4]可以利用可變結構控制設計出一個控制律，使系

統輸出即使在有不確定因素與外部雜訊干擾下，依然可以達到所要的輸出值，完

成 yሺtሻ ื yୢሺtሻ當t ՜ ∞。 
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我們選定順滑面為 

      sሺtሻ ൌ yሺtሻ െ yୢሺtሻ ൌ 0      (2. 3)

 

              

若系統狀態到達順滑面並且維持在順滑面上，則輸出追蹤就可以達成，因此控制

器必須有到達順滑平面與保持在順滑平面的控制能量。 

我們選擇控制器為 

u ൌ uୣ୯ ൅ u୰ୣ                             (2. 4) 

其中u୰ୣ要使得系統狀態在有限時間到達順滑面，uୣ୯要使系統狀態保持在順滑面

中。從(2. 1)-(2. 3)我們可以得到 

             sሶ ൌ h׏ · ሻܠሺ܎ ൅ h׏ · ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ h׏ · ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ h׏ · ܌ െ yሶ ୢ 

 ൌ αuଶ ൅ βu ൅ γ ൅ h׏ · (5 .2) ܌

              

其中׏h為hሺܠሻ的梯度向量，α ൌ αሺܠሻ ൌ h׏ · ሻ，βܠ૛ሺ܏ ൌ βሺܠሻ ൌ h׏ · ， ሻܠ૚ሺ܏

γ ൌ γሺܠሻ ൌ h׏ · ሻܠሺ܎ െ yሶ ୢ，並利用下面假設 

 

假設 2. 1  在控制期間α ൌ h׏ · ሻܠ૛ሺ܏ ് 0 

假設 2. 2  存在一個非負函數κሺܠ, tሻ，且|׏h · |܌ ൑ κሺܠ, tሻ 

  假設 2. 1 代表系統(2. 1)- (2. 2)的相對階數為 1，並且uଶ永遠不會消失。除此

之外，我們也藉由假設 2. 2 限制d的上限。 

為了保持系統狀態維持在順滑平面，uୣ୯是選擇無雜訊存在時滿足sሶሺtሻ ൌ 0 

當|׏h · |܌ ൌ 0，由(2. 5)可得 

 

      uୣ୯ ൌ
െβ േ √Δכ

2α  
(2. 6)
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其中 

Δכ ൌ βଶ െ 4αγ                           (2. 7) 

滿足(2. 6)的uୣ୯有兩個，在此我們先選取 

 

      uୣ୯ ൌ
െβ െ √Δכ

2α  
(2. 8)

              

u୰ୣ的選取是為了系統狀態在有限時間到達順滑面，系統必須滿足迫近條件 

sሺtሻsሶሺtሻ ൑ െη|sሺtሻ|                       (2. 9) 

其中η為正數，我們利用下面假設 

假設 2. 3 函數為
୼כ

ସ·|஑|
െ κሺܠ, tሻ正值。並且存在一個正數η，使得在控制期間 

Wሺܠ, tሻ ൌ ୼כ

ସ·|஑|
െ κሺܠ, tሻ െ η ൒ 0                   (2. 10) 

假設 2. 3 意味著(2. 5)拋物線極值的絕對值必須大於不確定因素或外在干擾

的上限值κሺܠ, tሻ，也就是∆כ不會因 d 的大小變動導致∆כ൑ 0 

在此，我們選取u୰ୣ為 

u୰ୣ ൌ √୼כ

ଶ·|஑|
sgnሺsሺtሻሻ                    (2. 11) 

由論文[4]，我們知道在滿足假設 2. 3 系統將滿足迫近條件，在有限時間到達順

滑面。由上述的討論我們可以得到控制律為 

          u ൌ ିஒି√୼כ

ଶ஑
൅ √୼כ

ଶ·|஑|
sgnሺsሺtሻሻ (2. 12)

              

若我們在(2. 6)式選擇uୣ୯為正號，由論文[4]我們可以得到控制律為 

          u ൌ ିஒା√୼כ

ଶ஑
൅ √୼כ

ଶ·|஑|
sgnሺsሺtሻሻ (2. 13)
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因此，我們有下列的結果 

 

定理 2. 1  若系統(2. 1)-(2. 2)滿足假設 2. 1、假設 2. 2 及假設 2. 3，控制律選定為

(2. 12)或(2. 13)，則系統將可達成輸出追蹤yሺtሻ ՜ yୢ之性能。 

 

 

2.2  利用 CLF 設計控制律達到二次多項式之穩健輸出追蹤 

考慮一個單輸入單輸出之二次多項式系統如下： 

ሶܠ       ൌ ሻܠሺ܎  ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ሺtሻ (2. 14)ܘ

 y ൌ hሺܠሻ (2. 15)

其中ܠ א Ը୬代表系統狀態變數，u א Ը為控制輸入，ܘሺtሻ א Ը୬為系統中一個會隨

時間改變的參數，假設ܘሺtሻ可寫成 

ሺtሻܘ  ൌ ૙ሺtሻܘ ൅ ሺtሻ (2. 16)܌

其中ܘ૙ሺtሻ代表我們事先可以預測或是量測的系統參數，܌ሺtሻ為系統參數預測或是

量測的不確定因素，此不確定因素來自系統參數的估計誤。假設܎ሺ·ሻ、܏૚ሺ·ሻ、 ܏૛ሺ·ሻ

為平滑向量場。(3.1)可表示成 

ሶܠ  ൌ ሻܠሺ܎  ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻܘ ൅ ሺtሻ (2. 17)܌

 

因為動態方程式(2. 14)中有uଶ項，我們可以得知動態方程式不是非線性仿射系統

(nonlinear affine system)。主要的控制目標是設計控制器使系統在有參數不確定因

素的情況下，系統輸出可以達到所要的輸出值yୢ，即y ՜ yୢ，其中yୢ為非零的常

數，且內部動態要維持穩定。 

為了利用 CLF(Control Lyapunov Function)設計穩定控制律，我們需要將追蹤

問題變成穩定化問題，做法如下：設計系統(3.4)的穩定控制律為 
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           u ൌ u଴ሺtሻ ൅ v (2. 18)

 

其中u଴為預備回授(preliminary feedback)控制律，其目的是決定無干擾系統的平

衡點，使此平衡點包含輸出追蹤及內部動態之資訊，且u଴的值會隨ܘ૙ሺtሻ的值而

變化；v的作用為使系統在有干擾下能夠克服干擾使系統狀態收斂到上述之平衡

點。由於上述平衡點包含輸出追蹤及內部動態之資訊，因此若能達成穩定化即可

同時達成輸出追蹤及內部動態穩定之性能。首先我們考慮無干擾系統利用預備回

授控制律u଴求平衡點ܠ଴，也就是說ܠ଴的求法是系統(2. 17)不考慮干擾的情況下利

用預備回授控制律使ܠ଴為 ܠሶ ൌ ሻܠሺ܎ ൅ ሻu଴ܠ૚ሺ܏ ൅ ሻu଴ܠ૛ሺ܏
ଶ
的平衡點且此平衡點

包含y ൌ yୢ。 

 

為了達此目的，我們首先考慮無干擾系統之動態方程式如下： 

ሶܠ   ൌ ሻܠሺ܎ ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻ (2. 19)ܘ

 y ൌ hሺܠሻ (2. 20)

 

我們要針對(2. 19)與(2. 20)式，解出預備控制律u଴及使無干擾系統的平衡點ܠ૙，

使其平衡點ܠ૙包含 y ൌ yୢ的資訊，此時系統必須滿足下列(2. 21)與(2. 22)式 

૙ሻܠሺ܎  ൅ ૙ሻu଴ܠ૚ሺ܏ ൅ ૙ሻu଴ܠ૛ሺ܏
ଶ ൅ ૙ሺtሻܘ ൌ ૙ (2. 21)

 hሺܠ૙ሻ െ yୢ ൌ 0 (2. 22)

我們要解滿足(2. 21)與(2. 22)的解，(2. 21)式中 n 個系統狀態共有 n 個變數，且預

備回授控制律u଴有 1 個變數，所以(2. 21)與(2. 22)式共有n ൅ 1個方程式與n ൅ 1個

變數，假設滿足(2. 21)與(2. 22)的解存在，則我們可以解得滿足輸出追蹤對應的

平衡點ܠ଴與控制律u଴。 
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為了將輸出追蹤問題轉換成穩定化問題，我們定義狀態誤差為︰ 

܍            ൌ ܠ െ ଴ሺtሻ (2. 23)ܠ

當܍ ՜ 0時，代表ܠ ՜ ܠ଴ሺtሻ，而ܠ ՜ ଴ሺtሻ則隱含達成yܠ ՜ yୢ，其中ܠ଴ሺtሻ ൌ

ሾxଵ଴  xଶ଴ … x୬଴ሿT為無干擾系統利用預備回授在y ൌ yୢ下解出之平衡點，可藉由解

(3.8)與(3.9)式所得，ܠ଴ሺtሻ ൌ ሾxଵ  xଶ … x୬ሿT為系統狀態。 

 

我們將設計系統(3.4)的穩定控制律，控制律如下 

           u ൌ u଴ሺtሻ ൅ v (2. 24)

其中u଴為針對無干擾系統使系統達到輸出追蹤對應解出的預備回授，可由(3.8)

與(3.9)式得到，v為考慮有干擾系統之控制律。 

 

由(2. 14)-(2. 15)與(2. 23)-(2. 24)，我們可以將原始系統整理為： 

ሶ܍           ൌ ,܍ሺܟ܍ܖ܎ tሻ ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૚܏ tሻv ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૛܏ tሻv૛ ൅ ሺtሻ܌    (2. 25)

其中 

,܍ሺܟ܍ܖ܎ tሻ ൌ ܍ሺ ܎ ൅ ૙ሺtሻሻܠ ൅ ܍૚ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻሻu଴ܠ ൅ ܍૛ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻሻu଴ܠ
ଶ ൅ p଴ െ

dܠ૙ሺtሻ
dt  

,܍ሺܟ܍ܖ૚܏ tሻ= ܏૚ሺ܍ ൅ ૙ሺtሻሻܠ ൅ ܍૛ሺ܏2 ൅  ૙ሺtሻሻu଴ሺtሻܠ

,܍ሺܟ܍ܖ૛܏ tሻ ൌ ܍૛ሺ܏ ൅   ૙ሺtሻሻܠ

 

 根據論文[17]針對(2. 25)式的系統，我們選取李亞普諾夫函數 

           V ൌ
1
2 (26 .2) ܍۾T܍

由(2. 25)式與(2. 26)式可得 

  

         

Vሶ ൌ avଶ ൅ bv ൅ c ൅ ሺtሻ (2. 27)܌۾T܍

其中a ൌ b，ܟ܍ܖ૛܏۾T܍ ൌ c，ܟ܍ܖ૚܏۾T܍ ൌ 且a、b可能在某些區域等於，ܟ܍ܖ܎۾T܍

零。 
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我們利用下面假設 

假設 2. 4  假設存在正定矩陣 P，可使得a ൌ 0發生在h൫܍ ൅ x଴ሺtሻ൯ െ yୢ ൌ 0 

假設 2. 5 存在非負函數ρሺ܍, tሻ，使得|܍T܌۾| ൑ ρሺ܍, tሻ 

因為a ൌ 0發生在h൫܍ ൅ x଴ሺtሻ൯ െ yୢ ൌ 0，我們以|h൫܍ ൅ x଴ሺtሻ൯ െ yୢ| ൑ εଵ作為

控制律切換的分界點，其中εଵ為很小的值，即以|h൫܍ ൅ x଴ሺtሻ൯ െ yୢ| ൑ εଵ視為a ൎ 0

的情形。此之外，b可能在使h൫܍ ൅ x଴ሺtሻ൯ െ yୢ ൌ 0的某些子區域等於零，我們以

|b| ൑ εଶ作為控制律切換分界點，其中εଶ為很小的值，以|b| ൑ εଶ視為 b ൎ 0的情

形。當a ് 0，在(2. 27)式，等號右邊v是的二次多項式形式，且一般來說 d是無

法預測的，考慮Vሶ在最差情況下，由(2. 27)式及假設 2. 5 可得 

           Vሶ ൌ avଶ ൅ bv ൅ c ൅ ρሺ܍, tሻ (2. 28)

              

定義Δ為(2. 28)式的判別式 

             Δ ൌ bଶ െ 4aሺc ൅ ρሺ܍, tሻሻ  (2. 29)

              

 

由於a、b可能在某些區域等於零，我們可分為四個情形討論分別為a ൐ 0、

a ൏ 0、a ൎ 0且b ് 0、a ൎ 0且b ൎ 0的情況，設計適當的控制律及對應穩定的條

件。 

考慮a ൏ 0的情況: 

我們利用以下假設並設計控制率 

假設 2. 6 當a ൐ 0時，Δ在控制期間為正值 

假設 2. 7 當a ൐ 0，在หh൫܍ ൅ x଴ሺtሻ൯ െ yୢห ൌ εଵ的鄰域存在不變集合(invariant set)

且滿足Δ ൐ 0，我們將這個不變集合以Ωଵ表示。 

我們選取控制律 v 如下 

           v ൌ െ
b

2a 
(2. 30)
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考慮a ൏ 0的情況: 

我們利用以下假設並設計控制率 

假設 2. 8 當a ൏ 0，在หh൫܍ ൅ x଴ሺtሻ൯ െ yୢห ൌ εଵ的鄰域存在不變集合，我們將這個

不變集合以Ωଶ表示 

一般來說܌是無法預測的，當Δ為負值，我們選v使得Vሶ ൏ 0，我們選取 v如下 

           v ൌ െ
b

2a 
(2. 31)

              

一般來說܌是無法預測的，當Δ為正值，我們選v使得Vሶ ൏ 0，我們選取v如下 

           v ൌ െ
b

2a ൅
√Δ

a sgnሺaሻ (2. 32)

              

              

考慮a ൎ 0、b ് 0的情況: 

我們利用以下假設並設計控制律 

假設 2. 9 當a ൎ 0，在หh൫܍ ൅ x଴ሺtሻ൯ െ yୢห ൑ εଵ區域存在不變集合使狀態不會進入、

a ൐ 0、ᇞ൏ 0造成狀態誤差發散的情形，我們將此不變集合以Ωଷ表示並且

Ωଷ ת Ωଵ ك Ωଷ、Ωଷ ת Ωଶ ك Ωଷ 

當a ൎ 0，由(2. 28)可以得到 

           Vሶ ൎ bv ൅ c ൅ (33 .2)  ܌۾܂܍

當a ൎ 0、b ് 0，由(2. 23)式我們選取控制律v為 

           v ൌ
െc െ ρሺ܍, tሻ െ 0.5|b|

b  (2. 34)
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考慮a ൎ 0、b ് 0的情況: 

我們利用以下假設並設計控制率 

假設 2. 10 當a ൌ 0、b ൌ 0，控制律選取(2. 35)，在此情況下系統狀態誤差會收

斂到原點。 

 

當a ൎ 0、b ൎ 0，我們選取的控制律v為 

           v ൌ 0 (2. 35)

假設 2. 10 代表當a ൌ 0、b ൌ 0時，無法透過 v 改變Vሶ的正負號，此時若控制律選

取為v ൌ 0仍能使落在a、b等於零區域的狀態誤差會收斂到原點，則系統狀態誤

差即可達到收斂到原點的目標。 

 

 

 

定理 2. 2   在系統(2. 25)滿足假設 2. 4、假設 2. 5，在a ൐ 0滿足假設 2. 6、假設

2. 7，控制律選取為(2. 30) ，在a ൏ 0滿足假設 2. 8，控制律選取為(2. 31)或(2. 32)，

a ൎ 0、b ് 0滿足假設 2. 9，控制律選取為(2. 34)，在a ൎ 0、b ൎ 0滿足假設 2. 10，

控制律選取為(2. 35)，則在Ωଵ ׫ Ωଶ ׫ Ωଷ的區域我們可以達到使狀態誤差收斂到

原點之目的，因此系統將可以達到輸出追蹤與內部狀態穩定的目的。 
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2.3 電力系統模型 

 

本節中，我們主要是研究 Dobson 和 Chiang [8] 的電力系統數學模型。利用

Dobson 和 Chiang 的模型，並且在原始模型中加入一個變壓器(tap changer)[7]，

以變壓器的匝數比作為控制器輸入，達到電壓調節的目的。 

    在電力系統模型中，主要包含了無限匯流排、非線性負載、變壓器、負載平

衡電容與發電機，其模型描述可以分為負載模型與電力系統模型兩大部分，其描

述如下： 

負載模型：非線性負載模型的表示是採用於 Walve[18]，並且在[8]將其化簡，其

非線性模型是描述在感應馬達動態與 PQ 負載在並聯情況之下。而馬達與 PQ 負

載所組成的非線性模型，表示如下： 

P ൌ P଴ ൅ Pଵ ൅ K୮୵δሶ ൅ K୮୴ሺV ൅ TVሶ ሻ                  (2. 36) 

Q ൌ Q଴ ൅ Qଵ ൅ K୮୵δሶ ൅ K୮୴V ൅ K୮୴ଶVଶ               (2. 37) 

在此，P଴與Q଴分別代表馬達中所消耗的有效功率與無效功率，Pଵ與Qଵ是表示為

PQ 負載的消耗功率。 

電力系統模型：原始模型中加入變壓器的圖形表示於圖 2.1(a)。在模型中，發電

機的動態方程式可利用搖擺方程式(swing equation)獲得，表示如下： 

 Mδሷ ୫ ൌ െd୫ω ൅ P୫ ൅ E୫VY୫ sinሺδ െ δ୫ െ θ୫ሻ ൅ E୫
ଶY୫sinθ୫     (2. 38) 

在此，M、d୫與P୫分別表示發電機的慣量、阻尼與機械功率。在模型中，包含

一個負載平衡電容 C，來使電壓能提升到標么值為 1.0 的附近。為了方便使用，

我們利用戴維寧等效將 C、Y଴、E଴化簡，其表示如下： 

                  E଴
ᇱ ൌ E଴/ሺ1 ൅ CଶY଴

ିଶ െ 2CY଴
ିଵcosθ଴ሻଵ/ଶ 

                  Y଴
ᇱ ൌ Y଴ሺ1 ൅ CଶY଴

ିଶ െ 2CY଴
ିଵcosθ଴ሻଵ/ଶ 

                  θ଴
ᇱ ൌ θ଴ ൅ arctan ቄ CYబ

షభୱ୧୬஘బ
ଵିCYబ

షభୡ୭ୱ஘బ
ቅ 
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明顯地，利用戴維寧等效結果E଴
ᇱY଴

ᇱ與E଴Y଴是相同的，其等效圖形表示於圖 2.1(b)。 

 

(a) 

 
(b) 

圖 2.1:電力系統模型(a)原始電力系統模型加上變壓器(b)戴維寧等效 

 

    計算其網路中所消耗功率，在網路中無效功率損耗與有效功率損耗可以表示

如下： 

Pሺδ୫, δ, Vሻ ൌ E଴
ᇱY଴

ᇱVsinሺδ ൅ θ଴ሻ െ
1
n E୫Y୫Vsinሺδ െ δ୫ െ θ୫ሻ 

 ൅ ቀY଴
ᇱsinθ଴

ᇱ ൅ ଵ
୬మ Y୫sinθ୫ቁ Vଶ                  (2. 39) 

Qሺδ୫, δ, Vሻ ൌ E଴
ᇱY଴

ᇱVcosሺδ ൅ θ଴ሻ ൅
1
n E୫Y୫Vcosሺδ െ δ୫ െ θ୫ሻ 

െ ቀY଴
ᇱcosθ଴

ᇱ ൅ ଵ
୬మ Y୫cosθ୫ቁ Vଶ                  (2. 40)               
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由(2. 36)-(2. 38)以及(2. 39)-(2. 40)，我們可以得到電力系統的動態方程式如下： 

      δሶ ୫ ൌ ω   (2.41)

     Mωሶ ൌ െd୫ω ൅ P୫ ൅
1
n E୫Y୫Vsinሺδ െ δ୫ ൅ θ୫ሻ ൅ E୫

ଶY୫sinθ୫  (2.42)

 K୯୵δሶ ൌ െK୯୴ଶVଶ െ K୯୴V ൅ Qሺδ୫, δ, Vሻ െ Q଴ െ Qଵ (2.43)

   K୯୵K୮୴Vሶ ൌ K୮୵K୯୴ଶVଶ ൅ ሺK୮୵K୯୴ െ K୯୵K୮୴ሻV 

      ൅K୯୵ሺPሺδ୫, δ, Vሻ െ P଴ െ Pଵሻ െ K୮୵ሺQሺδ୫, δ, Vሻ െ Q଴ െ Qଵሻ   (2.44)

我們的系統參數是採用於[8]，其參數值如下： 

負載參數 

K୮୵ ൌ 0.4，K୮୴ ൌ 0.3，K୯୵ ൌ െ0.03，K୯୴ ൌ െ2.8，K୯୴ଶ ൌ 2.1，T ൌ 8.5，P଴ ൌ 0.6，

Q଴ ൌ 1.3，Pଵ ൌ 0  

網路與發電機參數 

Y଴ ൌ 20.0，θ଴ ൌ െ5.0，E଴ ൌ 1.0，C ൌ 12.0，Y଴
ᇱ ൌ 8.0，θ଴

ᇱ ൌ െ12.0，E଴
ᇱ ൌ 2.5，

Y୫ ൌ 5.0，θ୫ ൌ െ5.0，E୫ ൌ 1.0，P୫ ൌ 1.0，d୫ ൌ 0.05，M ൌ 0.3  

全部的參數以標么值(per unit value)為單位，其角度以度數表示。 

    我們令xଵ ൌ δ୫，xଶ ൌ ω，xଷ ൌ δ，xସ ൌ V，u ൌ ଵ
୬
，由(2. 41)-(2. 44)，我們可

將動態方程式表示為 
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xሶ ଵ ൌ xଶ 

xሶ ଶ ൌ 1.8807 െ 0.1667xଶ ൅ ሾ16.6667xସsin ሺ0.0873 െ xଵ ൅ xଷሻሿu 

xሶ ଷ ൌ 43.333 െ 93.333xସ ൅ 334.1297xସ
ଶ െ 666.6667xସcos ሺ0.0873 െ xଷሻ 

     ൅33.3333Qଵ െ ሾ166.6667xସ cosሺ0.0873 ൅ xଵ െ xଷሻሿu 

     ൅166.0.325xସ
ଶ uଶ ൅ dଷ 

(2. 45)

(2. 46)

 

 

(2. 47)

xሶ ସ ൌ െ7.0327 ൅ 14.5229xସ െ 53.0961xସ
ଶ 

     ൅104.5752xସ cosሺ0.0873 െ xଷሻ ൅ 7.8431xସsin ሺ0.0873 െ xଷሻ 

     െ5.2288Qଵ ൅ ሾ26.1438xସ cosሺ0.0873 ൅ xଵ െ xଷሻ 

     ൅1.9608xସsin ሺ0.0873 െ xଷሻሿu െ 26.2152xସ
ଶuଶ ൅ dସ 

 

 

 

(2. 48)

其中܌ ൌ ሺ0,0, dଷ, dସሻT代表系統可能具有的不確定因素或外在干擾。有兩種類型

的܌在文獻[8], [19]中提到，其中一種起因於負載的變動，也就是Qଵ隨著電力的需

求所產生的變動；另一種則來自於動態感應馬達模型的參數。
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第三章 

 

二次多項式系統之穩健輸出追蹤 
 

 

 

 

 

3.1 問題描述 

考慮一個單輸入單輸出之二次多項式系統如下： 

ሶܠ       ൌ ܎ሺܠሻ ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ሺtሻ (3.1)ܘ

 y ൌ hሺܠሻ (3.2)

其中ܠ א Ը୬代表系統狀態變數，uא Ը為控制輸入，ܘሺtሻ א Ը୬為系統中一個會隨

時間改變的參數，假設ܘሺtሻ可寫成 

ሺtሻܘ  ൌ ૙ሺtሻܘ ൅ ሺtሻ (3.3)܌

其中ܘ૙ሺtሻ代表我們事先可以預測或是量測的系統參數，܌ሺtሻ為系統參數預測或是

量測的不確定因素，此不確定因素來自系統參數的估計誤。假設܎ሺ·ሻ、܏૚ሺ·ሻ、 ܏૛ሺ·ሻ

為平滑向量場。(3.1)可表示成 

ሶܠ  ൌ ሻܠሺ܎  ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻܘ ൅ ሺtሻ (3.4)܌

因為動態方程式(3.1)中有uଶ項，我們可以得知動態方程式不是非線性仿射系統

(nonlinear affine system)。主要的控制目標是設計控制器使系統在有參數不確定因

素的情況下，系統輸出可以達到所要的輸出值yୢ，即y ՜ yୢ，其中yୢ為非零的常
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數，且內部動態要維持穩定。 

為了利用 ISMC 設計穩定控制律，我們需要將追蹤問題變成穩定化問題，做

法如下：設計系統(3.4)的穩定控制律為 

           u ൌ u଴ሺtሻ ൅ v     (3.5)

其中u଴為預備回授(preliminary feedback)控制律，其目的是決定無干擾系統的平

衡點，使此平衡點包含輸出追蹤及內部動態之資訊，且u଴的值會隨ܘ૙ሺtሻ的值而

變化；v的作用為使系統在有干擾下能夠克服干擾使系統狀態收斂到上述之平衡

點。由於上述平衡點包含輸出追蹤及內部動態之資訊，因此若能達成穩定化即可

同時達成輸出追蹤及內部動態穩定之性能。首先我們考慮無干擾系統利用預備回

授控制律u଴求平衡點ܠ଴，也就是說ܠ଴的求法是系統(3.4)不考慮干擾的情況下利用

預備回授控制律使ܠ଴為 ܠሶ ൌ ሻܠሺ܎ ൅ ሻu଴ܠ૚ሺ܏ ൅ ሻu଴ܠ૛ሺ܏
ଶ
的平衡點且此平衡點包

含y ൌ yୢ。 

 

為了達此目的，我們首先考慮無干擾系統之動態方程式如下： 

ሶܠ   ൌ ሻܠሺ܎ ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻ   (3.6)ܘ

 y ൌ hሺܠሻ (3.7)

我們要針對(3.6)與(3.7)式，解出預備控制律u଴及使無干擾系統的平衡點ܠ૙，使其

平衡點ܠ૙包含 y ൌ yୢ的資訊，此時系統必須滿足下列(3.8)與(3.9)式 

૙ሻܠሺ܎  ൅ ૙ሻu଴ܠ૚ሺ܏ ൅ ૙ሻu଴ܠ૛ሺ܏
ଶ ൅ ૙ሺtሻܘ ൌ ૙ (3.8)

 hሺܠ૙ሻ െ yୢ ൌ 0 (3.9)

我們要解滿足(3.8)與(3.9)的解，(3.8)式中n個系統狀態共有n個變數，且預備回授

控制律u଴有 1 個變數，所以(3.8)與(3.9)式共有n ൅ 1個方程式與n ൅ 1個變數，假

設滿足(3.8)與(3.9)的解存在，則我們可以解得滿足輸出追蹤對應的平衡點ܠ଴與控

制律u଴。 
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為了將輸出追蹤問題轉換成穩定化問題，我們定義狀態誤差為︰ 

܍            ൌ ܠ െ ଴ሺtሻ   (3.10)ܠ

當܍ ՜ 0時，代表ܠ ՜ ܠ଴ሺtሻ，而ܠ ՜ ଴ሺtሻ則隱含達成yܠ ՜ yୢ，其中ܠ଴ሺtሻ ൌ

ሾxଵ଴  xଶ଴ … x୬଴ሿT為無干擾系統利用預備回授在y ൌ yୢ下解出之平衡點，可藉由解

(3.8)與(3.9)式所得，ܠ଴ሺtሻ ൌ ሾxଵ  xଶ … x୬ሿT為系統狀態。 

 

我們將設計系統(3.4)的穩定控制律，控制律如下 

           u ൌ u଴ሺtሻ ൅ v     (3.11)

其中u଴為針對無干擾系統使系統達到輸出追蹤對應解出的預備回授，可由(3.8)

與(3.9)式得到，v為考慮有干擾系統之控制律。 

 

由(3.1)-(3.2)與(3.11)-(3.10)，我們可以將原始系統整理為： 

ሶ܍            ൌ ,܍ሺܟ܍ܖ܎ tሻ ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૚܏ tሻv ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૛܏ tሻv૛ ൅ ܌ (3.12)

其中 

,܍ሺܟ܍ܖ܎ tሻ ൌ ܍ሺ ܎ ൅ ૙ሺtሻሻܠ ൅ ܍૚ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻሻu଴ܠ ൅ ܍૛ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻሻu଴ܠ
ଶ ൅ p଴ െ

dܠ૙ሺtሻ
dt  

,܍ሺܟ܍ܖ૚܏ tሻ= ܏૚ሺ܍ ൅ ૙ሺtሻሻܠ ൅ ܍૛ሺ܏2 ൅  ૙ሺtሻሻu଴ሺtሻܠ

,܍ሺܟ܍ܖ૛܏ tሻ ൌ ܍૛ሺ܏ ൅   ૙ሺtሻሻܠ

此時問題由對系統(3.1)之追蹤問題變成系統(3.12)之穩定化問題。此外，系統(3.12)

若不考慮干擾，我們稱為標稱系統(nominal system)如下 

ሶ܍            ൌ ,܍ሺܟ܍ܖ܎ tሻ ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૚܏ tሻuଵ ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૛܏ tሻuଵ
૛ (3.13)

其中uଵ為標稱控制(nominal control)。 

 

由於積分型順滑模控制(Integral-Type Sliding Mode Control)有許多優點，如

反應速度快、穩健性(robustness)及容易實現，所以我們採用積分型順滑模控制來

對系統(3.12)設計控制律。我們仿照 ISMC 的設計流程[5][6]進行設計二次多項式
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系統的控制律，在系統(3.12)中控制律 v 主要分為兩個部分 

 v ൌ uଵ ൅ uଶ (3.14)

其中uଵ為標稱控制，即針對系統(3.13)的穩定控制律。且標稱控制選擇根據工程

師的需求，而採用最佳化控制(optimal control)設計uଵ，為了展示起見在這裡我們

uଵ是使用 LQR 控制律。而uଶ為一非連續的控制律；uଶ負責抵消干擾使系統保持

在順滑面上。 

 

為了要仿照 ISMC 的設計流程[5][6]，對二次多項式系統設計控制律，我們

首先必須定義二次多項式系統參數不確定性的匹配式(matched-type)與非匹配式

(unmatched-type)，接下來利用積分順滑控制設計出控制器，使得系統在有匹配式

的參數不確定因素下，狀態軌跡會與無干擾系統一樣，並討論非匹配式的參數不

確定因素對系統的效應。 

 

 

 

 

3.2 定義二次多項式系統之匹配與非匹配的系統參數不確定項 

 為了定義二次多項式系統之匹配與非匹配的系統參數不確定項，我們先回顧

非線性仿射系統中匹配式與非匹配式的概念。 

考慮單輸入單輸出之仿射系統如下： 

ሶܠ            ૚ ൌ ૚ሻܠሺ܉܎ ൅ ૚ሻuୟܠሺ܏ ൅ (3.15) ܉܌

其中ܠ૚ א Ը୬代表系統狀態變數，uୟ א Ը為控制輸入，܏ሺ·ሻ為平滑向量場。܉܌ א Ը୬

為系統參數的不確定因素，將܉܌表示如下  

܉܌            ൌ ܕ܉܌ ൅ (3.16)  ܝ܉܌

其中ܕ܉܌ א col(g)，故ܕ܉܌為匹配的系統參數的不確定因素，ܝ܉܌ א colሺ܏ሻ ，ୄ將܉܌投
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影到 g 的行空間取為܉܌，ܕ܉܌投影到ୄ܏的行空間取為ܝ܉܌，即 

ܕ܉܌ ൌ ܝ܉܌，܉܌ା܏܏ ൌ  ܉܌ାୄ܏ୄ܏

以上為非線性仿射系統匹配與非匹配的系統參數不確定因素定義。 

以幾何意義來說，在Ը୬空間中ܕ܉܌與ܝ܉܌如圖 3. 1 所示 

 

圖 3. 1: Ը୬空間中ܕ܉܌與ܝ܉܌示意圖 

但是，目前文獻中並無定義非線性非仿射式系統中匹配的與非匹配的系統參數不

確定因素，故我們仿照非線性仿射式系統中匹配式與非匹配式的概念，自行定義

二次多項式系統參數的不確定因素中的匹配式與非匹配式。 

 考慮單輸入單輸出之二次多項式系統(3.12)，可將܌分為兩部分 

܌            ൌ ୫܌ ൅ ୳ (3.17)܌

其中܌୫將代表匹配的系統參數不確定因素, ܌୳代表非匹配的系統參數不確定因

素，接下來我們討論܌୫的選取形式。 

 

3.2.1 方程式(3.17)中ܕ܌的選取形式 1 

在仿射系統(3.15)中 ܕ܉܌ א col(g)，且ܕ܉܌在此取法下צ ܌ െ ܕ܌ ，ଶ有最小值צ

我們仿照仿射系統中匹配的系統參數不確定因素的選取方式，取ܕ܌ א S ，其中 

colሺ܏ሻୄ 

col(g) 

܉܌

 ܕ܉܌

 ܝ܉܌
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      S ൌ ሼ܏૚ܟ܍ܖα ൅ αଶ|αܟ܍ܖ૛܏ א Ըሽ (3.18)

且ܕ܌的選取為使得צ ܌ െ ܕ܌ צଶ有最小值，即צ ܝ܌ צଶൌצ ܌ െ ܕ܌     ଶ有最小值צ

S 的幾何意義為Ը୬空間中的一條過原點的一維流形(manifold)，實際上 S 如圖 3. 2

所示為一維的拋物線。 

 

圖 3. 2: S 在Ը୬空間中之示意圖 

接下來我們必須決定如何選定α，使得צ ܌ െ ܕ܌ ܕ܌ଶ有最小值，其中צ א S。 

 

因為根據文獻[6]我們知道在順滑模態上，匹配的系統參數不確定因素會因

非連續控制律的的控制下而被完全消除，所以只需考慮非匹配的系統參數不確定

因素所造成的效應，且希望造成的效應希望能越小越好。如圖 3. 3 所示，當給定

d，我們想要試著找到ܕ܌ א S，使得 צ ܌ െ ܕ܌ ଶ最小，意即找到α，使得צ

צ  ܌ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖα ൅ αଶሻܟ܍ܖ૛܏  如下כଶ最小，我們定義αצ

αכ ൌ arg min
஑

צ ܌ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖα ൅ αଶሻܟ܍ܖ૛܏  ଶצ

 

 ܟ܍ܖ૚܏

ܟ܍ܖ૛܏

S 
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我們可得ܕ܌如下 

ܕ܌       ൌ כαܟ܍ܖ૚܏ ൅ ଶ (3.19)כαܟ܍ܖ૛܏

 

圖 3. 3: 給定܌時，ܕ܌與ܝ܌在R୬空間中與 S 之關係 

在選定ሺ܌ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖαכ ൅  。的存在性כଶሻ之後，我們必須驗證αכαܟ܍ܖ૛܏

 

引理 3. 1(存在性)：當給定܏૚܏、ܟ܍ܖ૛ܟ܍ܖ及܌時，Pସሺαሻ ൌ min஑ צ ܌ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖα ൅

αଶሻܟ܍ܖ૛܏ ଶצ
ଶ必存在，意即αכ存在且ܕ܌ ൌ כαܟ܍ܖ૚܏ ൅  。ଶ存在כαܟ܍ܖ૛܏

證明： 

當給定܏૚܏、ܟ܍ܖ૛ܟ܍ܖ及܌時，假設多項式Pସሺαሻ如下 

 Pସሺαሻ ൌצ ܌ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖα ൅ αଶሻܟ܍ܖ૛܏ ଶצ
ଶ
 

ൌ ሺ܌ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖα ൅ ܌αଶሻTሺܟ܍ܖ૛܏ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖα ൅  αଶሻܟ܍ܖ૛܏

   ൌ aଵαସ൅aଶαଷ ൅ aଷαଶ ൅ aସα ൅ aହ (3.20)

 

 

 ܟ܍ܖ૚܏

ܟ܍ܖ૛܏

S 

d

 ܝ܌

 ܕ܌
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其中 

aଵ ൌ ܟ܍ܖ૛܏
 ܟ܍ܖ૛܏܂

aଶ ൌ ܟ܍ܖ૚܏2
 ܟ܍ܖ૛܏܂

aଷ ൌ ܟ܍ܖ૚܏
ܟ܍ܖ૚܏܂ െ ૛܏૛ܟ܍ܖ

 d܂

aସ ൌ െ2܏૚ܟ܍ܖ
 ܌܂

aହ ൌ ܌܂܌ 

(3.20)中Pସሺαሻ為連續函數且 aଵ ൐ 0，且Pସ ൌ ቊ
 ∞ ,當 α ՜ ∞    
 ∞ ,當 α ՜ െ∞

，根據極值定理

(extreme value theorem )，Pସሺαሻ存在全域極小值，即αכ必存在。ז 

值得一提的是，在引理 3. 1 中αכ存在，但一般來說αכ不保證唯一。 

 

引理 3. 2(求四次多項式之最小值)：考慮多項式Qସሺxሻ  ൌ cଵxସ൅cଶxଷ ൅ cଷxଶ ൅

cସx ൅ cହ，且cଵ ൐ 0，我們可以由cଵ, cଶ, cଷ, cସ, cହ 求出 argmin୶ Qସሺxሻ ，以及

min୶ Qସሺxሻ  

證明：取Pଷሺαሻ ൌ Pሶସሺαሻ如下所示 

      Pଷ ൌ 4aଵαଷ൅3aଶαଶ ൅ 2aଷα ൅ aସ (3.21)

取Pଶሺαሻ ൌ Pሷସሺαሻ如下所示 

      Pଶ ൌ 12aଵαଶ൅6aଶα ൅ 2aଷ (3.22)

 Pସሺαሻ的極小值發生於Pଷሺαሻ ൌ 0的根處，所以我們要解出Pଷሺαሻ ൌ 0的根。三

次多項式Pଷሺαሻ ൌ 0有三個根，但我們無法知道Pସሺαሻ的極小值發生於Pଷሺαሻ ൌ 0的

哪一個根，我們希望當給定Pସሺαሻ時，可以判斷出Pସሺαሻ的極小值所對應

Pଷሺαሻ ൌ 0 的根，於是進行以下分析。取 A=12 aଵ , B=6 aଶ , C= 2aଷ ，注意

Pଶ的二次項係數12aଵ ൐ 0，且其判別式如下 

      ΔPమ ൌ Bଶ െ 4AC (3.23)

接下來我們由ΔPమ的正負號來分析Pସ的極小值所發生的位置。 
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情況 1：ΔPమ ൏ 0 (當Pଶሺαሻ ൌ 0有共軛複數根)： 

假設Pଶሺαሻ ൌ 0 有共軛複根 x േ yi，y് 0，則Pଶሺαሻ ൌ ൫α െ ሺx ൅ yiሻ൯൫α െ

ሺx െ yiሻ൯ ൌ ሺα െ xሻଶ ൅ yଶ，Pଶሺαሻ ൐ 因此可得Pଶ為開口向上之拋物線且與，ߙ׊ 0

α 軸無交點。Pଷ可由Pଶ對α積分可得，其中Pଷ為絕對遞增且ቊ
Pଷ ՜ ∞   ，當 α ՜ ∞    
Pଷ ՜ െ∞ ，當 α ՜ െ∞

 

則Pଷ與 α 軸交於一點，故Pଷ只有一個實數零點 r，另外兩個為複數零點p േ qi。例

如：考慮Pଶሺαሻ ൌ 0 有共軛複根 1 േ √2i，如圖 3. 4 所示，很明顯看出Pଷ只有一實

數零點 r，且在此零點處Pସ有極小值。由以上推論可得Pସ(r)為Pସ的全域極小值且

αכ ൌ r。 

 

 

圖 3. 4: ΔPమ ൏ 0之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 
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情況 2：ΔPమ ൌ 0 (當Pଶሺαሻ ൌ 0有二重根)： 

假設Pଶሺαሻ ൌ 0 有二重根 z，則Pଶሺαሻ ൌ ሺα െ zሻଶ，可得Pଶ為開口向上之拋物線且與

α 軸有一個交點。Pଷ可由Pଶ對α積分可得，其中Pଷ為絕對遞增且

ቊ
Pଷ ՜ ∞   ，當 α ՜ ∞    
Pଷ ՜ െ∞ ，當 α ՜ െ∞

 ，則Pଷ與 α 軸交於一點，故Pଷ只有一個實數零點，另外

兩個為複數零點。例如：考慮Pଶሺαሻ ൌ 0 有二重根在 α ൌ 1，如圖 3. 5 所示，很明

顯看出Pଷ只有一實數零點 r，且在此零點處Pସ有極小值。由以上推論可得Pସ(r)為Pସ

的全域極小值；考慮Pଶሺαሻ ൌ 0 有二重根rଵ ൌ rଶ ൌ 1，如圖 3. 6 所示，Pଷ與α軸相

切，根據勘根定理，Pଷ ൌ 0在α ൌ rଵ有 3 重根，明顯的Pସ(rଵ)為Pସ的全域極小值且

αכ ൌ rଵ。 

 

 

圖 3. 5: ΔPమ ൌ 0且Pଶሺαሻ ൌ 0 有二重根之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 



 

 27

 

圖 3. 6: ΔPమ ൌ 0，Pଶሺαሻ ൌ 0 有二重根且Pଷሺαሻ ൌ 0 有三重根之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 

 

情況 3：ΔPమ ൐ 0 (當Pଶሺαሻ ൌ 0有相異實根)：我們將分為三種情況討論 

 

情況 3.1：PଷሺkଵሻPଷሺkଶሻ ൌ 0，其中kଵ、kଶ為Pଶ的零點，且kଶ ൐ kଵ 

若Pଷሺkଵሻ ൌ 0，即Pଷ在kଵ與α軸相切，根據勘根定理可知，Pଷሺαሻ ൌ 0在kଵ有二重

根 ， 故 Pଷሺαሻ ൌ ሺα െ kଵሻଶሺα െ kଶሻ 。 且 Pଶሺαሻ ൌ Pଷሶ ሺαሻ ൌ 3αଶ െ 2ሺ2kଵ ൅ kଶሻα ൅

 kଵ
ଶ ൅ 2kଵkଶ，檢查ΔPమ是否大於零，ΔPమ=4ሺkଵ െ kଶሻଶ ൐ 0。例如：取kଵ ൌ 1, kଶ ൌ 6，

如圖 3. 7 所示，Pଷሺαሻ在α ൌ 1處有兩個相同實數零點，α ൌ 6處有一個實數零點，

且Pସሺαሻ的全域極小值發生於α ൌ 6。由以上推論可知，Pସ(kଶ)為Pସ的全域極小值。 
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圖 3. 7: ΔPమ ൐ 0, Pଷሺ1ሻPଷሺ6ሻ ൌ 0且Pଷሺ1ሻ ൌ 0之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 

 

 

 

若Pଷሺkଶሻ ൌ 0，即Pଷ在kଵ與α軸相切，根據勘根定理可知，Pଷሺαሻ ൌ 0在kଶ有二重

根，故Pଷሺαሻ ൌ ሺα െ kଵሻሺα െ kଶሻଶ。且Pଶሺαሻ ൌ Pଷሶ ሺαሻ ൌ 3αଶ െ 2ሺ2kଶ ൅ kଵሻα ൅

 kଶ
ଶ ൅ 2kଵkଶ，檢查ΔPమ是否大於零，ΔPమ=4ሺkଵ െ kଶሻଶ ൐ 0。例如：取kଵ ൌ 1, kଶ ൌ 6，

如圖 3. 8 所示，Pଷሺαሻ在α ൌ 6處有兩個相同實數零點，α ൌ 1處有一個實數零點，

且Pସሺαሻ的全域極小值發生於α ൌ 1。由以上推論可知，Pସ(kଵ)為Pସ的全域極小值 
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圖 3. 8: ΔPమ ൐ 0, Pଷሺ1ሻPଷሺ6ሻ ൌ 0且Pଷሺ6ሻ ൌ 0之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 

 

結論：情況 3.1 中，若Pଷሺαכሻ ൌ 0的根分別為rଵ, rଶ ൌ rଷ，則Pସ(rଵ)為Pସ的全域極小

值且αכ ൌ rଵ。 
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情況 3.2：PଷሺkଵሻPଷሺkଶሻ ൐ 0，其中kଵ、kଶ為Pଶ的零點，且kଶ ൐ kଵ 

考慮Pଷሺkଵሻ ൐ 0 且Pଷሺkଶሻ ൐ 0，如圖 3. 9 所示，Pଷ與 α 軸交於一點，故Pଷ只有一

個實數零點 r，且此零點處Pସ有最小值，故Pସሺrሻ為Pସ的全域最小值。 

 

圖 3. 9: ΔPమ ൐ 0, PଷሺkଵሻPଷሺkଶሻ ൐ 0且Pଷሺkଵሻ ൐ 0, Pଷሺkଶሻ ൐ 0之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 

 

考慮Pଷሺkଵሻ ൏ 0 且Pଷሺkଶሻ ൏ 0，如圖 3. 10 所示，Pଷ與 α 軸交於一點，故Pଷ只有一

個實數零點 r，且此零點處Pସ有最小值，故Pସሺrሻ為Pସ的全域最小值且αכ ൌ r。 
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圖 3. 10: ΔPమ ൐ 0, PଷሺkଵሻPଷሺkଶሻ ൐ 0且Pଷሺkଵሻ ൏ 0, Pଷሺkଶሻ ൏ 0之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 

 

 

情況 3.3：PଷሺkଵሻPଷሺkଶሻ ൏ 0 

考慮Pଷ ൌ0的根分別為rଵ, rଶ及rଷ，其中rଵ ൏ rଶ ൏ rଷ，且令dଵ ൌ rଶ െ rଵ，dଶ ൌ rଷ െ rଶ 

假設Pଷ(αሻ ൌ ሺα െ ሺa െ dଵሻሻሺα െ aሻሺα െ ሺa െ dଶሻሻ，當 dଵ ൏ dଶ，如圖 3. 11 所示，

Pସ(αሻ的全域最小值為Pସ(rଷሻ 且αכ ൌ rଷ；當 dଵ ൐ dଶ，如圖 3. 12 所示，Pସ(αሻ的全

域最小值為Pସ(rଵሻ 且αכ ൌ rଵ；當 dଵ ൌ dଶ，如圖 3. 13 所示，Pସ(αሻ的全域最小值

為Pସ(rଵሻ或Pସ(rଷሻ，其中Pସ(rଵሻ ൌ  Pସ(rଷሻ 且αכ ൌ rଵ ൌ rଷ。 
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圖 3. 11: ΔPమ ൐ 0, PଷሺkଵሻPଷሺkଶሻ ൏ 0 且dଵ ൐ dଶ之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 

 
圖 3. 12: ΔPమ ൐ 0, PଷሺkଵሻPଷሺkଶሻ ൏ 0 且dଵ ൏ dଶ之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 
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圖 3. 13: ΔPమ ൐ 0, PଷሺkଵሻPଷሺkଶሻ ൏ 0 且dଵ ൌ dଶ之Pଶ, Pଷ與Pସ圖形 

由情況 1~情況 3 分析可得Pଷ(αሻ=0 之根所對應Pସ(αሻ之極小值的整理如下 

表 3. 1: Pଷ(αሻ ൌ 0之根所對應的αכ與 minPସ(αሻ 

Pଷ(αሻ ൌ 0之根 αכ minPସ(αሻ 

一個實根和兩個共軛複根

ሺr, p േ qiሻ 

r Pସ(rሻ 

三個實根，且至少有二重根 

ሺrଵ, rଶ ൌ rଷሻorሺrଵ ൌ rଶ ൌ rଷሻ 

rଵ Pସ(rଵሻ 

三個相異實根ሺrଵ ൏ rଶ ൏ rଷሻ 

且ሺrଶ െ rଵ)<ሺrଷ െ rଶ) 

rଷ Pସ(rଷሻ 

三個相異實根ሺrଵ ൏ rଶ ൏ rଷሻ 

且ሺrଶ െ rଵ)>ሺrଷ െ rଶ) 

rଵ Pସ(rଵሻ 

三個相異實根ሺrଵ ൏ rଶ ൏ rଷሻ 

且ሺrଶ െ rଵ)=ሺrଷ െ rଶ) 

rଵ ൌ rଷ Pସ(rଵሻ ൌ Pସ(rଷሻ 
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 接下來我們要得到表 3. 1 中Pଷ(αሻ ൌ 0之根的分類依據，且求出Pଷ(αሻ ൌ 0之

所有根。當給定܏૚܏、ܟ܍ܖ૛ܟ܍ܖ及 d，我們可以得到Pସ(α)如(3.20)所示且Pଷ(αሻ如(3.21)

所示，將Pଷ(αሻ ൌ 0改寫如下 

 

 

       αଷ ൅ bଵαଶ ൅ bଶα ൅ bଷ ൌ 0 (3.24)

取 

Q ൌ ଷୠమିୠభ
మ

ଽ
 ,  R ൌ ଽୠభୠమିଶ଻ୠయିଶୠమ

య

ହସ
 

S ൌ ටR ൅ ඥQଷ ൅ Rଶ
య

 ,T ൌ ටR െ ඥQଷ ൅ Rଶ
య

 

則Pଷ(αሻ ൌ 0的三個根如下所示 

       

ە
ۖ
۔

ۖ
xଵۓ ൌ S ൅ T െ

1
3 bଵ

xଶ ൌ
െ1
2

ሺS ൅ Tሻ െ
1
3 bଵ ൅

1
2 i√3ሺS െ Tሻ

xଷ ൌ
െ1
2

ሺS ൅ Tሻ െ
1
3 bଵ െ

1
2 i√3ሺS െ Tሻ

 

(3.25)

根據[20]可知，當bଵ，bଶ，bଷ為實數，若判別式為 

       Dଷ ൌ Qଷ ൅ Rଶ (3.26)

則 

(i)若Dଷ ൐ 0，則有一個實根，二個共軛複根 

(ii)若Dଷ ൌ 0，則所有根皆為實根，且至少有二個實根 

(iii) 若Dଷ ൏ 0，則所有根皆為實根且相異 

綜合以上三點及表 3. 1 之結果整理如下 
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表 3. 2：Dଷ所對應的αכ與minPସሺαሻ 

Dଷ 

((3.26)

式) 

Pଷ(αሻ ൌ 0之根 αכ minPସ(αሻ 

Dଷ ൐ 0 (3.25)的三根為：一個實根 r 和兩個共軛複根

p േ qi 

r Pସ(rሻ 

Dଷ ൌ 0 (3.25)的三根為rଵ, rଶ, rଷ三個實根，且至少有

二重根即rଵ, rଶ ൌ rଷ或rଵ ൌ rଶ ൌ rଷ 

rଵ Pସ(rଵሻ 

Dଷ ൏ 0 (3.25)的三根為三個相異實根ሺrଵ ൏ rଶ ൏ rଷሻ 

且假設ሺrଶ െ rଵ)<ሺrଷ െ rଶ) 

rଷ Pସ(rଷሻ 

(3.25)的三根為三個相異實根ሺrଵ ൏ rଶ ൏ rଷሻ 

且假設ሺrଶ െ rଵ)൐ ሺrଷ െ rଶ) 

rଵ Pସ(rଵሻ 

(3.25)的三根為三個相異實根ሺrଵ ൏ rଶ ൏ rଷሻ 

且假設ሺrଶ െ rଵ)ൌ ሺrଷ െ rଶ) 

rଵ ൌ rଷ Pସ(rଵሻ= Pସ(rଷሻ 

 ז

給定Pସሺαሻ ൌ aଵαସ൅aଶαଷ ൅ aଷαଶ ൅ aସα ൅ aହ且aଵ ൐ 0，求αכ之流程圖如圖 3. 14 
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圖 3. 14：給定Pସሺαሻ ൌ aଵαସ൅aଶαଷ ൅ aଷαଶ ൅ aସα ൅ aହ且aଵ ൐ 0，求αכ 

 

bଵ ൌ ଷୟమ
ସୟభ

，bଶ ൌ ଶୟయ
ସୟభ

，bଷ ൌ ୟర
ସୟభ

 

Q ൌ ଷୠమିୠభ
మ

ଽ
 ,  R ൌ ଽୠభୠమିଶ଻ୠయିଶୠమ

య

ହସ
 

S ൌ ටR ൅ ඥQଷ ൅ Rଶ
య

 ,  T ൌ ටR െ ඥQଷ ൅ Rଶ
య

 

Dଷ ൌ Qଷ ൅ Rଶ 

(3.25)的三根為三個相異

實根ሺrଵ ൏ rଶ ൏ rଷሻ 

(3.25)的三根為：

rଵ, rଶ, rଷ三個實

根，且至少有二

重根即rଵ, rଶ ൌ rଷ

αכ ൌ rଵ 

(3.25)的三根為：

一個實根 r和兩個

共軛複根p േ qi 

αכ ൌ r 

Dଷ=0 Dଷ> 0 

Dଷ< 0

ሺrଶ െ rଵ)>ሺrଷ െ rଶ) ሺrଶ െ rଵ)=ሺrଷ െ rଶ) ሺrଶ െ rଵ)<ሺrଷ െ rଶ) 

αכ ൌ rଵ αכ ൌ rଵ ൌ rଷ αכ ൌ rଷ 



 

 37

所以當給定܏૚܏、ܟ܍ܖ૛ܟ܍ܖ及܌，我們得到(3.20)式，然後我們可由圖 3. 14 得

到αכ。接下來我們必須檢查選取的αכ代入ܝ܌ ൌ ܌ െ ሺ܏૚αכ ൅ ଶሻ，是否會使得כ૚α܏

צ  ୳܌ צ ଶ൐צ ܌ ଶ，若以上不等式成立，則相當於原參數不確定因素所造成的效應צ

被放大，不滿足我們的需求，所以必須要保證非匹配的系統參數不確定因素的範

數不會比系統參數不確定因素的範數大。 

 

引理 3. 3:考慮系統(3.12)，當給定܌，若我們可找到αכ，使得 αכ ൌ argmin
஑

צ ܌ െ

ሺ܏૚ܟ܍ܖα ൅ αଶሻܟ܍ܖ૛܏ ୳܌ଶ，根據(3.19)式可得צ ൌ ܌ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖαכ ൅ 與܌ଶሻ，則כαܟ܍ܖ૛܏

 ୳滿足以下不等式܌

צ  ୳܌ ଶ൑צ צ  ܌  ଶצ

 

證明: 

定義܌୳ሺαሻ= צ ܌ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖα ൅ αଶሻܟ܍ܖ૛܏  ଶצ

則 צ ܌ ଶൌצ ୳ሺ0ሻ܌ ൒ ሻכ୳ሺα܌ ൌ צ  ୳܌  ז                                    ଶצ

所以由以上證明可確定原參數不確定因素所造成的效應不會被放大，最後我們要

檢查d୫是否滿足 ISMC 設計需求。      

 

在第二章中的積分順滑模控制器之設計中，我們考慮仿射系統(3.15)且只有

匹配的系統不確定性，此時系統為 

ሶܠ            ૚ ൌ ૚ሻܠሺ܉܎  ൅ ૚ሻuୟܠሺ܏ ൅ (3.27) ܕ܉܌

當系統維持順滑模式時，所對應的控制律會使得系統(3.27)的狀態軌跡與標稱系

統在標稱控制下的狀態軌跡相同。現在我們要驗證在二次多項式系統中只有匹配

的系統不確定性下，且d୫為形式 1 時在 ISMC 的設計下是否能與應用在非仿射

系統下有相同的效果。意即當系統(3.12)只有匹配的系統不確定性，且存在對應

的控制律使得系統維持順滑模式時，系統狀態軌跡會與標稱系統在標稱控制下的
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狀態軌跡相同。 

 

考慮Qଵ଴為定值，則標稱系統(3.13)如下 

ሶ܍       ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛ (3.28)

系統(3.12)只考慮匹配的系統參數不確定性時系統如下 

ሶ܍       ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻv૛܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ (3.29) ܕ܌

其中ܕ܌不為零，順滑平面選取如下： 

σሺ܍, tሻ ൌ ۲ሼ܍ሺtሻ െ  ሺt଴ሻ܍

  െ ׬ ሾܟ܍ܖ܎ሺ܍ሺτሻሻ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ୲

୲బ
ሿdτሽ  (3.30)

其中۲ א ব૚ൈܖ  

我們對(3.30)微分，可以得到 

σሶ ൌ ሶ܍ ۲ ሺtሻ െ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
ଶ 

   ൌ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵሻ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶሻ ൅ ሿ     (3.31)ܕ܌

將(3.19)代入(3.31)可得 

  σሶ ൌ  ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵ ൅ αכሻ ൅ ሺvଶܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶ ൅ αכଶሻሿ (3.32)

假設存在 v 使得順滑函數保持為σ ൌ 0，即σTσሶ ൏ 0成立，接著，我們欲求系統在

順滑模式時對應的控制律vୣ୯。當系統處於順滑模式下時，σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得 

  vୣ୯
ଶ ൌ െሺαכ െ uଵ

૛ሻ െ
1

D܏૛ܟ܍ܖ
ሾD܏૚ܟ܍ܖሺvୣ୯ ൅ αכ െ uଵሻሿ (3.33)

 

將(3.33)與(3.19)代入系統(3.29)可得 

eሶ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻ൫vୣ୯܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ αכ൯ 

   ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ቄെሺαכ െ uଵ
૛ሻ ൅ ൣD܏૚ܟ܍ܖ൫୴౛౧ା஑ିכ୳భ൯൧

D܏૛ܟ܍ܖ
െ  uଵ

૛ ൅ αכଶቅ  

    ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎  ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛  ൅ ୳భ൯൧ିכ൫୴౛౧ା஑ܟ܍ܖ૚܏Dܟ܍ܖ૛܏൯ିכ൫୴౛౧ା஑ܟ܍ܖ૛܏Dܟ܍ܖ૚܏ൣ

D܏૛ܟ܍ܖ
  (3.34)
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我們希望控制律vୣ୯會使得(3.29)的系統軌跡與標稱系統在標稱控制下的軌跡相

同，意即(3.34)與(3.28)相同，條件為܏૚܏۲ܟ܍ܖ૛ܟ܍ܖ ൌ  意即，ܟ܍ܖ૚܏۲ܟ܍ܖ૛܏

ܟ܍ܖ૚܏   ൌ k܏૛(3.35) ܟ܍ܖ

其中k א Ը，當(3.35)條件成立時，存在使得控制律vୣ୯使得系統(3.29)系統軌跡與

標稱系統在標稱控制下的軌跡相同，但(3.35)的條件過於嚴格，當܏૚ܟ܍ܖ與܏૛ܟ܍ܖ線

性獨立時，d୫在形式 1 之下在系統(3.12)只有匹配的系統不確定性，且存在對應

的控制律使得系統維持順滑模式時，系統狀態軌跡不會與標稱系統在標稱控制下

的狀態軌跡相同。我們以下將考慮不滿足(3.35)的情況，討論是否可透過۲的選

取能使得d୫在形式 1 之下在系統(3.12)只有匹配的系統不確定性，且存在對應的

控制律使得系統維持順滑模式時，系統狀態軌跡會與標稱系統在標稱控制下的狀

態軌跡相同。 

 

 以下考慮在܏૚ܟ܍ܖ與܏૛ܟ܍ܖ為線性獨立之下，兩種۲的選取方式 

情況 ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏1：۲ ൌ ૙且۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ ് ૙ 

此時順滑平面(3.30)的微分為 

  σሶ ൌ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵ ൅ αכሻ (3.36)

假設存在 v 使得順滑函數保持為σ ൌ 0，即σTσሶ ൏ 0成立，接著，我們欲求系統在

順滑模式時對應的控制律vୣ୯。當系統處於順滑模式下時，σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得 

  vୣ୯ ൌ uଵ െ α(3.37) כ

(3.40)與(3.19)代入系統(3.29)可得 

ሶ܍ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ െ αכ ൅ αכሻ ൅ ሻൣሺuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ αכሻ૛ ൅ αכଶ൧ 

  ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻൣuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ െ 2uଵαכ ൅ 2αכଶ൧ (3.38)

我們希望控制律vୣ୯會使得(3.29)的系統軌跡與標稱系統在標稱控制下的軌跡相

同，意即(3.41)與(3.28)相同。發生條件為െ2uଵαכ ൅ 2αכଶ ൌ 0，即αכ ൌ 0或αכ ൌ uଵ。

因為我們考慮d୫ ് 0，所以αכ ൌ 0不合﹔而uଵ的值會隨系統狀態而變動，αכ ൌ uଵ

發生之可能性極低，所以d୫為形式 1 且 D 的選取為情況 1 時，二次多項式系統
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中只有匹配的系統不確定性下，所對應的控制律使得系統維持順滑模式時，系統

軌跡不會與標稱系統在標稱控制下的軌跡相同。 

 

情況 ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏2：۲ ൌ ૙且۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ് ૙ 

考慮系統(3.29)，其中ܕ܌不為零，順滑平面選取如(3.30)，此時順滑平面的微分

為 

  σሶ ൌ ሺvଶܟ܍ܖ૛܏۲ െ uଵ
ଶ ൅ αכଶሻ (3.39)

假設存在 v 使得順滑函數保持為σ ൌ 0，即σTσሶ ൏ 0成立，接著，我們欲求系統在

順滑模式時對應的控制律vୣ୯。當系統處於順滑模式下時，σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得 

  vୣ୯ ൌ േටuଵ
ଶ െ αכଶ (3.40)

其中|uଵ| ൐ |α(3.40)，|כ與(3.19)代入系統(3.29)可得 

ሶ܍ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ቆേටuଵ
ଶ െ αכଶ ൅ αכቇ ൅ ሻൣuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏

ଶ െ αכଶ ൅ αכଶ൧ 

    ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ (3.41)

我們希望控制律vୣ୯會使得(3.29)的系統軌跡與標稱系統在標稱控制下的軌跡相

同，意即(3.41)與(3.28)相同。發生條件為uଵ ൌ ቀേඥuଵ
ଶ െ αכଶ ൅ αכቁ，移項整理可

得  െ2uଵαכ ൅ 2αכଶ ൌ 0，即αכ ൌ 0或αכ ൌ uଵ。因為我們考慮d୫ ് 0，所以αכ ൌ 0不

合；而uଵ的值會隨系統狀態而變動，αכ ൌ uଵ發生之可能性極低，所以d୫為形式 

1 且 D 的選取為情況 2 時，二次多項式系統中只有匹配的系統不確定性下，所對

應的控制律使得系統維持順滑模式時，系統軌跡不會與標稱系統在標稱控制下的

軌跡相同。 
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所以當܏૚ܟ܍ܖ與܏૛ܟ܍ܖ線性獨立時，D 的選取考慮情況 1 與情況 2 時，我們必

須將d୫改變為其他形式。在形式 1 中，S 的選取如(3.18)式，其中܏૛ܟ܍ܖ向量的係

數為܏૚ܟ܍ܖ向量的係數的平方倍，我們接下來嘗試選取܏૛ܟ܍ܖ向量的係數與܏૚ܟ܍ܖ

向量的係數都為未知數，考慮二次多項式系統中只有匹配的系統不確定性下，當

系統維持順滑模式時，求出對應的控制律代入系統，可求出使得系統軌跡與標稱

系統在標稱控制下的軌跡相同時所滿足的܏૛ܟ܍ܖ向量的係數與܏૚ܟ܍ܖ向量的係數。

以下考慮d୫的另一種形式。 
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的選取形式ܕ܌ 3.2.2 2 

在仿射系統(3.15)中 ܕ܉܌ א col(g)，且ܕ܉܌在此取法下צ ܌ െ ܕ܌ ，ଶ有最小值צ

我們仿照仿射系統中匹配的系統參數不確定因素的選取方式，取ܕ܌ א Sଵ  

Sଵ的選取如下 

      Sଵ ൌ ሼ܏૚ܟ܍ܖαଵ ൅ ,αଶ|αଵܟ܍ܖ૛܏ αଶ א Ըሽ (3.42)

αଵ, αଶ未知，故只知道Sଵ的幾何意義為Ը୬空間中的一條過原點的一維流形。 

選取ܕ܌如下 

ܕ܌  ൌ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ αଶܟ܍ܖ૛܏

(3.43) כ

我們現在要求出ܕ܌在形式 2 下，αଵ
與αଶכ

之關係，使得二次多項式系統中只有匹כ

配的系統不確定性下，當系統維持順滑模式時，所對應的控制律會使得系統軌跡

與標稱系統在標稱控制下的軌跡相同。 

 

系統(3.12)不考慮系統參數不確定性時系統如(3.28)，系統(3.12)只考慮匹配

的系統參數不確定性時系統如(3.29)，其中d୫不為零。順滑平面選取如(3.30) 其

中۲ א ব૚ൈܖ。 

 

將(3.42)代入(3.31)可得      

  σሶ ൌ  ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵ ൅ αଵ
ሻכ ൅ ሺvଶܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ

ଶ ൅ αଶ
ሻሿ (3.44)כ

 

 以下考慮܏૚ܟ܍ܖ與܏૛ܟ܍ܖ為線性獨立時，兩種۲的選取方式 

情況 ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏1：۲ ൌ ૙且۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ ് ૙ 

此時順滑平面的微分為 

  σሶ ൌ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵ ൅ αଵ
ሻ (3.45)כ

假設存在 v 使得順滑函數保持為σ ൌ 0，即σTσሶ ൏ 0成立 

接著，我們欲求系統在順滑模式時對應的控制律vୣ୯ 
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當系統處於順滑模式下時，σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得到 

  vୣ୯ ൌ uଵ െ αଵ
(3.46) כ

(3.46)與代入系統(3.29)可得 

ሶ܍       ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ െ αଵ
כ ൅ αଵ

ሻכ ൅ ሻሾሺuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ሻ૛כ ൅ αଶ

 ሿכ

  ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻൣuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ െ 2uଵαଵ

כ ൅ αଵ
ଶכ ൅ αଶ

൧ (3.47)כ

我們希望vୣ୯會使得標稱系統在標稱控制下的軌跡相同，意即(3.47)與(3.28)相同。 

發生條件為 

  αଶ
כ ൌ 2uଵαଵ

כ െ αଵ
ଶ (3.48)כ

且αଵ
不為零，我們得到αଵכ

與αଶכ
 關係如上式。將(3.48)代入(3.43)可得כ

ܕ܌       ൌ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
ଶሻ (3.49)כ

上式為ܕ܌在形式 2 下的表示式。由(3.48)的關係式可得(3.42)中Sଵ如下 

      Sଵ ൌ ሼ܏૚ܟ܍ܖαଵ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ଶሻ|αଵ א Ը, uଵ א Ըሽ (3.50)

且ܕ܌的選取為使得צ ܌ െ ܕ܌ ଶצ 有最小值，即 צ ܝ܌ ଶצ 有最小值。Sଵ的幾何意義

為Ը୬空間中的一條過原點的一維流形，其中Sଵ會因uଵ值而不同，以下考慮uଵ值

對Sଵ所產生的變化，選取           

Sଵିଵ ൌ ሼ܏૚ܟ܍ܖαଵ ൅ ሺ2Kଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ଶሻ|αଵ א Ըሽ 

Sଵିଶ ൌ ሼ܏૚ܟ܍ܖαଵ ൅ ሺ2Kଶαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ଶሻ|αଵ א Ըሽ 

其中Kଶ ൐ Kଵ，Sଵିଵ與Sଵିଶ的幾何意義如圖 3. 15 所示，皆為Ը୬空間中的一條過原

點的一維流形 。 
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圖 3. 15: Sଵିଵ與Sଵିଶ在R୬空間中的幾何意義 

接下來我們必須決定如何選定αଵ，使得צ ܌ െ ܕ܌ ܕ܌ଶ有最小值，其中צ א Sଵ。。 

 

因為根據文獻[6]我們知道在順滑模態上，匹配的系統參數不確定因素會因

非連續控制律的的控制下而被完全消除，所以只需考慮非匹配的系統參數不確定

因素所造成的效應，且希望造成的效應希望能越小越好。如圖 3. 16 所示，當給

定 d，我們想要試著找到ܕ܌ א Sଵ，使得 צ ܌ െ ܕ܌ ଶ最小，意即找到αଵ，使得צ

צ  ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ଶሻ ଶ最小，我們定義αଵצ

 如下כ

αଵ
כ ൌ arg min

஑భ
צ ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏ െ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ

ଶሻ  ଶצ

我們可得ܕ܌如下 

ܕ܌       ൌ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
ଶሻ (3.51)כ

 

 ܟ܍ܖ૚܏

ܟ܍ܖ૛܏

Sଵିଵ
Sଵିଶ
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圖 3. 16：給定܌時，ܕ܌與ܝ܌在R୬空間中與Sଵ之關係 

在選定ܕ܌後，我們必須驗證αଵ
 。的存在性כ

引理 3. 4 (存在性)：當給定܏૚܏、ܟ܍ܖ૛ܟ܍ܖ及܌時，Pସഥ ሺαଵሻ ൌ min஑భ צ ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏ െ

ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ଶሻ ଶצ

ଶ
必存在，即αଵ

ܕ܌存在且כ ൌ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ

αଵ
 。ଶሻ存在כ

證明： 

當給定܏૚܏、ܟ܍ܖ૛ܟ܍ܖ及܌時，假設多項式Pସഥ如下 

 Pସഥ ሺαଵሻ ൌצ ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ଶሻ ଶצ

ଶ
 

              ൌ ሺצ ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ଶሻሻTሺצ ܌ െ

αଵܟ܍ܖ૚܏                    ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ଶሻሻ  

             ൌ aଵഥ αସ ൅ aଶതതതαଷ ൅ aଷതതതαଶ ൅ aସതതതα ൅ aହതതത (3.52)

其中 

aଵഥ ൌ ܟ܍ܖ૛܏
 ܟ܍ܖ૛܏܂

aଶതതത ൌ െ2ሺ܏૚ܟ܍ܖ
܂ ൅ 2uଵ܏૛ܟ܍ܖ

 ܟ܍ܖ૛܏ሻ܂

aଷതതത ൌ ሺ܏૚ܟ܍ܖ
܂ ൅ 2uଵ܏૛ܟ܍ܖ

ܟ܍ܖ૚܏ሻሺ܂ ൅ 2uଵ܏૛ܟ܍ܖሻ ൅  ܟ܍ܖ૛܏܂܌2

aସതതത ൌ െ2܂܌ሺ܏૚ܟ܍ܖ ൅ 2uଵ܏૛ܟ܍ܖሻ 

 ܟ܍ܖ૚܏

ܟ܍ܖ૛܏

Sଵ

d
 ܝ܌

 ܕ܌
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aହതതത ൌ ܌܂܌ 

(3.52)中Pସഥ ሺαଵሻ為連續函數且aଵഥ ൐ 0，且Pସሺαଵሻ ൌ ቊ
∞ ,當αଵ ՜ ∞    
∞ ,當αଵ ՜ െ∞

，根據極值定理

(extreme value theorem )，Pସ存在全域極小值，即αଵ
 ז。必存在כ

注意：在引理 3. 4 中αଵ
存在，但一般來說αଵכ

 。不保證唯一כ

 

(3.52)式中Pସഥ ሺαଵሻ  ൌ aଵഥ αସ ൅ aଶതതതαଷ ൅ aଷതതതαଶ ൅ aସതതതα ൅ aହതതത為連續函數且 aଵ ൐ 0，由圖 3. 

14，可得αଵ
αଵ，כ

代入(3.52)可得min஑భכ Pସഥ ሺαଵሻ=Pସഥ ሺαଵ
 。ሻכ

 

接下來我們必須檢查選取的αכ代入ܝ܌ ൌ ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ െ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ

αଵ
צ ଶሻ，是否會使得כ ୳܌ צ ଶ൐צ ܌ ଶ，若以上不等式成立，則相當於原參數不確定צ

因素所造成的效應被放大，不滿足我們的需求，所以必須要保證非匹配的系統參

數不確定因素的範數不會比系統參數不確定因素的範數大。 

 

引理 3. 5:考慮系統(3.12)，當給定 d，若我們可找到αଵ
 使得，כ

 αଵ
כ ൌ argmin

஑భ
צ ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏ െ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ

ଶሻ ଶ，根據(3.9)式可得צ

୳܌ ൌ ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ െ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
ଶሻ，則כ d 與܌୳滿足以下不等式 

צ  ୳܌ ଶ൑צ צ  ܌  ଶצ

 

證明: 

定義܌୳ሺαଵሻ= צ ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏ െ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏ െ αଵ
ଶሻ  ଶצ

則 צ ܌ ଶൌצ ୳ሺ0ሻ܌ ൒ ୳ሺαଵ܌
ሻכ ൌ צ  ୳܌  ז                                   ଶצ

所以由以上證明可確定原參數不確定因素所造成的效應不會被放大 

 

 



 

 47

情況 ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ :2 ൌ ૙且۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ്  ૙ 

在情況二下，ܕ܌形式如(3.51)時，二次多項式系統中只有匹配的系統不確定性下，

當系統維持順滑模式時，所對應的控制律會使得系統軌跡與標稱系統在標稱控制

下的軌跡相同，詳細證明於 3.3.2.1 節。 

 

我們將以上討論中ܕ܌的選取整理如下表 

表  的選取ܕ܌ :3 .3

 ۲的選取 ܕ܌ 

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏線性相依 ۲ܟ܍ܖ૛܏與ܟ܍ܖ૚܏ ് ૙ ܏૚ܟ܍ܖαכ ൅  ଶכαܟ܍ܖ૛܏

 

 

 線性獨立ܟ܍ܖ૛܏與ܟ܍ܖ૚܏

 

情況 1： 

൜۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ൌ ૙
ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ ്  ૙ 

 

αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
 ଶሻכ

情況 2：

൜۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ ൌ ૙
ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ് ૙ 

αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
ଶሻכ

 

 

3.3 控制律設計 

 在 3.1 節中我們將系統(3.1)之追蹤問題變成系統(3.12)之穩定化問題，為了利

用 ISMC 設計系統(3.12)的穩定控制率，在 3.2 節中我們自行定義二次多項式中

的匹配式與非匹配式的參數不確定因素。接下來我們將利用 ISMC 設計方式對系

統(3.12)設計控制律，使系統在有參數不確定因素܌下達到穩定化，如此可同時達

到輸出追蹤與內部狀態穩定的目的。仿照 ISMC 設計流程[5][6]，我們將針對標

稱系統(3.13)設計標稱控制律，再針對有干擾系統(3.12)設計控制律。 
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3.3.1 設計針對無干擾系統之 LQR 控制律 

假設 3. 1：考慮非線性的無干擾系統如下 

ሶ܍            ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻv૛ (3.53)܍ሺܟ܍ܖ૛܏

存在一控制律v ൌ uଵ使系統(3.53)能區域漸進穩定 

將系統(3.53)之 v 以uଵ代入並以如下形式表示： 

܍ሺ܎=ሶ܍            , uଵሻ (3.54)

仿照論文[4]中 LQR 控制律設計方式，將系統線性化得到系統矩陣ۯ與控制矩陣۰

如下 

ۯ            ൌ  ૒܎
૒܍

ሺ૙, u଴ሻ, ۰ ൌ ૒ ܎
૒୳భ

ሺ૙, u଴ሻ  (3.55)

我們可得到線性化系統 

ሶ܍            ൌ ܍ۯ ൅ ۰uଵ (3.56)

考慮優先降低系統反應，亦即需要較大控制力設計下，選取矩陣ۿ(反應加權矩陣，

response weighting matrix)與܀(控制力加權矩陣，control force weighting matrix)值

如下， 

 

ۿ            ൌ ۷ସ୶ସ 

R ൌ 0.9 

(3.57)

(3.58)

此時使得成本指標(cost function) J ൌ ׬ ሾ܍Tሺtሻ܍ۿሺtሻ ൅ uଵ
TሺtሻRuଵሺtሻሿஶ

଴ dt達到最小

值的回授增益矩陣(feedback gain matrix)為 

           ۹ ൌ
1
2 Rିଵ۰T(3.59) ۾

其中۾為滿足 Riccati 矩陣方程式ۯ۾ ൅ ۾Tۯ െ ۾۰Rିଵ۰T۾ ൅ ۿ ൌ ૙的矩陣 

我們可以得到 

           uଵ ൌ െ۹(3.60) ܍

uଵ可使線性化系統(3.56)漸進穩定，則uଵ可使系統(3.53)區域漸進穩定。 
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3.3.2 設計針對有干擾系統之 ISMC 控制律 

 在選定無干擾系統的控制律後，為了補償系統參數的不確定因素，我們採用

ISMC 設計方式。首先考慮系統只有匹配的系統參數不確定因素，並參考表 3. 3

中分類方式分別討論 ܏૚ܟ܍ܖ與܏૛ܟ܍ܖ線性相依與܏૚ܟ܍ܖ與܏૛ܟ܍ܖ線性獨立的情況，

設計控制律。 

3.3.2.1 考慮匹配的系統參數不確定因素 

 在這節中系統(3.12)只考慮匹配的系統參數不確定因素且Qଵ଴為定值，即 

ሶ܍   ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻv૛܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ ܕ܌        (3.61) 

以下我們分為三種情況討論。 

情況 A：܏૚ܟ܍ܖ與܏૛ܟ܍ܖ線性相依, ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ ്  ૙ 

假設 3. 2：Aഥ ൌ Bഥ，|ܟ܍ܖ૛܏۲ | ൌ ሾ ۲܏૚ܟ܍ܖ ൅ 2uଵ ۲܏૛ܟ܍ܖ]，Cത ൌ ሾ|۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻαכ ൅

ଶ|]且Δכሻα܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൌ Bഥଶ െ 4AഥCത ൐ 0 

 

參考表 3. 3，可得 

ܕ܌   ൌ כሻα܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ଶ (3.62)כሻα܍ሺܟ܍ܖ૛܏

將(3.62)代入(3.61)可得 

ሶ܍   ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ αכሻ ൅ ሻሺv૛܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ αכଶሻ  (3.63)

根據 ISMC 設計步驟[5][6]，系統(3.63)的順滑平面選取如下： 

σሺ܍, tሻ ൌ ۲ሼ܍ሺtሻ െ  ሺt଴ሻ܍

  െ ׬ ሾܟ܍ܖ܎ሺ܍ሺτሻሻ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ୲

୲బ
ሿdτሽ  (3.64)

其中۲ א ব૚ൈܖ，uଵ可由(3.60)得到，我們對(3.64)微分，可以得到   

        σሶ ൌ ሶ܍ ۲ ሺtሻ െ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
ଶ 

   ൌ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵሻ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶሻ ൅  ሿܕ܌
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  ൌ  ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵ ൅ αכሻ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶ ൅ αכଶሻሿ (3.65)

設計控制律 

v ൌ ቐ
uଵ ൅ ρ

σ
|σ| ,          若 σ ് ૙ 

 uଵ,                         若 σ ൌ ૙ 
 

當σ ് 0，則在假設 3. 2下 

σσሶ ൌ  σ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺuଵ ൅ ρ
σ

|σ| െ uଵ ൅ αכሻ ൅ ሻሺሺuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ ρ
σ

|σ|ሻ
ଶ െ uଵ

ଶ ൅ αכଶሻሿ 

ൌ ρଶσ۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ൅ ρሾ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ|σ| ൅ uଵ|σ|ሿܟ܍ܖ૛܏2۲ ൅ σሾ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻαכ 

              ൅۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻαכଶሿ 

  ൑ ρଶσ| ۲܏૛ܟ܍ܖ| ൅ ρሾ۲܏૚ܟ܍ܖ|σ| ൅ 2uଵ۲܏૛ܟ܍ܖ |σ|ሿ ൅ |σ|ሾ|۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻαכ 

              ൅۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻαכଶ|ሿ 

    ൌ |σ|ሾρଶAഥ ൅ ρBഥ ൅ Cതሿ 

其中Aഥ ൐ 0且由假設 3. 2 可知ρଶAഥ ൅ ρBഥ ൅ Cത之判別式Bഥଶ െ 4AഥCത ൐ 0，如圖 3. 17所

示ρଶAഥ ൅ ρBഥ ൅ Cത為上凹之二次多項式，必存在ρ使得σሶ σ ൏ 0 

 

圖 3. 17:滿足 Aഥ ൐ 0且Bഥଶ െ 4AഥCത ൐ 0之ρଶAഥ ൅ ρBഥ ൅ Cത圖形 

 

σሶ σ 

ρ 

ρଶAഥ ൅ ρBഥ ൅ Cത 
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我們欲求系統在順滑模式時對應的控制律vୣ୯。當系統處於順滑模式下時，

σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得 

  vୣ୯
ଶ ൌ െሺαכ െ uଵ

૛ሻ െ
1

D܏૛ܟ܍ܖ
ሾD܏૚ܟ܍ܖሺvୣ୯ ൅ αכ െ uଵሻሿ (3.66)

將(3.66)代入系統(3.63)可得 

eሶ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻ൫vୣ୯܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ αכ൯ 

        ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ቊെሺαכ െ uଵ
૛ሻ െ

ൣD܏૚ܟ܍ܖ൫vୣ୯ ൅ αכ െ uଵ൯൧
D܏૛ܟ܍ܖ

൅  αכଶቋ 

    ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎  ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛  ൅ ୳భ൯൧ିכ൫୴౛౧ା஑ܟ܍ܖ૚܏Dܟ܍ܖ૛܏൯ିכ൫୴౛౧ା஑ܟ܍ܖ૛܏Dܟ܍ܖ૚܏ൣ

D܏૛ܟ܍ܖ
  

   ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛ 

(3.67)

所以當只有匹配的系統參數不確定性下，所對應的控制律使得系統維持順滑模式

時，系統軌跡會與標稱系統在標稱控制下的軌跡相同。 

 

情況 B：D܏૛ܟ܍ܖ ൌ ૙且 D܏૚ܟ܍ܖ ് ૙ 

參考表 3. 3，可得 

ܕ܌   ൌ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
ଶሻ (3.68)כ

將(3.68)代入(3.61)可得 

ሶ܍   ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ αכሻ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ 2uଵαଵ
כ െ αଵ

ଶሻ (3.69)כ

 

根據 ISMC 設計步驟[5][6]，系統(3.69)的順滑平面選取如下： 

σሺ܍, tሻ ൌ ۲ሼ܍ሺtሻ െ  ሺt଴ሻ܍

  െ ׬ ሾܟ܍ܖ܎ሺ܍ሺτሻሻ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ୲

୲బ
ሿdτሽ  (3.70)

其中۲ א ব૚ൈܖ，uଵ可由(3.60)得到，我們對(3.70)微分，可以得到   

          σሶ ൌ ሶ܍ ۲ ሺtሻ െ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
ଶ 

    ൌ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵሻ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶሻ ൅  ሿܕ܌

  ൌ  ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵ ൅ αଵ
ሻሿ (3.71)כ
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設計控制律 

v ൌ ቐ
uଵ െ ρ

ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲
|ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲| ,          若 σ ് ૙ 

 uଵ ,                                            若 σ ൌ ૙ 
 

當σ ് 0，取ρ ൐ |αଵ
 |כ

σσሶ ൌ σ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺuଵ െ ρ
ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

|ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲| െ uଵ ൅ αଵ
 ሻሿכ

      ൑ |σ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ|ሺെρ ൅ |αଵ
ሻ|כ ൏ 0 

 

我們欲求系統在順滑模式時對應的控制律vୣ୯。當系統處於順滑模式下時，

σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得 

  vୣ୯ ൌ uଵ െ αଵ
(3.72) כ

將(3.72)代入系統(3.69)可得 

eሶ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ െ αଵ
כ ൅ αଵ

 ሻכ

                ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻሾሺuଵ െ αଵ
ሻଶכ ൅ 2uଵαଵ

כ െ αଵ
 ଶሿכ

                                      ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛ (3.73)

所以當只有匹配的系統參數不確定性下，所對應的控制律使得系統維持順滑模式

時，系統軌跡會與標稱系統在標稱控制下的軌跡相同。 

 

情況 C： ۲܏૚ܟ܍ܖ ൌ ૙且۲܏૛ܟ܍ܖ ് ૙ 

假設 3. 3：ห2uଵαଵ
כ െ αଵ

ଶหכ ൏ ρஒ 

假設 3. 4：uଵ
ଶ ൐ ρஒ 

參考表 3. 3，可得 

ܕ܌   ൌ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
ଶሻ (3.74)כ

將(3.74)代入(3.61)可得 

ሶ܍   ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ αଵ
ሻכ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ 2uଵαଵ

כ െ αଵ
ଶሻ (3.75)כ
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根據 ISMC 設計步驟[5][6]，系統(3.69)的順滑平面選取如下： 

σሺ܍, tሻ ൌ ۲ሼ܍ሺtሻ െ  ሺt଴ሻ܍

  െ ׬ ሾܟ܍ܖ܎ሺ܍ሺτሻሻ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ୲

୲బ
ሿdτሽ  (3.76)

其中۲ א ব૚ൈܖ，uଵ可由(3.60)得到，我們對(3.76)微分，可以得到   

          σሶ ൌ ሶ܍ ۲ ሺtሻ െ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
ଶ 

    ൌ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵሻ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶሻ ൅  ሿܕ܌

  ൌ  ۲ሾ܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵ
ଶ ൅ 2uଵαଵ

כ െ αଵ
ଶሻሿ (3.77)כ

設計控制律 

v ൌ ቐ
uଵ ൅ ρ

ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
|ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲| ,          若 σ ് ૙ 

 uଵ ,                                            若 σ ൌ ૙ 
 

當σ ് 0，在假設 3. 3 與假設 3. 4 下 

σσሶ ൌ  σ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺuଵ
ଶ ൅ 2uଵ

ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
|ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲| ρ ൅ ρଶ െ uଵ

ଶ ൅ 2uଵ
ଶαଵ

כ െ αଵ
 ଶሻሿכ

       ൑ |σ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ|൫ρଶ ൅ 2|uଵ|ρ ൅ ρஒ൯ ൏ 0 

由假設 3. 4 可知ρଶ ൅ 2|uଵ|ρ ൅ ρஒ為判別式大於零且上凹之二次多項式，故必存在

ρ使得σሶ σ ൏ 0 

 

我們欲求系統在順滑模式時對應的控制律vୣ୯。當系統處於順滑模式下時，

σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得 

  vୣ୯
ଶ ൌ ሺuଵ െ αଵ

ሻଶ (3.78)כ

取vୣ୯ ൌ uଵ െ αଵ
 代入系統(3.75)可得כ

eሶ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ െ αଵ
כ ൅ αଵ

 ሻכ

                ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻሾሺuଵ െ αଵ
ሻଶכ ൅ 2uଵαଵ

כ െ αଵ
 ଶሿכ

                                      ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛ (3.79)

所以當只有匹配的系統參數不確定性下，所對應的控制律使得系統維持順滑模式

時，系統軌跡會與標稱系統在標稱控制下的軌跡相同。 
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3.3.2.2 考慮非匹配的系統參數不確定因素 

 在 3.3.2.節中，當我們只考慮匹配的系統參數不確定因素時，在情況 A、情

況 B 與情況 C 下，可設計對應的控制律使得系統維持順滑模式時，系統軌跡會

與標稱系統在標稱控制下的軌跡相同。在本節我們考慮非匹配的系統參數不確定

因素，並分析非匹配的系統參數不確定因素對系統所產生之效應，然後透過選取

順滑平面中的 D 值盡可能降低非匹配的系統參數不確定因素對系統所產生之效

應。  

在這節中考慮系統(3.12)且Qଵ଴為定值，即 

ሶ܍   ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻv૛܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ ܕ܌ ൅  (3.80)        ܝ܌

以下我們分為三種情況討論。 

假設 3. 5：Aଵതതത=|۲܏૛ܟ܍ܖ|，Bଵതതത= [ ۲܏૚ܟ܍ܖ ൅ 2uଵ ۲܏૛ܟ܍ܖ]，Cଵതതത=|۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻαכ ൅

ଶכሻα܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൅ 且Δଵ|ܝ܌۲ ൌ Bଵതതതଶ െ 4AଵതതതCଵതതത ൐ 0 

情況 A：܏૚ܟ܍ܖ與܏૛ܟ܍ܖ線性相依, ܟ܍ܖ૚܏۲ ് 0 

參考表 3. 3，可得 

ܕ܌   ൌ כሻα܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ଶ (3.81)כሻα܍ሺܟ܍ܖ૛܏

將(3.81)代入(3.80)可得 

ሶ܍   ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ αכሻ ൅ ሻሺv૛܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ αכଶሻ ൅ (3.82)  ܝ܌

根據 ISMC 設計步驟[5][6]，系統(3.80)的順滑平面選取如下： 

σሺ܍, tሻ ൌ ۲ሼ܍ሺtሻ െ  ሺt଴ሻ܍

  െ ׬ ሾܟ܍ܖ܎ሺ܍ሺτሻሻ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ୲

୲బ
ሿdτሽ  (3.83)

其中۲ א ব૚ൈܖ，uଵ可由(3.60)得到，我們對(3.64)微分，可以得到   

        σሶ ൌ ሶ܍ ۲ ሺtሻ െ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
ଶ 

    ൌ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵሻ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶሻ ൅ ܕ܌ ൅  ሿܝ܌

  ൌ  ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵ ൅ αכሻ ൅ ሻ൫vଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶ ൅ αכଶ൯ ൅ ሿ (3.84)ܝ܌
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設計控制律 

v ൌ ቐ
uଵ ൅ ρ

σ
|σ| ,          若 σ ് ૙ 

 uଵ,                         若 σ ൌ ૙ 
 

當σ ് 0，則在假設 3. 5下 

σσሶ ൌ σ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺuଵ ൅ ρ
σ

|σ| െ uଵ ൅ αכሻ ൅ ሻሺሺuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ ρ
σ

|σ|ሻ
ଶ െ uଵ

ଶ ൅ αכଶሻ 

              ൅ܝ܌ሿ 

ൌ ρଶσ۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ൅ ρሾ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ|σ| ൅ uଵ|σ|ሿܟ܍ܖ૛܏2۲ ൅ σሾ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻαכ 

              ൅۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻαכଶ ൅  ሿܝ܌۲

          ൑ ρଶ |۲܏૛ܟ܍ܖ| ൅ ρሾ۲܏૚ܟ܍ܖ|σ| ൅ uଵ|σ|ሿܟ܍ܖ૛܏2۲ ൅ |σ|ሾ|۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻαכ 

               ൅۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻαכଶ ൅   ሿ|ܝ܌۲

    ൌ |σ|ሾρଶAଵതതത ൅ ρBଵതതത ൅ Cଵതതതሿ 

由假設 3. 5 可知ρଶAଵതതത ൅ ρBଵതതത ൅ Cଵതതത為判別式大於零且上凹之二次多項式，必存在ρ

使得σሶ σ ൏ 0 

我們欲求系統在順滑模式時對應的控制律vୣ୯。當系統處於順滑模式下時，

σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得 

  vୣ୯
ଶ ൌ െሺαכ െ uଵ

૛ሻ െ
1

ܟ܍ܖ૛܏۲
ሾ۲܏૚ܟ܍ܖ൫vୣ୯ ൅ αכ െ uଵ൯ ൅ ሿ (3.85)ܝ܌۲

將(3.85)代入系統(3.82)可得 

eሶ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻ൫vୣ୯܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ αכ൯ 

       ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ቄെሺαכ െ uଵ
૛ሻ െ ൧ܝ܌୳భ൯ା۲ିכ൫୴౛౧ା஑ܟ܍ܖ૚܏۲ൣ

ܟ܍ܖ૛܏۲
൅ αכଶቅ ൅   ܝ܌

    ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛    

       ൅ ൧ܝ܌۲ܟ܍ܖ૛܏୳భ൯ିିכ൫୴౛౧ା஑ܟ܍ܖ૚܏Dܟ܍ܖ૛܏൯ିכ൫୴౛౧ା஑ܟ܍ܖ૛܏۲ܟ܍ܖ૚܏ൣ
ܟ܍ܖ૛܏۲

൅   ܝ܌

    ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅

ሾെ܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ۲ܝ܌ሿ
ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൅  ܝ܌
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  Γሺܝ܌ሻ ൌ
ሾെ܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ۲ܝ܌ሿ

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൅  ܝ܌

                                    ൌ ሾI െ
ሻ۲܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ሻሿ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲  ܝ܌

(3.86)

其中Γሺܝ܌ሻ為系統(3.80)非匹配參數不確定因素的效應，且Γሺܝ܌ሻ會隨狀態改變，

我們只能試著調整 D 使得Γሺܝ܌ሻ的效應最小。 

 當我們考慮܏૚܏，ܟ܍ܖ૛ܟ܍ܖ為常數時，我們選取 D=܏૛ܟ܍ܖ
ା，則 

Γሺܝ܌ሻ ൌ ቈI െ
ܟ܍ܖ૛܏ܟ܍ܖ૛܏

ା

ܟ܍ܖ૛܏
ା܏૛ܟ܍ܖ

቉ ܝ܌ ൌ ሾI െ ܟ܍ܖ૛܏ܟ܍ܖ૛܏
ାሿ ܝ܌ 

由[06]中證明可得צ I െ ܟ܍ܖ૛܏ܟ܍ܖ૛܏
ା ൌצ 1，故 

Γሺܝ܌ሻ ൌ  ܝ܌

由上式可知若當我們考慮܏૚܏，ܟ܍ܖ૛ܟ܍ܖ為常數時，我們選取 D=܏૛ܟ܍ܖ
ା時，非匹

配的參數不確定因素不會被放大。 
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情況 B： D܏૛ܟ܍ܖ ൌ ૙且 D܏૚ܟ܍ܖ ് ૙ 

參考表 3. 3，可得 

ܕ܌   ൌ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
ଶሻ (3.87)כ

將(3.87)代入(3.80)可得 

ሶ܍   ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ αଵ
ሻכ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ 2uଵαଵ

כ െ αଵ
ଶሻכ ൅

  ܝ܌        

(3.88)

 

根據 ISMC 設計步驟[5][6]，系統(3.88)的順滑平面選取如下： 

σሺ܍, tሻ ൌ ۲ሼ܍ሺtሻ െ  ሺt଴ሻ܍

  െ ׬ ሾܟ܍ܖ܎ሺ܍ሺτሻሻ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ୲

୲బ
ሿdτሽ  (3.89)

其中۲ א ব૚ൈܖ，uଵ可由(3.60)得到，我們對(3.89)微分，可以得到   

          σሶ ൌ ሶ܍ ۲ ሺtሻ െ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
ଶ 

    ൌ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵሻ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶሻ ൅ ܕ܌ ൅  ሿܝ܌

  ൌ  ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵ ൅ αଵ
ሻכ ൅ ሿ (3.90)ܝ܌

設計控制律 

v ൌ ቐ
uଵ െ ρ

ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲
|ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲| ,          若 σ ് ૙ 

 uଵ ,                                            若 σ ൌ ૙ 
 

當σ ് 0，取ρ ൐ |αଵ
|כ ൅ |ܝ܌۲|

 |ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲|

 

σσሶ ൌ σ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ ቆuଵ െ ρ
ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

|ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲| െ uଵ ൅ αଵ
ቇכ ൅  ሿܝ܌

      ൌ െ|σ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ|ρ ൅ σ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻαଵ
כ ൅ σ۲ܝ܌ 

   ൑ െ|σ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ|ρ ൅ |σ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ||αଵ
|כ ൅ |σ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ| |ܝ܌۲|

 |ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲|

     ൑ |σ۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ| ቀെρ ൅ |αଵ
|כ ൅ |ܝ܌۲|

ሻ|ቁ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲| ൏ 0  
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我們欲求系統在順滑模式時對應的控制律vୣ୯。當系統處於順滑模式下時，

σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得 

  vୣ୯ ൌ uଵ െ αଵ
כ െ

ܝ܌۲

ሻ (3.91)܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

將(3.91)代入系統(3.88)可得 

eሶ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൬uଵ െ αଵ
כ െ

ܝ܌۲

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ ൅ αଵ
 ൰כ

       ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻሾሺuଵ െ αଵ
ሻଶכ െ 2ሺuଵ െ αଵ

ሻכ ܝ܌۲
ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ ൅ ቀ ܝ܌۲

ሻቁ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲
ଶ

൅ 2uଵαଵ
כ െ αଵ

  ଶሿכ

       ൅ܝ܌ 

    ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛ ൅ ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൬െ

ܝ܌۲

 ሻ൰܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

        ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ൤െ2ሺuଵ െ αଵ
ሻכ ܝ܌۲

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ ൅ ቀ ܝ܌۲
ሻቁ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

ଶ
൨ ൅   ܝ܌

 

    Γሺܝ܌ሻ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൬െ
ܝ܌۲

 ሻ൰܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

          ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ൤െ2ሺuଵ െ αଵ
ሻכ ܝ܌۲

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ ൅ ቀ ܝ܌۲
ሻቁ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

ଶ
൨ ൅ (3.92)  ܝ܌

其中Γሺܝ܌ሻ為系統(3.88)非匹配參數不確定因素的效應，且Γሺܝ܌ሻ會隨狀態改變，

我們只能在D܏૛ܟ܍ܖ ൌ ૙且D܏૚ܟ܍ܖ ് ૙的條件下調整D值使得Γሺܝ܌ሻ的效應最小。 

 

情況 C： D܏૚ܟ܍ܖ ൌ ૙且 D܏૛ܟ܍ܖ ് ૙ 

假設 3. 6：ห2uଵαଵ
כ െ αଵ

ଶหכ ൏ ρஒ， ቚ Dܝ܌
D܏૚ܟ܍ܖ

ቚ ൏ ρ୷，|uଵ|ଶ ൐ ρஒ ൅ ρ୷ 

參考表 3. 3，可得 

ܕ܌   ൌ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
ଶሻ (3.93)כ

將(3.87)代入(3.80)可得 

ሶ܍   ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻሺv܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ αଵ
ሻכ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ ൅ 2uଵαଵ

כ െ αଵ
ଶሻכ ൅

  ܝ܌        

(3.94)
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根據 ISMC 設計步驟[5][6]，系統(3.94)的順滑平面選取如下： 

σሺ܍, tሻ ൌ ۲ሼ܍ሺtሻ െ  ሺt଴ሻ܍

 െ ׬ ሾܟ܍ܖ܎ሺ܍ሺτሻሻ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ୲

୲బ
ሿdτሽ   (3.95)

其中۲ א ব૚ൈܖ，uଵ可由(3.60)得到，我們對(3.95)微分，可以得到   

 

          σሶ ൌ ሶ܍ ۲ ሺtሻ െ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲ െ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
ଶ 

    ൌ ۲ሾ܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻሺv െ uଵሻ ൅ ሻሺvଶ܍ሺܟ܍ܖ૛܏ െ uଵ
ଶሻ ൅ ܕ܌ ൅  ሿܝ܌

  ൌ  ۲ሾ܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ൫vଶ ൅ 2uଵαଵ
כ െ αଵ

ଶכ െ uଵ
ଶ൯ ൅ ሿ (3.96)ܝ܌

設計控制律 

v ൌ ቐ
uଵ ൅ ρ

ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
|ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲| ,          若 σ ് ૙ 

 uଵ ,                                            若 σ ൌ ૙ 
 

當σ ് 0，在假設 3. 6 下 

 

σσሶ ൌ  σ۲ሾ܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ ቀuଵ
ଶ ൅ 2uଵρ ሻ஢܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲

|ሻ஢܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲| ൅ ρଶ ൅ 2uଵαଵ
כ െ αଵ

ଶכ െ uଵ
ଶቁ ൅   ሿܝ܌

      ൑ |σ۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ|ρଶ ൅ 2|uଵ||σ۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ|ρ 

         ൅ |σ۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ|൫2uଵαଵ
כ െ αଵ

ଶ൯כ ൅ |σ۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ||
ܝ܌۲

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ | 

   ൑ |σ۲܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻ|൫ρଶ ൅ 2|uଵหρ ൅ ρஒ൅ρ୷൯ ൏ 0 

由假設 3. 6 可知ሺ2|uଵ|ሻଶ െ 4(ρஒ൅ρ୷)ൌ4(|uଵ|ଶ െ ሺρஒ൅ρ୷ሻሻ ൐ 0，ρଶ ൅ 2|uଵ|ρ ൅

ρஒ൅ρ୷為判別式大於零且上凹之二次多項式，必存在ρ使得σሶ σ ൏0 

 

我們欲求系統在順滑模式時對應的控制律vୣ୯。當系統處於順滑模式下時，

σ ൌ σሶ ൌ 0，我們可得 

  vୣ୯
ଶ ൌ ሺuଵ െ αଵ

ሻଶכ െ ܝ܌۲
ሻ  (3.97)܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲

取vୣ୯ ൌ േටሺuଵ െ αଵ
ሻଶכ െ ܝ܌۲

 ሻ，代入系統(3.94)可得܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲
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eሶ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൬േටሺuଵ െ αଵ
ሻଶכ െ ܝ܌۲

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൅ αଵ
  ൰כ

       ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻሾሺuଵ െ αଵ
ሻଶכ െ ܝ܌۲

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൅ 2uଵαଵ
כ െ αଵ

  ଶሿכ

       ൅ܝ܌ 

    ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ܎ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
૛ 

       ൅܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻ ൬േටሺuଵ െ αଵ
ሻଶכ െ ܝ܌۲

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൅ αଵ
כ െ uଵ൰  

       ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻሺെ ܝ܌۲
ሻሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൅   ܝ܌

 

             Γሺܝ܌ሻ ൌ ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൬േටሺuଵ െ αଵ
ሻଶכ െ ܝ܌۲

ሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൅ αଵ
כ െ uଵ൰  

                 ൅܏૛ܟ܍ܖሺ܍ሻሺെ ܝ܌۲
ሻሻ܍ሺܟ܍ܖ૛܏۲ ൅ (3.98)  ܝ܌

其中Γሺܝ܌ሻ為系統(3.94)非匹配參數不確定因素的效應，且Γሺܝ܌ሻ會隨狀態改變，

我們只能在۲܏૚ܟ܍ܖ ൌ ૙且۲܏૛ܟ܍ܖ ് ૙的條件下調整۲值使得Γሺܝ܌ሻ的效應最小。 
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第四章 

 

應用於變壓器控制電力系統的電壓

調節研究 
 

 
在本章中我們將應用 3.2 節中設計的控制律於 Dobson 和 Chiang[8]的電力系

統模型，在原始模型中加入一個變壓器[7]，如 2.3 節所介紹的電力系統模型，以

變壓器為控制輸入點，藉由調整變壓器的匝數比，使系統負載電壓能穩定在我們

希望的電壓值，來達到電壓調節的功能及內部狀態穩定的目的。在 4.1 節中，我

們整理 Dobson 和 Chiang 的電力系統模型加入變壓器之系統動態方程式。在 4.2

節中，我們將 3.3 節針對單輸入單輸出的二次多項式系統設計的控制律應用於電

力系統中，並對模擬結果進行討論與分析。在 4.3 節中，我們將比較 ISMC、SMC

及 CLF 控制律應用於電力系統時的性能表現。 
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4.1 系統動態方程式 

在 2.3 節中，將 Dobson 和 Chiang [8]的電力系統模型加入一個變壓器[7]，經

過參數的選取與整理得到(2. 14)-(2. 17)式，在本論文中，我們假設d只來自於Qଵ的

變動，我們可將(2. 14)-(2. 17)表示成如下的形式 

 

ሶܠ  ൌ ܎ሺܠሻ ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ሺtሻ (4. 1)ܘ

其中 

ሻܠሺ܎  ൌ ൮

fଵሺܠሻ
fଶሺܠሻ
fଷሺܠሻ
fସሺܠሻ

൲ , ሻܠ૚ሺ܏ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

gଵ,ଵሺܠሻ
gଵ,ଶሺܠሻ
gଵ,ଷሺܠሻ
gଵ,ସሺܠሻی

ۋ
ۊ

, ሻܠ૛ሺ܏ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

gଶ,ଵሺܠሻ
gଶ,ଶሺܠሻ
gଶ,ଷሺܠሻ
gଶ,ସሺܠሻی

ۋ
ۊ

 , ܘ ൌ ൮

0
0

33.3333Qଵ
െ5.2288Qଵ

൲  

fଵሺܠሻ ൌ xଶ 

fଶሺܠሻ ൌ 1.8807 െ 0.1667xଶ 

fଷሺܠሻ ൌ 43.3333 െ 93.3333xସ ൅ 334.1297xସ
ଶ 

               െ666.6667xସcosሺ0.0873 െ xଷሻ 

fସሺܠሻ ൌ െ7.0327 ൅ 14.5229xସ െ 53.0961xସ
ଶ 

                ൅104.5752xସcosሺ0.0873 െ xଷሻ ൅ 7.8431xସsinሺ0.0873 െ xଷሻ 

gଵ,ଵሺܠሻ ൌ 0 

gଵ,ଶሺܠሻ ൌ 16.6667xସsinሺ0.0873 െ xଵ ൅ xଷሻ 

gଵ,ଷሺܠሻ ൌ െ166.6667xସcosሺ0.0873 ൅ xଵ െ xଷሻ 

gଵ,ସሺܠሻ ൌ 26.1438xସcosሺ0.0873 ൅ xଵ െ xଷሻ 

                   ൅1.9608xସsinሺ0.0873 ൅ xଵ െ xଷሻ 

gଶ,ଵሺܠሻ ൌ 0 

gଶ,ଶሺܠሻ ൌ 0 

gଶ,ଷሺܠሻ ൌ 166.0325xସ
ଶ 

gଶ,ସሺܠሻ ൌ െ26.2152xସ
ଶ 
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pଵ ൌ 0 

pଶ ൌ 0 

pଷ ൌ 33.3333Qଵ 

pସ ൌ െ5.2288Qଵ 

其中Qଵ為系統中的一個參數，代表負載的無效功率消耗，我們可以將Qଵ以 

Qଵ ൌ Qଵ଴ ൅ ΔQଵ表示，其中Qଵ଴代表實際的負載無效功率消耗，Qଵ଴代表量測的負

載無效功率消耗，ΔQଵ代表負載無效功率的誤差量。 

則我們可以將܌表示成如下的形式:  

ܘ ൌ ଴ܘ ൅  ܌

其中 

଴ܘ ൌ ൭
଴
଴

ଷଷ.ଷଷଷQభబ
ିହ.ଶଶ଼଼Qభబ   

൱, ܌ ൌ ൭
଴
଴

ଷଷ.ଷଷଷ୼Qభ
ିହ.ଶଶ଼଼୼Qభ   

൱ 

則電力系統可以表示成如下的形式 

ሶܠ  ൌ ሻܠሺ܎  ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ૙ܘ ൅ ܌ (4. 2)

在此，我們選擇系統電壓為系統輸出 

 y ൌ xସ (4. 3)

我們定義電壓調節值yୢ ؠ 1 
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4.2 控制律設計 

4.2.1 系統平衡點分析 

 考慮無干擾系統如下： 

ሶܠ  ൌ ܎ሺܠሻ ൅ ሻuܠ૚ሺ܏ ൅ ሻuଶܠ૛ሺ܏ ൅ ૙ (4. 4)ܘ

由於控制目標是讓負載電壓固定穩定在 1，我們針對無干擾系統設計預備控制律

u଴使負載電壓固定在 1，並找出對應之平衡點ܠ૙，則必須滿足下列 

0 ൌ xଶ଴ (4. 5)

0 ൌ 1.8807 െ 0.1667xଶ଴ ൅ 16.6667sin ሺ0.0873 െ xଵ଴ ൅ xଷ଴ሻu଴ (4. 6)

0 ൌ 284.1297 െ 666.6667 cosሺ0.0873 െ xଷ଴ሻ ൅ 33.3333Qଵ଴ 

        െ166.6667 cosሺ0.0873 െ xଵ଴ ൅ xଷ଴ሻ u଴ ൅ 166.0325u଴
ଶ (4. 7)

0 ൌ െ45.6059 ൅ 104.5752 cosሺ0.0873 െ xଷ଴ሻ  

     ൅7.8431 sinሺ0.0873 െ xଷ଴ሻ െ 5.2288Qଵ଴ 

     ൅ሾ26.1438 cosሺ0.0873 ൅ xଵ଴ െ xଷ଴ሻ 

         ൅1.9608sin ሺ0.0873 ൅ xଵ଴ െ xଷ଴ሻሿ u଴ െ 26.2152u଴
ଶ 

 

 

 

(4. 8)

由(4. 5)-(4. 8)中，要解得符合的平衡點ܠ૙與u଴並非容易，且x଴與u଴的值會隨

Qଵ଴值變化而變化，由(4. 5) 可以得知xଶ଴ ൌ 0，在論文[17]利用”AUTO”來求得(4. 

5)-(4. 8)的平衡點與u଴。經由”AUTO”計算後，我們可以得到兩組平衡點與u଴為正

的解，分別為ሼx଴ଵ ൌ ሾx଴ଵଵ, 0, x଴ଵଷሿT、u଴ଵሽ及ሼx଴ଶ ൌ ሾx଴ଶଵ, 0, x଴ଶଷሿT、u଴ଶሽ，我們將

兩組平衡點與u଴分別以實線與虛線來表示如圖 4. 1 所示，同時也可以得到兩組衡

點與u଴為負的解，我們將兩組平衡點與u଴分別以實線與虛線來表示如圖 4. 2 所示，

但u଴為負，由於控制輸入點為變壓器匝數比倒數，u଴為負得到負的匝數比與實際

系統不符，故選用u଴為正的解。由圖 4. 1 我們可以觀察在Qଵ଴ ൒ 12.45就無平衡

點與u଴存在。 

接下來我們將利用系統線性化來判斷所得的平衡點是否為穩定的平衡點。 
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圖 4. 1: u଴為正值，平衡點ܠ૙與u଴對Qଵ଴的變化 

 

 

圖 4. 2: u଴為負值，平衡點ܠ૙與u଴對Qଵ଴的變化 
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4.2.2 穩定點分析 

 論文[17]利用 5.2.1 節所得的平衡點與u଴進行線性化分析，來判斷系統在

xସ ൌ 1是否有穩定平衡點存在，我們令܍ ൌ ሾeଵ, eଶ, eଷሿ，在此 

eଵ ൌ xଵ െ xଵ଴ 

eଶ ൌ xଶ െ xଶ଴ 

eଷ ൌ xଷ െ xଷ଴ 

其中ሺxଵ଴, xଶ଴, xଷ଴ሻ分別代表ሺxଵ, xଶ, xଷሻ的平衡點，將系統(4. 5)-(4. 8)對平衡點進行

線性化，可得 

ሶ܍  ൌ (9 .4) ܍૙ۯ

其中 

૙ۯ ൌ ൥
0 1 0

aଶଵ aଶଶ aଶଷ
aଷଵ 0 aଷଷ

൩ 

aଶଵ ൌ െ16.6667cosሺ0.0873 െ xଵ଴ ൅ xଷ଴ሻu଴ 

aଶଶ ൌ െ0.1667 

aଶଷ ൌ 16.6667cosሺ0.0873 െ xଵ଴ ൅ xଷ଴ሻu଴ 

aଷଵ ൌ െ166.6667sinሺ0.0873 ൅ xଵ଴ െ xଷ଴ሻu଴ 

aଷଷ ൌ െ666.6667sinሺ0.0873 െ xଷ଴ሻ െ 166.6667sinሺ0.0873 ൅ xଵ଴ െ xଷ଴ሻu଴ 

 將由 4.2.1 節所得的平衡點x଴ଵ、x଴ଶ與控制律u଴ଵ、u଴ଶ分別代入(4. 9)，其中

平衡點為x଴ଵ且控制律為u଴ଵ時，所得到ۯ૙特徵值的實部對Qଵ଴變化如圖 4. 3(a)所

示，由圖 4. 3(a)我們可以知道ۯ૙特徵值的實部皆在左半平面，故預備控制律為u଴ଵ

所得的平衡點x଴ଵ為一個穩定的平衡點：當平衡點為x଴ଶ且控制律為u଴ଶ時，所得

到ۯ૙特徵值的實部對Qଵ଴變化如圖 4. 3(b)所示，由圖 4. 3(b)我們可以知道當

Qଵ଴ ൑ 11.2時，ۯ૙特徵值的實部皆在右半平面，故當Qଵ଴ ൑ 11.2且預備控制律為

u଴ଶ時所得的平衡點x଴ଶ為一個不穩定的平衡點。 
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圖 4. 3: (a)左邊三圖代表平衡點為x଴ଵ控制律為u଴ଵ，Qଵ଴對三個特徵值的影響 

       (b)右邊三圖代表平衡點為x଴ଶ控制律為u଴ଶ，Qଵ଴對三個特徵值的影響 

 

4.2.3 控制律設計 

在 4.2.1 節與在 4.2.2 節中，我們針對無干擾系統(4. 4)設計出預備控制律u଴ሺtሻ，

使負載電壓固定在 1，並找出對應的穩定平衡點ܠ଴ሺtሻ。接下來我們利用 ISMC 設

計穩定控制律，我們需要將追蹤問題變成穩定化問題，做法如下：設計系統(4. 2)

的穩定控制律為 

 u ൌ u଴ሺtሻ ൅ v (4. 10)

其中 v 為系統狀態在有干擾下能克服干擾使系統狀態收斂到平衡點ܠ଴。我們定義

狀態誤差為： 

܍  ൌ ܠ െ ଴ሺtሻ (4. 11)ܠ

當܍ ՜ 0時，代表ܠ ՜ ܠ଴ሺtሻ，而ܠ ՜ ଴ሺtሻ則隱含達成xସܠ ՜ 1，其中ܠ଴ሺtሻ ൌ
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ሾxଵ଴  0   xଷ଴  1ሿ，ܠ଴ሺtሻ的值會隨Qଵ଴變化，x 為系統狀態。將(4. 10)與(4. 11)代入(4. 

2)整理可得下式， 

ሶ܍            ൌ ,܍ሺܟ܍ܖ܎ tሻ ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૚܏ tሻv ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૛܏ tሻv૛ ൅ ܌ (4. 12)

其中 

,܍ሺܟ܍ܖ܎ tሻ ൌ ܍ሺ ܎ ൅ ૙ሺtሻሻܠ ൅ ܍૚ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻሻu଴ܠ ൅ ܍૛ሺ܏ ൅ ૙ሺtሻሻu଴ܠ
ଶ ൅ p଴ െ

dܠ૙ሺtሻ
dt  

,܍ሺܟ܍ܖ૚܏ tሻ= ܏૚ሺ܍ ൅ ૙ሺtሻሻܠ ൅ ܍૛ሺ܏2 ൅  ૙ሺtሻሻu଴ሺtሻܠ

,܍ሺܟ܍ܖ૛܏ tሻ ൌ ܍૛ሺ܏ ൅   ૙ሺtሻሻܠ

f୬ୣ୵ሺ܍, tሻ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

f୬ୣ୵,ଵሺ܍, tሻ
f୬ୣ୵,ଶሺ܍, tሻ
f୬ୣ୵,ଷሺ܍, tሻ
f୬ୣ୵,ସሺ܍, tሻی

ۋ
ۊ

            gଵ୬ୣ୵ሺ܍, tሻ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

gଵ୬ୣ୵,ଵሺ܍, tሻ
gଵ୬ୣ୵,ଶሺ܍, tሻ
gଵ୬ୣ୵,ଷሺ܍, tሻ
gଵ୬ୣ୵,ସሺ܍, tሻی

ۋ
ۊ

 

gଶ୬ୣ୵ሺ܍, tሻ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

gଶ୬ୣ୵,ଵሺ܍, tሻ
gଶ୬ୣ୵,ଶሺ܍, tሻ
gଶ୬ୣ୵,ଷሺ܍, tሻ
gଶ୬ୣ୵,ସሺ܍, tሻی

ۋ
ۊ

܌    ൌ ൮

dଵ
dଶ
dଷ
dସ

൲ 

f୬ୣ୵,ଵሺ܍, tሻ ൌ eଶ െ ૚૙ሺ୲ሻܠୢ
ୢ୲

  

f୬ୣ୵,ଶሺ܍, tሻ ൌ 1.8807 െ 0.1667eଶ 

              ൅16.6667ሺeସ ൅ 1ሻsin ሺ0.0873 െ eଵ െ xଵ଴ሺtሻ ൅ eଷ ൅ xଷ଴ሺtሻሻu଴ሺtሻ  

f୬ୣ୵,ଷሺ܍, tሻ ൌ 284.1297 ൅ 574.9261eସ ൅ 334.1297eସ
ଶ 

                          െ666.6667ሺeସ ൅ 1ሻcos ሺ0.0873 െ eଷ െ xଷ଴ሺtሻሻ 

               െ166.6667ሺeସ ൅ 1ሻcos ሺ0.0873 ൅ eଵ ൅ xଵ଴ሺtሻ െ eଷ െ xଷ଴ሺtሻሻu଴ሺtሻ 

                   ൅166.0325ሺeସ ൅ 1ሻଶu଴
ଶ ൅ 33.3333Qଵ଴ െ ૜૙ሺ୲ሻܠୢ

ୢ୲
 

f୬ୣ୵,ସሺ܍, tሻ ൌ െ45.6059 െ 91.6693eସ െ 53.0961eସ
ଶ 

                          ൅104.5752ሺeସ ൅ 1ሻ cosሺ0.0873 െ eଷ െ xଷ଴ሺtሻሻ 

                          ൅7.8431ሺeସ ൅ 1ሻsin ሺ0.0873 െ eଷ െ xଷ଴ሺtሻሻ 

               ൅26.1438ሺeସ ൅ 1ሻ cosሺ0.0873 ൅ eଵ ൅ xଵ଴ሺtሻ െ eଷ െ xଷ଴ሺtሻሻ u଴ሺtሻ 

          ൅1.9608ሺeସ ൅ 1ሻ sinሺ0.0873 ൅ eଵ ൅ xଵ଴ሺtሻ െ eଷ െ xଷ଴ሺtሻሻ u଴ሺtሻ 
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             െ26.2152ሺeସ ൅ 1ሻଶu଴
ଶ െ 5.2288Qଵ଴ 

gଵ୬ୣ୵,ଵሺ܍, tሻ ൌ 0 

gଵ୬ୣ୵,ଶሺ܍, tሻ ൌ 16.6667ሺeସ ൅ 1ሻ sinሺ0.0873 െ eଵ െ xଵ଴ሺtሻ ൅ eଷ ൅ xଷ଴ሺtሻሻ 

gଵ୬ୣ୵,ଷሺ܍, tሻ ൌ െ166.6667ሺeସ ൅ 1ሻ cosሺ0.0873 ൅ eଵ ൅ xଵ଴ሺtሻ െ eଷ െ xଷ଴ሺtሻሻ 

                             ൅332.065ሺeସ ൅ 1ሻଶu଴ሺtሻ       

gଵ୬ୣ୵,ସሺ܍, tሻ ൌ 26.1483ሺeସ ൅ 1ሻ cosሺ0.0873 ൅ eଵ ൅ xଵ଴ሺtሻ െ eଷ െ xଷ଴ሺtሻሻ 

               ൅1.9608ሺeସ ൅ 1ሻsin ሺ0.0873 ൅ eଵ ൅ xଵ଴ሺtሻ െ eଷ െ xଷ଴ሺtሻሻ 

               െ52.4304ሺeସ ൅ 1ሻଶu଴ሺtሻ 

gଶ୬ୣ୵,ଵሺ܍, tሻ ൌ 0 

gଶ୬ୣ୵,ଶሺ܍, tሻ ൌ 0 

gଶ୬ୣ୵,ଷሺ܍, tሻ ൌ 166.0325ሺeସ ൅ 1ሻଶ 

gଶ୬ୣ୵,ସሺ܍, tሻ ൌ െ26.2152ሺeସ ൅ 1ሻଶ 

dଵ ൌ 0 

dଶ ൌ 0 

dଷ ൌ 33.3333ΔQଵ 

dସ ൌ െ5.2288ΔQଵ 

此時輸出追蹤問題變成穩定化問題。此外，系統(4. 12)若不考慮干擾，我們稱之

為標稱系統(nominal system)如下 

ሶ܍            ൌ ,܍ሺܟ܍ܖ܎ tሻ ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૚܏ tሻuଵ ൅ ,܍ሺܟ܍ܖ૛܏ tሻuଵ
૛ (4. 13)

其中uଵ為標稱控制(nominal control)，我們依照 3.3.1 節中利用LQR設計控制律uଵ

使系統(4. 13)區域漸進穩定。 

 在 3.3.2 節中我們分別考慮情況 A、情況 B 與情況 C 下，利用 ISMC 設計

控制律v，使系統在有干擾下能夠克服干擾使狀態誤差收斂到零。因為系統(4. 12)

不存在矩陣۲滿足情況 A 與情況 C，但存在矩陣 D 滿足情況 B，故我們考慮系統

屬於情況 B 下設計控制律。 
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 以下我們考慮Qଵ଴固定且在情況 B 下， ۲܏૛ܟ܍ܖ ൌ 0且۲܏૚ܟ܍ܖ ് 0 ，因為

ܟ܍ܖ૛܏向量的方向不會隨狀態或時間而變動，我們先選取۲滿足۲ܟ܍ܖ૛܏ ൌ 0。

的單位向量ܟ܍ܖ૛܏
ܟ܍ܖ૛܏

צܟ܍ܖ૛܏צ
ൌ ൮

0
0

0.9878
െ0.156

൲，故選取 

      ۲ ൌ ሺ0 k 0.1579 1 ሻ (4. 14)

其中k א Ը。我們可得 

ܟ܍ܖ૚܏۲  ൌ k16.6667ሺeସ ൅ 1ሻ sinሺ0.0873 െ eଵ െ xଵ଴ ൅ eଷ ൅ xଷ଴ሻ 

                      െ166.6667ሺeସ ൅ 1ሻ cosሺ0.0873 ൅ eଵ ൅ xଵ଴ െ eଷ െ xଷ଴ሻ 

                      ൅332.065ሺeସ ൅ 1ሻଶu଴ 

                      െ0.1579 ሾ26.1483ሺeସ ൅ 1ሻ cosሺ0.0873 ൅ eଵ ൅ xଵ଴ െ eଷ െ xଷ଴ሻ 

          ൅1.9608ሺeସ ൅ 1ሻsin ሺ0.0873 ൅ eଵ ൅ xଵ଴ െ eଷ െ xଷ଴ሻ 

  െ52.4304ሺeସ ൅ 1ሻଶu଴ሿ (4. 15)

我們可以知道滿足(4. 15)式將只受到eଵ、eଷ、eସ及u଴影響，其中u଴會隨Qଵ଴而

變動。滿足情況 B 的區域為Ωሺ܍ሻ ൌ ሼ܏۲|܍૚ܟ܍ܖ ് 0ሽ，如圖 4. 4 中的白色區域。

因為在eଵ, eଷ方向上，圖形是週期性的，因此我們擷取eଵ ൌ െπ~π, eଷ ൌ െπ~π的

區域來表示。由圖 4. 4 可看出 k 值不會影響Ωሺ܍ሻ的區域大小；  

 

接下來根據表 3. 3 可得匹配的系統參數不確定因素為 

ܕ܌   ൌ αଵܟ܍ܖ૚܏
כ ൅ ሺ2uଵαଵܟ܍ܖ૛܏

כ െ αଵ
ଶሻ (4. 16)כ

其中αଵ
的求法如下：考慮Pସሺαଵሻכ ൌ ሺ܌ െ ሺ܏૚ܟ܍ܖαଵ ൅ αଵܟ܍ܖ૛܏

ଶሻTሺ܌ െ αଵܟ܍ܖ૚܏ ൅ 

ሺ܏૛ܟ܍ܖαଵ
ଶሻ ൌ aଵαଵ

ସ൅aଶαଵ
ଷ ൅ aଷαଵ

ଶ ൅ aସαଵ ൅ aହ根據流程圖 3. 14 即可求出αଵ
 。 כ

 在選定ܕ܌形式之後，我們利用 3.3.2 節中在情況 B 下設計針對有干擾系統之

ISMC 控制律。順滑平面選取如下： 

σሺ܍, tሻ ൌ ۲ሼ܍ሺtሻ െ  ሺt଴ሻ܍

  െ ׬ ሾܟ܍ܖ܎ሺ܍ሺτሻሻ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૚܏ ൅ ሺτሻሻuଵ܍ሺܟ܍ܖ૛܏
ଶ୲

୲బ
ሿdτሽ  (4. 17)
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其中۲ א ব૚ൈ૝  

設計控制律如下 

      
v ൌ ቐ

uଵ െ ρ
ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

|ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲| , 若 σ ് 0

 uଵ ,           若 σ ൌ 0
 

  

(4. 18)

 

其中系統(4. 12)只考慮匹配的不確定因素則ρ ൐ |αଵ
若系統(4. 12)考慮非匹配；|כ

的不確定因素則ρ ൐ |αଵ
|כ ൅ |ܝ܌۲|

 |ሻ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲|
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4.2.4 模擬結果 

在電力系統電壓調節中，為了減輕積分順滑模控制的切跳現象(chattering)， 

我們將控制律(4. 18)修改為如下形式： 

      

v ൌ

ە
۔

uଵۓ െ ρ
ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

|ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲| ,若|۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻσ| ൒ ε

 uଵ  െ ρ
ሻσ܍ሺܟ܍ܖ૚܏۲

ε ,若|۲܏૚ܟ܍ܖሺ܍ሻσ| ൏ ε
 

  

(4. 19)

且取邊界寬度度(boundary layer width) ε ൌ 0.01。下面的討論我們首先對系統沒

有參數不確定因素與外在干擾，即܌ ൌ ૙的情況來討論，再來針對܌ ് ૙且系統只

有匹配的參數不確定因素與外在干擾，即ܝ܌ ൌ ૙的情況來進行探討，最後考慮

܌ ് ૙且系統有非匹配的參數不確定因素與外在干擾，即ܝ܌ ് ૙的情況來分析不

同 D 的選取對非匹配效應的影響。 

4.2.4.1 系統沒有參數不確定因素與外在干擾(܌ ൌ ૙) 

我們首先考慮ΔQଵ ൌ 0的情況，選取۲ ൌ ሾ0 ,0.1,1, െ0.1579 ሿ且為了展示起見，

我們假設Qଵ଴ ൌ 9，由於Qଵ଴為定值，使無干擾系統電壓固定在 1，所得的平衡點

與u଴皆為固定值。我們選定初始狀態ܠො૙ ൌ ሾ0.4,0.5,0.3,1.2ሿ進行模擬，此模擬主要

是觀察初始電壓誤差為正值時，是否能達成電壓調節並使其他狀態收斂至平衡點

଴，模擬結果如圖ܠ 4. 5 所示。圖 4. 5(a)是控制過程中的Qଵ值，圖 4. 5(b)-圖 4. 5(e)

分別是四個狀態的變化情形，圖 4. 5(f)-圖 4. 5(i)分別是四個狀態誤差的變化情形，

圖 4. 5(j)為順滑變數σ，圖 4. 5(k)為控制過程中的 u 值。圖 4. 5(e)我們可以看出電

壓由 1.2 收斂至 1，由圖 4. 5 (f)-圖 4. 5(i)可以看出狀態誤差會收斂到 0，達到內

部狀態穩定的目的。接下來，我們選定初始狀態ܠො૙ ൌ ሾ0.4,0.2,0.1,0.8ሿ進行模擬，

此模擬主要是觀察初始電壓誤差為負值時，是否能達成電壓調節並使其他狀態收

斂至平衡點ܠ଴，模擬結果如圖 4. 6 所示。圖 4. 6(e)我們可以看出電壓由 0.8 收斂

至 1，由圖 4. 6 (f)- 圖 4. 6 (i)可以看出狀態誤差會收斂到 0，達到內部狀態穩定
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的目的。 

4.2.4.2 系統只有匹配的參數不確定因素與外在干擾(ܝ܌ ൌ ૙) 

 我們考慮ΔQ ് 0且d୳ ൌ 0的情況，選取۲ ൌ ሾ0 ,0.1,1, െ0.1579 ሿ且為了展示起

見，我們假設Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，由於Qଵ଴為定值，使無干擾系統電壓固定在 1，

所得的平衡點與u଴皆為固定值，且܌ ൌ ሺ0,0,33.3333, െ5.2288ሻT∆Qଵ，故

צ d ൌצ 6.75。選定初始狀態ܠො૙ ൌ ሾ0.5,0.3,0.3,1.3ሿ進行模擬，模擬結果如圖 4. 7 所

示。圖 4. 7 (a)是控制過程中的Qଵ值，圖 4. 7 (b)為ܝ܌、ܕ܌、܌的範數，圖 4. 7 (c)- 

圖 4. 7 (f)分別是四個狀態的變化情形，圖 4. 7 (g)- 圖 4. 7 (j)分別是四個狀態誤差

的變化情形，圖 4. 7 (k)為順滑變數σ，圖 4. 7 (l)為控制過程中的 u 值。圖 4. 7 (b)

我們可以觀察到צ ܌ צ 與 צ ܕ܌ צ的值非常接近，且צ d୳ 趨近於零，而圖צ 4. 7 (f)

我們可看出電壓由 1.3 收斂至 1，由圖 4. 7 (g)- 圖 4. 7 (j)可以看出狀態誤差會收

斂到 0，達到內部狀態穩定的目的。接下來我們考慮ΔQଵ會隨時間變動之隨機訊

號，展示起見我們假設Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ是介於 െ 0.2~0.2之間的隨機訊號，初始狀

態ܠො૙ ൌ ሾ0.5,0.3,0.3,1.3ሿ進行模擬，模擬結果如圖 4. 9 所示。圖 4. 8 中צ d୳ 趨近צ

於零，故可知ܕ܌與܌非常相近，而由圖 4. 9 (e)我們可以看出電壓由 1.3 收斂至 1，

且圖4. 9 (f)- 圖4. 9 (i)可以看出狀態誤差會收斂到0，達到內部狀態穩定的目的。

最後我們考慮ΔQଵ會隨時間變動之正弦訊號，展示起見我們假設Qଵ଴ ൌ 9，

ΔQଵ ൌ 0.2sin ሺ5t)，初始狀態ܠො૙ ൌ ሾ0.5,0.3,0.3,1.3ሿ進行模擬，模擬結果如圖 4. 11

所示。圖 4. 10 中צ d୳ 非常相近，由圖܌與ܕ܌非常小，故可知צ 4. 11 (e)我們可以

看出電壓由1.3收斂至1，且圖4. 11 (f)- 圖4. 11 (i)可以看出狀態誤差會收斂到0，

達到內部狀態穩定的目的。 
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4.2.4.3 系統有非匹配的參數不確定因素與外在干擾(ܝ܌ ് ૙) 

 我們考慮ΔQ ് 0且d୳ ് 0的情況，選取۲ ൌ ሾ0 ,0.1,1, െ0.1579 ሿ且選定

Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，由於Qଵ଴為定值，使無干擾系統電壓固定在 1，所得的平衡

點與u଴皆為固定值。選定初始狀態ܠො૙ ൌ ሾ0.3,0.5,0.2,0.8ሿ進行模擬，模擬結果如圖

4. 12。圖 4. 12(a)是控制過程中的Qଵ值，圖 4. 12 (b)- 圖 4. 12 (e)分別是四個狀態

的變化情形，圖 4. 12 (f)- 圖 4. 12 (i)分別是四個狀態誤差的變化情形，圖 4. 12 (j)

為順滑變數σ，圖 4. 12 (k)為控制過程中的 u 值。由圖 4. 12 (f)- 圖 4. 12 (i)可以看

出非匹配的參數不確定因素造成狀態誤差܍ ՜ ሾ0.005, െ0,0.0026, െ0.035ሿ ，雖然

܍ ് ૙，但eଵ, eଶ, eଷ, eସ的絕對值都能收斂至某個範圍內。在圖 4. 13 中我們選取

۲ ൌ ሾ0 ,0.38,1, െ0.1579 ሿ時，狀態誤差܍ ՜ ሾ0.0004,0, െ0.0012, െ0.00001ሿ，由此

可見我們可能可以透過 D 的選取降低非匹配效應(unmatched effect)，然而如何有

效的選取 D 使非匹配效應能最小，將是未來研究方向。 
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4.3 控制律比較 

4.3.1  SMC 控制律設計 

電壓調節值yୢ ՜ 1，根據論文[4]我們可由(2. 3)、(4. 2)可得到順滑平面為 

sሺtሻ ൌ xସ െ 1 

並且可以得到 

       sሶሺtሻ ൌ xሶ ସ 

          ൌ fସሺܠሻ ൅ gଵ,ସሺܠሻu ൅ gଶ,ସሺܠሻuଶ ൅ pସ଴ ൅ dସ 

         ൌ αuଶ ൅ βu ൅ γ ൅ dସ (4. 20)

其中α ൌ gଶ,ସሺܠሻ，β ൌ gଵ,ସሺܠሻ，γ ൌ fସሺܠሻ ൅ pସ଴。一般來說 d是無法預測的，定義

Δכ為二次多項式(4. 30)的判別式 

      Δכ ൌ βଶ െ 4αγ (4. 21)

由(4. 2)式可以知道α ൌ െ26.2152xସ
ଶ，由α的形式可知道在控制期間α會小於 0，

除非發生電壓崩潰的情況，滿足假設2. 1。|׏h · dସ| ൌ |dସ| ൑ 5.2288|∆Qଵ| ൌ κሺܠ, tሻ

滿足假設 2. 2，我們知道若存在某個正數η，使控制期間
୼כ

ସ·|஑|
െ κሺܠ, tሻ െ η ൐ 0，

則可以滿足假設 2. 3。因此，根據定理 2. 1，有兩種控制律可以達到控制目的，

在此我們選取控制律為 

      u ൌ
െβ െ כ∆√

2α ൅
כ∆√

2|α| sgnሺsሺtሻሻ 

(4. 22)

在電力系統電壓調節中，為了減輕順滑模控制的切跳現象(chattering)， 

我們將控制律(4. 22)修改為如下形式： 

      u ൌ
െβ െ כ∆√

2α ൅
כ∆√

2 · |α| sgnሺ
sሺtሻ

ε ሻ       (4. 23)

且取邊界寬度度(boundary layer width) ε ൌ 0.01。 
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4.3.2  CLF 控制律設計 

根據論文[17]，由於(4. 12)式，我們可以知道eሶଵ ൌ eଶ െ ୢ୶భబሺ୲ሻ
ୢ୲

，由圖 4. 1 若Qଵ଴

變動不大則
ୢ୶భబሺ୲ሻ

ୢ୲
很小，則eሶଵ ൎ eଶ，若能使eଵ ൅ eଶ收斂到零，則可以使eଵ、eଶ收

斂到零。 

我們定義ܢሺ܍ሻ ൌ ሾeଵ ൅ eଶ  eଷ  eସሿ 

並且可以得到 

ሶܢ  ሺ܍ሻ ൌ ܟ܍ܖ܎
ᇱ ሺ܍, tሻ ൅ ܟ܍ܖ૚܏

ᇱ ሺ܍, tሻv ൅ ܟ܍ܖ૛܏
ᇱ ሺ܍, tሻvଶ ൅  ᇱ         (4. 24)܌

  

其中 

ܟ܍ܖ܎ 
ᇱ ሺ܍, tሻ ൌ ቌ

୤౤౛౭,భ
ᇲ ሺ܍,୲ሻ

୤౤౛౭,య
ᇲ ሺ܍,୲ሻ

୤౤౛౭,ర
ᇲ ሺ܍,୲ሻ

ቍ, ܏૚ܟ܍ܖ
ᇱ ሺ܍, tሻ ൌ ቌ

୥భ౤౛౭,భ
ᇲ ሺ܍,୲ሻ

୥భ౤౛౭,య
ᇲ ሺ܍,୲ሻ

୥భ౤౛౭,ర
ᇲ ሺ܍,୲ሻ

ቍ, ܏૛ܟ܍ܖ
ᇱ ሺ܍, tሻ ൌ ቌ

୥మ౤౛౭,భ
ᇲ ሺ܍,୲ሻ

୥మ౤౛౭,య
ᇲ ሺ܍,୲ሻ

୥మ౤౛౭,ర
ᇲ ሺ܍,୲ሻ

ቍ   

ᇱ܌  ൌ ቆ
ୢభ
ୢయ
ୢర

ቇ                        

其中，f୬ୣ୵,ଵ
ᇱ ሺ܍, tሻ ൌ f୬ୣ୵,ଵሺ܍, tሻ ൅ f୬ୣ୵,ଶሺ܍, tሻ，gଵ୬ୣ୵,ଵ

ᇱ ሺ܍, tሻ ൌ gଵ୬ୣ୵,ଵሺ܍, tሻ ൅

gଵ୬ୣ୵,ଶሺ܍, tሻ，gଶ୬ୣ୵,ଵ
ᇱ ሺ܍, tሻ ൌ gଶ୬ୣ୵,ଵሺ܍, tሻ ൅ gଶ୬ୣ୵,ଶሺ܍, tሻ   

 首先，我們選取控制李亞普諾夫函數: 

 V ൌ ଵ
ଶ

              (25 .4)                           ܢ۾Tܢ

其中 

۾ ൌ ൥
10ି଼

10ିସ

1
൩ 

並且可以得到 

 V ൌ ଵ
ଶ

ሶܢ۾Tܢ   

    ൌ ܟ܍ܖ܎ሾ۾Tܢ
ᇱ ሺ܍, tሻ ൅ ܟ܍ܖ૚܏

ᇱ ሺ܍, tሻv ൅ ܟ܍ܖ૛܏
ᇱ ሺ܍, tሻvଶ ൅  ᇱሿ܌

               ൌ avଶ ൅ bv ൅ c ൅ ᇱ (4. 26)܌۾Tܢ
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其中a ൌ ܟ܍ܖ૛܏۾Tܢ
ᇱ ሺ܍, tሻ，b ൌ ܟ܍ܖ૚܏۾Tܢ

ᇱ ሺ܍, tሻ，c ൌ ܟ܍ܖ܎۾Tܢ
ᇱ ሺ܍, tሻ。一般來說是܌ᇱ無

法預測的。   

a ൌ ሺ0.01660325eଷ െ 26.2152eସሻሺeସ ൅ 1ሻଶ且eଷ代表負載電壓的相角誤差，

eଷ的值介在0~2π，可知a ൌ 0發生在eସ ൌ 0，滿足假設 2. 4。 

由於ܢT܌۾ᇱ ൌ 33.333 · 10ିସeଷΔQଵ െ 5.2288eସΔQଵ，定義ρሺ܍, tሻ如(4. 27)則可滿足

假設 2. 5  

 ρሺ܍, tሻ ൌ ሺ33.3333 · 10ିସ|eଷ| െ 5.2288|eସ|ሻ|ΔQଵ| (4. 27)

考慮Vሶ最差情況下，由(4. 15)可得 

      Vሶ ൌ av૛ ൅ bv ൅ c ൅ ρሺ܍, tሻ   (4. 28)

 

              

定義∆為(4. 20)式的判別式 

∆ൌ bଶ െ 4aሺc ൅ ρሺ܍, tሻሻ                        (4. 29) 

根據論文[17]當a ൐ 0，我們選取控制律v為 

 v ൌ െ ୠ
ଶୟ

                               (4. 30) 

當a ൏ 0 且 Δ ൏ 0，我們選取控制律v為 

v ൌ െ ୠ
ଶୟ

                               (4. 31) 

當a ൏ 0 且 Δ ൐ 0，我們選取控制律v為 

v ൌ െ ୠ
ଶୟ

൅ √୼
ୟ

sgnሺaሻ                         (4. 32) 

當a ൎ 0 且 b ് 0，我們選取控制律v為 

v ൌ ିୡି஡ሺ܍,୲ሻି଴.ହ|ୠ|
ୠ

                          (4. 33) 

當a ൎ 0 且 b ൎ 0，我們選取控制律v為 0 
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4.3.3 LQR 與 ISMC 控制律比較 

 在本節我們首先討論系統(4. 2)在考慮只有匹配外在干擾時，利用 3.3 節中設

計的 ISMC 控制律之下，誤差狀態軌跡是否會與標稱系統在標稱控制下的誤差狀

態軌跡相同。接下來，我們分別在無外在干擾與有外在干擾的情況下，比較 LQR

與 ISMC 設計的控制律的性能表現。 

 我們選擇Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2snሺ5tሻ，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.2 0.5 0.3 1.2]進行模

擬。在模擬結果中我們利用以符號 LQR0 表示 LQR 控制在標稱系統下所得到的

結果，以符號 LQR1 表示 LQR 控制在系統有匹配的外在干擾下所得到的結果，

以符號 ISMC 表示 ISMC 控制在系統有匹配的外在干擾下所得到的結果。圖 4. 

14(a)-(d)分別是狀態誤差的變化情形，我們由圖 4. 14 可以看出除了eଷ以外，LQR0

與 LQR1 的狀態誤差軌跡明顯不同。圖 4. 15(a)-(d)分別是狀態誤差隨時間的變化

情形，由圖 4. 15 我們可以發現 LQR0 與 ISMC 的狀態軌跡幾乎完全相同，由此

可見利用 ISMC 所設計的控制律的確能夠消除匹配的外在干擾，而 LQR 所設計

的控制律卻無法消除匹配的外在干擾。 

 

 我們首先考慮無外在干擾之下 LQR 與 ISMC 控制律的性能比較。在表 4. 1

中我們考慮∆Qଵ ൌ 0的情況，其中 T 為模擬時間。表 4. 1 我們可以看出 LQR 與

ISMC 控制方式的性能指標完全一樣，這是因為在無干擾的情況下 ISMC 的控制

律為標稱控制律 ，且在本模擬中標稱控制律即 LQR 控制律，故性能指標相同。

接著我們考慮有外在干擾之下 LQR 與 ISMC 控制律的性能比較。在表 4. 2 中我

們考慮∆Qଵ ൌ 0.2的情況，其中 T 為模擬時間。由表 4. 2 我們可以發現在 LQR 控

制律之下，收斂時間tୣ與tୣర不存在，而 ISMC 控制律卻可以很快的將狀態誤差收

斂至我們設定的區間內。 
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4.3.4 SMC、CLF 與 ISMC 控制律比較 

 在本節中我們首先考慮在有干擾的情況下，分別比較 SMC、CLF 與 ISMC

控制律之下狀態誤差的時間響應與控制輸入 u 的時間響應。我們分別在無外在干

擾與有外在干擾的情況下，比較 SMC、CLF 與 ISMC 設計的控制律之性能表現。 

 我們選擇Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.2 0.5 0.3 1.2]進行模擬。在

模擬結果中我們利用以符號 SMC 表示 SMC 控制在標稱系統有外在干擾下所得

到的結果，以符號 CLF 表示 CLF 控制在系統有外在干擾下所得到的結果，以符

號 ISMC 表示 ISMC 控制在系統有匹配的外在干擾下所得到的結果。其中 ISMC

控制律中為了使非匹配效應最小，我們選取۲ ൌ ሾ0 ,0.1,1, െ0.1579 ሿ]。圖 4. 17-

圖 4. 20 為狀態誤差eଵ, eଶ, eଷ, eସ的時間響應圖。由圖 4. 17-圖 4. 20 我們可以發現

SMC 與 CLF 的誤差狀態軌跡幾乎一樣，且除了eସ收斂時間較 ISMC 快以外，

eଵ, eଶ, eଷ隨時間震盪且收斂速度極慢，而在 ISMC 中eଵ, eଶ, eଷ可以很快收斂。圖

4. 21 為 SMC 與 ISMC 之順滑變數σ的時間響應圖，模擬時間約 0.2 秒。在圖 4. 21

中我們可以發現 SMC 的順滑變數一開始並不在順滑平面上，所以可能在迫近階

段(reaching phase)會造成閉迴路系統不穩定的現象，而 ISMC 的順滑變數一開始

就在順滑平面上，所以不會有迫近階段可能發生的不穩定現象。圖 4. 22 為控制

輸入 u 的時間響應圖，模擬時間約 0.15 秒，此模擬主要在觀察控制輸入 u 的暫

態時間響應。在圖 4. 22 中我們可以看出 CLF 的控制律很不規則，有 3 次左右明

顯的跳動，這是因為 CLF 控制律是以切換的方式進行設計；而 SMC 控制力的最

大值發生在t ൌ 0秒，而 ISMC在t ൌ 0秒時的控制力道卻是控制期間中的最小值。

圖 4. 23 為控制輸入 u 的時間響應圖，模擬時間 10 秒，此模擬主要在觀察控制輸

入 u 的穩態時間響應。在圖 4. 23 中我們可以發現 SMC 的控制律會在 1.3 左右持

續震盪；CLF 在幾次不規則的跳動之後趨於定植；ISMC 在穩態時控制力道趨近

淤 SMC 穩態的平均力道，且低於 CLF 的穩態控制力道。 

 



 

 80

我們首先考慮無外在干擾之下 SMC、CLF 與 ISMC 控制律的性能比較。在

表 4. 1 中我們考慮∆Qଵ ൌ 0的情況，其中 T 為模擬時間。表 4. 1 中 ISMC 的收斂

時間tୣర雖然較 CLF 與 SMC 多 4 秒左右，但 CLF 與 SMC 的收斂時間t܍卻是 ISMC

的 10 倍以上。模擬間控制力道最大值即צ uሺtሻ ஶ，最小的是צ ISMC 控制律，最

大的是 CLF 控制律；此外 ISMC 控制律模擬期間的控制能量總和也是三種控制

律中最小的。最後，我們比較成本指標(cost function)可以發現 ISMC 控制律的成

本指標明顯小於其他二種控制律。 

 我們接下來考慮有外在干擾之下 SMC、CLF 與 ISMC 控制律的性能比較。

在表 4. 2 中我們考慮∆Qଵ ൌ 0.2的情況，其中 T 為模擬時間。ISMC 除了收斂時

間tୣర較慢以外，在收斂時間tୣ、模擬間的最大控制力道、模擬間的控制能量總和

及成本指標 ISMC 都有非常優異的表現。 
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表 4. 1: 性能比較表(無外在干擾) 

 

性能指標 

                   控制方式 

LQR ISMC SMC CLF 

tୣ 3.428 3.428 49.458 53.414 

tୣర 4.048 4.048 0.032 0.034 

צ uሺtሻ  ஶ 1.3924 1.3924 1.6356 1.8268צ

න uሺtሻଶdt
T

଴

 
17.5062 17.5062 17.6244 17.7306 

න uሺtሻdt܀ሺtሻ൅uሺtሻT܍ۿሺtሻT܍
T

଴

 
15.8279  15.8279 17.6394 17.7256 

 

tୣ ൌ min ሼt |e௜ሺτሻ| ൏ 0.002, ݅ ൌ 1,2,3,4, τ׊ ൒ tሽ ， te4 ൌ min ሼt |e4ሺτሻ| ൏ 0.0005,

τ׊ ൒ tሽ，צ uሺtሻ ׬，ஶ為模擬期間最大控制力צ uሺtሻଶdtT
଴ 為模擬期間的控制能量總

和，׬ ሾ܍ሺtሻT܍ۿሺtሻ ൅ uሺtሻT܀uሺtሻሿdtT
଴ 為成本指標(cost function)，其中Q ൌ I૝ܠ૝，

R ൌ 0.9 
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表 4. 2: 性能比較表(有外在干擾) 

 

性能指標 

                   控制方式 

LQR ISMC SMC CLF 

tୣ X 4.336 75.196 50.712 

tୣర X 4.202 0.038 0.034 

צ uሺtሻ  ஶ 1.3809 1.3711 1.6356 1.7397צ

න uሺtሻଶdt
T

଴

 
17.2821 16.8824 16.9845 17.6501 

න uሺtሻdt܀ሺtሻ൅uሺtሻT܍ۿሺtሻT܍
T

଴

 
15.6307 15.2688 17.0316 16.0329 

 

tୣ ൌ min ሼt |e௜ሺτሻ| ൏ 0.002, ݅ ൌ 1,2,3,4, τ׊ ൒ tሽ ， te4 ൌ min ሼt |e4ሺτሻ| ൏ 0.0005,

τ׊ ൒ tሽ，צ uሺtሻ ׬，ஶ為模擬期間最大控制力צ uሺtሻଶdtT
଴ 為模擬期間的控制能量總

和，׬ ሾ܍ሺtሻT܍ۿሺtሻ ൅ uሺtሻT܀uሺtሻሿdtT
଴ 為成本指標(cost function)，其中Q ൌ I૝ܠ૝，

R ൌ 0.9 
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(a) 

 

(b) 

圖 4. 4：Qଵ଴ ൌ 9，白色區域為誤差狀態eଵ、eଷ、eସ滿足Ωሺ܍ሻ的區域，(a) k=0.38 

(b) k=10 
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圖 4. 5：Qଵ଴ ൌ 10，ΔQଵ ൌ 0，初始電壓為正值，模擬時間 10 秒，(a)Qଵ值，(b)

狀態xଵ，(c)狀態xଶ，(d)狀態xଷ，(e)狀態xସ，(f)狀態eଵ，(g)狀態eଶ，(h)狀態eଷ，

(i)狀態eସ，(j)順滑變數σ ， (k) u 值 
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圖 4. 6：Qଵ଴ ൌ 10，ΔQଵ ൌ 0，初始電壓為負值，模擬時間 10 秒，(a)Qଵ值，(b)

狀態xଵ，(c)狀態xଶ，(d)狀態xଷ，(e)狀態xସ，(f)狀態eଵ，(g)狀態eଶ，(h)狀態eଷ，

(i)狀態eସ，(j)順滑變數σ ， (k) u 值 
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圖 4. 7：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，只考慮匹配的不確定因素，模擬時間 10 秒，(a)Qଵ值，

(b)ܝ܌、ܕ܌、܌的範數，(c)狀態xଵ， (d)狀態xଶ， (e)狀態xଷ， (f)狀態xସ， (g)狀

態eଵ，(h)狀態eଶ， (i)狀態eଷ， (j)狀態eସ， (k)順滑變數σ， (l) u 值 
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圖 4. 8：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ為介於 െ 0.2~0.2的隨機訊號，۲ ൌ ሾ0 ,0.1,1, െ0.1579 ሿ，

考慮只有匹配的不確定因素，模擬時間 10 秒，(a) ܌的範數，(b) ܕ܌的範數，(c) 

 的範數ܝ܌
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圖 4. 9：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ為介於 െ 0.2~0.2的隨機訊號，只考慮匹配的不確定因素，

模擬時間 10 秒，(a)Qଵ值，(b)狀態xଵ，(c)狀態xଶ，(d)狀態xଷ，(e)狀態xସ，(f)狀態

eଵ，(g)狀態eଶ，(h)狀態eଷ，(i)狀態eସ，(j) 順滑變數σ  (k) u 值 
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圖 4. 10： Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2sinሺ5tሻ，۲ ൌ ሾ0 ,0.1,0.1579,1 ሿ，考慮只有匹配的

不確定因素，模擬時間 10 秒，(a) ܌的範數，(b) ܕ܌的範數，(c) ܝ܌的範數 
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圖 4. 11：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2sinሺ5tሻ，۲ ൌ ሾ0 ,0.1,0.1579 ,1ሿ，考慮只有匹配的不

確定因素，模擬時間 10 秒，(a)Qଵ值，(b)狀態xଵ，(c)狀態xଶ，(d)狀態xଷ，(e)狀

態xସ，(f)狀態eଵ，(g)狀態eଶ，(h)狀態eଷ，(i)狀態eସ，(j)順滑變數σ  (k) u 值 
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圖 4. 12：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，k ൌ 0.1，考慮有非匹配的不確定因素，模擬時間

10 秒，(a)Qଵ值，(b)狀態xଵ，(c)狀態xଶ，(d)狀態xଷ，(e)狀態xସ，(f)狀態eଵ，(g)

狀態eଶ，(h)狀態eଷ，(i)狀態eସ，(j)順滑變數σ  (k) u 值 
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圖 4. 13：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，k ൌ 0.38，考慮有非匹配的不確定因素，模擬時

間 10 秒，(a)Qଵ值，(b)狀態xଵ，(c)狀態xଶ，(d)狀態xଷ，(e)狀態xସ，(f)狀態eଵ，(g)

狀態eଶ，(h)狀態eଷ，(i)狀態eସ，(j)順滑變數σ，(k) u 值 
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圖 4. 14：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2sinሺ5t)，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.4  0.4 0.3 0.8ሿ，模擬時間

10 秒，誤差狀態比較圖(控制律為 LQR0 與 LQR1) 

 
圖 4. 15：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2sinሺ5t)，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.4  0.4 0.3 0.8ሿ，模擬時間

10 秒，誤差狀態比較圖(控制律為 LQR0 與 ISMC) 
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圖 4. 16：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2sinሺ5t)，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.4  0.4 0.3 0.8ሿ，模擬時間

10 秒，u 值比較圖(控制律為 LQR0 與 ISMC) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 95

 
圖 4. 17： Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.5  0.3 0.3 1.3ሿ，模擬時 10 秒，

狀態誤差eଵ時間響應比較圖 

 

圖 4. 18：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.5  0.3 0.3 1.3ሿ，模擬時 10 秒，

狀態誤差eଶ時間響應比較圖 
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圖 4. 19：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.2  0.5 0.3 1.2ሿ，模擬時 10 秒，

狀態誤差eଷ時間響應比較圖 

 

圖 4. 20：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.2  0.5 0.3 1.2ሿ，模擬時 10 秒，

狀態誤差eସ時間響應比較圖 
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圖 4. 21：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.2  0.5 0.3 1.2ሿ，模擬時約 0.2 秒，

順滑變數σ比較圖 

 
圖 4. 22：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.2  0.5 0.3 1.2ሿ，模擬時約 0.15

秒，u 值比較圖 
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圖 4. 23：Qଵ଴ ൌ 9，ΔQଵ ൌ 0.2，初始狀態xො଴ ൌ ሾ0.2  0.5 0.3 1.2ሿ，模擬時 10 秒，u

值比較圖 
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第五章 

 

 

結論與未來研究方向 
  

 

 

 

 

 

5.1 結論 

 在本論文中，我們將積分順滑模控制技術應用於二次多項式系統穩健輸出追

蹤並達成內部動態穩定之性能。此外，論文中所提出的 ISMC 設計方式不但改善

了論文[4]中利用順滑模態控制技術來達到穩健輸出追蹤時不保證內部動態穩定

的問題，同時改進了論文[17]中利用控制李亞普諾夫理論來達到穩健輸出追蹤時

內部狀態收斂速度慢的問題。為了利用 ISMC 設計穩定控制律，我們首先將追蹤

問題變成穩定化問題，接著仿照 ISMC 設計流程[5][6]對二次多項式系統設計控

制律。由於 ISMC 設計具有能將匹配式干擾完全消除且可經由順滑面的選取使非

匹配式干擾影響最小的特性，故我們自行定義二次多項式系統的匹配式與非匹配

式干擾。在定義二次多項式系統的匹配式與非匹配式干擾之後，我們針對三種情

況設計 ISMC 控制律，在所設計的控制律下我們證明了當系統只有匹配的參數不

確定因素時，系統狀態不但能維持在順滑面上，且干擾系統之狀態也會與標稱系

統之軌跡相同。最後我們也將 ISMC、SMC 及 CLF 控制律應用於電力系統時之
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性能表現進行比較，模擬結果不但顯示 ISMC 控制律可達成穩定輸出追蹤，而且

內部動態收斂速度遠快於其他二者，同時在模擬期間所需的最大控制力道、控制

能量總和、以及成本指標方面，ISMC 控制律都有比較優異的表現。 

5.2 未來研究方向 

在本論文中，我們針對系統控制器存在輸入二次項且系統相對階數為一階時

利用 ISMC 設計控制律，未來可將研究主題延伸如下： 

1. 研究系統相對階數為高階時 ISMC 穩定控制律之設計策略。 

2. 探討系統控制器存在高次項時之 ISMC 控制設計。 

3. 進一步考慮系統有非匹配的參數不確定因素時，如何選取順滑變數中之投影

矩陣 D 使得非匹配效應能降至最低。 
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