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中文摘要 

 里德所羅門碼因具有良好更正叢集錯誤之能力而成為目前許多通訊系統所選用的

錯誤更正碼。本論文將由演算法的基礎理論到運算電路分析來探討里德所羅門碼的編解

碼機制，解碼端主要以有效率的代數硬式決策解碼演算法為研究對象，因為在硬體設計

複雜度的考量下，硬式決策解碼器仍是最佳選擇，也是至今常被大家採用的解碼器。解

碼程序繁複，於計算徵狀值流程後，在此我們以最廣為人知的Berlekamp-Massey演算法、

Chien’s search 演算法和 Forney 演算法為分析要點。本論文將以詳細分析編解碼器之各

個演算法單元的運算電路為主軸，再搭配使用 C 語言來進行編解碼器的運算設計與驗證，

並利用 Verilog 硬體描述語言來進行硬體設計，最後再透過 ModelSim 軟體來驗證模擬結

果之正確性。 

關鍵字：里德所羅門碼，Berlekamp-Massey，Chien’s search，Forney。 
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Abstract 

 Because of the capability to correct burst errors, Reed-Solomon codes are known as one 

of the widespread error-correction codes in many communication systems currently. In this 

thesis, we research Reed-Solomon codec from basic theory of algorithms to analysis of 

operational circuit. For the decoding, the efficient algebraic hard-decision decoding 

algorithms are our main subject, since the hard-decision decoder is still the best and 

widely-used one so far in consideration of hardware complexity. We primarily analyze 

well-known Berlekamp-Massey Algorithm, Chien’s search Algorithm, and Forney Algorithm 

after syndrome computation for the complicated decoding procedure. The object of this thesis 

is the detailed analysis for the operational circuits of each algorithm module in the codec. We 

use C language and Verilog HDL to design and verify the codec function respectively. Finally, 

some ModelSim simulations are performed in order to validate the correctness of each 

module. 

Keywords: Reed-Solomon Code, Berlekamp-Massey, Chien’s search, Forney. 
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第1章 緒論 
 

1.1 研究動機與方向 

 

    錯誤更正碼(error correction code)主要是藉由在欲傳輸的訊息符號元(symbol)序列之

中加入額外具有數學結構特性的校驗符號元，或是將其轉化為長度較長的訊息符號元序

列，以求得編碼增益(coding gain)，利用此冗餘(redundancy)資訊，在接收端依原有之數

學結構進行錯誤偵測(error detection)，進而將傳輸過程所造成的錯誤訊息加以更正，以

期能達到降低位元之錯誤率(bit-error rate, BER)並有效節省傳輸所需之功率。目前於寬頻

通訊系統應用上，經常使用區塊碼(block code)，此編碼方式是以一個固定大小的訊息區

塊為單位，每個碼字的 n k− 個奇偶查核元(parity-check bit)僅與本碼字的 k 個資訊元有關，

而與其他碼字無關。一般而言，為了達到一定的糾錯能力和編碼效率，區塊碼長度會比

較大，而編解碼時必須儲存整個碼字，故由此產生的時間延遲將隨之增加。 

在多種的區塊碼中以里德所羅門碼(Reed-Solomon codes, RS codes)的應用最為廣泛，

由 I. S. Reed 和 G. Solomon 在 1960 年提出[1]，為一非二元碼(nonbinary codes)，它有效

的糾錯能力，使其被運用於眾多通訊與資料儲存系統當中，例如光碟、衛星傳輸以及數

位電視地面廣播國際標準都選用了 RS 碼的編碼技術。RS 碼也常作為連接碼

(concatenated code)的外部碼(outer code)並結合簡單的二元碼(例如：迴旋碼(convolutional 

code))作為內部碼(inner code)運用於通道編碼中以增強資料保護的效能。此外，( ,  )n k RS

碼的最小距離(minimum distance)恰為 1n k− + ，僅需由 n和 k 兩個參數決定，故此優點非

常便於系統之設計，也是 RS 碼易被採用的原因。 

由於 RS 碼之解碼程序繁複，故一直是研究者探討之議題，最早由 Peterson、

Gorenstein 和 Zierler 所提出[2][3]，此演算法是基於伴隨矩陣和基本對稱函數(elementary 

symmetric function)之代數解碼方式，藉由求解反矩陣(matrix inversion)來確定錯誤位置

多項式(error-location polynomial)，再以解線性方程式求得錯誤值大小，此為最直觀的解

法，但反矩陣運算及求解線性方程式對於錯誤數量較多時效率會變很差，故此方法較少

被人提及，雖然如此，但實際上仍對於 RS 碼解碼演算法的發展極其重要。上述方法後

來再經由 Chien[4]、Forney[5]、Berlekamp[6]與 Massey[7]改善，其中 Berlekamp 針對求

解錯誤位置多項式提出更有效的方法，它以疊代(iterative)方式取代反矩陣的運算，之後

由 Massey 以線性反饋移位暫存器(Linear Feedback Shift Register, LFSR)電路實現，後來
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被稱為 Berlekamp-Massey 演算法；另外，Sugiyama 等人也發現錯誤位置多項式可利用

最大公因數(greatest common divisor, GCD)求解之輾轉相除法得到，此為 Euclidean 演算

法[8]，至今這兩種演算法皆較易實現而仍常被大家所採用。後來亦有許多學者進一步又

發現於硬體實作時有限場(finite field)的反相器相當複雜，因此有人於 1991 年相繼提出

不需使用反相器的方法[9][10]克服了此項難題。然而，以上所提的方法皆需大量的有限

場乘法運算及反相運算，故電路設計較複雜且成本較高，直到 1999 年 Chang[11]針對

Berlekamp-Massey 演算法進行了改進，它提出了序列解碼演算法以大大減少實現的複雜

度與其所占用的資源。 

RS 碼解碼演算法不斷的改進，上述皆屬於硬式決策解碼(hard-decision decoding)演

算法，然而，近期亦有許多學者為了達到更精確的解碼效果而提出了軟式決策解碼

(soft-decision decoding)演算法，例如[12][13]，雖然其相較於傳統的硬式決策解碼能提供

明顯的效能改善，但由於考量硬體實現上的複雜度及成本，目前大部分的系統仍然使用

傳統的硬式決策解碼器。有鑑於此，我們將針對 RS 碼的整體演算流程進行詳細的運算

分析，並於解碼端選擇基本的硬式決策解碼器作為研究的目標。 

 

1.2 章節概要 

 

    第 2 章介紹 RS 碼的理論基礎，包含伽羅瓦場的建立與其四則運算，以及編解碼的

演算流程，並說明解碼端所使用的代數解碼演算法。第 3 章介紹第 2 章的數學理論與實

現其電路的關係，分別探討每個數學式子適用於硬體電路的系統化運算，另外

Berlekamp-Massey 演算法的疊代步驟亦一併討論。第 4 章則介紹利用硬體描述語言實現

RS 碼的電路架構，包含伽羅瓦場的乘法器設計與元素查表規則，及每個編解碼方塊的

運算電路模組，並針對每個模組做詳細的電路分析。第 5 章進行實驗模擬與分析。第 6

章則為結論與未來展望。 



 3 

第2章 里德所羅門碼 
 

此章節介紹里德所羅門碼的基本數學理論以及演算流程，其編碼方式主要是透過抽

象代數中的伽羅瓦場 GF(2m )(Galois Field, GF)來進行。首先簡介伽羅瓦場的構成原理及

場中之加乘運算；接著介紹 RS 碼之編解碼方式，編碼主要分為系統式編碼與非系統式

編碼；而解碼過程較為複雜，在歷年文獻探討中已提供許多演算法，其中仍以

Berlekamp–Massey演算法及Euclidean演算法為目前較常被使用於硬體實現的演算法，

本篇則以介紹 Berlekamp–Massey 演算法為主。 

 

2.1 伽羅瓦場GF(2m ) 

 

由有限個元素所構成的場，稱之為有限場，又稱為伽羅瓦場。一般而言，數位訊號

在傳輸和儲存系統中普遍為二進制碼，因此我們在此只討論二進制場 GF(2)或它的擴充

場 GF(2m )。首先，若一多項式無法再被因式分解(即它的因式只有 1 與本身)，則稱為不

可化簡多項式(irreducible polynomial)。而又假設當不可化簡多項式 ( )p x 可整除 1nX + 且

n 的最小值為 2 1m − ，則稱它為 m 階本質多項式(primitive polynomial)。 

在此，令 ( )p x 為GF(2m )的本質多項式，本質元素α 定義為本質多項式的根， ( ) 0p α =

且 2 1 1
m

α − = ，則可構成一包含 2m 個元素之有限場 * 2 2 2{0,1, , , , }
m

F α α α −=  ，其中每個元

素皆有三種表示法，分別為 Power 表示法、Polynomial 表示法及 m-Tuple 向量表示法。

表 2.1 為本質多項式 4( ) 1p X X X= + + 所產生的有限場 GF(24 )。 

Power representation Polynomial representation 4-Tuple representation 

0 0                     (0 0 0 0) 

1 1                     (1 0 0 0) 

α                      α  (0 1 0 0) 
2α  2                  α  (0 0 1 0) 
3α  3                  α  (0 0 0 1) 
4α  1                α+  (1 1 0 0) 
5α  2            α α+  (0 1 1 0) 
6α  2 3           α α+  (0 0 1 1) 
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7α  31         α α+ +  (1 1 0 1) 
8α  21             α+  (1 0 1 0) 
9α  3            α α+  (0 1 0 1) 

10α  21        α α+ +  (1 1 1 0) 
11α  2 3    α α α+ +  (0 1 1 1) 
12α  

2 31 α α α+ + +  (1 1 1 1) 
13α  

2 31      α α+ +  (1 0 1 1) 
14α  

31              α+  (1 0 0 1) 

表 2.1 由 4( ) 1p X X X= + + 所產生之 GF(24 ) 

其構成原理為：對於每個 Power 表示法的元素來說，其相對應的 Polynomial 表示法

即為此元素 modular 本質多項式的結果。如(1)式。 

 ( ) mod  i pα α  (1) 

伽羅瓦場中主要以二進制加法與乘法運算為主，減法同加法運算，除法則可藉由反

元素的乘法運算完成。 

(1) 加法運算： 

假設任意兩元素 aα 、 bα 其對應之二進位值 (即 m-Tuple 向量表示法 )分別為

( )0 1 1ma a a − 與 ( )0 1 1mb b b − ，則 

 ( ) ( )0 1 1 0 1 1
a b

m ma a a b b bα α − −+ = ⊕   (2) 

其中 ,0 1i ia b i m+ < < − 為 modular 2 的加法運算，可以利用互斥或閘(XOR)於硬體中實

現。 

(2) 乘法運算： 

假設任意兩元素分別為 Power 表示法 aα 與 bα ，則 

 ( )mod(2 1) 2 1( 1)
m ma b a bα α α α+ − −⋅ = =  (3) 

(3) 反元素(Inverse)： 

假設有一元素 aα ，其反元素為 

 2 1 2 1m ma a aα α α α− − − − −= =  (4) 
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2.2 RS碼之編碼 

 

    RS 碼為一線性區塊碼(linear block code)，是非二元 BCH 碼(nonbinary BCH codes)

的一種特例。主要是將每一訊息(message)區塊加入額外資料以達到訊息保護的作用，這

些額外資料稱為奇偶查核元/符號元，方便解碼端利用此訊息來做錯誤更正的動作。 

( ,  ,  )n k t RS 碼表示將長度為 k 的訊息符號元序列編碼成長度為 n的碼字(codeword)

符號元序列，最多可改正 t 個錯誤符號元，而其中每一個訊息符號元及碼字符號元皆為

GF(2m )中的元素，而奇偶查核符號元個數為 n k− 個，且需滿足 2n k t− = 的條件。由此

得知，每個符號元都包含了m個位元(bit)訊息，故此特性使它可有效的更正叢集錯誤

(burst errors)，因為無論一個符號元中有多少個位元發生錯誤，都僅表示為一個符號元發

生錯誤，而對於隨機錯誤(random errors)而言，RS 碼的性能較不明顯。 

令α 為有限場 GF(2m )的本質元素，則可改正 t 個錯誤符號元的生成多項式(generator 

polynomial) ( )g X 包含了 2 2, , , tα α α 這些根，因此 ( )g X 為 

 2 2( ) ( )( ) ( )tg X X X Xα α α= − − −  (5) 

 2 2 1 2
0 1 2 2 1         g ,t t

tg X g X g X X−
−= + + + + +  (6) 

 ( ),0 2 1              2m
i i tg GF≤ ≤ − ∈      

很明顯的，當 ( )g X 的階數設計愈高，即增加的奇偶查核符號元愈多，代表糾錯能

力愈高。 

然而，一般編碼方式分為非系統化(nonsystematic)編碼與系統化(systematic)編碼，以

下將大略分析其優缺點。假設長度 k 的訊息符號元序列 0 1 1( , , )ku u u u −= 
，它的訊息多項

式 ( )u X 為 

 ( )1
0 1 1 ,0 1( ) ,  2k m

k i i ku X u u X u X u GF−
− ≤ ≤ −= + + + ∈  (7) 

非系統化編碼是直接將生成多項式和訊息多項式相乘，但其得到的碼字是不規則的，

原本的訊息訊號會被改變，解碼時還要將收到的訊號除以生成多項式才能得到原來的訊

息，因此，會使得解碼端在電路設計上困難度增加，故較少被拿來作應用。 

系統式編碼則是直接將產生的奇偶查核符號元序列與訊息符號元序列合併即得到

碼字，它的優點主要是原本的訊息訊號不會因編碼而改變，所以解碼時，可以很快速地

得到原本的訊息，提升解碼的效率。編碼過程分為三個步驟： 
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步驟一：將訊息多項式 ( )u X 乘上 n kX −  

 1 1
0 1 1( )n k n k n k n

kX u X u X u X u X− − − + −
−= + + +  (8) 

步驟二：將 ( )n kX u X− 除以生成多項式 ( )g X 以得到奇偶查核多項式 ( )b X  

 ( ) ( ) ( ) ( )n kX u X a X g X b X− = +  (9) 

 ( ) ( ) ( ) ( )n kb X X u X a X g X−+ =  (10) 

其中 ( )a X 和 ( )b X 分別為商式和餘式。 

而 ( )1
0 1 1 ,0 1( ) ,  2n k m

n k i i n kb X b b X b X b GF− −
− − ≤ ≤ − −= + + + ∈ 。 

步驟三：將 ( )b X 和 ( )n kX u X− 相加，得到碼字多項式 ( )v X  

 ( ) ( ) ( )n kv X b X X u X−= +  (11) 

 1
0 1 1        n k

n kb b X b X − −
− −= + + + +   

 1 1
0 1 1            n k n k n

ku X u X u X− − + −
−+ + +  (12) 

因此，碼字為 0 1 1 0 1 1( , , , , , , )n k kb b b u u u− − − 
。由(10)式當中得知，傳送訊號的碼字多

項式含有 ( )g X 之因式。同理可推，若接收端收到的訊號發生錯誤，接收訊號多項式必

不含 ( )g X 之因式。 

 

2.3 RS碼之解碼 

 

由於 RS 碼是非二元碼，所以需要決定符號元錯誤的位置(error locations)和其錯誤的

值(error values)。相較於編碼端來說，解碼過程複雜許多，因此如何設計一個精確且有

效率的解碼器，一直是大家熱烈探討的問題。一般來說，較常使用代數解碼演算法。其

中，1965 年由 Forney 提出求錯誤值的演算法；而 Berlekamp 則於 1968 年提出基於疊代

的方式找尋錯誤位置多項式，並於 1969 年由 Massey 發現 Berlekamp 演算法等同於尋找

出一個能產生給定序列的最短 LFSR 之電路問題，故可透過 LFSR 電路來加以實現，此

即為 Berlekamp-Massey 演算法。接著我們將詳細介紹整個解碼流程。 

假設傳送訊號多項式 ( )v X 為 

 ( )1
0 1 1 ,0 1( ) ,  2n m

n i i nv X v v X v X v GF−
− ≤ ≤ −= + + + ∈  (13) 
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而接收到的訊號多項式 ( )r X 為 

 ( )1
0 1 1 ,0 1( ) ,  2n m

n i i nr X r r X r X r GF−
− ≤ ≤ −= + + + ∈  (14) 

經過通道傳輸，傳送訊號有可能受到通道雜訊的干擾，故接收訊號包含了傳送的資訊與

雜訊，可表示為 ( ) ( ) ( )r X v X e X= + 。我們假設錯誤多項式 ( )e X 為 

 ( ) ( ) ( )e X r X v X= −  (15) 

 ( )1
0 1 1 ,0 1        ,  2n m

n i i ne e X e X e GF−
− ≤ ≤ −= + + + ∈  (16) 

若 ( ) 0e X = ，則接收訊號為正確的。然而，要如何將錯誤訊號更正回來，解碼流程大致

分為下列四個部分： 

(1) 計算徵狀值(Syndromes)。 
(2) 決定錯誤位置多項式 ( )Xσ 。 
(3) 找出錯誤位置(即解出錯誤位置多項式的根)。 
(4) 計算出相對應於錯誤位置的錯誤值。 

最後再利用解出的錯誤位置及對應的錯誤值將接收到的錯誤訊號更正回來。 

 

2.3.1 計算徵狀值 

 

    首先，我們要確認接收到的訊號是否正確，故定義徵狀值來檢查。由於傳送訊號多

項式 ( )v X 是藉由生成多項式 ( )g X 來進行編碼，因此，若 ( ) ( )r X v X= ，則 ( )r X 必定含

有 ( )g X 之因式(即可被 ( )g X 整除)，也就是包含 ( )g X 中所有獨立的因式，所以 ( )g X 的

根必為 ( )r X 的根。反之，則表示 ( )v X 在傳輸過程中受到雜訊干擾而導致錯誤，即有非

零徵狀值出現。 

徵狀值的計算原理是將 ( )g X 包含的所有根 2 2, , , tα α α 代入 ( )r X 中，因此定義徵狀

值 ( )1 2 2 ,1 2( , , , ),  2m
t i i tS S S S S GF≤ ≤= ∈ ，更正能力為 t 個錯誤之 RS 碼會產生 2t 個徵狀值。

我們必須算出所有 2t 個徵狀值，藉由這些徵狀值來判斷訊號有無錯誤，並可藉此訊息加

以做錯誤更正的動作，而只要其中任一 0,  1 2iS i t≠ ≤ ≤ ，就代表接收訊號錯誤；相反地，

所有徵狀值皆為零，接收訊號即為正確的。數學式子表示為 

 ( ) ( ) ( ) ( ),  1 2i i i i
iS r v e e i tα α α α= = + = ≤ ≤  (17) 

式子(17)中可看出，錯誤多項式會導致 0,  1 2iS i t≠ ≤ ≤ ，故假設其中 ( )e X 包含了 v個錯誤



 8 

符號元，則 

 1 2

1 2
( ) ,v

v

jj j
j j je X e X e X e X= + + +  (18) 

 1 2            0 1vj j j n≤ < < < ≤ −   

其中 1 2, , , vjj jX X X 為錯誤位置，而
1 2
, , ,

vj j je e e 為錯誤的值。 

由(17)和(18)式得知 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1

22 2
2

22 2
2

 

 

     

v

v

v

v

v

v

jj j
j j j

jj j
j j j

tjtj tj
t j j j

S e e e

S e e e

S e e e

α α α

α α α

α α α

= + + +

= + + +

= + + +









 (19) 

因此，很明顯地看出徵狀值包含了錯誤位置和錯誤值這兩項資訊，若我們想要將訊號更

正，就必須解出(19)式，從中找出符號元的錯誤位置和其對應之錯誤值。徵狀值的多項

式表示式為 

 ( ) 2 1 2
1 2 2 2 1

t t
t tS X S S X S X S X−

+= + + + + +   (20) 

 1

1

         j
j

j
S X

∞
−

=

= ∑  (21) 

 

2.3.2 Berlekamp演算法 

 

    Berlekamp 演算法主要是透過疊代的方式來找尋錯誤位置多項式。首先，為了簡化

數學運算，先將(19)式整理為 

令 ij
iβ α 且

ii jeδ  ，1 i v≤ ≤ ， 

 

1 1 1 2 2
2 2 2

2 1 1 2 2

2 2 2
2 1 1 2 2

 

 
     

v v

v v

t t t
t v v

S
S

S

δ β δ β δ β

δ β δ β δ β

δ β δ β δ β

= + + +

= + + +

= + + +









 (22) 

(22)式中，等號左邊是已知的徵狀值，而等號右邊錯誤位置 iβ 和錯誤值 iδ 則是欲求的未

知變數，此時，錯誤個數 v亦是未知變數。定義錯誤位置多項式 ( )Xσ 為 

 1 2( ) (1 )(1 ) (1 )vX X X Xσ β β β= − − −  (23) 
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 2
0 1 2          = v

vX X Xσ σ σ σ+ + + +  (24) 

其中 

 

( )

( )

0

1 1 2

2 1 2 2 3 1

1 2

1

     

1

v

v v

v
v v

σ
σ β β β
σ β β β β β β

σ β β β

−

=

= − + + +

= + + +

= −









 (25) 

然而，經由數學推導，可以從(22)和(25)中得到 ( )Xσ 的係數 iσ 與徵狀值 iS 之關係式： 

 1 1 0,  1, ,2i v i v v iS S S i t vσ σ+ + −+ + + = = −   (26) 

(26)即為廣義牛頓恆等式(generalized Newton’s identities)，因此，我們的目標就是要找出

可以滿足(26)式之最小階數多項式 ( )Xσ ，亦表示滿足此關係式的情況下，此錯誤位置多

項式 ( )Xσ 可找到的錯誤樣本是錯誤個數最少的。因而 Berlekamp 根據此關係式提出一

個較有效率的演算法，同時亦可解決錯誤發生的個數 v為未知數的問題，其採用反覆疊

代的技巧，從滿足{ }1S 的 ( )Xσ 找起，再找滿足{ }1 2,S S 的 ( )Xσ ，不斷疊代直到 ( )Xσ 滿

足所有{ }1 2, , ,S S Sµ 為止，故為了必須滿足2t 個徵狀值，所以總共要經過2t 次的疊代。

此外，對於最多可更正 t 個錯誤的 RS 碼來說，必須滿足 v t≤ 。若 v t> ，則解碼端將無

法正確有效解碼。 

我們假設第µ次疊代滿足{ }1 2, , ,S S Sµ 之錯誤位置多項式為 ( ) ( )Xµσ ，Lµ 為
( ) ( )Xµσ

的階數。(26)式可改寫成 

 ( ) ( )
1 1 0,  1, ,j L j L L jS S S j L

µ µ µ

µ µ
µσ σ µ+ + −+ + + = = −   (27) 

接著檢驗 ( ) ( )Xµσ 是否可滿足下一個徵狀值 1Sµ+ 時會產生差異值(discrepancy) 

 ( ) ( )
1 1 1L Ld S S S

µ µ

µ µ
µ µ µ µσ σ+ + −= + + +  (28) 

若 0dµ = ，則可繼續檢查下一個徵狀值，不需修改錯誤位置多項式，故 

 ( 1) ( )( ) ( )X Xµ µσ σ+ =  (29) 

 1L Lµ µ+ =  (30) 

若 0dµ ≠ ，則需要修正錯誤位置多項式來滿足{ }1 2 1, , ,S S Sµ+ 。我們需要藉由先前已找到



 10 

的 ( ) ( )Xρσ 來作為輔助修正多項式，其中， 0dρ ≠ 且 Lρρ − 為最大值，即 ρ 亦可選擇為

當下錯誤位置多項式最後一次改變階數的前一次疊代。因此， ( 1) ( )Xµσ + 修正為 

 ( 1) ( ) 1 ( ) ( )( ) ( ) ( )X X d d X Xµ µ µ ρ ρ
µ ρσ σ σ+ − −= −  (31) 

其階數隨之改變為 

 ( )1 max ,  L L Lµ µ ρ µ ρ+ = + −  (32) 

經過 2t 次疊代完後，得到 (2 )( ) ( )tX Xσ σ= ，即是我們要的錯誤位置多項式，其中階數

2tL L= 即表示錯誤之個數 v。而 Massey 將以 LFSR 電路實現此演算法，詳細過程於下章

節中介紹。 

 

2.3.3 Chien Search演算法 

 

    在(23)式定義當中得知，若解出錯誤位置多項式的根，其反元素即可找到錯誤位置。

由於無法直接從 ( )Xσ 多項式分解出其因式來得到所有的 β 值，所以在此利用 Chien’s 

search 演算法，其原理很簡單，就是將伽羅瓦場 GF(2m )中的所有元素一個個代入 ( )Xσ 中，

若可使 ( ) 0Xσ = ，則表示此元素即是它的根。而 ( )Xσ 的根之反元素就是 β 值，

( ),1 2m
i i v GFβ ≤ ≤ ∈ ，又 ij

iβ α ，故 ij 就是代表其錯誤位置。 

 

2.3.4 Forney演算法 

 

經過 Chien search 找到錯誤位置後，即可從(22)式中解出每個錯誤位置 iβ 相對應的

錯誤值 iδ ，但當錯誤發生越多時，此聯立方程式會越複雜。在此 Forney 提出了一個更

有效的演算法，它利用了錯誤位置多項式 ( )Xσ 與徵狀值多項式 ( )S X 的關係，經由數學

推導找出錯誤值計算方程式，因而可免於解聯立方程式的運算。 

首先，定義了關鍵方程式(key equation) 

 ( ) ( ) ( ) 2 mod  tX X S X XσΩ =  (33) 

又從(21)和(22)得知 

 ( )
1 1

v
l l

l l

S X
X

δ β
β=

=
−∑  (34) 
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故可從(23)、(33)及(34)推得 

 ( ) ( )
1 1,

1
v v

l l i
l i i l

X Xδ β β
= = ≠

Ω −∑ ∏  (35) 

再將 kβ 的反元素 1
kβ
− 代進(35)得到 

 ( ) ( )1 1

1,

1
v

k k k i k
i i k

β δ β β β− −

= ≠

Ω = −∏  (36) 

接著將 ( )Xσ 微分 

 ( ) ( )
1 1,

1
v v

l i
l i i k

X Xσ β β
= = ≠

′ = − −∑ ∏  (37) 

且將 1
kβ
− 代進(37)可得 

 ( ) ( )1 1

1,

1
v

k k i k
i i k

σ β β β β− −

= ≠

′ = − −∏  (38) 

因此，我們可以利用 ( )XΩ 和 ( )Xσ 來求得錯誤值。而由(36)及(38)可計算出錯誤位置 kβ

相對應的錯誤值 kδ 為 

 
( )
( ) ( )

1

,11
,  2k m

k k k v
k

GF
β

δ δ
σ β

−

≤ ≤−

−Ω
= ∈

′
 (39) 

當我們有了錯誤位置和其相對應之錯誤值後，就可以將錯誤的接收訊號更正回來，圖 2.1

為 RS 碼的整體解碼流程。 

 
圖 2.1  RS 解碼端流程圖 
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接收到的訊號輸入至徵狀值計算方塊檢查訊號是否正確而開始進行解碼的動作；再

將徵狀值輸入 Berlekamp-Massey 方塊找出錯誤位置多項式；接著藉由徵狀值多項式與錯

誤位置多項式即可找出關鍵方程式；然後將錯誤位置多項式輸入 Chien search 方塊中找

出錯誤位置，而關鍵方程式輸入錯誤值計算方塊中，計算出錯誤值。另外，利用信號緩

衝器將接收到的訊號暫時儲存起來，使其能於找出錯誤位置及錯誤值後做錯誤更正的動

作。 
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第3章 RS編解碼數學分析 
 

    此章節我們將從硬體實現的角度去深入探討 RS 編解碼數學運算流程，分析第二章

中的理論數學要如何以實際電路來實現，其中包括伽羅瓦場的乘法器，以及編解碼過程

中多項式運算的系統化設計。 

 

3.1 伽羅瓦場乘法器 

 

實際上，伽羅瓦場的乘法運算相較於加法運算複雜許多，我們所處理的數位訊號通

常為m-Tuple向量型態，若要如同(3)式以Power型態做乘法運算，則需經過一個轉換的動

作。然而，場中加法運算卻是以m-Tuple向量型態完成，因此為了方便運算，所以在硬

體中伽羅瓦場的乘法運算仍是同以m-Tuple向量型態來實現。而Polynomial表示法多項式

係數即為m-Tuple向量型態，故我們以Polynomial表示法來解釋乘法規則：若場內任意兩

元素，皆以冪次為 1m − 的多項式做相乘時，其會產生一冪次為2 2m − 的多項式，但此多

項式的係數並不屬於GF(2m )的有效元素，所以需要再modular本質多項式使它成為有限

場內的元素。但硬體要實現modular多項式的除法並不容易，因此可以運用建立好的伽

羅瓦場元素表，透過不同型態直接代換更加迅速。我們以GF(24 )為例，假設場中兩個元

素分別為 2 3
0 1 2 3a a a a aα α α= + + + 及 2 3

0 1 2 3b b b b bα α α= + + + ，其中 { },  0,1i ia b ∈ ，而兩個

三階多項式相乘結果為六階多項式，故相乘動作分為兩個階段，第一階段先把多項式乘

開，第二階段再將結果依照GF(24 )中的規則轉換為三階以下的多項式。 

第一階段： 

 ( )( )2 3 2 3
0 1 2 3 0 1 2 3a b a a a a b b b bα α α α α α⋅ = + + + + + +  (40) 

 ( )0 0      a b= +   

 ( )0 1 1 0         a b a b α+ +   

 ( ) 2
0 2 1 1 2 0         a b a b a b α+ + +   

 ( ) 3
0 3 1 2 2 1 3 0         a b a b a b a b α+ + + +  (41) 
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 ( ) 4
1 3 2 2 3 1         a b a b a b α+ + +   

 ( ) 5
2 3 3 2         a b a b α+ +   

 ( ) 6
3 3         a b α   

其中，多項式 0α 至 6α 的係數分別以 0t 、 1t 、 2t 、 3t 、 4t 、 5t 、 6t 表示。 

第二階段：將 Power 型態 Power 大於 3 的元素，代換為相對應的 Polynomial 型態，經整

理後可得到三階以下的多項式，而此多項式係數即為 GF(24 )中的有效元素。 

 2 3 4 5 6
0 1 2 3 4 5 6a b t t t t t t tα α α α α α⋅ = + + + + + +  (42) 

 2 3
0 1 2 3      t t t tα α α= + + + +   

 ( ) ( ) ( )2 2 3
4 5 6          1t t tα α α α α+ + + + +  (43) 

 ( ) ( ) ( ) 2
0 4 1 4 5 2 5 6      t t t t t t t tα α= + + + + + + + +   

 ( ) 3
3 6         t t α+  (44) 

因此，同一伽羅瓦場 GF(24 )的任意兩元素皆可依照此規則來做乘法的動作，其中，係數

相乘可利用及閘(AND)於硬體中實現。 

然而，上述是探討對於場中任何兩個變數的乘法規則。接下來探討場中一個變數與

一個常數彼此相乘之乘法運算，我們亦可推導出其規則，假設要將一個變數元素

2 3
0 1 2 3c c c c cα α α= + + + 乘上常數α ，其中 { }0,1ic ∈ ，則 

 2 3 4
0 1 2 3c c c c cα α α α α⋅ = + + +  (45) 

 ( )2 3
0 1 2 3      1c c c cα α α α= + + + +  (46) 

 ( ) 2 3
3 0 3 1 2      c c c c cα α α= + + + +  (47) 

由此可知，若有一元素為常數，則乘法動作可直接透過原本係數的加法運算完成。同理

可推，亦可將常數 iα 的乘法規則建立好，以加速乘法運算。 

因此，我們可針對不同的伽羅瓦場，推導出不同的乘法運算規則，而此規則對於同

一個伽羅瓦場內的元素皆適用。 
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3.2 RS碼編碼器 

 

    RS 碼系統化編碼主要目的需找到餘式 ( )b X ，將(9)式重新改寫為 

 
2 ( ) ( )( )
( ) ( )

tX u X b Xa X
g X g X

= +  (48) 

其中， ( ) 1
0 1 1

k
ka X a a X a X −
−= + + + ，所產生的碼字多項式為 

 2( ) ( ) ( )tv X b X X u X= +  (49) 

 2 1
0 1 2 1        t

tb b X b X −
−= + + + +   

 2 2 1 1
0 1 1            t t n

ku X u X u X+ −
−+ + +  (50) 

根據(48)、(49)式，編碼動作就是將訊息多項式升 2t 次冪後除以生成多項式，再將所得

餘式置於升冪後的訊息多項式後端，由此可見，編碼即藉由多項式除法找出餘式 ( )b X ，

故編碼器同除法器，可利用線性反饋移位暫存器電路來實現，其電路原理即為直式長除

法過程。RS 碼系統化編碼電路如圖 3.1 所示，初始狀態暫存器 ib 都是 0，啟動編碼時，

Gate 為 ON，依序將被除式係數 1 1 0, , ,ku u u−  輸入，而此時 feedback 亦依序為商式中的係

數 1 1 0, , ,ka a a−  ，經過 k 個循環(即當輸入所有訊息後)，暫存器內容就是餘式係數，即產

生奇偶查核符號元 0 1 2 1( , , , )tb b b −
，接著 Gate 為 OFF，feedback 歸零，將 2 1 1 0, , ,tb b b−  依

序輸出加到訊息後面即產生碼字 0 1 2 1 0 1 1( , , , , , , )t kb b b u u u− − 
，完成編碼。 

 
圖 3.1  RS 碼編碼器電路 

編碼器電路中需 2t 個乘法器來滿足 ( )g X 的係數，然而，如同上節所提到，乘法器
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可依乘法規則設計，又欲編碼的生成多項式可依照我們期望的更正錯誤能力來設計，因

此，當我們決定生成多項式後，即可依照伽羅瓦場中的乘法規則設計出此2t 個常數乘法

器，使得乘法運算更有效率。 

 

3.3 徵狀值運算分析 

 

由於我們接收到的訊息符號元長度為 n，故接收到的訊息多項式是一個 1n − 階的多

項式，如(14)式。徵狀值計算需將生成多項式的每個根代入此 1n − 階的多項式中，如(17)

式，其展開為2t 個式子。 

 ( ) ( ) ( )2 1

0 1 2 1

ni i i i
i nS r r r r rα α α α

−

−= = + + + +  (51) 

其中1 2i t≤ ≤ 。此即為多項式求值問題，一般而言，最直觀的求法是分別計算每一項的

值之後，再把它們全部累加起來，但此種方法效率很低，對於(51)式來說，它需要進行

( ) ( )1 2 1 1 2n n n+ + + − = − 次乘法運算和 1n − 次加法運算，因此，假設多項式的數據

規模很大時，這種算法顯然不是最佳選擇。然而，若把(51)式更換表示為 

 ( ) ( )( )( )( )1 2 3 0
i i i i i

i n n nS r r r r rα α α α α− − −= = + + + +   (52) 

其中1 2i t≤ ≤ 。(52)式具有相當良好的遞迴關係，在每一階段的運算皆只要乘上同一個

元素 iα ，非常適合於電路中實現，且其僅需要 1n − 次乘法運算和 1n − 次加法運算，減

少了相當多的乘法運算次數，因此很明顯的提升不少計算效率，而此多項式求值方式亦

稱為Horner’s Rule。 

 

3.4 Berlekamp-Massey演算法 

 

Berlekamp-Massey演算法主要即藉由(26)這個關係式，並利用LFSR電路實現，如圖 

3.2，故亦可解釋成：找出LFSR的最小長度使得LFSR前 2t 個輸出徵狀值順序是

1 2 2, , , tS S S ，而此暫存器所儲存的值即為錯誤位置多項式 ( )Xσ 的係數。尋找方式是從

滿足第一個徵狀值{ }1S 的LFSR開始找起，接著修正反饋移位暫存器(即 ( )Xσ )使其滿足

{ }1 2,S S ，反覆執行同樣的動作，經過 2t 次循環，直到反饋移位暫存器滿足{ }1 2 2, , , tS S S

為止，透過這種疊代方式找出 ( )Xσ 的所有係數。 
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圖 3.2  L 階的 LFSR 電路 

我們假設 ( )( ), ( )L Xµ
µ σ 為滿足{ }1 2, , ,S S Sµ 之 LFSR， Lµ 表示此 LFSR 之長度，

( ) ( )Xµσ 表示此 LFSR 暫存器中的值，而它會在下一個徵狀值輸入時產生差異值
 dµ，其

數學表示式如(28)式。 

若 0dµ = ，則可繼續輸入下一個徵狀值，不需修改反饋移位暫存器(即錯誤位置多項式)。 

若 0dµ ≠ ，則需要修正反饋移位暫存器來滿足{ }1 2 1, , ,S S Sµ+ 。 

然而，參照[7]，符合最小長度的 LFSR 條件為 

 ( )1 max ,  +1-L L Lµ µ µµ+ =  (53) 

如同 2.3.2 節所提到， Lρ 為最小長度暫存器當下最後一次改變長度之前一次長度，所以

可以假設為 

 1,  L L L Lρ µ ρ µ+< =  (54) 

又因為滿足(53)式，可以得到 

 ( )1 max ,  +1-L L L Lρ µ ρ ρρ+ = =  (55) 

 +1-L Lµ ρρ∴ =  (56) 

故可推得 

 ( )+1- +1- +1-L LLµ ρ ρµ µ ρ µ ρ= = − +  (57) 

因此 

 ( ) ( )1 max L ,  1 L max L ,  LLµ µ µ µ ρµ µ ρ+ = + − = − +  (58) 

上式成立。 

接下來將介紹 Berlekamp-Massey 疊代解碼的演算流程： 
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令 ( ) ( )B Xµ 為第µ個徵狀值的輔助多項式。 

(1) Initialize： ( ) ( )0,  ( ) 1,  0,  ( ) 1X L B Xµ µ
µµ σ= = = = 。( 1 ( ) ( ) 1,  1d Xρ

ρ σ ρ− = = − ) 

(2) For 0µ =  to 2 1tµ = − , compute dµ . 

(3) If 0dµ = , then 

( 1) ( )( ) ( )X Xµ µσ σ+ =  

1L Lµ µ+ =  
( 1) ( )( ) ( )B X X B Xµ µ+ = ⋅  

and go to (6). 

(4) If 0dµ ≠  and 2Lµ µ> , then 

( 1) ( ) ( )( ) ( ) ( )X X d XB Xµ µ µ
µσ σ+ = −  

1L Lµ µ+ =  

( 1) ( )( ) ( )B X X B Xµ µ+ = ⋅  

and go to (6). 

(5) If 0dµ ≠  and 2Lµ µ≤ , then 

( 1) ( ) ( )( ) ( ) ( )X X d XB Xµ µ µ
µσ σ+ = −  

1 1L Lµ µµ+ = + −  

( 1) 1 ( )( ) ( )B X d Xµ µ
µ σ

+ −=  

(6) 1µ µ= +  and return to (2). 

故 (2 )( ) ( )tX Xσ σ= 即為所求。 

Berlekamp-Massey演算法在修正輔助多項式時會運用到反元素的計算，同乘法原理，

數位訊號通常表示為m-Tuple向量型態，其反元素運算較不容易，必須先轉換為Power

型態，經由(4)式運算，再轉換回m-Tuple向量型態；因此，我們通常會預先對GF(2m )中

的每個元素，建立一個相對應的反元素表，方便運算時可藉由查表的方式快速搜尋出反

元素，提升電路實現的運算效率。 

 

3.5 Chien search電路運算 

 

經由Berlekamp-Massey找到 ( )Xσ 的所有係數後， ( )Xσ 即為一個 ( )v v t≤ 階的多項
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式，接著Chien’s search演算法要將GF(2m )中的每個元素代進(24)式求解。 

 ( ) ( ) ( )2

0 1 2

vl l l l
vσ α σ σ α σ α σ α= + + + +  (59) 

 0, 1, 2, ,          l l l v lr r r r+ + + +   (60) 

其中0 2 2ml≤ ≤ − 。並且將(59)式定義為(60)式。同理，若將 1lα + 代入式子中則為 

 ( ) ( ) ( ) ( )21 1 1 1
0 1 2

vl l l l
vσ α σ σ α σ α σ α+ + + += + + + +  (61) 

 ( ) ( ) ( )2 2
0 1 2            

vl l l v
vσ σ α α σ α α σ α α= + + + +  (62) 

 0, 1 1, 1 2, 1 , 1            l l l v lr r r r+ + + ++ + + +   (63) 

由上面的式子得知，對於加總的每一項皆符合以下關係式： 

 , 1 ,
i

i l i lr r α+ =  (64) 

其中0 i v≤ ≤ 。因此，我們可以從 0l = 開始反覆計算至 2 2ml = − ，假設 

 ,
0

0
v

i l
i

r
=

=∑  (65) 

則 lα 就是此 ( )Xσ 多項式的根，故錯誤位置即為 2 1m l− − 。 

若將此數學計算方式實現於電路中，其可減低電路複雜度，每一項的乘法運算都簡

化為一個變數與一個常數的運算，但因為 v為未知數，所以將此電路設計為滿足最大值 t

之 1t + 個σ 暫存器以及 t 個常數乘法器。 

Chien’s search演算法電路如圖 3.3，首先，σ 暫存器初始值為 0 1 2,  ,  ,  ,  tσ σ σ σ ，

當 v t< ，則 1 2 0v v tσ σ σ+ += = = = 。每一冪次項係數 1 2,  ,  ,  tσ σ σ 之常數乘法器分別為

2,  ,  ,  tα α α 。電路啟動時，乘法器於每個循環皆分別對σ 暫存器中每個冪次項做一次

元素累乘的動作再存回σ 暫存器，接著將σ 暫存器中的值全部加總輸出，最後可從輸出

端判別總和是否為零而找到錯誤位置。 

 
圖 3.3  Chien’s search 演算法電路 
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Chien’s search搜尋法在硬體電路上雖然很耗費時間，但卻是一種很系統化的架構。 

 

3.6 Forney電路運算 

 

由2.3.4節得知，我們可利用(39)式Forney演算法求得錯誤位置相對應之錯誤值。首

先將(33)式展開 

 ( ) ( )( 0 1
v

vX X Xσ σ σΩ = + + + ⋅   

 ( ))2 1 2
1 2 2               mod  t t

tS S X S X X−+ + +  (66) 

 ( ) ( ) 2
1 2 1 1 3 1 2 2 1          S S S X S S S Xσ σ σ= + + + + +   

 ( ) 1
1 1 1 1             v

v v vS S S Xσ σ −
− −+ + + +  (67) 

 2 1
0 1 2 v-1           + X+ X + + Xv−Ω Ω Ω Ω   (68) 

其中 ,0 1i i v≤ ≤ −Ω 為 ( )XΩ 之係數。若把(67)式 ( )XΩ 的每項係數皆設為零，就與(26)廣義牛

頓恆等式相同，因此可使用相同的電路來計算。 

接下來介紹 ( )Xσ 在硬體電路中的微分運算，由於 ( )Xσ 的係數皆是屬於伽羅瓦場

中的元素，場中兩個相同元素相加為零(相當於XOR運算)，亦代表場中任何元素的偶數

倍即為零，而奇數倍即等於自己本身，因此，實現 ( )Xσ 的微分運算相當簡單，第一步

先把偶數次項的係數設為零，第二步再將所有係數向低冪次方位移一階即可。如(71)式

所示。 

 ( ) 2 1
1 2 32 3 v

vX X X v Xσ σ σ σ σ −′ = + + + +  (69) 

 ( ) ( ) 2
1 2 2 3 3 3          X Xσ σ σ σ σ σ= + + + + + +   

 1             v
v v v

v

Xσ σ σ −

+ + + +

 
 

 



 (70) 

 2
1 3          Xσ σ= + +  (71) 

當我們找到 ( )XΩ 與 ( )Xσ ′ 後，需再將錯誤位置之反元素 1
kβ
− 分別代入多項式(68)

與(71)求解，然而， 1
kβ
− 即為Chien search演算法中找到的根，在此定義 1

( )k kRβ −
 。代入
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下列兩式： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1

( ) 0 1 ( ) 2 ( ) v-1 ( )+ + + +
v

k k k kR R R R
−

Ω = Ω Ω Ω Ω  (72) 

 ( ) ( ) ( )2

( ) 1 ( ) 3 ( )+0 + +k k kR R Rσ σ σ′ = ⋅   (73) 

經運算後， ( ) ( )( ) 2m
kR GFΩ ∈ 且 ( ) ( )( ) 2m

kR GFσ ′ ∈ ，最後將這兩個元素相除求得錯誤值，

電路中此處的除法運算透過乘法反元素完成。 
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第4章 RS碼運算硬體電路分析 
 

    此章節我們介紹較常被應用於通訊系統的 (255,  223,  16) RS 碼，並將編解碼過程於

Verilog HDL 具體實現，再進一步針對每塊模組進行詳細的運算電路分析。整個編解碼

流程大致上分為下列五個模組來運作：編碼端之系統化編碼器以及解碼端之徵狀值計算

器、Berlekamp-Massey 錯誤位置多項式產生器、Chien’s search 錯誤位置運算器與 Forney

錯誤值運算器；而此 RS 碼建立在 GF(28 )場中，即為於每個編碼區塊內，將 223 bytes

的訊息編碼為 255 bytes 的碼字，並且更正錯誤能力為 16 bytes。 

 

4.1 伽羅瓦場運算電路分析 

 

在此編解碼過程之所有運算皆建立在由本質多項式 ( ) 2 3 4 81p X X X X X= + + + + 所

產生之 GF(28 )場中，其元素表為表 4.1，表中的值皆以十六進制表示。而我們將在 Forney

模組電路運算中會使用到此元素表之查表，其查表方式為：假設元素表之記憶體為

[ ]gf_alpha_rom 256 ，我們知道場中某一元素之 power 為 i，即 iα ，則 

 [ ]gf_alpha_romi iα =  (74) 

因此，其相對之記憶體位址即為元素之 power，故當我們知道元素的 power 即可藉由查

表找到其相對應之元素值。 

0 ~ 31
i =

 32 ~ 63
i =

 64 ~ 95
i =

 96 ~ 127
i =

 128 ~ 159
i =

 160 ~ 191
i =

 192 ~ 223
i =

 224 ~ 255
i =

 
1 9d 5f d9 85 e6 82 12 
2 27 be af 17 d1 19 24 
4 4e 61 43 2e bf 32 48 
8 9c c2 86 5c 63 64 90 

10 25 99 11 b8 c6 c8 3d 
20 4a 2f 22 6d 91 8d 7a 
40 94 5e 44 da 3f 7 f4 
80 35 bc 88 a9 7e e f5 
1d 6a 65 d 4f fc 1c f7 
3a d4 ca 1a 9e e5 38 f3 
74 b5 89 34 21 d7 70 fb 
e8 77 f 68 42 b3 e0 eb 
cd ee 1e d0 84 7b dd cb 
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87 c1 3c bd 15 f6 a7 8b 
13 9f 78 67 2a f1 53 b 
26 23 f0 ce 54 ff a6 16 
4c 46 fd 81 a8 e3 51 2c 
98 8c e7 1f 4d db a2 58 
2d 5 d3 3e 9a ab 59 b0 
5a a bb 7c 29 4b b2 7d 
b4 14 6b f8 52 96 79 fa 
75 28 d6 ed a4 31 f2 e9 
ea 50 b1 c7 55 62 f9 cf 
c9 a0 7f 93 aa c4 ef 83 
8f 5d fe 3b 49 95 c3 1b 
3 ba e1 76 92 37 9b 36 
6 69 df ec 39 6e 2b 6c 
c d2 a3 c5 72 dc 56 d8 

18 b9 5b 97 e4 a5 ac ad 
30 6f b6 33 d5 57 45 47 
60 de 71 66 b7 ae 8a 8e 
c0 a1 e2 cc 73 41 9 1 

表 4.1 GF(28 )之元素表 

然而，於硬體電路中實現查表以唯讀記憶體(ROM)的形式完成；另外，我們將伽羅

瓦場中的乘法運算以建立函式的方式實現。 

 

4.1.1 GF(28 )乘法器電路 

 

    如同 3.1 節所分析，我們可以將 GF(28 )中之乘法器依乘法規則設計。首先介紹變數

-變數乘法器，GF(28 )中元素為 8-Tuple 向量型態(即 8 位元)，由於場中任意兩個元素其

對應之 Polynomial 型態冪次各為 7，彼此相乘展開後冪次為 14(即 15 位元，即不屬於

GF(28 )中之有效元素)，因此我們乘法過程需要一個長度至少為 15 位元的暫存器 t，將

乘開後的每個冪次項係數先儲存到 t，接著再遵循推導出之場中規則將結果降回冪次為 7

的有效元素(即為 modular 本質多項式)。假設 GF(28 )中任意兩個 8 位元元素 a 與 b，其

每個位元分別以 a[0]~a[7]及 b[0]~b[7]表示，其中 { }[ ],  [ ] 0,1a i b i ∈ ，經由數學推導，它們

的乘法關係如圖 4.1，然而，Polynomial 型態是方便於我們的數學推導，但實際運作卻

僅需以 8-Tuple 向量型態計算其係數關係即可得到乘法結果。 
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圖 4.1  GF(28 )中任兩元素之乘法之程式碼 

Part 1： 

t[0]~t[14]分別儲存多項式乘開後冪次為 0~14 項的係數， { }[ ] 0,1t i ∈ ，它們係數關係的運

算規則是經由多項式的數學推導所得到的。其中，位元相乘以 AND 實現，位元相加以

XOR 實現。 

Part 2： 

gfmul_ab[0]~ gfmul_ab[7]即為最後相乘結果冪次為 0~7 項的係數。 

同理，若將常數元素與變數元素相乘依規則設計為變數-常數乘法器，則可簡化乘

法過程。例如 c α⋅ ，等同將一個 8 位元變數元素 c[0]~c[7]，其中 { }[ ] 0,1c i ∈ ，輸入常數α

乘法器，其規則如圖 4.2。 

 
圖 4.2  GF(28 )中α 乘法器之程式碼 

gfmul_1[0]~ gfmul_1[7]即為相乘結果冪次為 0~7 項的係數。 

其運算可透過簡單的反饋移位暫存器電路完成。如圖 4.3。 
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圖 4.3  GF(28 )中α 乘法器電路 

然而，變數-變數乘法器其電路設計包含了許多 AND 閘，尤其當 m 越大(位元數越

多)時，需使用的 AND 閘數量越多，導致電路複雜度增加且成本高。因此，在編解碼電

路設計過程中，若我們要相乘的其中一個數為已知的常數，相較之下，顯然是直接採用

變數-常數乘法器會比採用變數-變數乘法器來的有效率，不僅可省略暫存器的使用，亦

可簡化電路設計。 

在 Verilog 硬體描述語言中，我們會將所有會用到的乘法運算規則寫成函式之形式，

方便於編解碼時直接呼叫過來做運算，而我們實現此 RS 碼之乘法函式總共有 58 個，其

中，1 個為變數-變數乘法器，其餘 57 個為變數-常數乘法器。在此，我們的變數-變數乘

法器共包含 64 個 AND 閘與 77 個 XOR 閘；而各個變數-常數乘法器包含之 XOR 閘個數

如表 4.2 所示。 

constant XOR gate count constant XOR gate count 
1α  3 251α  13 
2α  6 215α  26 
3α  9 80α  37 
4α  12 107α  26 
5α  16 248α  22 
6α  19 53α  21 
7α  21 84α  35 
8α  23 194α  17 
9α  22 91α  28 

10α  21 59α  31 
11α  21 176α  25 
12α  21 99α  12 
13α  20 203α  24 
14α  21 137α  15 
15α  23 43α  24 
16α  24 104α  23 
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17α  26 0α  0 
18α  25 44α  20 
19α  23 149α  21 
20α  21 148α  20 
21α  19 218α  16 
22α  16 75α  30 
23α  13 173α  35 
24α  11 254α  3 
25α  11 109α  30 
26α  13   
27α  15   
28α  17   
29α  18   
30α  19   
31α  20   
32α  22   

表 4.2 變數-常數乘法器包含之 XOR 閘個數 

由此得知，於解碼器中所需之 1 32~α α 變數-常數乘法器共使用了 571 個 XOR 閘。 

 

4.1.2 GF(28 )之乘法反元素查表 

 

由於運算有限場反元素的反向器於實際電路設計上較為複雜，故在此硬體實現伽羅

瓦場的反元素運算是透過查表的方式來找出其相對應的反元素，接下來在我們的編解碼

過程中，會有兩個模組使用到反元素查表運算，分別是 Berlekamp- Massey 以及 Forney。

然而，其查表方式為：假設在 GF(28 )中，反元素表之記憶體為 [ ]gf_inv_rom 256 ，對於

一元素 a而言，其反元素 

 [ ]1 gf_inv_roma a− =  (75) 

換句話說，反元素記憶體的位址即為其元素本身的值。表  4.3 為基於本質多項式

( ) 2 3 4 81p X X X X X= + + + + 所建立出的相對應反元素表 [ ]gf_inv_rom i ，表中的值皆以

十六進制表示。 
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0 ~ 31
i =

 
32 ~ 63
i =

 
64 ~ 95
i =

 
96 ~ 127
i =

 
128 ~ 159
i =

 
160 ~ 191
i =

 
192 ~ 223
i =

 
224 ~ 255
i =

 

1 6c 36 24 1b 1c 12 14 
1 ed 5f 57 54 82 59 3f 

8e 39 f8 ca a1 9f a5 e6 
f4 51 d5 5b 1d c6 35 f0 
47 60 92 b9 7c 34 65 86 
a7 56 4e c4 cc c2 b8 b1 
7a 2c a6 17 e4 46 a3 e2 
ba 8a 4 4d b0 5 9e f1 
ad 70 30 52 49 ce d2 fa 
9d d0 88 8d 31 3b f7 74 
dd 1f 2b ef 27 d 62 f3 
98 4a 1e b3 2d 3c 5a b4 
3d 26 16 20 53 9c 85 6d 
aa 8b 67 ec 69 8 7d 21 
5d 33 45 2f 2 be a8 b2 
96 6e 93 32 f5 b7 3a 6a 
d8 48 38 28 18 87 29 e3 
72 89 23 d1 df e5 71 e7 
c0 6f 68 11 44 ee c8 b5 
58 2e 8c d9 4f 6b f6 ea 
e0 a4 81 e9 9b eb f9 3 
3e c3 1a fb bc f2 43 8f 
4c 40 25 da f bf d7 d3 
66 5e 61 79 5c af d6 c9 
90 50 13 db b c5 10 42 
de 22 c1 77 dc 64 73 d4 
55 cf cb 6 bd 7 76 e8 
80 a9 63 bb 94 7b 78 75 
a0 ab 97 84 ac 95 99 7f 
83 c e cd 9 9a a ff 
4b 15 37 fe c7 ae 19 7e 
2a e1 41 fc a2 b6 91 fd 

表 4.3 GF(28 )之反元素表 

 

4.2 RS編碼電路分析 

 

(255,  223,  16) RS 碼的糾錯能力為 16 個錯誤，根據 RS 碼定義，需要將訊息符號元

序列後面加上 32 個奇偶查核符號元才能滿足，因此其生成多項式為 
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 ( ) ( )
32

1

i

i
g X X α

=

= −∏  (76) 

 18 251 215 2 28 3 80 4         X X X Xα α α α α= + + + + +   

 107 5 248 6 53 7 84 8 194 9             X X X X Xα α α α α+ + + + +   

 91 10 59 11 176 12 99 13 203 14             X X X X Xα α α α α+ + + + +   

 137 15 43 16 104 17 137 18 0 19             X X X X Xα α α α α+ + + + +   

 44 20 149 21 148 22 218 23 75 24             X X X X Xα α α α α+ + + + +   

 11 25 173 26 254 27 194 28             X X X Xα α α α+ + + +   

 109 29 8 30 11 31 32             X X X Xα α α+ + +  (77) 

同圖 3.1，此編碼電路之反饋移位暫存器長度為 32，如圖 4.4 所示。圖中變數-常數乘

法器為滿足(77)式中 ( )g X 的係數，此外，電路包含了兩個二選一多工器，它們用來控

制反饋值與電路輸出的資料。 

 
圖 4.4  (255,  223,  16) RS 碼之編碼電路 

編碼電路流程： 

(一) 初始化：暫存器 0 _ 31_ 0g r g r= = = 、循環次數 cnt 0= 。 

(二) 當0 cnt k≤ < ：將訊息符號元由 din_r 輸入反饋電路，其每個時刻輸入 1 byte(即 1

個符號元)，此時 feedback 32 din_rg= + ，並且同時將訊號直接輸出enc_dout din_r= 。

反饋移位電路運算分為兩階段： 

 (1) 反饋值輸入變數-常數乘法器 
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18

251

11

0 feedback
1 feedback

     
31 feedback
32 31_

g
g

g
g g r

α

α

α

= ⋅

= ⋅

= ⋅
=

  

(2) 暫存器移位 

0 _ 0
1_ 0 _ 1

          
31_ 30 _ 31

g r g
g r g r g

g r g r g

=
= +

= +


 

(三) 當 k cnt n≤ < ：經過 k(訊息符號元序列長度)個時刻後，訊息符號元輸入完畢，此時

已產生奇偶查核符號元並儲存於 0 _ ,  1_ ,  ,  31_g r g r g r 暫存器中。因此，反饋值

歸零 feedback 8' 0b= ，並繼續將每個暫存器中的資料依序移位至暫存器 31_g r 後輸

出 enc_dout 32g= 。反饋移位電路運算則為： 

(1) 反饋輸入為零 

0 1 31 0
32 31_

g g g
g g r

= = = =
=



 

(2) 暫存器移位 

0 _ 0
1_ 0 _

          
31_ 30 _

g r
g r g r

g r g r

=
=

=


 

圖 4.5 為此電路運算流程圖。 
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0 _ 31_ 0
cnt 0
g r g r= = =

=


Y

N

Start

End

feedback 32 din_r
enc_dout din_r

g= +
=

18

251

11

0 feedback
1 feedback

     
31 feedback
32 31_

g
g

g
g g r

α

α

α

= ⋅

= ⋅

= ⋅
=



0 _ 0
1_ 0 _ 1

          
31_ 30 _ 31

g r g
g r g r g

g r g r g

=
= +

= +


cnt ( 223)k< =

cnt cnt 1← +

feedback 8' 0
enc_dout 32

b
g

=
=

cnt ( 255)n< =

N

Y

 
圖 4.5  編碼電路流程圖 

 

4.3 RS解碼電路分析 

 

RS 解碼於硬體電路設計中，主要將其分為四個區塊：徵狀值計算、Berlekamp-Massey、
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Chien’s search 以及 Forney。由於 RS 硬體解碼速度主要受限於徵狀值計算電路與 Chien’s 

search 電路，它們皆需要 n個循環時間才能完成，而原先 Berlekamp-Massey 電路架構只

需4 ~ 6t t 個循環時間，但其因包含多項式運算需要 2 ~ 3t t 個有限場乘法器，故在此運用

[11]所提出的序列解碼架構，其增加了循環時間數，但不影響整體解碼速度，並其可將

乘法器個數減少至 3 個，降低了電路的複雜度，其原理於 4.3.2 節中將介紹。 

 

4.3.1 徵狀值運算電路 

 

為了提高運算速度，徵狀值在電路中實現的計算方式採用具有遞迴關係的(52)式，

其對於每個單一徵狀值皆僅需使用一個變數-常數乘法器即可，而變數-常數乘法器則是

依據 ( )g X 的根來決定；另一方面，由於接收訊號多項式冪次為 1n − ，因此，每個單一

徵狀值電路皆必須遞迴執行 n次才能完成整個多項式的求值運算，但所有2t 個徵狀值可

同時並行處理，故可將其整合設計為一個平行運算架構的電路，而此電路共包含2t 個變

數-常數乘法器： 2 2,  ,  ,  tα α α 。在此，我們實現之 (255,  223,  16) RS碼共有32 ( )2t= 個

徵狀值產生，其電路如圖 4.6所示。 

 
圖 4.6  32 個徵狀值平行運算電路 

其中， 1_ ,  2 _ ,  ,  32 _s r s r s r 為儲存每次遞迴運算值的暫存器，而我們接收到的訊

號由 d_in 輸入，於每個時刻輸入一個符號元(1 byte)，依序將 1 2 0,  ,  ,  n nr r r− −  全部輸入完
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畢，因此，此電路需要 ( )255n = 個循環時間才能完成計算。 

 

4.3.2 Berlekamp-Massey電路 

 

如同 3.4 節所介紹，我們實現 Berlekamp-Massey 演算法的流程如圖 4.7 所示。然而，

由於我們實現之 RS 碼有 32 個徵狀值，因此，我們在此的 Berlekamp-Massey 演算法整

個流程需疊代 32 次。參數定義為： 

r 為循環次數。 

L為 ( )L X 的冪次。 

_delta r 表示差異值。 

( )B X 為輔助多項式。 

( )L X 為錯誤位置多項式。 

( )T X 為暫存修正後之 ( )L X 的多項式。 

其中，與 3.4 節描述的步驟上僅有些微差異，即循環次數 r 在流程中累加的時間不同，

因而使得數學表示上有些微不同。 
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( )
( )
( )

0
0

_ 0
1

1

0

r
L
delta r
B X

L X

T X

=
=

=

=

=

=

0

_
L

j r j
j

delta r l s −
=

= ∑

1r r← +

_ 0delta r =

( ) ( ) ( )_T X L X delta r X B X← − ⋅ ⋅

2 1L r≤ −
( ) ( ) ( )1_B X delta r L X

L r L

−← ⋅

← −

( ) ( )L X T X← ( ) ( )L X T X← ( ) ( )B X X B X← ⋅

( 32)r v v< =

N

Y

Y

N

Start

End

Y

N

 
圖 4.7  Berlekamp-Massey 電路運算流程圖 

在此，Berlekamp-Massey 演算法採用序列解碼的方式實現，序列解碼的原理是將多

項式分解成係數的運算，演算法中主要反覆疊代的兩個式子如下： 

計算差異值 ( )rd  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 r r

r r r r
r r L r Ld l s l s l s− −= + + +  (78) 
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修正錯誤位置多項式 

 ( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( 1) ( 1)r r r rL X L X d XB X− − −= −  (79) 

其中0 2 1r t≤ ≤ − ， rL 表示 ( )( )rL X 的冪次。將(78)與(79)數學式分解為以下的係數型態： 

 
( )
0( )

( ) ( )
1

,                for 0

,    for 1

r
rr

j r r
j j r j r

l s j
d

d l s j L− −

 == 
+ ≤ ≤

 (80) 

 
( 1)
0( )
( 1) ( 1) ( 1)

1

,                       for 0

,    for 1

r
r

j r r r
j j r

l j
l

l d b j L

−

− − −
−

 == 
− ≤ ≤

 (81) 

其中， ( )r
jd 為計算 ( )rd 第 j 次的部分結果；而 ( )r

jl 與 ( )r
jb 分別為 ( )( )rL X 和 ( )( )rB X 的係數。

換句話說，即是將第 r 次的疊代再分解成 1rL + 個循環 ( )rL t≤ 來執行。由此得知，於每

個循環中，計算 ( )r
jd 只需要一個變數-變數乘法器，計算 ( )r

jl 至多只需要兩個變數-變數乘

法器(其中一個包含在修正輔助多項式時， ( )( 1)rL X− 的係數與乘法反元素之乘法運算)，

因此，它取代了原先整個多項式同時運算的方法，大量減少乘法器的個數，因而簡化電

路。此電路架構使用了 3 個有限場乘法器與 1 個乘法反元素，如圖 4.8。 

 
圖 4.8  Berlekamp-Massey 序列解碼電路 

接下來將進一步分析 Berlekamp-Massey 每一個步驟的詳細電路運算。首先，我們提

供以下六個長度為 364 位元的暫存器，用來暫存多項式的係數以完成序列解碼的運算過

程，而它們可儲存冪次為 32 的多項式( 8 33 264× = )。雖然提供的暫存器最多皆可儲存

至冪次為 32 之多項式，但我們實際運算所求得的多項式冪次最高只有 16。 

B_x_Q：儲存 ( )B X 的係數 jb 。 
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L_x_Q：儲存 ( )L X 的係數 jl 。 

T_x_Q：儲存 ( )T X 的係數，主要用來暫存修正之後 ( )L X 的係數。 

R_0_Q、R_1_Q、R_2_Q：當要執行序列運算時，可透過這些暫存器將係數以位移的方

式來完成。 

在此，我們有另外建立一個模組，其主要功能是用來控制這些多項式暫存器的執行動

作。 

(一) 初始化 

暫存器 B_x_Q 與 L_x_Q 皆初始化為 1。其餘為 0。 

(二) 計算
0

_
L

j r j
j

delta r l s −
=

= ∑  

 
圖 4.9  Berlekamp-Massey 差異值(delta_r)運算電路 

如圖 4.9，首先，我們從 L_x_Q 暫存器取出每次疊代後所求得的 ( )L X 係數，接著
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藉由兩個多工器，分別選擇適當的徵狀值 r js − 與 ( )L X 的係數 jl 輸出以相乘，再利

用一個反饋電路執行累加動作，反覆 L+1 個時刻即可。 

(三) 判別 _delta r是否為零 

(1) _ 0delta r ≠  

(i) 如圖 4.10，二選一多工器選擇 B_x_Q 暫存器為輸出至 R_0_din 暫存器，

並將其 load 至 R_0_Q 暫存器中，準備進行下一步運算。 

(ii) 同時亦將 L_x_Q 暫存器中的值 load 至 R_1_Q 暫存器做準備。 

(iii) 跳至(四)。 

(2) _ 0delta r =  

(i) 將 B_x_Q 暫存器向左位移一次(最低位 [ ]B_x_Q 7 : 0 補零)，得到

( )X B X⋅ 。 

(ii) 回到(二)。 

(四) 計算 ( ) ( ) ( )_T X L X delta r X B X← − ⋅ ⋅ 。 

分為三個步驟執行： 

(1) ( )X B X⋅  

(i)  如圖 4.10，此時，R_0_Q 暫存器中已是 ( )B X 的係數。 

(ii) 接著再將 R_0_Q 暫存器內的值向左位移一次即可。 

(2) ( )( )_delta r X B X⋅ ⋅  

(i) 如圖 4.10，繼續上一個步驟，此時 R_0_Q 暫存器中所儲存的值為 ( )X B X⋅

 的係數。 

(ii) R_0_Q 暫存器透過不斷向左位移將 ( )X B X⋅ 每個冪次項係數位移至最高

位 [ ]R_0_Q 255 : 248 與 _delta r 做相乘，每次位移時，最低位 [ ]R_0_Q 7 : 0 補

零，並將 [ ]_ R_0_Q 255 : 248delta r ⋅ 結果輸入至 [ ]R_2_Q 7 : 0 。R_2_Q 暫存

器則是將結果由最低位 [ ]R_2_Q 7 : 0 輸入，藉由向左位移的方式依序將多

項式的每個冪次項係數存至暫存器中。故此步驟 R_0_Q 暫存器與 R_2_Q

暫存器於每個時刻皆需向左位移一次，重複 32 個時刻(暫存器以每 byte

為一單位之長度為 33)。 

(iii) 經過 32 個時刻後，R_2_Q 暫存器中即為 ( )_delta r X B X⋅ ⋅ 的係數，此時，
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二選一多工器選擇 R_2_Q 暫存器為輸出至 R_0_din 暫存器，並將其 load

至 R_0_Q 暫存器中，結束 ( )_delta r X B X⋅ ⋅ 之運算。 

 

圖 4.10  Berlekamp-Massey 計算 ( )_delta r X B X⋅ ⋅ 之電路 

(3) ( ) ( ) ( )( )_T X L X delta r X B X← − ⋅ ⋅  

(i) 如圖 4.11，先前已先將 L_x_Q 暫存器中的值( ( )L X 的係數)load 至 R_1_Q

暫存器。然而，繼續上一個步驟，此時 R_0_Q 暫存器中所儲存的值為

( )_delta r X B X⋅ ⋅ 的係數。 

(ii)  R_0_Q 暫存器與 R_1_Q 暫存器同時皆向左位移，將每個冪次項係數位移

至最高位 [ ]R_0_Q 255 : 248 與 [ ]R_1_Q 255 : 248 ，再彼此做相加，並將結果

輸入至 [ ]R_2_Q 7 : 0 。R_2_Q 暫存器同樣藉由向左位移的方式將運算完的

結果存至暫存器中。故每個時刻 R_0_Q 暫存器、R_1_Q 暫存器與 R_2_Q

暫存器皆需向左位移一次，其中 [ ]R_0_Q 7 : 0 與 [ ]R_1_Q 7 : 0 皆補零，重複

32 個時刻。 

(iii) 經過 32 個時刻後，R_2_Q 暫存器中即儲存 ( ) ( )( )_L X delta r X B X− ⋅ ⋅ 的

係數，此時，將其 load 至 T_x_Q 暫存器中，完成

( ) ( ) ( )( )_T X L X delta r X B X← − ⋅ ⋅ 的運算。 
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圖 4.11  Berlekamp-Massey 計算 ( ) ( ) ( )( )_T X L X delta r X B X← − ⋅ ⋅ 之電路 

(五) 判別2L是否小於或等於 1r −  

(1) 2 1L r≤ −  

(i) 如圖 4.12，將 L_x_Q 暫存器中 ( )L X 的係數同樣再 load 一次至 R_1_Q 暫

存器。 

(ii) 跳至(六)。 

(2) 2 1L r> −  

(i) 此時T_x_Q暫存器中的值為多項式 ( ) ( ) ( )( )_T X L X delta r X B X← − ⋅ ⋅ 的

係數，故可直接將其 load 回至 L_x_Q 暫存器更新 ( )L X 。 

(ii) 將 B_x_Q 暫存器向左位移一次(最低位 [ ]B_x_Q 7 : 0 補零)，得到

( )X B X⋅ 。 

(iii) 回到(二)。 

(六) ( ) ( ) ( )1_B X delta r L X−← ⋅  

(i) 如圖 4.12，此時，R_1_Q 暫存器中已是 ( )L X 的係數。 

(ii) R_1_Q 暫存器一樣反覆向左位移的動作，每次位移時，最低位 [ ]R_1_Q 7 : 0 補

零，其將 ( )L X 每個冪次項係數位移至最高位 [ ]R_1_Q 255 : 248 與 _ _inv delta r

做相乘，並將 [ ]_ _ R_1_Q 255 : 248inv delta r ⋅ 結果輸入至 [ ]R_2_Q 7 : 0 。然而，

再次以同樣向左位移的方式將運算完的結果存至 R_2_Q 暫存器中。故此步驟

R_1_Q 暫存器與 R_2_Q 暫存器於每個時刻皆需向左位移一次，重複 32 個時
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刻。 

(iii) 經過 32 個時刻後，R_2_Q 暫存器中即儲存多項式 ( ) ( )1_delta r L X− ⋅ 的係數，

最後，再將其 load 至 B_x_Q 暫存器中，完成更新 ( ) ( ) ( )1_B X delta r L X−← ⋅ 的

動作。 

 

圖 4.12  Berlekamp-Massey 計算 ( ) ( ) ( )1_B X delta r L X−← ⋅ 之電路 

(iv) 完成(i)~(iii)後，要再將暫存於 T_x_Q 中新的 ( )L X 係數(此時為多項式

( ) ( ) ( )( )_T X L X delta r X B X← − ⋅ ⋅ 的係數)load 回至 L_x_Q 暫存器以完成

( )L X 之更新。 

(v) 回到(二)。 

 

4.3.3 Chien search電路 

 

根據 3.5 節的數學推導得知，將元素代入錯誤位置多項式求根時，代入 lα 與代入 1lα +

它們兩者之間多項式的每一項皆符合(64)式之關係，因此參照圖 3.3，符合我們實現的

RS 碼其搜尋錯誤位置多項式的根之電路圖為圖 4.13，共有 17 的暫存器 ir 與 16 個變數-

常數乘法器 2 16,  ,  ,  α α α 。當電路啟動時，先將錯誤位置多項式 ( )L X 的係數 il 輸入至
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暫存器中，接著於每個循環不斷累乘暫存器中的值即可，直到循環完 2 ( 256)m = (其為伽

羅瓦場包含之所有元素個數)次後停止。 

 
圖 4.13  Chien search 電路 

而圖 4.14 為其電路流程圖，其中參數為： ir 為暫存器， j 為找出之第 j 個根，Num_Roots

為找出之根的個數， n為循環次數， root j 為儲存第 j 個根的 power。 

在此另外討論，若同以徵狀值運算電路的方式實現此演算法，則需使用 2 1m − 個變

數-常數乘法器分別來進行每個元素代入 ( )Xσ 之運算，相較之下，上述的電路僅需 t個

變數-常數乘法器，由於 2 1mt − ，故乘法器個數相對減少非常多，若在節省電路設計

成本及降低複雜度的考量下，很明顯地此為更好的設計方式。 
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圖 4.14  Chien search 電路運算流程圖 

(一) 初始化，並將 il load 至暫存器 ir 。 

(二) 藉由圖 4.13 之電路計算
16

0
i

i
r

=
∑ 。於第 0n = 個循環時，即計算 ( )

16

0

1 i
i

L r
=

= ∑ 。 

(三) 判別
16

0
i

i
r

=
∑ 是否為零，若為零，則將此元素之 power 儲存於 root j 中。在此，因為於

第 n個循環時，電路即計算元素 nα 是否為 ( )L X 的根，故 n亦為此元素之 power。 

(四) 累乘暫存器中的值 i
ir α⋅ ，目的是要計算將下一個元素 1nα + 代入 ( )L X 之結果，故回

到(二)直到 255n = 。 

因此，最後我們可找出錯誤位置 root j ，其中 j t≤ ，以及錯誤個數 Num_Roots。 
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4.3.4 Forney電路 

 

圖 4.15 為 Forney 演算法的電路流程圖，大致分為兩階段，第一階段要先找到關鍵

方程式 ( )XΩ ，第二階段再將 Chien search 找到的 v個根 jR 一一代入多項式求得相對應

之 v個錯誤值，其同時分別先將 jR 代入 ( )XΩ 與 ( )Xσ ′ 後再相除即可。 

 

( )Find XΩ

Y

N

Start

End

( )jRΩ ( )jRσ ′

( )
( )

j

j

R

Rσ

Ω

′

( )0 1 15j t≤ ≤ − =

 
圖 4.15  Forney 電路運算流程圖 

首先，找出 ( )XΩ 。從(67)式與(68)式得知 ( )XΩ 的每一項係數為 

 ( )
0 1 1 0

0

i
i

i i i j i j
j

l s l s l s l s− −
=

Ω = + + + =∑  (82) 

分解後如下 

 
0( )

( )
1

,                   for 0

,      for 1
ii

j i
j j i j

l s j
l s j i− −

=Ω = Ω + ≤ ≤
 (83) 

( )i
jΩ 為 ( )iΩ 的第 j 次計算結果，故 ( )XΩ 每一項係數需 1( 15 1)i + = + 個循環時間才能計算

完成。同理，我們可利用 Berlekamp-Massey 電路找出 ( )XΩ 的所有係數，如圖 4.16，

其與求差異值的電路相同，此時，由於 ( )L X 已滿足廣義牛頓恆等式的所有徵狀值，故

無差異值。 
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圖 4.16  尋找關鍵方程式 ( )XΩ 電路 

接下來是多項式的代值運算，我們一樣將(72)、(73)式拆解成 ( 16)v = 個循環來完成，

數學分解式如下： 

 ( )
( 1)

1,                   for 0
,      for 1 1

i
j i

j j

i
R

R R i v−

==  ⋅ ≤ ≤ −
 (84) 

 ( ) ( )
0( )
( 1) ( )

,                                 for 0

,      for 1 1
i

j i i
j i j

i
R

R R i v−

Ω =Ω = Ω +Ω ⋅ ≤ ≤ −
 (85) 

 ( ) ( )
( )

0

( ) ( 1) ( )

( 1) ( )
1

,                               for 0

0 ,    for 1 1,

,  for 1 1,

i i i
j j j

i i
j i j

l i

R R R i v i odd

R l R i v i even

σ σ

σ

−

−
+

 =
′ ′= + ⋅ ≤ ≤ − ∈


′ + ⋅ ≤ ≤ − ∈

 (86) 

其中， ( )i
jR 為於第 i個循環時 jR 的 i次方(即 jR 累乘 i次)， ( )( )i

jRΩ 為 ( )jRΩ 於第 i個循環

計算結果， ( )( )i
jRσ ′ 為 ( )jRσ ′ 於第 i個循環計算結果，其運算電路如圖 4.17 所示。然而，

由於錯誤個數 v未知，故我們計算都以最大值 16t = 來假設。 
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圖 4.17  錯誤值運算電路 

(一) 將 Chien search 找出之根 root j 輸入電路，並藉由多工器來選擇要輸入的根，但由於

root j 為元素的 power，因此我們需要透過查表才能得到其相對應元素的值 jR ，

gf_alpha_rom rootj jR  =  。 

(二) 另外兩個多功器同時選擇 ( )XΩ 和 ( )Xσ ′ 的第 i項係數輸入電路與 ( )i
jR 相乘，其中

( )Xσ ′ 的奇數項係數為零，而偶數項係數為 1il + 。 

(三) 經過 t 個循環得到 ( )jRΩ 和 ( )jRσ ′ 後， ( )jRσ ′ 需藉由查表找到其相對應之反元素

( )( ) 1

jRσ
−

′ ， ( )( ) ( )1
gf_inv_romj jR Rσ σ

−
 ′ ′=  ，最後將它們彼此相乘即可找到錯誤

位置 root j 其相對應之錯誤值。 

因此，此整個電路亦要循環 t 次，才能計算出 t 個錯誤值。 
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第5章 實驗模擬與結果分析 
 

在前面的章節已介紹 RS 碼的演算流程及分析其運算電路架構，接下來我們將利用

模擬軟體 ModelSim，來針對第四章中的 (255,  223,  16) RS 碼編解碼器之每個模組電路進

行各自的模擬驗證。首先我們先使用 C 語言撰寫編解碼演算法並模擬，接著再透過

ModelSim 模擬所設計的 Verilog 硬體描述語言，比較模擬結果以完成 function 驗證的工

作。 

 

5.1 編解碼器之模擬驗證 

 

我們測試的訊息訊號序列為0,  1,  ,  222 ，首先將其經過編碼器加以編碼，再於接

收端將編碼後的碼字 207,  208,  ,  222 訊號處手動加入錯誤(皆改成錯誤訊號 100) ，此

即為我們測試的接收訊號，接著再依序模擬解碼端每個演算法模組，最後驗證解碼結果

能將錯誤訊號更正回正確的訊號。 

 

5.1.1 編碼器 

 

 
圖 5.1  編碼器時序波形圖 
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圖 5.2  編碼器模擬結果 

 

 
圖 5.3  C 語言-編碼前之訊息訊號 
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圖 5.4  C 語言-編碼後之碼字 

 

5.1.2 徵狀值運算器 

 

 
圖 5.5  徵狀值運算器時序波形圖 
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圖 5.6  徵狀值運算器模擬結果 

 

 
圖 5.7  C 語言-接收訊號 
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圖 5.8  C 語言-徵狀值 

 

5.1.3 Berlekamp-Massey錯誤位置多項式產生器 

 

 
圖 5.9  Berlekamp-Massey 錯誤位置多項式產生器時序波形圖 

 

 
圖 5.10  Berlekamp-Massey 錯誤位置多項式產生器模擬結果 

 

 
圖 5.11  C 語言-錯誤位置多項式之係數 
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5.1.4 Chien search錯誤位置運算器 

 

 
圖 5.12  Chien search 錯誤位置運算器時序波形圖 

 

 
圖 5.13  Chien search 錯誤位置運算器模擬結果 

 

 
圖 5.14  C 語言-錯誤位置多項式之根的 power 
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5.1.5 Forney錯誤值運算器 

 

 
圖 5.15  Forney 錯誤值運算器時序波形圖 

 

 
圖 5.16  Forney 錯誤值運算器模擬結果 

 

 
圖 5.17  C 語言-相對應於錯誤位置之錯誤值 
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5.2 結果分析 

 

於進行模擬中，因為我們計算徵狀值時，訊號是由第一個 byte(=0)開始輸入電路運

算，所以第一個 byte 是多項式的最高階，故在此解出的根其 power 就是錯誤位置，不需

要再另外透過式子2 1m l− − 之運算。經由 ModelSim 模擬後，我們得到的錯誤位置及相

對應錯誤值如表 5.1 所示。 

錯誤位置 正確之原始訊號 錯誤值 錯誤值對應之二進位 

208 207 171 10101011 

209 208 180 10110100 

210 209 181 10110101 

211 210 182 10110110 

212 211 183 10110111 

213 212 176 10110000 

214 213 177 10110001 

215 214 178 10110010 

216 215 179 10110011 

217 216 188 10111100 

218 217 189 10111101 

219 218 190 10111110 

220 219 191 10111111 

221 220 184 10111000 

222 221 185 10111001 

223 222 186 10111010 

表 5.1 模擬解碼結果 

我們利用找到的錯誤位置與錯誤值進行錯誤更正的動作，而此動作即是將錯誤訊號

加上找到的錯誤值(此加法為二進制 XOR 運算)。在此，錯誤訊號 100 對應之二進位為

01100100，我們以錯誤位置 208 為例，其錯誤值 171 對應之二進位為 10101011，更正結

果如(87)式。依此類推，即可將所有錯誤訊號更正回來。 

 ( ) ( ) ( )10
01100100 10101011 11001111 207⊕ = =  (87) 

最後結果與 C 語言的結果一致，如圖 5.18 所示。 
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圖 5.18  C 語言-解碼後之訊號 

在此統計每個模組進行模擬運算所需的時間如表 5.2，以 clock 為單位。 

編碼器 徵狀值運算器 Berlekamp-Massey Chien search Forney 

255 255 3086 258 868 

表 5.2 模擬時間 

由於多項式運算採序列解碼方式，故其中以包含許多多項式運算的 Berlekamp-Massey

以及 Forney 這兩個模組所需的時間花費較長。 
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第6章 結論與未來展望 
 
    本論文主要針對 RS 碼編解碼器之硬體電路運算進行分析，以 Verilog 硬體描述語言

設計 (255,  223,  16) RS 碼的運算電路架構，並在 ModelSim 軟體下進行模擬。由於 RS 碼

是基於有限場元素來運作，因此有限場運算器設計是電路架構的基本要素，當中以乘法

器較為複雜，必須先透過數學推導得知其規則後才能進行下一步之設計，與一般通用乘

法器不同，尤其是變數-常數乘法器更需依照每個不同的常數去設計，但此方式仍是系

統評估後較有效率的選擇。另外我們反元素運算使用查表方式以避免有限場反向器的設

計，雖然佔用了 256 bytes 記憶體資源，但卻可使電路複雜度大幅降低，相較之下，對

於電路效益是提升的。解碼程序中，Berlekamp-Massey 演算法與 Forney 演算法皆包含

多項式運算，若同時運算整個多項式，實現電路之複雜度與成本皆需付出較大的代價，

然而，我們採用將多項式分解為序列解碼的方式，於每個時刻皆僅運算一個係數符號元

(1 byte)，如此一來，可達到大量簡化電路的效果；除此之外，徵狀值運算器與 Chien search

電路雖然皆屬於多項式求值運算，但兩者卻以不同的系統化規則來實現，其目的仍是為

了減少變數-常數乘法器個數的使用，總歸而言，整體解碼仍以 Berlekamp-Massey 演算

法電路最為複雜。由此可知，RS 碼的編解碼器設計首要工作必須先考慮參數，無論是

本質多項式的不同抑或是生成多項式的改變皆會影響電路架構，因此我們需在了解系統

所採用的 RS 碼規格後再進行硬體設計。本研究已對 RS 碼傳統的硬式決策解碼做詳細

的運算分析與實作探討，瞭解基礎的運作以利未來的改善工作。 

如同緒論所述，針對 RS 碼之解碼演算法後續已被學界廣泛分析與改良，但其中軟

式決策解碼可能會面臨解碼器高複雜度的困難，故如何同時滿足低複雜度與低錯誤率的

需求，截至目前仍為學者研究之議題。因此，我們未來目標為加入可更正抹除(erasure)

訊號功能並朝向軟式決策解碼器的方向進行研究，以實作為考量，期許能夠實際應用在

產業層面。 
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