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摘要 

    本研究使用共旋轉全拉格蘭日有限元素法分析空間中一個兩端固定之

細長梁，先在一端受固定的扭轉角，再施加端點軸向強制位移後的挫屈負

荷及挫屈後行為。 

    本文採用由蕭國模博士與林文一博士所提出的一致性共旋轉全拉格蘭

日有限元素法[18]來推導梁元素，應變採用以 Green strain 以及 Engineering 

strain 來進行分析，以完整非線性梁理論之二階一致線性化(consistent 

second order linearzaton)推導含撓曲、扭曲及軸向變形間耦合效應梁元素。 

    本文解非線性平衡方程式的數值計算方法是基於牛頓-拉福森

(Newton-Raphson)法配合弧長控制(arc length control)法的增量迭代法。以系

統切線剛度矩陣之行列式值為零做為挫屈準則。 

    數值例題將探討空間中不同細長比之細長梁，在受到固定轉角及軸向

壓縮之挫屈負荷及挫屈後的軸向反力，比較以 Green strain 以及 Engineering 

strain 來分析的差異，並考慮梁之自重以及梁之初始不完美的影響。 
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ABSTRACT 

The buckling and postbuckling behavior of clamped spatial rods subjected to 

a prescribed end axial rotation first, and then under compressive axial 

displacements is investigated using the corotational finite element method.  

The consistent co-rotational finite element formulation for three-dimensional 

Euler beam presented by Hsiao and Lin [18] is employed here.  Both the Green 

strain and engineering strain are used for the measure of strain here.  All 

coupling among bending, twisting, and stretching deformations for beam 

element is considered by consistent second-order linearization of the fully 

geometrically nonlinear beam theory.  

  An incremental-iterative method based on the Newton-Raphson method 

combined with constant arc length of incremental displacement vector is 

employed for the solution of nonlinear equilibrium equations. The zero value 

of the tangent stiffness matrix determinant of the structure is used as the 

criterion of the buckling state. 

  Numerical examples are presented to investigate the effect of the prescribed 

end axial rotation and slenderness ratio on the initial, buckling, and postbuckling 

end axial reaction force of spatial rods under end compressive axial 

displacements.  The results obtained using the Green strain and the engineering 

strain, are compared.  The effect of self-weight and initial imperfection is 

investigated also.   
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第一章  緒  言 

 

電纜(cables)、纜繩(wire rope)在受到扭轉及軸向壓力/或低張力下會形

成複雜的環狀和纏繞的現象，此現象稱為 hockles[2-5]，此外 DNA 的超螺

旋(supercoils)也相當於纜繩的 hockles 現象[3,6]。當電纜、纜繩發生環狀和

纏繞的現象時會導致機械的損毀或光纖電纜信號的衰減，文獻上有很多纜

繩 hockles 現象的研究[1,2,4-7]。文獻上通常將纜繩視為撓曲剛度很小的細

長梁[3-5,7,8,10]，並用梁受到扭轉及軸力時的側向挫屈來探討 hockles 發生

的準則(criterion) [9]。 

文獻[9]用解析解探討兩端固定長度 的細長梁(如圖一所示)，將其一

端施加固定值的扭轉角

TL

，然後逐漸施加軸向位移，當 超過某一固定值

後，該梁會發生挫屈，若繼續增加



，則該梁會有複雜的挫屈後行為，文獻

[9]稱上述的問題為先扭轉後壓縮問題(twist-shortening problem)。文獻[9]中

考慮了軸向變形、剪變形、撓屈變形、及扭轉變形，並假設梁斷面有相同

主撓曲剛度(即 ，其中 、 為斷面主軸的面積慣性矩)，應力應

變皆在彈性範圍內，且無均佈載重，外加負荷只在梁的兩端點。當

III zy  yI zI

0 時，

梁挫屈時會先產生平面內(in plane)的側向位移，即所謂的側向挫屈，當 0

時，梁挫屈時會直接產生平面外(out of plane)的挫屈現象，如圖一所示。文

獻[9]探討當  3 時，細長梁的挫屈負荷及挫屈後軸向壓縮量和軸力的關

係。相同的問題亦在文獻[1-3]中亦探討相同的問題，文獻[1-3]使用 Cosserat 

rod theory，假設細長梁不可伸縮、不考慮剪應變，所得的數值解與文獻[9]

的理論解都相當吻合。文獻[1,2]中亦以實驗探討在  0 - 5 時，細長梁的

挫屈負荷及挫屈後行為，其實驗結果與理論解大致上有相同的趨勢，但在

初始挫屈時，兩者有相當的差異，且越大，兩者的差異越大，文獻[2]認

 1



為此差異可能是沒有考慮重力影響、沒有考慮摩擦力、沒有考慮剪變形、

沒有考慮材料非線性、及實際的邊界條件與分析的邊界條件不一致等原因

造成的。但文獻[2]中僅探討重力的影響，文獻[2]發現重力並無法解釋兩者

的主要差異。文獻[2]使用的 Cosserat rod theory，假設梁不可伸縮，且不考

慮扭轉與軸向變形間的非線性耦合[11]，但當扭轉率很大時，該耦合或許不

能忽略。故本文認為文獻[1,2]之實驗結果與理論分析的差異可能與未考慮

梁撓曲、扭曲及軸向應變間的耦合效應有關。因此本研究將考慮梁的撓曲、

扭曲及軸向應變間的非線性耦合效應，探討文獻[1-3]中細長梁先扭轉後壓

縮的問題，分析該梁的挫屈負荷及挫屈後行為。 

文獻 [12]中使用共旋轉全拉格蘭日 (Corotational Total Lagrangian 

Formulation)有限元素法推導梁元素，以梁之正確的變形機制(Kinematics)及

完整非線性梁理論之二階一致線性化(consistent second order linearzaton)推

導含撓曲、扭曲及軸向變形間耦合效應之 12 個自由度的三維梁元素，由文

獻[12]的數值例題中可以發現其梁元素應用在空間梁結構的幾何非線性分

析及挫屈分析上有很精確的結果，文獻[11]中使用文獻[12]的梁元素探討一

端為固定端，另一端限制了側向位移及側向轉角之細長梁，受端點軸力與

扭矩作用下的挫屈負荷及挫屈後行為，其結果與文獻[1,13]的結果相當吻

合。 

    文獻[14]使用與文獻[12]相同的方法，但考慮了扭轉的翹屈剛度推導一

個 14 個自由度的三維梁元素，由文獻[11, 12, 14]的數值例題，可以發現其

梁元素應用在空間梁結構的幾何非線性分析及挫屈分析上有很精確的結

果，但在梁斷面之主慣性矩 、 相差很大時，需要使用很多的梁元素才

可以收斂到精確的結果。文獻[15, 16]中發現隨元素的數目的增加，元素節

點內力及剛度矩陣中含梁元素之長度、形心軸側向位移的一次微分、及扭

yI zI
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轉角之項會趨近於零，若去掉這些會趨近於零的項，可以在梁斷面之主慣

性矩 、 相差很大時，用很少的元素得到精確的結果。 yI zI

本研究將採用文獻[14]的三維梁元素，並去掉元素節點內力及剛度矩陣

中含梁元素之長度、剪心軸側向位移的一次微分、及扭轉角之項，以增加

收斂速率。本研究將以牛頓法及定弧長法的增量迭代法解非線性平衡方程

式。本文將分析文獻[1,2]中細長梁先扭轉後壓縮的問題，探討該梁的挫屈

負荷及挫屈後行為，並與文獻[1,2]的理論及實驗結果比較。本研究將考慮

重力及結構之初始不完美(initial imperfection)的影響。當應變不是很小時，

由工程應變及工程應力[17]與使用 Green strain 及 Second Piolla Kirchhoff 

stress [11, 14]推導出的梁之軸向力的二次項有些差異，此差異亦可能影響分

析的結果，所以本研究亦將比較兩者分析的結果。 
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第二章  理論推導 

2.1 問題描述 

    本文將探討如圖一所示之雙對稱的固端細長梁，受到軸向位移及扭轉

的幾何非線性行為。本文將使用共旋轉有限元素法(co-rotational finite 

element formulation)探討該細長梁的挫屈負荷及挫屈後行為。 

 

2.2 基本假設 

    本文對梁元素的推導，做如下的基本假設： 

 (1)梁為細長的等斷面、雙對稱梁，且Euler-Bernoulli 假說成立。 

 (2)梁元素的形心軸之單位長度伸長量(unit extension)為均勻的伸長。 

 (3)梁元素的變形與應變皆為小變形與小應變。 

 (4)梁元素斷面的翹曲為梁元素的軸向扭轉率與該梁的聖維南(Saint    

  Venant)翹曲函數的乘積。 

 

 

 

2.3 座標系統描述 

    本 研 究 是 使 用 共 旋 轉 有 限 元 素 法 (co-rotational finite element 

formulation)，將梁分割成若干個兩個節點的梁元素。為了描述系統的運動、

元素的變形、邊界條件，本文中共定義了三套直角座標系統： 

(1) 固定總體座標系統(圖二)，  3) 2, ,1( iX G
i

系統的節點座標及方位，其他座標系統之座標軸的方向餘弦，皆

在此座標系統中定義。 

(2) 元素座標系統(圖二)， 3) 2, ,1( ixi  
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此座標系統附屬在每一梁元素上，其原點位於該元素的節點1上，

軸通過該元素的兩端節點(1，2)， 軸與 軸在元素變形前與斷

面的主軸方向一致，而元素變形後的 軸與 軸，可由該元素未

翹曲的兩端斷面的方位來決定，是分別將位於節點 1，2 變形後

的斷面繞一個與該斷面之法線及 軸垂直的旋轉軸旋轉一角度使

斷面之法線方向與 軸方向一致(此時並不考慮斷面之翹曲變

形，否則斷面的法線方向無法定義)，然後再以兩斷面主軸方向的

角平分線作為 軸及 軸的方向。梁元素的變形、節點內力、以

及元素剛度矩陣，皆在此座標系統中建立。 

1x 2x

x

3x

2 3x

1x

1x

x2x 3

(3) 元素斷面座標系統(圖二)，  3) 2, ,1( ixS
i

此座標系統與元素的斷面一起平移和旋轉，其原點剛接於未翹曲

斷面的剪力中心， 軸為未翹曲斷面的法線方向， 軸與 軸分

別與未翹曲斷面的主軸重合。元素的變形是由斷面座標相對於元

素座標的旋轉來決定。 

Sx1
Sx2

Sx3

 

    本文中以符號 代表行矩陣。總體座標系統  GX

S
3

{ }與元

素座標 x = ,元素斷面座標 ={ }的關係可表示如下: 

GGG XXX 321 ,,

321 ,, xxx Sx SS xxx 21 ,,

   xAX GE
G 

                                             (2.3.1) S
GS

G xAX 

其中 、 分別代表元素座標、元素斷面座標對於固定總體座標系統

的方向餘弦矩陣。   

GEA GSA
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2.

量

4 旋轉向量 

  本文中使用旋轉向量來表示一個有限旋轉，如圖三所示，一向量b受

到一旋轉向 a 的作用而轉到一個新的位置b，向量 與 之間的關係可

成 : 

b b

表示

  )(sin))(cos1cos baababb (                       (2.4.1)  

其中符號．與分別代

       

表向量的內積與外積，表逆時鐘方向旋轉角， 表

轉軸的單位向量。 

形可以由其形心軸的位移、截面的翹曲(warping)及其截面

之形心軸上的對應點。在旋轉座標上 Q 點的變

                     

        

a

旋

 

 

2.5 Euler 梁的變形描述 

    本文在旋轉座標上描述梁元素的變形，由(2.2)節中的基本假設可知

Euler 梁元素的變

的旋轉來描述。 

    本研究採用[23]中之梁的變型機制，如圖二中 Q 點為梁元素中的任意

點，P 點為 Q 點在同一斷面

形前後位置可以表示如下: 

                           (2.5.1) 321 eeer zyx 0

   SSS
,sp zyωwvx 321 eeeeer 32                  (2.5.2) 

其中

θ1 e1

x、 y 、 z為變形前Q點在元素座標 ix ( ,1 3,2i )上的座標， x亦 點為

變形前 軸的座標， y、

P

1x z亦同時是Q點在 軸的座標。 )x )Sx2 與
Sx3 (xp 、 (xv

以及 )(xw 分別是變形後 點在元素座標P ix ( 3,2,1i )上的座標， )(xv 、 )(xw 亦

為P點在 3x 軸方向的位移，2x 及
s

θ

θ

,s


 1

1 是梁斷面沿變形後形心軸的軸向

扭轉率， )(1 xθ 為形心軸的扭轉角，s為變形後形心軸的弧長， ),( zy  代

表等斷面梁的聖維南翹曲函數， ie 及 S
ie ( 3,2,1i )分別為 與ix S

ix 軸的單位向
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量，梁變形後形心軸的單位切線向量可表示為 

t  } , ,{cos 23  n                                        (2.5.3) 

其中 

   
o

w

s

w












12                                       (2.5.4) 

   
o

v

s

v












13                                          (2.5.5)     

   212
3

2
2 )1(cos  






s

x p
n                               (2.5.6) 

    xw
x

w ,


  ，
w xv

x
v 




v
,

 ， 1




x

s
o                        (2.5.7) 

0 為形心軸的單位伸長量。 

    忽略扭轉翹曲的情況下，在方程式(2.5.4)至(2.5.7)中，s為節點1至點P

間的剪心軸在變形後的弧長，而 0 為剪心軸的單位伸長量(unit extension)。

由梁剪心軸上的認一點P在變形後的位置向量及方程式(2.5.6)與(2.5.7)，在

可以表示如下 

系統的定義，其值為零。 

由梁元素的變形為小變形的假設，利用近

)(xxp小應變的假設情況下，

       xx dxwvux
0 ,,01 ])[()                       (2.5.8)  
x

px 2/12221(

其中 )(1 tu 為節點1在 1x 方向上的位移，由元素座標

似式 

2/12
,

2
,

2 ])1[( xx0 wv  )
2

1

2

1
1( 2

,
2
, xx0 wv   ，(2.5.8)式可表示成 

   dxwvuxx
x

xxop 0 ,,1 22

    由座標系統的定義可知，在變形前 ix 軸與 ix ( 32,1

 22 )
11

1()(                            (2.5.9) 

S ,i )軸的方向是一致

的，即 ie 與 3) 2, ,1( iie 的方向是一致的，而且變形後 1e 與(2.5.3)式的 t 方

向一樣。在本文中假設變形後的 3) 2, ,1( iS
i 的方向是由

S S

單位向 以下 個量e 兩
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旋轉向量連續作用於單位向量 ie 3)2,,1( i 來決定[18]、[23]： 

      nθ nn                                              (

     θ

2.5.10) 

t1t                                                       (2.5.11) 

     } , 0,{})( 12
3

2
2 

n

 ,)( ,0{ 32
2/2/12

3
2
22 nn  3n         (2.5.12) 

其中 為垂直於 與 t 之單位向量，n 1e 為 和 t 的夾角，1e 1 為斷面繞 的轉

角。 

t

   將旋轉向量 作用在 上，使其轉至一中繼位置nθ ie ie，如圖二所示，此時

與 t 重合，再將 作用在1e tθ ie，將其轉到 。若 、 、以及 已知，則

元素斷面座標 就唯一決定；反之，若 與 已知，則旋轉向量 與 亦

唯一決定。 

S

e

ie

ie

ie nθ tθ

θS
ie S

i n tθ

   與 之關係可表示如下[18]、[23] S
ie ie

                                      (2.5.13) ,],,[ 21 ii
S
i ReeRRte 

  21111 sincos rrR    

  21112 cossin rrR    

   })cos1(cos ,{ 3231 nnnnn  r cos1( ,2
2 

cos1( 

)n

n    })cos ,)cos1(,{ 2
33222 nnn nn  r

其中R稱為旋轉矩陣。因R為 3) 2, 1,( ii 的函數，所以本文中稱 i 為旋轉

參數。 

    當 3) 2, 1,( ii 分別有一微小變化 i 時，斷面座標會旋轉到一個新的

位置，此一新的位置可由元素座標繞 (ix i 3,2,1 )軸分別作微小旋轉 i  

( )而得。 3,2,1i

  } , ,{ 321  θ 與 { } , 32 ,1   之關係可表示如下[18]、[23]： 

Tθttttt θ  ] , , [ 21 ba                                         (2.5.14)    
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 }
cos

 ,
cos

1
 ,{ 32

2
3

31
nn 



 

t  

 }
cos

1
,

cos
,{

2
232

22
nn 



 

t  

 2
3

2
2

3 )cos1(







 na  

   2
3

2
2

2 )cos1(







 nb     

 (2.5.14)式之反函數可表示如下:                      

                                 (2.5.15)  


 1

2

3

cos0

0cos

1

















 Tθ

n

n

ba

    當旋轉參數 2 與 3 很小時， 1T 矩陣可近似如下式 

     






















10

01

1

2

3

22
1

32
1

1





T                                   (2.5.16)    

    將 (2.5.14)式代入 (2.5.2)式，利用近似式 2
3

2
2 2

1

2

1
1cos  n 、

 sin 、 2

2

1
1cos   並保留變形參數至二次項,則位置向量r 可以化簡

成 

                      (2.5.17) 332211 eeer rrr 

    xp zyxr ,11323121 )()(            

    3,1132
2

1
2
32 )

2

1
()](

2

1
1[ xzyvr    
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    2,1
2

1
2
21323 )](

2

1
1[)

2

1
( xzywr           

   由梁之形心軸單位長度的伸長量為均勻的伸長量之假設及(2.5.9)式，可

以得到形心軸單位長度伸長量 0 可表示如下 

 


 L
xx dxwv

LL

Ll
0

2
,

2
,0 )(

2

1                                    (2.5.18) 

                                                       (2.5.19)

其中

12 uuLl 

L為梁元素變形前的長度，l 為梁元素變形後之形心軸的弦長， 、

分別為節點 1 與 2 在 方向的位移。 

1u 2u

1x

    本文中假設梁元素形心軸的位移 v , 與軸向扭轉角w 1 皆為 x 的三次

Hermitian 多項式，因此v , ,w 1 可表示成: 

 b

t

b

t vvvvNNNNxv uN },,,{},,,{)( 22114321                         (2.5.20) 

 c

t

c

t wwwwNNNNxw uN },,,{},,,{)( 22114321                  (2.5.21) 

  d

t

d

tNNNNx uN 21211143211 ,,,} ,,,{)(                       (2.5.22) 

),1)(1(
8

      ),2()1(
4

1

  ),1)(1(
8

      ),2()1(
4

1

2
4

2
3

2
2

2
1









L
NN

L
NN

                 (2.5.23)  

L

x2
1                                                       (2.5.24) 

其中 與 (jv jw j = 1, 2)分別是v與 在節點w j 的節點值， 與 (jv jw j = 1, 2)則

分別是
x

v
v 與





x

w
w




 在節點 j 之節點值。 2) ,1(1 jj 是 1 在節點 j 的節

點值， )2 ,1( jj 則是
xx 


,1

1 在節點 j 的節點值。 ( i = 1－4)為形狀函

數(shape function)。 

iN

  將(2.5.19)至(2.5.21)式代入(2.5.18)式整理可得 
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  0 )
2

1

2

1
(

1
c

t
cb

t
ba

t
aL

uGuGuG                                  (2.5.25) 

aG }1,1{                                                      (2.5.26)          

dxvGGGG xbbbbbb   ,4321 },,,{ NG                            (2.5.27) 

dxwGGGG xcccccc   ,4321 },,,{ NG                            (2.5.28) 

},{ 21 uua u                                                     (2.5.29) 

 將(2.5.25)代入(2.5.9)整理可得 

px  xa
t
auN

L

x

2
)( c

t
cb

t
b uGuG    x

xx dxwv0
2
,

2
, )(

2

1
            (2.5.30) 

}
2

1
,

2

1
{

 
aN                                               (2.5.31)  

 

2.6 Euler 梁的應變及應變的變分 

    為了推導上的方便，本節中我們將先推導出梁的應變以及應變的變

分。本文中採用了 Green strain 及工程應變(Engineering strain)來描述梁的變

形，但本章中的推導僅列出用 Green strain 的推導，工程應變的推導在[17]

中有詳細的推導，兩種應變推導的節點內力中的軸力及扭矩有些微的差

異，本章中僅列出其不同的部分。 

 

2.6.1 梁的應變    

    假如將(2.5.1)式中的 x、y、z視為拉格蘭日座標(Lagrange coordinates) 

，則 Green strains 11 、 12 、 13 可以表示成[23]: 

  )1(
2

1
1

t
111  gg ， 2

t
112 2

1
gg ， 3

t
113 2

1
gg                       (2.6.1) 
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zyx 











r

g
r

g
r

g 321 ,,                                    (2.6.2) 

    將(2.5.9)、(2.5.17)帶回(2.6.2),可得 的分量 (ig ijg 3,2,1, ji )如下 

  )()(
2

1
1 2

,
2
,11 3,x1,x22,x1xxo ywvg                     (2.6.3) 

   xxxxxz ,1,2,13,31 )(   

  





xxxxxxx

xxo

z

yg

,3,13,1,1,23,32

,33,11312

)
2

1

2

1
(

)()1(



  

  





xxxxxx

xxxo

z

yθg

,2,12,1,22,11

,1,23,32213

)(

)
2

1

2

1
()1(




 

  
yxg ,,132121    

  
yxg ,3,1

2
3

2
122 )(

2

1
1  

 

  
yxg ,2,132123 2

1  
 

  
zxg ,,123131    

  
zxg ,3,132132 2

1  
 

  zxg ,2,1
2
2

2
133 )(

2

1
1                                        

     將(2.6.2)式及(2.6.3)式代回(2.6.1)式，保留變形參數及其微分到二次項

可得: 

                                                     (2.6.4-a) 2
11

1
1111  

   
xxxxxxo zwyv ,1,,

1
11  
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2
,1

2
,,,1,1

2
,

2
,,

2
,

2
,1,1

2
,1

22
,,,

22
11

2

1
)(

2

1
2

1
)(

2

1
)(

2

1

xxxxxxxxxxoxxxxxx

xxxxxxxxxxoo

zwyvwzwyzv

vyvzwyzyzwyv








   

                                                     (2.6.4-b)  2
12

1
1212  

  
xy z ,1,

1

12 )(
2

1  
     

  

)(
4

1

])([
2

1

,,,,

,1,1,,,1,,,1,,1,
2
12

xxxxxx

xxxyxxxyxxxyxoy

vwwvz

wzvy



 
 

                                             (2.6.4-c) 2
13

1
1313  

  
xz y ,1,

1
13 )(

2

1  
 

  

)(
4

1

])([
2

1

,,,,

,1,1,,,1,,,1,,1,
2
13

xxxxxx

xxxzxxxzxxxzxoz

wvvwy

vywz



 
  

其中 代表 中之 k 次項。 )2,1,3,2,1(1  kjk
j k

j1

 

2.6.3 梁的應變的變分: 

本文利用虛功原理推導元素節點內力，所以需要應變的變分。  

由(2.6.4)及(2.5.25)式可以得到應變的變分 

                                               (2.6.5-a)  1
11

0
1111  

   xxxxxxo wzvy ,1,,
0
11 

 13



  

)(

)()(

)(

)()(

)()(

,1
2

,,,1

,1
22

,1,,1

,11,
2

,,

,,,11,,
2

,

,,,1
1
11

xxxxxxoxx

xxxxxx

xxxxxxxx

xoxxxxxxxxx

xoxxxoo

wzvy

zyywzv

zywzyzvw

zwyzyzwvyv

yv





















                                              (2.6.5-b) 1
12

0
1212  

 
)(

2

1
,,1

0
12 zyx  

 

 

)
2

1
(

]
2

1

2

1
)(

2

1

2

1
[

]
4

1
)(

2

1
[

)
4

1
(]

2

1

4

1
[

)
4

1
()

2

1
(

,1,,1

,1,,,,,,,1

,,1,,

,,,1,,,

,,,1,
1
12

xyxx

xxyxxyxxycyx

xxyxx

xxxxyxxx

xxxxyo

wzvy

zwyv

zwvzzvw

zvw





















 

                                               (2.6.5-c) 1
13

0
1313  

 
)(

2

1
,,1

0
13 yzx  

          

 

)
4

1
()

2

1
(

]
2

1

2

1
)(

2

1

2

1
[

)
4

1

2

1
()

4

1
(

])(
2

1

4

1
[

)
4

1
()

2

1
(

,,,1,,1

,1,,,,,,,1

,,1,,,,

,1,,,

,,,1,
1
13

xxxxzxx

xxzxxzxxzozx

xxzxxxxx

xzxxx

xxxxzo

ywv

vywz

ywyvywv

zyvw

yvw




















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)(
1

0 c
t
cb

t
ba

t
aL

GuGuGu                            (2.6.6) 

 

2.7 元素節點內力之推導 

本文將元素的節點內力 f 視為作用元素節點的外力。本文利用虛功原

理在元素座標上推導元素節點內力。若在元素當前的變形位置給元素節點

j ( 2,1j ) 一個虛位移 },,{ 321 jjjj   ，  },,{ jjjj wvu  u ，

 1  , 2 β ，則由虛功原理可知 







fq

fq

t

Vint

t

ext

dVW

W







 )22( 131312121111                      (2.7.1) 

1111  E 、 1212 2  G 、 1313 2  G                                (2.7.2) 

} , , , ,{ 2211 Bmfmff                                               (2.7.3) 

} , , , ,{ 2211 Bmfmff 
                                                (2.7.4) 

},,,,{ 2211 βuuq                                             (2.7.5) 

},,,,{ *
22

*
11 βθuθuq                                         (2.7.6) 

其 中 extW 為 外 力 所 作 的 虛 功 ， intW 為 內 力 所 作 的 虛 功 ， 

，},, jj
*
j vw  θ { 1 j q 為元素節點變形參數 受虛位移q q 作用引起

的變量， 、}3 j,,{ 21 jjj ff ff },{ 1 , 32

jjj ff j ff 、 、},{ 31 jjjj mm , 2mm

}, 32,{ 1


jjj mm j mm  ( j = 1, 2)、 }2,{ 1 BBB ， 、ijf 
jf1 為作用在元素節點 j ，

方向的內力， 為作用在元素節點ix ijm j ，繞 軸的力矩、ix 
ijm 為作用在元素

節點 j 的廣義力矩之 分量， 為作用在元素節點ix jB j 的雙力矩(Bimoment)。 

    、 為梁元素對應於虛位移f f q 、 q 的廣義元素節點內力

 V dV)22( 131312121111  為應力所作的虛功， j1 ( j = 1, 2, 3)為梁
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元素對應於虛位移 q 虛應變，的 E為楊氏係數，G為剪力模數，V 為梁元

素未變形前的體積。本文中梁元素的應變、位置向量都表示成節點變形參

數 q 函數，為了推導上的方便，本文中將內力所作的虛功先表示成等效

節點力 f 對

的

q 作的虛功，再由 q所  與 q 關係求得元素的節點內力f 與

f 的關係。 

的

    q 與 q 的關係可以表示如下  

qTq                                                   (2.7.7)  

 



























2

222

111

3

I0000

0TT0T

00I00

00TTT

0000I

3

tttt
abb

bab

T                                   (2.7.8) 














00

00

000

3

2

L

L

j

j


































02

0

23

10

01

221





 jj

aj 2,13

j

j jbjT  ，T ，( )   (2.7.9)  

當元素較多時，(2.7.9)式中加底線的項會趨近於零，故可以忽略不計。 

    將(2.7.1)式代入(2.7.7)式可得 

                                                           (2.7.10) fTtf 

    由(2.7.1)及(2.7.2)式可以求得 ，為了推導上的方便，本文將在下一節

中用應力所作的虛功 推導等效元素節點

變形內力 。 

f

2 12 
V

dV)2( 1313121111 

f
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27.1  等效節點變形內力 的推導 f

    由(2.7.1)、(2.7.2)、(2.7.6)、(2.5.20)－(2.5.23)式及(2.5.29)式可得 

 
Vd

t

dc

t

cb

t

ba

t

a

t dVGGE )44( 131312121111   fufufufufq  

(2.7.11) 

},{ 1211

 ffa f ,                          (2.7.12) },,,{ 32223121

 mfmfb f

},,,{ 22322131

 mfmfc f , },,,{ 212111 BmBmd

f              

其中 為對應於if ),,,( dcbai  iu ),,,( dcbai  的廣義節點變形力向量，

iu 為 (2.5.20)－ (2.5.23)式及 (2.5.29)式定義之 的變分。 可以由  

組合而成。 

iu f if

),, dc, ba(i 

    將(2.6.4-a)式之 j1 及(2.6.22-a)式之 j1 (j = 1, 2, 3)代入(2.7.12)式，即可以

求得  。因本文中if ),,,( cbai  d j1 僅保留到變形參數到的二次項，所以

亦僅保留到變形參數到的二次項，但文獻[18]提到

if

x,1 的三次項不能忽略，

所以本文中亦將其保留。因本文採用共旋轉有限元素法，所以隨著元素數

目的增加， 3) 2, 1,( ii 都會趨近於零、 3) 2, 1,(, ixi 都會趨近於一個常

數，文獻[16]中由數值例題發現當元素數目較多時可以將含 3) 2, 1,( ii 的項

忽略，因此本文中將 中含if 3) 2,(  1,ii 的項忽略。 

   廣義節點變形力向量 if ),,,( dcbai  可表示如下   

  
]

2

3

2

1

2

1

2

1

2

3
[

1

2
,1

2
,

2
,

2
,1

2









dxEIdxvEIdxwEI

dxEIAELAEL
L

xxxxzxxy

xpooaa







Gf

                (2.7.13) 
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     dxwEfdxvEI xxxx

  

byzb

D

xx

  

bozb ,,112, 3)1(   NGNf

     dxvEfdxwEI xxxx

  

cyzc

D

xx

  

coyc ,,112, 3)1(   NGNf

   dxEIdxEIGJ xxbox
 

dopd ,1,1 )31()(   NNf   

       dxEKdxwvE x
 

dIxxxx
  

dyz
3
,1,, 2

1
3  NN  

 ，                                             (2.7.14) dAzI y  2 dAyI z  2

 ， ，dAI  2 dAyzyz   zyp III   

    dAyzJ zy })(){( 2
,

2
, 

   dAzyKI
222 )(  

若 採 用 工 程 應 變 ， 則 (2.7.13) 式 中 含 單 底 線 項  dxEI xp
2
,12

1  要 改 成

 dxGJEI xp
2
,1)2(

2

1  ，   dxEIGJ x
 

dop ,1)(  N 要改成

含雙底線項要去掉。 

  dxGJEIGJ x
 

dop ,1))2((  N

2.8 元素剛度矩陣之推導 

    依元素切線剛度矩陣的定義 qkf dd  及(2.7.13)式，元素切線剛度矩陣

k 可以表示成[18, 23]   

   




THkITk
q

q

q

f

q

f
k ])([ 0

14 D

t 










              (2.8.1) 

   



 q

f
k




                                                        (2.8.2) 

   




fq

fT
H





)( t

D                                                 (2.8.3) 

其中  為 的零次項， 為一非對稱矩陣，並可表示成 0
k k DH
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
































2

222

21

111

21

00000

0hh0h

0h0h0

00hhh

0h0h0

H

_

_

_

_

tttt
a

t
b

t
b

bb

t
ba

t
b

bb

D            (2.8.4) 

 

















 


000

000

11
0 32


jj

bj

m
L

m
L

h ， 





























0
2

1
0

2
1

00

0

1

1

23







j

j

jj

aj

m

m

mm

h ，( j = 1, 2)              

(2.8.5) 

其中 、 和20 0 0為 , 及22 33 23 的矩陣。 

     剛度矩陣 可以由以下的子矩陣k ijk ),( a, b, c, dja, b, c, di  用直接

剛度法組合而成 

   
j

i
ij u

f
k




                    (2.8.6) 

其中  已在(2.7.13)式定義，if )( a, b, c, di  ju )( a, b, c, dj  已在(2.5.20)－

(2.5.23)式及(2.5.29)式定義。 

   為一對稱矩陣，並可表示成 ijk

    )31( o

t

aa

a

a
aa L

AE 



 GG
u

f
k                                   (2.8.7) 

    




b

a
ab u

f
k ])31([

1
,  dxvEIAE

L xx
t

bz
t
boa NGG   
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    




c

a
ac u

f
k   ])31([

1
, dxwEIAE

L xx
t

cy
t
coa NGG   

  




d

a
ad u

f
k ]3[

1
,1,1   dxEIdxEI

L xx
t

dx
t

dpa   NNG    

   



 dxEIdxf t

bboz

t

bb

b

b
bb NNNN

u

f
k )1(12     

   



 dxE xx

t

cbyz

c

b
bc ,13  NN

u

f
k  

   



 dxwE xx

t

dbyz

d

b
bd ,3 NN

u

f
k   

   



 dxEIdxf t

ccoy

t

cc

c

c
cc NNNN

u

f
k )1(12      

   



 dxvE xx

t

dcyz

d

c
cd ,3 NN

u

f
k   

  













dxEK

dxEIdxEIGJ

x

t

d

 

dI

t

bbo

t

d

 

dop

d

d
dd

2

,12

3

)31()(



 

NN

NNNN
u

f
k

 

t
jiij kk              

其中加底線之項在元素較多時，會趨近於零，故可忽略， x,1 、 xx,1 、 、

在元素較多時會趨近於一個常數，所以本文中將其保留。                   

xxv,

xxw,

     

2.9 系統平衡方程式與收斂準則 

在固定總體座標系統中定義的非線性平衡方程式，可表為 
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 0PQQFQΨ  fdd λλ ),(),(                          (2.9.1) 

 

其中Ψ為系統的不平衡力，F為系統節點內力，Q為系統的節點位移，

為參考位移負荷向量，P 為參考力負荷向量，

dQ

f 為力負荷參數， d 為位移

負荷參數，其中 可由(2.7.13)元素節點變形力求得。 F

 

本文以不平衡力向量的 weighted Euclidean norm 作為迭代時的誤

差度量，而且收斂準則表示為 

 

 tol
r

e
N

e 
P


                       (2.9.2) 

 

其中 N 表離散系統的自由度數， 為端點反力， 是一給定的容許誤差

值。 

rP tole
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第三章 數值計算方法與程序 

 

本文解非線性平衡方程式(2.9.1)式的數值計算方法是基於牛頓－拉福

森(Newton-Raphson)法配合弧長控制法(arc length control)的增量迭代法

[20]。本文中以系統切線剛度的行列式值為零當作挫屈的準則，為了求得挫

屈負荷，本文採用二分法[21]，決定增量位移的長度，以求得系統切線剛度

矩陣之行列式值為零的平衡位置。為了求得次要平衡路徑，本文中在平衡

路徑的第一個挫屈負荷分歧點加入一個與第一挫屈模態向量方向一致的擾

動位移。 

 

3.1 增量迭代法 

若第 I 個增量的平衡位置為已知，則在此位置的系統切線剛度矩陣

可以求得，且第

TK

I +1個增量的初始增量位移向量 Q ，可利用尤拉預測值

(Euler predictor)求得 

 

 ,TQQ   (3.1) 

 

其中  為初始增量負荷參數， refTT PKQ 1 為參考負荷向量 的切線

解。

refP

 可利用下式求出[20] 

 

 ,)(
2/1

T
t
T QQ  (3.2) 

 

其中正負符號之決定方法如下：若第 I 與 I -1個增量收斂時，系統切線剛度

矩陣之行列式值同號，則  的正負符號和第 I 個增量時相同；若異號則符

號相反。 表第 I +1個增量的增量弧長，其值可以如下決定 

 

 ,)( 2/1
IID JJ    (3.3) 
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其中 為給定的期望迭代次數， 為第DJ IJ I 個增量，迭代至平衡所使用的迭

代次數， 為第I I 個增量的增量弧長。 

本文中第一個增量的增量弧長 1 是由下式決定 

 

 
crI

R

max

0max
1

R
  (3.4) 

 

上式中 為給定的參考自由度之最大位移量，maxR 0 為參考負荷向量 ref

作用下的系統線性解 0的 Euclidean norm max 為給定之最大增量次數

R

，

P

，R I

cr 0R 在參考自由度的分量的絕對值。為  

在平衡迭代時增量位移向量 Q 及增量負荷  已知，由 可求得梁

結構新的變形位置。再利用2.7與2.8節的方法，求得元素座標上的節點內力

及剛度矩陣。而對應此位置的負荷參數為

Q

  I ，其中 I 為第 I 個增

量達平衡時的負荷參數，  即增量負荷參數。當系統內力及外力求得後，

不平衡力量向量可由(2.9.1)式求得。若(2.9.2)式的收斂準則不能滿足，則

利用定弧長控制法，求得一位移修正量 Q 與負荷參數修正量，並加入前

一次迭代的 與Q 

Q

中，而得一新的增量位移向量與增量負荷參數，再進

行下一次的迭代。 與可由下列二式決定 

 

  (3.5) )(1 PKQ    T

 

  (3.6) )()(2 QQQQ   t

 

以上之迭代計算過程一直重覆至滿足(2.9.2)式的收斂準則為止。 
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3.2 二分法 

      利用3.1節的增量迭代法可以求得結構之主要平衡路徑。在每個增量

的迭代收斂時，可以得到該增量在其平衡位置的負荷參數及結構切線剛度

矩陣的行列式值 )(D 。令 I 及 )( ID  分別表示第 I 個增量在其平衡位置的

及 )(D 之值。 1I 及 )( 1D I 分別表示第 I +1的增量在其平衡位置的及

)(D 之值。 表示第1I I +1個增量的增量位移向量之弧長。若 )( ID  大於

零且 )(D 1I 小於零則可利用以下二分法求得挫屈負荷參數 NB ： 

(1) 令 , ,0 L 1 IR  IL   , 1 IR  ，其中下標L及R表示左界

及右界。 

(2) 取
21

RL
I





  ，重作第 I +1個增量迭代，並求得新的 1I 及

 )( 1ID  。 

(3) 若 )( 1ID  大於零，則令 1 IL  , 1 IL   

 若 )( 1ID  小於零，則令 1 IR  , 1 IR   

(4) 若下列二式挫屈誤差準則同時滿足 

 

   D
I e

D

D


)0(

)( 1
                (3.7) 

 

   


e
I

LR 


1
           (3.8) 

 

    其中 及 為給定的容許誤差值 De e

則 1I 即為系統挫屈負荷，否則回到步驟(2)，重新展開下一次二分法迭代。 

經由二分法求得挫屈負荷，再利用系統切線剛度 )(K 計算挫屈模

態，以下將說明挫屈模態的計算程序 

(1)   將 )(K 分解成一下三角矩陣L及上三角矩陣 使U LUK  ，其中L的對角

線元素值皆為1。 

(2)  找出矩陣U 主對角線元素之絕對值有最小值的行令為第 I 行。 
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(3)  令模態第 I 個分量 ，再將1 I 0KΘ  改寫成下式 

1,

,1

,1

,1

1

1

1

1

,1

1,1

1,1

,11,11,11,1

1

0

0

00100

0

0

,1

,1





































































































































NIN

II

II

I

NN

I

I

I

NNNNN

I

I

NII

K

K

K

K

KK

KK

KK

KKKK

NI

NI

















 

 (3.9) 
(4)  用高斯消去法求解(3.9)式得到模態  Θ

(5)  將Θ除以其分量中絕對值最大的分量 max ，即 

max


Θ
Θ  (3.10) 

 

3.3 N 循環迭代法 

在計算元素的剛度矩陣及節點內力時，必須使用形心的正應變 c 。對

某些問題，最初幾次迭代之形心正應變會比其收斂值的階數(order)大很多，

因此可能引起平衡迭代收斂困難或發散。為了改善收斂情況，本文採用了N

循環迭代法[22]，並說明如下： 

在第一次循環迭代中，(2.7.13)式及(2.8.7)式中，除了(2.7.13)式的 及

(2.8.7)式中的 使用目前變形的形心正應變外，其餘部份皆使用上一個增

量收斂的形心正應變來計算元素的節點力與剛度矩陣。 

af

aak

在第 I 次( I  > 1)循環迭代中，除了(2.7.13)式之 及(2.8.7)式中的

使用目前形心正應變來計算外，其餘的節點力與元素剛度矩陣皆使用前一

次循環迭代收斂的形心正應變來計算。此種循環迭代一直進行到相鄰兩循

環中元素的收斂軸力之差異小於給定的容許誤差才停止。 

af aak
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第 四 章 數值例題與結果 
     

    本章中將在 4.1 節驗證理論之準確性以及程式的正確性，在 4.2 節為探

討文獻[1,2]實驗，並與其實驗結果與理論結果比較。本章中
2

24

T

y
cr

L

EI
P


 為

固端梁受軸向力的挫屈負荷， 
T

y
cr L

EI
M

861.2
  為固端梁受軸向扭矩的挫

屈扭矩。 

 

4.1 本文理論之準確性以及程式的正確性 

    為了確定本文使用之理論的準確性以及程式是否正確，本節中分析了

兩個例題並與文獻的結果比較。 

 

例題一：固端梁受端點軸向力及扭矩的挫屈分析 

 

    如圖四所示，一長度為 的圓形斷面梁，A 端為固定端，B 端只允許

軸向位移及轉角，本例題有兩階段的力負荷，第一階段：在 B 端施加一固

定軸向外力

TL

P，第二階段：在 B 端不斷增加軸向扭矩M ，此細長梁其楊氏

係數 23 /1057 mmNE  ，剪力係數 23 /1020 mmNG  ，元素的數目使用

80 個元素， mm2000LT  ，斷面半徑 mmr 5.0 ，本例題圓形斷面之斷面性

質列於表一，本例題(2.9.2)式之容許誤差 7101 tole ，表二為在不同P下

所對應的挫屈扭矩 ，圖五為挫屈扭矩-軸力關係圖，本文的結果和文獻

[1]的結果幾乎重合，由圖五可看出在

nbM

0P 時 會近似於 ，而在

時

nbM crM

crPP  M 會約等於 0。 
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例題二：細長梁受端點軸向扭矩之次要平衡路徑 

 

    如圖六所示，一長度為 的方形斷面的梁，A 端為固定端，B 端只允

許軸向位移及轉角，施加軸向扭轉力

TL

M 使其發生挫屈後，再施加擾動位移

使其進入次要平衡路徑，此細長梁其楊氏係數 27 /102 cmNE  ，剪力係

數 26 /109.7 cmNG 

cma 1

，元素的數目使用 160 個元素， ，斷面邊

長 ，斷面性質列於表三，本例題(2.9.2)式之容許誤差

cmLT 720

6101 tole 。

圖 七 為 該 梁 受 扭 矩 之 -crMM / TL/ 曲 線 圖 ， 圖 七 中 該 梁 在

、 時發生挫屈，挫屈後考慮其次要平衡

路徑，本文細長梁挫屈後次要平衡路徑的結果和文獻[11]的分析結果幾乎

重合，圖八為該梁受扭矩之

0.10013/ crM M 610

TL

75.9

/

/ TL

 - )( 曲線圖，由圖七、八中可以看出，

在進入次要平衡路徑後，梁之軸向位移會增加，而 )( 與 則會

下降，圖八為該梁受扭矩之

crMM /

)( - 曲線圖，在圖九中細長梁在挫屈

前會

crM/M

)( - 會呈線性關係，而在挫屈之後細長梁會發生平面外的扭

轉挫屈現象。 

crMM /

 

4.2 分析文獻[1,2]實驗結果與理論結果之差異 

    在文獻[1,2]中分別以理論及實驗探討了如圖十之細長梁先扭轉後壓縮

的問題，其中為軸向強制轉角，為軸向強制位移，P 及 M 為 B 端對梁

之反力。文獻[1]理論使用 Cosserat rod theory，假設細長梁不可伸縮、不考

慮剪應變，細長梁一端完全固定，一端只允許軸向轉角及軸向位移。文獻

[2]中使用圓形斷面的細長梁來進行實驗，此細長梁材料為鎳鈦合金(nitinol 

alloys) ， 此 細 長 梁 其 楊 氏 係 數 23 /1057 mmNE  、 剪 力 係 數

23 /1020 mmNG  、線密度 mkg /0048.0 、半徑 mmr 5.0 、長度

- ，為了使鎳鈦合金在扭轉壓縮的過程中皆處於彈性範圍300TL mm2000
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內，在軸向扭轉越大的時候，將使用越長的梁進行實驗，但大多數的梁都

沒有超過 500mm。文獻[2]實驗首先以鑽機(drill)夾鑽頭的方式將細長梁兩

端盡量保持軸方向的方式固定於 AB 兩端，在 B 端施加強制轉角，再施

加軸向強制位移 ，由兩端之感測器量測端點軸向力 P與軸向扭矩M 。而

文獻[1,2]實驗的結果與文獻[1,2]理論的結果有所差異，文獻[2]認為此差異

可能是沒有考慮重力影響、沒有考慮摩擦力、沒有考慮剪變形、沒有考慮

材料非線性、及實際的邊界條件與分析的邊界條件不一致等原因造成的，

此外當應變不是很小時，由工程應變 (Engineering strain)及工程應力

(Engineering stress) [17]與使用 Green strain 及 Second Piolla Kirchhoff stress 

[11, 14]推導出的梁之軸向力的二次項有些差異，此差異亦可能影響分析的

結果，所以本章將分析梁之自重、實際的邊界條件與分析的邊界條件不一

致、梁結構之初始不完美(initial imperfection)以及採用 Engineering strain 與

Green strain 對分析結果的差異。本章例題三將探討梁受重力以及採用

Engineering strain 與 Green strain 的差異。 

 

例題三：固端梁受自重與端點扭角 

 

    如圖十一所示，一長度為 的圓形斷面梁，A、B 端皆為固定端，其

中 P 及 M 為 B 端對梁之反力，

TL

為端點強制扭角， 為中點側向位移，

本例題有兩階段的負荷，第一階段：考慮梁的自重，第二階段：在 B 端施

加強制轉角

mV

。本例題分為四種狀況：不考慮自重採用 Engineering strain

分析、不考慮自重採用 Green strain 分析、考慮自重採用 Engineering strain

分析及考慮自重採用 Green strain 分析，梁的長度考慮 、400、500、

、 五種長度，斷面半徑

300TL

600 700 mm mmr 5.0 ，此細長梁其楊氏係數

mm3 /1057 2NE  ，剪力係數 23 /10 mm20 NG  ，本例題細長梁斷面性
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質與文獻[2] 使用之細長梁相同，其值列於表三，在考慮自重時將自重視

為一個均佈負荷 mmNgq /10709.4 5 

101

作用於 的負方向，本例題皆

使用 200 個元素，容許誤差

GX 2

6tole 。表四為考慮自重下採用

Engineering strain分析及採用Green strain分析的兩種狀況在不同長度 及

扭角

TL

 下對應之 、 和 ，表五為不考慮自重下採用

Engineering strain分析及採用Green strain分析兩種狀況在不同長度 及扭

角

crMM / crPP / Tm LV /

TL

下對應之M 和 ，由表四與表五中可以發現不同的 在相同

狀況下對 的影響十分小，且在不考慮自重時 對 沒有影響，

因此在

crM/ crPP /

cr

TL

MM / TL crPP /

 - 之關係圖(圖十二、十三)及不考慮自重之crMM /  - (圖十四)

中僅畫出 的結果，此外由表四與表五中亦可發現考慮自重與不

考慮自重以及採用 Engineering strain 與 Green strain 對軸向扭矩影響十分的

小。圖十二、十三分別為不考慮自重及考慮自重在

crPP /

mm

mm500LT 

LT 500 下 -

之關係圖，由圖十二、十三可發現不考慮自重及考慮自重的

crM/M

與 為

線性關係，圖十四為不考慮自重在不同

crMM /

下 mm500LT  下 - 之關係

圖，由圖十四可看出當

crPP /

增加梁的軸力會隨之增加，而採用 Green strain 分

析的軸力會比採用 Engineering strain 的軸力大，且當越大兩者間的差異

也就越大，圖十五為考慮自重 )( - 之關係圖，由圖中可看當出 越

大則 隨著轉角的增加量會越小，圖十六為在考慮自重下在不同

crPP / TL

crPP / 之

- 關係圖，由圖十六可看出在TL crPP / 0 下採用 Green strain 分析與

Engineering strain 分析的軸力差異不大，在考慮自重下 越大，則 會

越大。圖十七為考慮自重在不同轉角

TL crPP /

下 - 之關係圖，因採用 Green 

strain 分析的軸力較大，因此以採用 Green strain 分析的中點軸向位移應較

小，而圖十七也符合預期的結果。。 

TL mV

    因 Green strain 的物理意義不明確，而 Engineering strain 有明確的物理

意義，所以本章中將以 Engineering strain 的結果與文獻的結果比較。 
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例題四：固端梁受自重，端點受扭角及軸向壓縮 

 

    如圖十八所示，一長度為 的圓形斷面細長梁，其中 P 及 M 為 B 端

對梁之反力，此細長梁斷面性質與文獻[2]使用之細長梁相同，其值列於表

三，本例題採用 Engineering strain 分析，考慮三階段的負荷作用，第一階

段：兩端為固定端，考慮梁的自重，第二階段：允許 B 端的軸向轉角，在

TL

B端施加一固定軸向轉角，第三階段：限制B端軸向轉角，允許B端軸

向 位 移 ， 在 B 端 施 加 軸 向 位 移  。 此 細 長 數梁 其 楊 係氏

23 /1057 mmNE  數 23，剪力係 /1020 mmNG  ，在考慮自重時將自重

mmN /709.4 5視為一個均佈負荷q g 10 作用在 GX 2 的負方向，考慮軸

向轉角

 

 =0、1、2、3、4、5 六種狀況，為了防止超出材料的彈性範圍，

在扭轉角大 ，將使用較大的 TL ，由於本例題當時 越大時越不易收斂，且

在考慮自重時，會更加不易收斂，因此隨著的增加，將增加元素數及加

大( .2)式中的容許誤差 tole 來進行分析 考 重 ，2.9 。本例 在題 慮自 mmLT  650

 5 ， 6101 tole ，元素數即使用到 600 個依然不易收斂，嘗試使用較

大的容許 而經過分析 6101誤差etol，
tole 與 4105  所得的曲線幾乎完全

重疊，因此在此狀況下容許誤差將使用 tole 4105  。以下為在不同軸向

轉角所 用的使 TL 、元素數及 tole ： 

  0 ： ，100 個元素，mmLT 300 7105 tole  

  1 ： ，200 個元素，mmLT 400 6101 tole  

  2 ： ，200 個元素，mmLT 400 6101 tole  

  3 ： ，200 個元素，mmLT 500 6101 tole  

  4 ： ，600 個元素，mmLT 500 6101 tole  

  5 ：不考慮自重下 ，600 個元素，  mmLT 650 6101 tole

  5 ：考慮自重下 ，600 個元素，  mmLT 650 4105 tole
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圖十九-二十九分別為 0-5 之 TL/ - 曲線圖及 - 曲線

圖，由各轉角之 - 圖中可以看出文獻[2]其理論之結果在受到一

極微小的軸向強制位移後，軸向力會瞬間大幅下降，而使 - 曲

線產生明顯的轉折處，而文獻[2]的實驗結果軸向力下降則較為緩慢，其

- 曲線相較文獻[2]之理論結果較為平滑，且文獻[2]實驗結果的

軸向力皆小於文獻[1]的理論結果，且隨著

crPP / crMM /

L/

TL/

T PP /

TL/ crPP /

cr

TL/ crPP /

的增加兩者間的差距也越大。 

    本例題在 = 0不考慮自重下所得的結果皆與文獻[1]的理論解幾乎重

合，而在 0 不考慮自重所得的 TL/ - 曲線與文獻[1]的理論解幾乎

平行但兩者間會有差距，文獻[2]的理論結果會比較大且隨著

crPP /

的增加兩者

間的差距也越大。由各轉角之 TL/ - 曲線圖可看出，本例題在考慮

自重後 - 的曲線會比沒有考慮自重時平滑，與文獻[2]實驗結果

較為相似，而本例題考慮自重與不考慮自重主要差異在 不大的時

後，當 增加後兩者會漸漸重合。 

crP/P

TL/

TL/

crPP /

TL/



    本研究所得結果和文獻[2]的理論結果幾乎相同，都會與文獻[2]實驗結

果有差距，本文推測可能是實驗儀器造成的誤差，而文獻[2]中並未將其實

驗儀器介紹清楚，因此其誤差不知從何而來，本研究將曲線向下平移(即個

轉角下 - 圖中之實線，其平移的值列於圖中)，當TL/ crPP / 越大平移

量也越大，由圖二十八可看出在 TL/ - 曲線平移後crPP /  = 5 可以幾乎重

合，而 = 4 之曲線也相當穩合(圖二十六)，但當軸力為壓力時( =0- 3 )，

文獻[2]實驗解的線型與本題考慮自重的線型的差異隨著的減少而逐漸增

加(圖十九、二十、二十二、二十四)，文獻[2]中提到實際的邊界條件與理

論分析的邊界條件略有不同，本文推測此邊界條件上的差異可能是造成在

 =0- 3 時線形不一致的原因，在當梁受到張力時影響較小，而對軸向力為

壓力時影響較大，且當壓力越大，所造成的差異越大。 

    文獻[2]推測梁若並非完美的直梁，也會造成實驗與理論的差異，所以
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本題在考慮自重及摩擦力後，亦考慮梁為非完美的直梁，本例題將梁之各

節點在 方向的座標施加位移GX 2 ，其中 0V 為將本題分析

之細長梁兩端固定受到自重時中點的側向位移 m，








 )

2
cos(1

2

1
0

TL

x
V



V x為各節點在 G
1 方向

的座標值，本題考慮

X

 =0 ， mmLT 300 ，100 個元素， 75 10tole ，

，mmV0  3224.0 mmgq . N /10709 54   ，圖三十為梁之 cr/ -PP L/ T

曲線圖。由圖三十中可看出考慮非直梁的曲線會比將梁視為完美直梁的曲

線更為平滑，在壓縮量 大時會與考慮自重及不考慮自重的曲線合在

一起。 

T L/

    在文獻[2]中理論結果與實驗的結果其 TL/ - 曲線的線型及相同

軸向壓縮向下 的值皆有很大的差異，由前述之結果可以看出，考慮

自重與梁結構之初始不完美(initial imperfection)皆可使 - 曲線

較為平滑，得到與文獻[2]實驗結果較相似的線型，進而考慮摩擦力的因

素，將曲線向下平移可發現在

crPP /

crPP /

TL/ crPP /

 = 5 時本例題考慮自重的結果會與文獻[2]

之實驗結果幾乎重合，但當越小其 TL/ - 曲線之線型與文獻[2]之

實驗結果差異越大，即使考慮自重、梁結構之初始不完美(initial imperfection)

及摩擦力依然無法得到相同之

crPP /

TL/ - 曲線。 crPP /

    文獻[2]提出實驗中實際的邊界條件與分析所使用的邊界條件不一

至。因此本文將完全固定的邊界條件改為一簡支梁在梁兩端側向轉角的方

向上加上彈簧，如圖三十一所示一長度為 之圓形斷面細長梁 A 端只允許

側向轉角，B 端只允許側向轉角及軸向位移，在 AB 兩端側向轉角方向加

上一剛度

TL

TL

EI
nK  之彈簧，其中 EI 為該梁的撓曲剛度， 為梁的長度，n

為一個常數，在 B 端施加一強制位移

TL

，分析其挫屈負荷及挫屈後行為，

，mmLT 300 mmr 5.0 ， mmNgq /.4 510709   ，此細長梁的楊氏係
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數 23 /1057 mmNE  ， 剪 力 係 數 23 /1020 mmNG  ， 圖 三 十 三 為

時的 - 曲線，由圖三十二中可見在 時，其

- 曲線形狀會較接近文獻[2]實驗所得結果，但文獻[2]實驗以鑽

機(drill)夾鑽頭的邊界與簡支梁之邊界相差十分大，而在 時曲線

形狀皆無法得到與文獻[2]實驗接近的結果，由結果可知將兩端視為簡支梁

並在兩端加入彈簧並不能解決在

400,40,0 TL/

TL crPP /

n

/

crPP / 0n

400,40n

0 線形相差甚大的問題，由於文獻[2]

的實驗器材圖示並不清楚，因此文獻[2]實驗的實際邊界條件也無法得知。 

 33



第 五 章 結 論 與 展 望 

     

    本研究將採用文獻[14]的三維梁元素，此梁元素以共旋轉全拉格蘭日

(Corotational Total Lagrangian Formulation)有限元素法推導梁元素，以梁之

正確的變形機制 (Kinematics)及完整非線性梁理論之二階一致線性化

(Consistent second order linearzaton)推導，並去掉元素節點內力及剛度矩陣

中含梁元素之長度、剪心軸側向位移的一次微分、及扭轉角之項，以增加

收斂速率，使用基於牛頓－拉福森(Newton-Raphson)法配合弧長控制法(Arc 

length control)的增量迭代法求解非線性平衡方程式。 

    採用工程應變及工程應力[17]與使用 Green strain 及 Second Piolla 

Kirchhoff stress [11, 14]推導出的梁之軸向力的二次項有些差異，在 4.2 節固

端梁受自重與端點扭角的問題中，軸向扭矩所得結果的差異極小，但對軸

向力採用 Green strain 所推導之軸向力則會明顯的大於 Engineering strain 所

推導之軸向力，(2.7.13)式中 Engineering strain 與 Green strain 所推導出的

之差異與扭轉率

af

x,1 的二次方有關，因此當相同長度的細長梁扭轉角度越大

時，其軸向力的差異也就越大。 

    從 4.2 節可看出在先扭轉後壓縮的問題中文獻[2]的理論結果與本研究

不考慮自重的 - 的曲線在開始壓縮時皆有一明顯的轉折處，在考

慮自重與結構的初始不完美後，可以得到相似於文獻[2]實驗結果的平滑曲

線，而當軸向位移增加後考慮自重、不考慮自重及考慮結構的初始不完美

的曲線皆會漸漸相合。本研究推測在文獻[2]中沒有考慮摩擦力是造成實驗

TL/ crPP /
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結果的 - 曲線皆會低於理論結果的原因，因此考慮摩擦力將軸向

力平移一固定值，在細長梁端點轉角

TL/ crPP /

 5 的時候，本研究考慮自重與摩擦

力後， - 曲線可以幾乎與文獻[2]實驗結果重合，但當TL/ crPP / 越小其

- 曲線之線型與文獻[2]之實驗結果差異越大，即使考慮自重、

梁結構之初始不完美(initial imperfection)、摩擦力以及實驗邊界條件與理論

不一至等因素，依然無法得到相同之

TL/ crPP /

TL/ - 曲線。 crPP /

    本研究僅考慮細長梁之斷面有相同主撓曲剛度(即 ，其中

、 為斷面主軸的面積慣性矩)，很少有文獻在探討斷面 的細長梁

之挫屈負荷及挫屈後行為，未來的研究可對有不同主撓曲剛度之細長梁做

進一步的探討。 

II zy 

zy II 

I

yI zI
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表一     圓形斷面常數 

 

Section geometry of circle 

section    mmr 5.0  

)( 2mmA  78540.0  

)( 4mmI y  04909.0  

)( 4mmI z  04909.0  

)( 4mmJ  09817.0  

)( 6mmI  0  

)( 6mmyz  0  

)( 6mmK I  014317.0  
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表二     例題一之軸力與挫屈扭矩 

 

crPP /  crnb TT /  

-1 0.00070 

-0.9 0.26312 

-0.8 0.38230 

-0.7 0.47999 

-0.5 0.64776 

-0.3 0.79661 

0 1.00064 

0.3 1.18990 

0.5 1.31002 

0.8 1.48274 

1 1.59344 

1.5 1.85598 

2 2.09904 
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表三   方形斷面常數 

Section geometry of square 

section     cma 1

)( 2cmA  

12

4a
II zy 

 A
dAI 2

 yzdAyz 

 

dAzyzyJ
A yz  ),,( 22   

 

 

1 

)( 4cmI y  210333.8 

)( 4cmI z 10333.8  2

)( 4cmJ  1
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10406.1 

)( 6cmI

180

7 6a
K I   

其中

 104.134  6

)( 6cmyz  




 




0 3
3

2

)
2

cosh()12(

)sinh()sin()1(8

n
n

nn
n

a
Kn

zKyKa
yz



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)( 6cmK I 388889.0  
a

n
Kn

)12( 
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表四   例題三固端梁受端點扭角的反力及中點側向為移(考慮自重) 

 

42

  Engineering strain   Green strain  

)(mmLT crM ( )mmN   crP ( )N  ( ) crMM /  crPP /  
Tm LV / ( )10 3

crMM /  crPP /  
Tm LV / )(10 3  

300 83.8329 1.22740 0 
1 
2 
3 
4 
5 

400 62.8747 0.69041 0 
1 
2 
3 
4 
5 

500 50.2997 0.44186 0 
1 
2 
3 
4 
5 

600 41.9164 0.30685 0 
1 
2 
3 
4 
5 

700 35.9284 0.22544 0 
1 
2 
3 
4 
5 

0.00000 
0.24526 
0.49056 
0.73593 
0.98139 
1.22699 
0.00000 
0.24526 
0.49054 
0.73586 
0.98124 
1.22669 
0.00000 
0.24526 
0.49054 
0.73583 
0.98117 
1.22655 
0.00000 
0.24526 
0.49053 
0.73582 
0.98113 
1.22648 
0.00000 
0.24526 
0.49053 
0.73581 
0.98111 
1.22643 

0.10268 
0.17286 
0.38313 
0.73529 
1.23553 
1.88997 
0.53536 
0.59493 
0.77303 
1.07107 
1.49883 
2.07607 
1.37012 
1.41974 
1.56868 
1.81859 
2.17609 
2.65652 
2.61330 
2.65581 
2.78392 
2.99985 
3.30882 
3.72094 
4.30445 
4.34232 
4.45663 
4.64962 
4.92563 
5.29192 

-1.07453 
-1.04417 
-0.95433 
-0.81548 
-0.65520 
-0.50703 
-1.83898 
-1.80516 
-1.70492 
-1.54325 
-1.33327 
-1.10153 
-2.34791 
-2.32113 
-2.24157 
-2.11163 
-1.93586 
-1.72295 
-2.69143 
-2.67162 
-2.61256 
-2.51537 
-2.38201 
-2.21578 
-2.94719 
-2.93253 
-2.88872 
-2.81630 
-2.71621 
-2.58995 

0.00000 
0.24527 
0.49056 
0.73593 
0.98139 
1.22699 
0.00000 
0.24527 
0.49055 
0.73586 
0.98124 
1.22668 
0.00000 
0.24527 
0.49054 
0.73584 
0.98117 
1.22655 
0.00000 
0.24527 
0.49055 
0.73583 
0.98114 
1.22648 
0.00000 
0.24527 
0.49055 
0.73583 
0.98113 
1.22645 

0.10269 
0.32610 
1.03503 
2.26397 
4.00601 
6.25291 
0.53538 
0.70463 
1.27522 
2.37946 
4.05875 
6.27886 
1.37014 
1.50566 
1.95283 
2.83956 
4.31592 
6.41561 
2.61333 
2.73123 
3.10998 
3.83315 
5.04451 
6.87973 
4.30449 
4.41249 
4.75301 
5.38011 
6.39402 
7.93150 

-1.07453 
-0.91963 
-0.61904 
-0.38910 
-0.25425 
-0.17622 
-1.83896 
-1.68755 
-1.30300 
-0.88883 
-0.59614 
-0.41618 
-2.34789 
-2.24219 
-1.94208 
-1.51859 
-1.10614 
-0.79763 
-2.69141 
-2.61881 
-2.40596 
-2.07391 
-1.67639 
-1.29628 
-2.94717 
-2.89567 
-2.74296 
-2.49630 
-2.17458 
-1.81567 



表五   例題三固端梁受端點扭角的反力及中點側向為移(不考慮自重) 
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 Engineering strain Green strain 

)(mmLT  crM ( )mmN   crP ( )N  ( ) crMM /  crPP /  crMM /  crPP /  

300 83.8329 1.22740 0 
1 
2 
3 
4 
5 

400 62.8747 0.69041 0 
1 
2 
3 
4 
5 

500 50.2997 0.44186 0 
1 
2 
3 
4 
5 

600 41.9164 0.30685 0 
1 
2 
3 
4 
5 

700 35.9284 0.22544 0 
1 
2 
3 
4 
5 

0.00000 
0.24526 
0.49056 
0.73593 
0.98139 
1.22699 
0.00000 
0.24526 
0.49054 
0.73586 
0.98123 
1.22668 
0.00000 
0.24526 
0.49053 
0.73583 
0.98116 
1.22654 
0.00000 
0.24526 
0.49053 
0.73581 
0.98112 
1.22646 
0.00000 
0.24526 
0.49052 
0.73580 
0.98110 
1.22642 

0.00000 
0.07458 
0.29832 
0.67121 
1.19327 
1.86448 
0.00000 
0.07458 
0.29832 
0.67121 
1.19327 
1.86448 
0.00000 
0.07458 
0.29832 
0.67121 
1.19327 
1.86448 
0.00000 
0.07458 
0.29832 
0.67121 
1.19327 
1.86448 
0.00000 
0.07450 
0.29832 
0.67121 
1.19327 
1.86448 

0.00000 
0.24526 
0.49056 
0.73593 
0.98139 
1.22699 
0.00000 
0.24526 
0.49054 
0.73586 
0.98123 
1.22668 
0.00000 
0.24526 
0.49053 
0.73583 
0.98116 
1.22654 
0.00000 
0.24526 
0.49053 
0.73581 
0.98112 
1.22646 
0.00000 
0.24526 
0.49052 
0.73580 
0.98110 
1.22642 

0.00000 
0.25000 
1.00000 
2.25000 
4.00000 
6.25000 
0.00000 
0.25000 
1.00000 
2.25000 
4.00000 
6.25000 
0.00000 
0.25000 
1.00000 
2.25000 
4.00000 
6.25000 
0.00000 
0.25000 
1.00000 
2.25000 
4.00000 
6.25000 
0.00000 
0.25000 
1.00000 
2.25000 
4.00000 
6.25000 
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圖一 細長梁的扭轉壓縮 
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圖二 元素座標與元素截面座標 
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圖三 旋轉向量圖 
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圖四 細長梁 B 端承受一扭矩與軸向壓力 
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圖五 例題一細長梁之挫屈扭矩與軸力曲線圖 
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圖六 細長梁 B 端承受一扭矩 
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圖七 例題二細長梁受扭矩之 TL/ - 之曲線圖 crMM /
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圖八 例題二細長梁受扭矩之 TL/ - )( 之曲線圖 
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圖九 例題二細長梁受扭矩之 )( - 之曲線圖 crMM /
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圖十 細長梁受端點轉角與位移 
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圖十一 細長梁考慮自重 B 端承受一扭角 
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圖十二 例題三不考慮自重下 - 之關係圖( ) crMM / 500TL
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圖十三 例題三考慮自重下 - 之關係圖( ) crMM / 500TL
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圖十四 例題三 不考慮自重mmLT 500 )( - 之關係圖 crPP /
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圖十五 例題三考慮自重 )( - 之關係圖 crPP /
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圖十六 例題三考慮自重下 與 之關係圖 TL crPP /
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圖十七 例題三考慮自重下 與 之關係圖 TL mV
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圖十八 細長梁考慮自重 B 端施加軸向轉角與軸向位移 
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圖十九 例題四之 crPP / - TL/ 曲線 )0(   
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圖二十 例題四之 crPP / - TL/ 曲線 )(    
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圖二十一例題四之 crMM / - TL/ 曲線 )(    
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圖二十二 例題四之 crPP / - TL/ 曲線 )2(    
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圖二十三 例題四之 crMM / - TL/ 曲線 )2(    
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圖二十四 例題四之 crPP / - TL/ 曲線 )3(    
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圖二十五 例題四之 crMM / - TL/ 曲線 )3(    
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圖二十六 例題四之 crPP / - TL/ 曲線 )4(    
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圖二十七 例題四之 crMM / - TL/ 曲線 )4(    
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圖二十八 例題四之 crPP / - TL/ 曲線 )5(    
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圖二十九 例題四之 crMM / - TL/ 曲線 )5(    
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圖三十 例題四具初始不完美之非直梁 crPP / - TL/ 曲線 )0(   
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圖三十二 簡支梁兩端加彈簧之 crPP / - TL/ 曲線 )300,0(  TL  
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