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摘要 

本研究以垂直水平分離(VHS)演算的方法發展一擬似三維水理模式，探討彎

道流場之水理現象。在水平部份，利用深度平均的控制方程式計算水位與水平

兩方向的水深平均流速值；在垂直部份，先假設任一深度的流速等於水深平均

流速加上一擾動量，帶入三維控制方程式後再扣除深度平均控制方程式即可得

水平兩方向擾動量在垂向(水深方向)的控制方程式；綜合水平與垂直的計算結

果，即可計算不同深度之水平兩方向的流速值。在座標系統上，水平方向與垂

直方向分別採用正交曲線座標與 σ 座標系統，使模式能便利處理不規則的渠道

與底床邊界。在計算步驟上，水平部份採用雙階分割操作趨近法，將水理控制

方程式分割成延散步驟(包含移流項與擴散項)和傳播步驟(包含底床剪應力項與

壓力項)求解，增進模式在實用上的彈性。數值差分上，水平與垂直部分皆採用

隱式法求解，使模式可用較大之演算間距。最後，本研究分別採用緩彎、急彎

及連續彎來模擬彎道流場，並與實驗值與水深平均二維模式模擬結果比較，展

示本模式在不同彎道型態、彎道長度、二次流強度及彎道反曲的情況下，皆能

模擬出合理的結果。 

關鍵字：垂直水平分離、擬似三維、彎道水流、正交曲線座標系統、σ座標系統、

隱式雙階分割操作趨近法、二次流 
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ABSTRACT 

This study develops a semi-3D model based on a vertical-horizontal splitting 

(VHS) method to analyze the flow in open-channel bends. In horizontal, the surface 

elevation and depth-averaged velocity components are computed by 2D 

depth-averaged model. In vertical, assume the 3D velocity profile of Navier-Stokes 

equations is equal to the depth-averaged velocity plus the deviation of velocity 

profile, and then the vertical governing equations can be derived by subtracting the 

2D depth-averaged equations to the 3D Navier-Stokes equations. In order to fit the 

complex geometry in both side wall and bed slope of channel, the orthogonal 

curvilinear coordinate system is used in horizontal gird, and sigma coordinate system 

is used in vertical grid. As for the numerical solution procedure, the two-step 

split-operator approach, which includes dispersion process (advection and diffusion 

terms) and propagation process (bed shear stress and pressure terms), is adopted to 

solve the 2D depth-averaged flow equations to improve the application flexibility. 

Implicit difference methods are adopted to relax the time step restriction allowing 

large time steps. Finally, three sets of experimental data including mildly curved, 

sharply curved and meandering channel are used to demonstrate the capability and 

accuracy of the semi-3D model, and the results of 2D depth-averaged model are also 

compared. The simulation results of semi-3D model show well agreement with 

experimental data considering different curved channels, bend lengths, secondary 

current and transverse mixing conditions.  

Keywords：vertical-horizontal splitting, semi-3D, bend flow, orthogonal curvilinear 

coordinate system, sigma coordinate system, implicit two-step split-operator 

approach, secondary current 
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第一章 緒論 

1.1 研究動機與方向 

面對河川水利工程之相關問題，為了尋求解決方案，須對水流在河道中的運

動現象進行分析探討，一般可以利用物理模型試驗或數值模擬來協助瞭解這些

物理現象。物理模型試驗為科學家常用之工具，其為根據原型之縮尺所建造之

模型，試驗結果可信度高，有相當大的助益，然而其設置所需經費龐大、試驗

時間長以及人力與空間的問題，加上模型試驗存在尺度效應(scale effect)、邊界

與量測儀器產生之誤差，且一般僅能針對一、兩種既定方案進行試驗，使物理

模型在應用上有相當的限制和困難。數值模擬乃利用數學模式獲得欲知的物理

現象，在某些假設條件下，仍可求得相當合理的模擬結果，相較於物理模型，

數值模擬具有經濟及高效率之優點，為一非常便利之工具，因此已有許多科學

家致力於數值模擬之發展。 

一般淺水的天然河道近似平面水流，即其運動方向近乎水平，深度方向之運

動則相對甚小。對於河川、湖泊及海洋等大範圍之流場分析，一維與二維模式

已廣泛應用在實務上，其相對於三維模式具有計算快速及容易收歛的優點。一

維模式可提供洪水波沿河道方向之運動現象；而二維模式則可提供平面上的流

速分佈。但是當流場在深度方向的分佈為欲探討之問題時，如河川的二次流現

象和水庫泥砂異重流運動等，深度方向的資訊則相對重要而不可忽略，因此在

探討二次流這種局部的現象時，則需要以三維模式進行模擬。相較於全三維模

式，擬似三維模式則具有計算快速和容易收歛的優點，且亦能獲得物理量深度

方向分佈的資訊，適合水利工程實務上的應用。 

1.2 文獻回顧 

至今已有許多研究利用物理模型及數值模式對河川水流的物理現象進行分

析探討，而其中河川水流在彎道時的流況實為複雜的三維流場，Rozovskii 

(1957)、Yen (1965)、de Vriend and Koch (1977)、Almquist and Holley (1985)等人
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即用物理模型試驗觀測水流在彎道的二次流現象；在數值模式的發展上，水深

平均二維模式已普遍應用在天然河川的模擬上，且有許多研究均已驗證其模擬

結果的合理性。大部分的水深平均二維模式多忽略延散剪應力(dispersion stress)

的效應，然而 Flokstra (1977)指出延散剪應力(dispersion stress)對彎道水流之影

響，Lien et al. (1999)進一步指出如未處理延散剪應力，在模擬彎道水流時，流

場呈現如勢流(potential flow)中之自由渦流(free vortex)，即彎道外岸流速小，而

內岸流速大的情況，如此將無法適當地模擬出彎道二次流現象。處理延散剪應

力則需要有水深方向的流速資訊，因此有許多水深平均二維模式如 Yeh and 

Kennedy (1993)、Lien et al. (1999)、Hsieh and Yang (2004)等在模式中植入河川彎

道水深方向流速剖面的經驗式，計算延散剪應力項以達到模擬彎道二次流效應

之功能。 

近來電子計算機的功能快速成長，許多三維模式開始應用在大型流場如河

川、湖泊及海洋的模擬(Simons, 1974；Falconer and Lin, 1996；Muin and Spaulding, 

1997；Ye and McCorquodale, 1998；Gross et al., 1999；Neary et al., 1999；Wu and 

Falconer, 2000；Fischer-Antze et al., 2001；Li and Gu, 2001；Li and Fleming, 2003；

Nicholas and McLelland, 2004；Ge and Sotiropoulos, 2005；Fringer et al., 2006；Song 

and Hou, 2006； Queutey and Visonneau, 2007；Xia and Jin, 2007；Audusse et al., 

2008；Zeng et al., 2008)，Ye and McCorquodale (1998)、Zeng et al. (2008)發展出

三維動壓模式應用在天然河川的模擬，相較於二維模式，其能直接提供水深方

向的資訊。然而三維模式仍需要花費不少的時間來模擬，因此有許多擬似三維

模式的研究提出(Lardner and Cekirge, 1988；Jin and Kranenburg, 1993；Wang, 

1994；Blanckaert and de Vriend 2003；Hung et al., 2008；Lin and Huang, 2008；

Herzfeld et al., 2010；Zhang et al., 2011)，除了能降低計算成本，在一些假設條件

下，亦能提供合理的三維流速分布資訊。 

擬似三維模式中，Lardner and Cekirge (1988)提出的垂直水平分離演算法

Vertical Horizontal Splitting (VHS)受到許多學者引用(如 Wang, 1994；Lin and 

Huang, 2008 等)，其將水平與垂直流場分開求解，首先利用水深平均二維模式

計算水位分佈與水深平均流速分量，再透過一子模式獲得流速在水深方向之分

佈。VHS 的概念已經應用在海岸、河口及湖泊等大型水體的流場分析(Jin and 
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Kranenburg, 1993；Wang, 1994；Lin and Huang, 2008；Herzfeld et al., 2010)。應

用 VHS 概念探討河川彎道流場的模式中，Blanckaert and de Vriend (2003)提出的

擬似三維模式是在二維模式下，加入一非線性子模式來計算三維效應，其為利

用二次流強度因子與糙度因子計算垂向流速剖面，Blanckaert et al. (2003)利用急

彎案例驗證此非線性擬似三維模式，並與原二維模式及僅適用於緩彎之線性擬

似三維模式比較，證明在急彎這種二次流強度大的案例僅非線性擬似三維模式

能模擬出合理的結果；Zhang et al. (2011)延用並擴展 Muneta and Shimizu (1994)

發展之擬似三維模式，將原模式之卡氏座標系統轉換為非正交曲線座標系統，

並考慮原模式忽略的延散項，然而此模式之水深方向流速剖面則由經驗公式求

得，其實與許多二維模式植入流速剖面經驗式的方法相同。 

由以上文獻回顧可看出，在探討河川彎道二次流現象的擬似三維模式中，尚

未有研究是直接以動量方程式求解水深方向的流速，因此，本研究將運用垂直

水平分離演算法的概念，採用正交曲線座標處理不規則幾何邊界的問題，並以

動量方程式求解垂直方向流速剖面應用於彎道流場分析。 

1.3 研究目的與方法 

本研究之目的為發展一擬似三維水理模式，探討彎道流場中的二次流現象。

基於水深平均二維水理模式(謝德勇, 2003)，應用垂直水平分離演算的概念，加

入垂直水理模式，以動量方程式求解水深方向之流速分佈，另外並在模式中加

入表面風剪力及科氏力之影響。水平方向座標系統採用正交曲線座標，其能適

當表達不規則渠道形狀，且座標軸主軸方向(本研究使用之軸方向)即為主流方

向；而在水深方向則採用 σ座標系統(Blumberg and Mellor, 1983)，其能解決自

由水面在固定格網上變動而影響模式無法準確計算水面之壓力邊界條件的問

題，也能將因為起伏底床產生之不規則格網，轉換為便於計算的矩形格網，如

此可得到精確度較高的模擬結果。為驗證模式的正確性，分別採用具有解析解

或實驗量測數據的案例比較模擬結果。 

1.4 章節介紹 

前面已闡述本研究之動機與方向、文獻回顧、研究目的與方法，本節將扼要
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說明本文章之內容。 

第一章為緒論，說明本研究之背景與目的，並回顧相關模式發展的文獻，提

出本研究之方法與研究之重點。 

第二章為理論基礎，在正交曲線座標系統下，由三維那威爾-史托克司

(Navier-Stokes)方程式導出模式控制方程式、輔助方程式的使用及邊界條件的設

定，均於本章介紹。 

第三章為數值架構，水平二維水理模式及垂直水理模式之數值方法於本章說

明，並簡述模式之計算流程。 

第四章為模式驗證，針對模式發展部分，採用具有解析解或實驗量測數據的

案例進行模式的檢定工作，並簡述應用之案例。 

第五章為結論與建議，對研究成果作綜合性之歸納說明，並針對研究尚未考

量、不盡完備或日後可繼續研究之處提出建議。  
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第二章 理論基礎 

模式的座標系統方面，為了能適當表達天然河道不規則的幾何形狀，模式在

水平方向採用正交曲線座標系統，如圖 2.1 所示；而在垂直方向則採用 σ 座標

系統(Blumberg and Mellor, 1983)，如圖 2.2 所示，如此能將不規則的計算區域轉

換至矩形計算區域求解，且能便利地處理渠道的側壁、自由液面及底床邊界。 

控制方程式方面，透過座標系統轉換，將三維控制方程式轉換為正交曲線座

標系統方程式，再將此控制方程式作時間平均及水深平均後，即可推得水深平

均二維控制方程式(謝德勇, 1994)。將水平二維水理控制方程式從三維控制方程

式中扣除(VHS)，即可求得垂直控制方程式。 

2.1 控制方程式 

2.1.1 三維部分 

基於不可壓縮流之假設下，對那威爾-史托克司(Navier-Stokes)方程式取時間

平均後，得控制方程式如下： 

連續方程式 

2 1 1 2( ) ( ) ( ) 0h u h v h h w
z 

  
  

  
 (2.1) 

動量方程式 

ξ方向： 

2 2
2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

h h huv u v
u u uv uw

t h h z h h h h h h

     
    

     
     

      
 

2 2
2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

h h hu v u v
u u v u w

h h z h h h h h h

    
    

                
     

 

12 1 22 2
2 11 1 12 1 2 13

1 1 2 1 2 1 2

1 1
( ) ( ) ( )c

h hp
f v h h h h

h h h z h h h h

    
    

      
             

 (2.2) 

1.  
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η方向： 

2 2
2 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2

1 1 2( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

h h huv v u
v v uv vw

t h h z h h h h h h

     
    

     
     

      
 

2 2
2 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2

1 1 2( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

h h hu v v u
v u v v w

h h z h h h h h h

    
    

                
     

 

12 2 11 1
1 22 2 12 1 2 23

2 1 2 1 2 1 2

1 1
( ) ( ) ( )c

h hp
f u h h h h

h h h z h h h h

    
    

      
              

 (2.3) 

z 方向： 

在一般淺水的天然水道，垂直方向之動量方程式可用靜水壓分佈來簡化， 

0
p

g
z


 


 (2.4) 

而垂直方向之流速可透過連續方程式求得，以減少模式之計算量。 

以上諸式中，、、 z 為三維正交曲線座標方向，其中、為水平方向， z 為

水深方向；下標 1、2、3 分別代表物理量在、、z 方向代號； 1h 、 2h 分別為、

方向之轉換係數；u、v、w 分別為、、 z 方向流速； g 為重力加速度；t為

時間； 為層流剪應力；( )  表時間平均；( ) 表時間平均瞬時擾動量； cf (= 2 sin  )

為科氏力係數；為地球自轉角速度； 為緯度；  為密度； p 為壓力。 

2.1.2 水平二維部分 

將 2.1.1 節之三維水理控制方程式(2.1)、(2.2)、(2.3)利用萊布尼茲法則對深

度方向積分，加上運動邊界條件及動力邊界條件，並取深度平均值，可得水平

二維水理控制方程式。 

連續方程式 

1 2 2 1( ) ( ) 0
d

h h h ud h vd
t  

  
  

  
 (2.5) 

動量方程式 

ξ方向： 
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2
1 2

1 2 1 2 1 2 1 1

1 s s

c

h hu u u v u uv v p g z
f v

t h h h h h h h h

 
     

      
              

 

2 1 2 12 11 1 1
11 12 22

1 2 2 1

( )1 1 1
2

s bh h h T T
T T T

dh h dh dh d

 
    

      
           

 (2.6) 

η方向： 

2
2 1

2 1 1 2 1 2 2 2

1 s s

c

h hv v v u v uv u p g z
f u

t h h h h h h h h

 
     

      
               

 

1 2 1 12 22 2 2
22 12 11

1 2 1 2

( )1 1 1
2

s bh h h T T
T T T

dh h dh dh d

 
    

      
           

 (2.7) 

式中， 

2 2
11 11( )

s

b

z

z
T u u  dz        (2.8)

 
2 2

22 22( )
s

b

z

z
T v v  dz        (2.9) 

12 12( )
s

b

z

z
T uv u v  dz          (2.10) 

以上諸式中，d 為水深； sz 為水面高程； bz 為底床高程； s
i 為 i 方向水面剪應力；

b
i 為 i 方向底床剪應力； ( ) 表水深平均； ( )  表物理量之空間微變量(例：

u u u  )；上標 s、b分別為水面及底床代號；T 為有效剪應力項(effective stress 

term)，其包含層流剪應力、延散剪應力與紊流剪應力。 

2.1.3 垂直部分 

將 2.1.1 節之三維水理控制方程式(2.2)、(2.3)以靜水壓假設代入，並令 

u u u  、v v v   (如圖 2.3)，得到之方程式扣掉 2.1.2 節之水平二維水理控制

方程式(2.6)、(2.7)，即可得到垂直水理控制方程式。 

ξ方向： 

1 1 1 2 2 2

u u u u u u u v u v u v u u

t h h h h h h


      
       

      
       
         

 

2
1 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2h h h h huv uv uv vv v

h h h h h h h h h h    
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13 1 1( )1
( )

s b

cf v  Horizontal  Diffusion in  
d d

   
  

 
   


  (2.11) 

η方向： 

2 2 2 1 1 1

v v v v v v v u v u v u v v

t h h h h h h


      
       

      
       
         

 

2
2 2 2 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2h h h h huv uv uv uu u

h h h h h h h h h h    
    

    
    

     
 

23 2 2( )1
( )

s b

cf u  Horizontal  Diffusion in  
d d

   
  

 
    


  (2.12) 

式中， 

1 1 2 2

u u v v
w

t h h h h z

     
   

     
     
     

 
 (2.13) 

bz z

d
 
  (2.14) 

d

t d t

  
 

 
 (2.15) 

1 bz d

d d

 
  
  

  
  

 (2.16) 

1 bz d

d d

 
  
  

  
  

 (2.17) 

1

z d





 (2.18) 

2 1 2
11 12 22

1 2

1
( ) 2

h h h
 Horizontal Diffusion in  T T T

dh h


   
   

       
 

2
12 11 2

2 2 2
2 1 1 1 1 2 1

2 2 21 1 1H H HT T hu u

dh dh h h h h h

  
       

      
             

 

1 2 1

1 1 2 2 1 2 2 2 1

2 H H Hh h hv v u

h h h h h h h h h

  
     
             

                           

2
1 1 2

2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 1 1 2

21 1
2H H

H

h h hu v u v

h h h h h h h h

 
     

           
                      

(2.19) 
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1 2 1
22 12 11

1 2

1
( ) 2

h h h
 Horizontal Diffusion in  T T T

dh h


   
   

       
 

2
22 12 1

2 2 2
2 1 2 2 1 2 2

2 2 21 1 1H H HT T hv v

dh dh h h h h h

  
       

      
             

 

2 2 1

2 1 2 1 1 2 1 2 1

2 H H Hh h hu v u

h h h h h h h h h

  
     
             

                           

2
2 2 1

2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

21 1
2H H

H

h h hv v u u

h h h h h h h h

 
     

           
                      

(2.20) 

； H 為水平黏滯係數 l t   ； l 為層流黏滯係數； t 為紊流黏滯係數=κu*d/6 

(Falconer 1980)；u*為剪力速度；κ為 von Karman’s 係數(約等於 0.41)；d 為水深。 

2.2 輔助關係式 

2.2.1 層流與紊流剪應力 

採用 Boussinesq 之渦流黏性理論，層流與紊流剪應力可合併表示為 

211 1

1 1 2

1
2 H

hu v
u

h h h

 
  

      
 (2.21)

 

222 2

2 1 2

1
2 H

hv u
v

h h h

 
  

      
 (2.22)

 

12 2 1

1 2 2 1

2 H

h hv u
u v

h h h h

 
  

                 
 (2.23) 

2.2.2 底床剪應力 

底床剪應力採用 French (1986)之經驗式 

2

1 30
2.5ln

2.72

b
b b l

s

z
u u

k





  

   
   

 (2.24)
 

2

2 30
2.5ln

2.72

b
b b l

s

z
v v

k





  

   
   

 (2.25) 
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式中， bu 、 bv 分別為、方向之近底床流速； lz 為近底床流速之格網與底床間

垂直距離； sk 為粗糙高度，曼寧 n 係數與粗糙高度 sk 對照如表 2.1。 

2.2.3 垂向剪應力與流速梯度之轉換 

正交曲線座標上的表示式： 

13

1

1V u w

d h

 
  

  
    

 (2.26) 

23

2

1V v w

d h

 
  

  
    

 (2.27) 

式中， V 為垂向黏滯係數。 

2.3邊界條件 

2.3.1 水平二維部分 

水平二維水理模式考量三種邊界條件設定，分別為渠道入流、渠道出流與固

體邊界。一般而言，渠道入流邊界條件設定為單位寬度入流量，渠道出流邊界

條件則採用水位高程設定。在固體邊界處，沿固體邊界法線方向採不透水邊界

條件；而沿固體邊界切線方向可分為滑移與非滑移邊界條件。 

2.3.2 垂直部分 

垂直水理模式考量渠道入流、渠道出流、自由液面及底床邊界條件。在渠道

入流及渠道出流處假設均勻流邊界條件。自由液面採風剪力邊界條件
s

V

u d 
  





、
s

V

v d 
  





；而底床則採用底床剪力邊界條件
b

V

u d 
  





、

b

V

v d 
  





。 

2.  
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表 2.1 曼寧 n 係數與粗糙高度 sk 對照表 

渠道類型 曼寧 n sk (mm) 

Very smooth concrete surface 0.011~0.015 0.15~0.30 

Gunite(smooth) 0.016~0.019 0.50~1.5 

Rough concrete 0.018~0.022 3.0~4.5 

Earth channels(straight, uniform) 0.016~0.02 3.0 

Rubble masonry 0.02~0.025 6.0 

Untreated gunite 0.018~0.03 3.0~10.0 

資料來源”Flow in Open Channels”Second Edition, K. Subramanya 

 

圖 2.1 正交曲線座標轉換示意圖 

 

圖 2.2 σ座標轉換示意圖 

y

x

η

ξ

正交曲線座標轉換

sz
bz
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圖 2.3 水深方向流速剖面示意圖。(u 為實際流速剖面；u 為水深平均流速；u為

流速微變量) 

u

u

u u u 

u

z
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第三章 數值架構 

模式之數值計算流程如圖 3.1 所示，首先由水平二維模式求解各水柱之水面

高程以及水深平均流速，然而水平二維深度平均方程式中之擴散項因為須要有

水深方向流速資訊，因此在初次計算時先忽略擴散項。將求得的水面高程以及

水深平均流速代入垂直模式求解水深方向流速剖面，求得的水深方向流速即可

用來計算擴散項，再由水平二維模式求解水面高程以及水深平均流速，如此迭

代直到水平二維模式之水面高程與水深平均流速以及垂直模式水深方向流速剖

面達收歛條件。 

3.1 水平二維部分 

3.1.1 隱式雙階分割操作趨近法 

本研究基於分割操作之觀念，將動量方程式分割成二個步驟(延散步驟及傳

播步驟)，並利用隱式數值方法求解。延散步聚求解移流項和擴散項，傳播步驟

求解壓力項、底床剪應力項和連續方程式。據此，水理控制方程可改寫成 

延散步驟 

1
1 1

2
2 2

1
( )

n
n nnV

V V T
t 


         

 (3.1) 

傳播步驟 

1
1

2
1( )

n n
n b

b

V V
g z d

t t d




 
                

 (3.2) 

1 0nV     (3.3) 

式中，V 表示速度向量；T 表示擴散及延散項；上標 n +1 表示(n +1)Δt 時刻之未

知變數；Δt = tn+1 −tn；上標 n表示 nΔt時刻之已知變數；上標 n + 1/2表示在(n +1)Δt

與 nΔt 間之未知變數。 
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(3.1)~(3.3)的一般式可表示成 

延散步驟 
2

1 2

1 2 1 2 1 2

h hu u u v u uv v

t h h h h h h   
    

          
 

2 1 2 12 11
11 12 22

1 2 2 1

1 1 1
2

h h h T T
T T T

dh h dh dh       
     

          
 

2 11 2 11 1 12 1 12
1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

s b s b
s b s bz z z z

h h h h
dh h

   
    

    
         

 (3.4) 

2
2 1

1 2 1 2 1 2

h hv u v v v uv u

t h h h h h h   
    

          
 

1 2 1 12 22
22 12 11

1 2 1 2

1 1 1
2

h h h T T
T T T

dh h dh dh       
     

          
 

2 12 2 12 1 22 1 22
1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

s b s b
s b s bz z z z

h h h h
dh h

   
    

    
         

 (3.5) 

傳播步驟 

1

1

( ) bbu g z d

t h d


 

  
  

 
 (3.6) 

2

2

( ) bbv g z d

t h d


 

  
  

 
 (3.7) 

和 

1 2 2 1( ) ( ) 0
d

h h h ud h vd
t  

  
  

  
 (3.8) 

針對 n +1 時刻的水深值(d n+1)做線性化處理，且僅保留一階項，(3.8)式可改寫成 

1 2 1 1 1 2 2 2

( ) ( )
0

d Δd Δd
h h Δd Δd

t
     

   
       

                
 (3.9) 

式 中 ， 2
1

1

nh gΔt
d

C h
   ；

1 1
2 22

1
1

( )b n n
nh h gΔt z d

u
C C h 


 

   
     

； 1 1
nd  ；

1
2

2

nh gΔt
d

C h
   ；

1 1
1 12

2
2

( )b n n
nh h gΔt z d

v
C C h 


 

   
     

； 2 2
nd  ；

1 1
2 22 2( ) ( )

1

n n

f

n

C u v
C Δt

d

 


  ； 1n nΔd d d  ； 2/fC g c 為摩擦係數；c為 Chezy

係數。 
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3.1.2 數值方法 

在數值差分方法選用的考量上，利用顯式數值方法求解時，演算時間間隔將

會受到很大的限制，在模擬天然明渠水流問題時將耗費冗長的演算時間與龐大

的電腦計算量，在應用上有其困難存在。為解決這個問題，本研究採用隱式數

值方法求解。 

本模式採用控制體積(control volume)法的觀念來離散控制方程式，控制體積

法的基本概念如圖 3.2 所示，其中(a)圖為實際區域，(b)圖為計算區域，E、W、

N、S 表相鄰格點，e、w、n、s 表控制面。模式計算之變數則放置在交錯網格

(staggered grid)上，如圖 3.3。在控制方程式中，除了移流項採用一階精度混合

型上風法(hybrid scheme) (Spalding 1972)差分外，所有空間差分均採用二階精度

的中央差分法。另外，時間項則採用簡單的前向差分方法。 

中央差分法可表示成 

e w

p

Ψ ΨΨ

Δ 
  

  
 (3.10) 

n s

p

Ψ ΨΨ

Δ 
  

  
 (3.11) 

式 中 ， 1, ,0.5 ( ) 0.5 ( )e E P i j i jΨ  Ψ Ψ  Ψ Ψ    ； , 1,0.5 ( ) 0.5 ( )w P W i j i jΨ  Ψ Ψ  Ψ Ψ     ；

, 1 ,0.5 ( ) 0.5 ( )n N P i j i jΨ  Ψ Ψ  Ψ Ψ    ； , , 10.5 ( ) 0.5 ( )s P S i j i jΨ  Ψ Ψ  Ψ Ψ     ；Ψ 可表為 

u、 v、 1h 、 2h 、 d 、 sz 和 bz ； i、 j 分別代表水平格網上任一點之縱向及橫向

位置。 

混合型上風法為上風法(upwind scheme)與中央差分法組合而成，當移流效應

重要時，採用上風法；移流效應不重要時，則採用中央差分法。至於移流效應

重要性的判斷，則採用格網雷諾數(mesh Reynolds number) Rx、Ry作為判斷的因

子，當|Rx|或|Ry|大於 2 時，代表移流效應重要，差分方法採用能反映方向性的上

風法；|Rx|或|Ry|小於等於 2 時，移流效應可視為不重要，差分方法採用中央差分

法。 
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混合型上風法應用於本研究移流項的處理可表成 

,

1 1 1 11
, 1, , , 1,

1 1

0.5 (1 ) (1 )
i j

n n n n nn n
i j i j i j i j i j

x x

u Φ Φ Φ Φu Φ

h h Δ Δ
 

  

   
 

      
                    

 (3.12) 

,

1 1 1 11
, , 1 , , , 1

2 2

0.5 (1 ) (1 )
i j

n n n n nn n
i j i j i j i j i j

y y

v Φ Φ Φ Φv Φ

h h Δ Δ
 

  

   
 

      
                    

 (3.13) 

其中 

0 2

1 2

1 2

x

x x

x

R

      R

R




 
  

；

20

1 2

1 2

y

y y

y

R

      R

R




 
  

 (3.14) 

上列諸式中， ,, 1

/
i j

n
i j

x

u h Δ
R



 
 ； ,, 2

/
i j

n
i j

y

v h Δ
R



 
 ；  為動力黏滯係數 (dynamic 

viscosity)；Φ可表成u 或 v 。 

3.2 垂直部分 

在垂直水理模式方面，每一水柱以隱示法分別求解，將(2.11)與(2.12)式改寫

為 

ξ方向： 

1

1 1
2

1 1 2 1 2

n

nV
u

h hu u u u uv uv u
M

t h h h h h d


     


      

             

      
 (3.15)

 

η方向： 

1

2 2
2

2 1 2 1 2

n

nV
v

h hv v v v uv uv v
M

t h z h h h h d


    


      

             

      
 (3.16) 

式中， 

1 1 1

1 1 2 2 2 1 2

( )s b
n
u c

hu u u u v u v u v u uv
M f v

d h h h h h h h

 
      

      
             

       
 

2
2 2

1 2 1 2 1

2
( )

n

Vh hvv v w
Horizontal  Diffusion in  

h h h h dh

 
   

   
        

 
 (3.17)
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2 2 2

2 2 1 1 1 1 2

( )s b
n
v c

hv v v v u v u v u v uv
M f u

d h h h h h h h

 
      

      
              

       
 

2
1 1

1 2 1 2 2

2
( )

n

Vh huu u w
Horizontal  Diffusion in  

h h h h dh

 
   

   
        

 
 (3.18) 

式中， V 為垂向黏滯係數。 

垂直水理模式亦採用控制體積法的觀念離散控制方程式，如圖 3.4 所示，E、

W、N、S、T、B 為相鄰格點，e、w、n、s、t、b 為控制面。模式計算之變數

亦放置在交錯網格(staggered grid)上，如圖 3.3。(3.17)及(3.18)等式左邊採用

Crank-Nicolson method，其時間差分為二階精度；而等式右邊 uM 和 vM 的空間差

分則採用中央差分法。 
3.  
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圖 3.1 模式計算流程圖 

   

4.垂直模式-計算剪應力項
(T11、T12、T22)

6.垂直模式-求解水深方向
流速剖面

3.二維收歛

輸入幾何資料與水理條件

1.水平二維-延散步驟

2.水平二維-傳播步驟

否

7.垂直模式收歛 否

9.垂直及二維收歛

是

輸出模擬結果

是

5.垂直模式-計算垂向流速w

8.水平二維(延散、傳播)

否

是
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(a) 

 

(b) 

圖 3.2 水平二維模式控制體積法示意圖。i、 j 分別代表水平格網上任一點之縱向

及橫向位置；(a)實際區域；(b)計算區域 
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圖 3.3 交錯格網(staggered grid)示意圖 

 

圖 3.4 垂直模式控制體積法示意圖(計算區域)。 i、 j 分別代表水平格網上任一點

之縱向及橫向位置； k 代表在垂向格網上的位置 
4.  
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第四章 模式測試與彎道模擬分析 

本章先採用數個簡單的案例測試模式的基本演算功能，再以實驗案例進行彎

道的模擬分析。 

4.1 模式測試 

本研究將模式由二維擴展為擬似三維，並加入科氏力及風剪力的影響，雖然

科氏力及風剪力對彎道模擬並不特別重要，但為求模式整體的完整性，在模式

發展時還是考量此二作用力的影響。因此在模式測試部分，首先以風剪垂直環

流場及有限深度艾克曼螺旋兩個有解析解之案例，分別測試風剪力項及科氏力

項的機制；另以迴水演算案例測試垂直模式基本運算功能。 

4.1.1 風剪垂直環流場 

封閉水池受到風剪力作用時，表面水體朝與風同方向加速，進而帶動更內部

之水體運動，當水流向前運動遇到邊界受阻，表面水體會產生堆升現象，此會

造成底部水平方向壓力不平衡而使底部水體朝與風反方向流動，當水面堆升至

一定程度後，水面坡降造成之壓力差若與風剪應力平衡，則水面坡降不再改變，

而水體內部則形成一穩定之垂直環流場。此一水體由靜止開始運動後各種外力

平衡而產生之內部流場，可用以檢視模式是否具物理機制適度反應其現象。 

Heaps (1981)針對定常層流底床不滑移狀況，推導出湖泊環流之水深方向流

速剖面的解析解 

(3 2 )
( )

4

s

V

z z d
u z

d




  
  
 

 (4.1) 

式中， ( )u z 表示於高程 z 之流速；d 為水深； V 為垂向運動黏滯係數； s 為作用

於湖面之風剪應力。 

假設一長度400 m、寬度160 m之封閉水槽，水深2 m，水面受風剪應力 1 0.5s 

N/m2，密度 1013   kg/m3、垂向運動黏滯係數 0.015V  m2/s。流速模擬結果與

解析解比較如圖 4.1 所示，圖中縱軸為高程 z，橫軸為流速u  (m/s)，透過風剪
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環流場之解析解比較，證明了加入風剪力項後模式能夠反應此現象之機制。模

擬結果與解析解之均方根誤差(root-mean-squar error)為 0.0011，可看出模擬結果

之精度。 

4.1.2 有限深度艾克曼螺旋(Ekman Spiral) 

水體的流動會因為地球自轉的影響而發生偏轉，瑞典的海洋學家 Ekman 於

1905 年針對此現象推導出一解析解，稱之為艾克曼螺旋。科氏力的影響，會使

得在北半球的水體流動向順時鐘偏轉，如圖 4.2 所示，當風力帶動水體表面流

動，水流因科氏力而向順時鐘方向偏轉，而表層的水流又帶動較下方的水層流

動，此下層的水流亦向順時鐘偏轉，如此往水深方向傳遞，並隨水流的偏轉，

流速漸小。艾克曼螺旋的控制方程式為黏滯力與科氏力之平衡，即 

2

2
( ) ( ) 0V c

d
u i v if u i v

dz
      (4.3) 

式中， V 為垂向運動黏滯係數； 1i   ； cf 為科氏力係數。其邊界條件在水面

為風剪力邊界條件，而在無限深度底床之流速為零。今考慮有限深度之艾克曼

螺旋，依 Ekman 之分析方式，Lin and Huang (2008)推導出一有限深度之解析解。 

自由液面邊界條件為 

0
du

dz
  和 2 /s

V

dv

dz

 


  

底床邊界條件為非滑移 

0u   和 0v   

有限深度之解析解為 

0 0 02 2
cos sinh 2 sin sin

4 4 4

z

D
V h hz z

u e Δ
Δ D D D D

                        
 

0 0 02 2
cos sinh 2 sin sin

4 4 4

z

D
V h hz z

e Δ
Δ D D D D

                         
 (4.4) 

0 0 02 2
cos sin sinh 2 sin

4 4 4

z

D
V h hz z

v e Δ
Δ D D D D

                        
 

0 0 02 2
cos sin sinh 2 sin

4 4 4

z

D
V h hz z

e Δ
Δ D D D D

                         
 (4.5) 
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式中，
2 V

c

D
f

 ； 2
0

/

2

s

V

D
V

 


 ； 2 20 0cos sinh
h h

Δ
D D

        
   

； 0h 為水深。 

假定一水深 30 m 之開放邊界水域，給定科氏力係數 41.22 10cf
  、表面風

剪應力 2 1.5s  N/m2、密度 1013  kg/m3、垂向運動黏滯係數 0.0065V  m2/s。

流速模擬結果與解析解比較如圖 4.3 所示，圖中縱軸為無因次水深 (z-zb)/d，橫

軸為流速 Velocity (m/s)，流速分量u 與 v 的模擬結果與解析解之均方根誤差分別

為 0.0109 與 0.0126，證明方程式中科氏力項對模擬結果影響之正確性。 

4.1.3 迴水演算案例 

前兩個案例無法看出流量-水深關係是否合理之問題，然而河川或渠道內之

水流流場不僅傳遞動量，同時也傳輸質量，因此，可藉由此案例觀察模擬結果

之垂向流速剖面是否與二維之平均流速維持質量守恆。 

假定一均勻矩形渠道，長 8000 m，渠寬 100 m，渠道坡度為 0.0005，曼寧係

數 0.035，下游受堰的影響使下游處水深較正常水深抬高 1.5 m。模式上游邊界

條件為單位寬度入流量 3.987 m2/s，下游固定水深 4.5 m。在此流況下，河道之

正常水深為 3 m，臨界水深為 1.175 m。 

水深及流速模擬結果如圖 4.4 及圖 4.5 所示，由圖 4.4 可看出下游為給定的

固定水位邊界條件，沿著往上游方向，距離下游控制斷面愈遠，迴水效應愈小，

水深漸漸趨向正常水深 3 公尺。相對地，由圖 4.5 可看出流速從上游的 1.303 m/s

遞減為下游的 0.878 m/s。圖 4.6 為垂向流速剖面的模擬結果，圖中由上游至下

游畫出流速分佈及對應水深，分別取距離上游邊界 2000 m、4000 m 及 6000 m

處代表上游、中游及下游。由圖可看出愈接近下游整體流速愈慢、水深愈深，

此結果與圖 4.4 及圖 4.5 一致。 

4.2 彎道模擬分析 

本研究分別採用緩彎、急彎及連續彎案例模擬彎道流場，並以緩彎渠道模擬

不同流量之流況，測試在不同的二次流強度下，模式是否皆能模擬出合理的結

果。模擬結果除了與實驗量測數據驗證，並和二維模式(謝德勇, 2003)比較水深
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平均流速與水深之模擬結果，此二維模式採用 de Vriend (1977)對二次流速度剖

面之假設，以達到模擬彎道之功能。所有彎道案例之幾何資料與水理條件整理

如表 4.1。 

4.2.1 緩彎案例 

緩彎的驗證採用 de Vriend and Koch (1977)之實驗案例，其實驗水槽佈置如

圖 4.7 所示，從斷面 A0至斷面 B0為 39 m 之直線道，斷面 B0為彎道之起點，沿

著渠道一直到斷面 E0為一蜿蜒 90 度固定曲率半徑 R 之矩形渠道，渠道寬度 B

為 6 m，中心線曲率半徑 R 為 50 m，渠寬與曲率半徑比值 B/R 為 0.12，底床在

直線道為平床，在彎道之縱向坡度為 0.0003。模擬之側壁採用非滑移邊界條件，

上游邊界條件為固定入流量，下游邊界條件為實測水位資料。此渠道案例用兩

種流量大小驗證，分別為 0.305 cms 與 0.61 cms。流量 Q = 0.305 cms 的案例，

Chezy 係數為 50 m0.5/s，平均流速為 0.2 m/s，平均水深為 0.25 m，福祿數為 0.13，

二次流強度因子(relative strength of secondary current) 2/ ( / )SI d R g c = 0.08；

流量 Q = 0.61 cms 的案例，Chezy 係數為 70 m0.5/s，平均流速為 0.4 m/s，平均水

深為 0.25 m，福祿數為 0.26，二次流強度因子 SI 為 0.11。本案例模擬採用 103

×35 之非均勻計算格網，如圖 4.8 所示。 

圖 4.9 及圖 4.10 分別為 Q = 0.305 cms 及 Q = 0.61 cms 之無因次水深平均流

速模擬結果與實驗值比較圖，圖中縱軸無因次參數為比較點之水深平均流速u

除以該斷面的平均流速 mu ，橫軸之無因次參數為比較點曲率半徑 R 減去渠道內

岸之曲率半徑 RI 後再除以渠道寬度 B。圖 4.11 及圖 4.12 分別為 Q = 0.305 cms

及 Q = 0.61 cms 之無因次水位模擬結果與實驗值比較圖，圖中縱軸為比較點水

位高程 zs減去該斷面平均水位高程 s
mz 除以水深 d 後，再乘上一百倍之放大尺度

無因次參數，橫軸之定義如同流速比較圖。 

由圖 4.9 及圖 4.10 可看出，流場受到二次流效應的影響，水流動量由內岸

向外岸傳遞，使彎道中下游段受此效應的影響，外岸縱向流速會明顯大於內岸

的縱向流速。圖中二維模式與本模式的模擬結果趨勢皆與實驗值吻合，其均方

根誤差整理如表 4.2與表 4.3，從表格可看出誤差值皆很小。如圖 4.11及圖 4.12
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所示，受彎道效應的影響，斷面水面高程會呈現水面超高(super-elevation water 

surface)的分布，即外岸水面高程會大於內岸的水面高程。此水面超高的現象甚

至從彎道入口處(斷面 B0)即已發生，至斷面 B1時，此斷面水面高程的側向坡度

即已約達穩定的狀態。圖中可看出，水位模擬結果趨勢皆與實驗值吻合，模擬

結果相當接近，其應為緩彎案例水位超高的現象較不明顯。 

圖 4.13 及圖 4.14 分別為 Q = 0.305 cms 彎道各斷面中間水柱之無因次水深

方向流速分量 u 及 v 的模擬結果與實驗值比較圖，圖中縱軸為無因次水深 

(z-zb)/d，橫軸之無因次參數分別為比較點流速u 及 v 除以該水柱水深平均流速之

合向量V total 
2 2 0.5( )u v  ；圖 4.15 及圖 4.16 分別為 Q = 0.61 cms 彎道各斷面中

間水柱之無因次水深方向流速分量u 及 v 的模擬結果與實驗值比較圖。水深方向

的流速分佈，只有在 B0、C0、D0及 E0斷面中間提供量測數據，因此只列出這四

個斷面的流速比較圖。由表 4.4、表 4.5 及圖 4.13 至圖 4.16 可看出模擬結果與

實驗值的趨勢吻合、均方根誤差小且能夠適當反應彎道二次流效應側向流速 v

在水深方向的分佈。 

4.2.2 急彎案例 

急彎的驗證採用 Rozovskii (1961)之實驗案例，資料為 Rozovskii (1961)的彎

道實驗 1，其實驗水槽佈置，在上游為長 6 m 之直線道，下游為長 3 m 之直線道，

彎道為一蜿蜒 180°固定曲率半徑渠道。渠道斷面為寬度 0.8 m 之矩形斷面，中

心線曲率半徑為 0.8 m，渠寬與曲率半徑比值為 1，整個實驗水槽為平床，Chezy

係數為 60 m0.5/s，平均流速為 0.265 m/s，平均水深為 0.058 m，福祿數為 0.35，

二次流強度因子 SI 為 1.39。上游邊界條件為固定入流量 0.0123 m3/s，下游邊界

條件給定水位資料。側壁為滑移邊界條件，此邊界條件的設定在連和政(1999)

“二維水深平均模式應用於彎道水流與泥砂運移模擬之研究＂中指出，如果側

壁邊界條件設為非滑移，其影響會使得內岸的模擬流速結果與實驗值比起來相

對過小，而在外岸則過大，顯然是因為在側壁的邊界處理仍無法適用於急彎的

案例。圖 4.17 為 Rozovskii (1961)彎道實驗水槽示意圖，實驗分別在 θ	= 0°、65°、

100°、143°及 186°斷面量測數據。本案例模擬採用 61×43 之非均勻計算格網，

如圖 4.18 所示。 
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圖 4.19 為實驗量測流速分佈圖。圖 4.20 為此急彎案例流速分佈模擬結果，

圖(a)為二維模式模擬結果；圖(b)為擬似三維模式模擬結果。圖 4.21 為無因次水

深平均流速模擬結果與實驗值之比較圖，圖中縱軸與橫軸之無因次參數如圖 4.9

之定義。圖 4.22 為側壁水深比較圖，圖中縱軸為側壁水深，單位為公分，橫軸

之無因次渠長為渠道中心線長度 S 除以渠道寬度 B。無因次渠長 0.625 為彎道入

口處，3.767 為彎道出口處。 

由圖 4.19 可看出，水流在進入彎道時，內岸的流速會變大，而外岸的流速

則會變小，整個彎道的流速分佈可看出皆為內岸大於外岸，此現象是因為此渠

道之渠寬與曲率半徑比值很大，內岸之路徑又相對較短，自由渦流的效應則較

為明顯。水流在出彎道進入直線道後，內岸的流速變小而外岸的流速則變大，

此現象應為出彎道後，水面不會有超高分佈的情況，且仍有水流動量往外岸傳

遞的影響。由圖 4.20 可看出，二個模式模擬結果愈接近彎道出口，流速分佈差

異愈大，從圖 4.21 可更明顯地看出流速在彎道的分佈，模擬結果皆與實驗值之

趨勢相同，其均方根誤差列於表 4.6，整體來看為擬似三維模式之模擬結果較接

近實驗值。由圖 4.22 可很清楚地看出受彎道效應造成水位超高的現象，由表 4.7

之均方根誤差值可看出擬似三維模式之模擬結果誤差較小，內岸水深變化趨勢

與實驗值較為一致。 

圖 4.23 及圖 4.24 分別為彎道各斷面中點之無因次水深方向流速分量u 及 v

的模擬結果與實驗值比較圖，圖中縱軸為無因次水深 (z-zb)/d，橫軸為無因次流

速如圖 4.13 之定義。圖 4.25 為彎道內 65°、100°及 143°三個斷面側向流速分佈

之模擬結果與實驗值比較圖，圖中縱軸為無因次水深 (z-zb)/d，橫軸為流速 v

(m/s)。由圖 4.23 及圖 4.24 可看出，模擬急彎時流速分量u 、v 之模擬結果與實

驗值吻合，模擬值與實驗值之均方根誤差列於表 4.8。由圖 4.25 可看出模擬結

果的流速梯度在內岸較大、外岸較小，與實驗值相符，然而實驗顯示出在外岸

接近水面處會出現與二次流反向的小渦流如圖 4.26，因本模式之紊流模式採用

簡單的零方程式模式求解，所以無法模擬出此現象。 
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4.2.3 連續彎案例 

連續彎的驗證採用 Almquist and Holley (1985)之實驗渠道，此水槽為一蜿蜒

之定床矩形渠道，渠寬 1.652 m，由一長 2.475 m 之直線渠道連接兩個 125°固定

曲率半徑之彎道，渠道中心線曲率為 4.953 m，渠寬與曲率半徑比值為 0.33，渠

道坡度 0.001，Chezy 係數為 60 m0.5/s，平均流速為 0.48 m/s，福祿數為 0.45，二

次流強度因子 SI 為 0.36。上游邊界條件為固定入流量 0.0991 m3/s，下游邊界條

件給定水位資料，側壁為滑移邊界條件。圖 4.27 為 Almquist and Holley (1985)

實驗案例示意圖，實驗分別在 1~15 號斷面量測數據，2 號及 8 號斷面分別為第

一個彎道之入口及出口，10 號斷面為第二個彎道入口。本案例模擬採用 101×35

之非均勻計算格網，如圖 4.28 所示。	

圖 4.29 為無因次水深平均流速模擬結果與實驗值之比較圖，圖中縱軸為比

較點之水深平均流速u 除以渠道平均流速 totalu ，橫軸為比較點之座標 Y 減去斷面

中點座標 YM 後再除以渠道寬度 B(圖皆為往下游看的方向)。圖 4.30~圖 4.32 分

別為 5 號、10 號和 13 號斷面水柱無因次主流流速 totalu / u 的模擬結果與實驗值比

較圖，圖 4.33~圖 4.35分別為5號、10號和13號斷面水柱無因次側向流速 totalv / u

的模擬結果與實驗值比較圖，每個斷面從左岸至右岸取五個水柱比較，分別為

(Y-YM)/B=-0.375、-0.125、0、0.125 及 0.375，圖中縱軸為無因次水深，橫軸為

無因次流速。 

由圖 4.29 可看出在進入第一個彎道時(2 號斷面)，斷面最大流速發生在左

岸(內岸)，而在第一個彎道出口處(8 號斷面)，斷面最大流速值發生在近右岸(外

岸)處，接著進入第二個彎道，在入口處(10 號斷面)斷面最大流速在右岸(內

岸)，而在 15 號斷面處流速趨近平均分佈。整體模擬結果可看出擬似三維模式

與實驗值趨勢較為符合，特別是在彎道反曲處(5 號斷面~13 號斷面)，即最大流

速發生處由左岸轉換為右岸的過程，二維模式並無法適當模擬出這幾個斷面的

流速分布，由 6號到 10 號斷面可以很明顯看出模擬結果與實驗值趨勢的不同，

例如在接近第一個彎道出口時，流速最大值已從內岸轉為外岸，而二維模式的

模擬結果顯式，流速最大值仍是在內岸，使得模擬趨勢和實驗值完全相反。模
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擬值與實驗值之均方根誤差列於表 4.9。 

由圖 4.30~圖 4.32 可看出斷面主流流速在垂向的分佈，大致上與實驗值吻

合，而在接近岸壁處的模擬結果誤差較大，對照圖 4.29 的斷面流速分佈模擬結

果可看出一致性。由圖 4.33~圖 4.35 可看出斷面側向流速在垂向的分佈，從 5

號斷面到 13 號斷面因彎道反曲，反應在二次流方向的改變，模擬結果與實驗值

趨勢相同，模擬值與實驗值之均方根誤差列於表 4.10 至表 4.12。 

小結 

由以上之模擬結果驗證了擬似三維模式在緩彎、急彎及連續彎模擬的可靠

性。緩彎案例中，在不同的流量下皆能模擬出合理的結果，與二維模式模擬結

果的比較中也能看出其與實驗值更為接近。急彎案例中，從模擬結果可看出，

因二維模式植入的流速剖面有應用上的限制，導致結果有所誤差，擬似三維模

式在急彎的模擬上明顯優於二維模式；連續彎的案例能正確模擬彎道反曲造成

的水理現象，此亦為二維模式應用上之限制而無法模擬出的結果。 

從這三項實驗案例可看出，在不同的二次流強度因子下，有不同的側向流速

值，在緩彎的案例中，側向流速最大值約為主流流速的 0.05 倍；而急彎的案例

中，側向流速最大值則約為主流流速的 0.3~0.5 倍，二次流效應較為明顯。 
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表 4.1 彎道案例之幾何資料與水理條件列表 

實驗案例 流量 Q(cms) 水深 d(m) 渠寬 B(m) 曲率半徑 R(m) B/R Chezy 係數(m0.5/s) 渠道坡度 福祿數 SI 

de Vriend and Koch(1977) 
0.305 0.25 6 50 0.12 50 0.0003 0.13 0.08 

0.61 0.25 6 50 0.12 70 0.0003 0.26 0.11 

Rozovskii(1961) 0.0123 0.058 0.8 0.8 1 60 平床 0.35 1.39 

Almquist and Holley(1985) 0.0991 0.122 1.652 4.953 0.33 46 0.001 0.45 0.36 
2/ ( / )SI d R g c  

表 4.2 de Vriend(1977)無因次參數u / mu 模擬結果與實驗值之均方根誤差(Q = 0.305 cms) 

模式 B0 B1 C0 C1 D0 D1 E0 

2D 0.0057 0.0183 0.0312 0.0441 0.0545 0.0571 0.0502 

semi-3D 0.0061 0.0156 0.0241 0.0359 0.0468 0.0481 0.0423 

表 4.3 de Vriend(1977)無因次參數u / mu 模擬結果與實驗值之均方根誤差(Q = 0.61cms) 

模式 B0 B1 C0 C1 D0 D1 E0 

2D 0.0211 0.0157 0.0240 0.0323 0.0368 0.0400 0.0419 

semi-3D 0.0218 0.0140 0.0158 0.0201 0.0202 0.0229 0.0219 
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表 4.4 de Vriend(1977)無因次參數 totalu / V 、 totalv / V 模擬結果與實驗值之均方根誤差(Q = 0.305 cms) 

流速分量 B0 C0 D0 E0 

totalu / V 0.0554 0.0396 0.0536 0.0515 

totalv / V 0.0139 0.0104 0.0198 0.0164 

表 4.5 de Vriend(1977)無因次參數 totalu / V 、 totalv / V 模擬結果與實驗值之均方根誤差(Q = 0.61 cms) 

流速分量 B0 C0 D0 E0 

totalu / V 0.0997 0.1021 0.0816 0.0594 

totalv / V 0.0075 0.0231 0.0165 0.0148 

表 4.6 Rozovskii(1961)無因次參數u / mu 模擬結果與實驗值之均方根誤差 

模式 0° 65° 100° 143° 186° 

2D 0.1418 0.0607 0.1373 0.1353 0.0732 

semi-3D 0.1410 0.0789 0.0505 0.0399 0.0885 
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表 4.7 Rozovskii(1961)側壁水深模擬結果與實驗值之均方根誤差 

模式 外岸水深 內岸水深

2D 0.1251 0.1738 

semi-3D 0.0706 0.1736 

表 4.8 Rozovskii(1961)無因次參數 totalu / V 、 totalv / V 模擬結果與實驗值之均方根誤差 

流速分量 0° 65° 100° 143° 186° 

totalu / V 0.0349 0.0621 0.0811 0.0655 0.0340 

totalv / V 0.0774 0.0760 0.0741 0.0979 0.0752 

表 4.9 Almquist and Holley(1985)無因次參數 totalu / u 模擬結果與實驗值之均方根誤差 

模式 斷面 1 斷面 2 斷面 3 斷面 4 斷面 5 斷面 6 斷面 7

2D 0.0616 0.0581 0.1618 0.1395 0.2010 0.2082 0.2026

semi-3D 0.0462 0.0501 0.1259 0.0475 0.0784 0.00760 0.0604
 

模式 斷面 8 斷面 9 斷面 10 斷面 11 斷面 12 斷面 13 斷面 14 斷面 15

2D 0.1785 0.1745 0.1803 0.1543 0.1562 0.0961 0.0741 0.0691

semi-3D 0.0472 0.0452 0.0537 0.1046 0.0914 0.1019 0.0956 0.0680
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表 4.10 Almquist and Holley(1985) 5 號斷面無因次參數 totalu / u 、 totalv / u 模擬結果與實驗值之均方根誤差 

流速分量 -0.375 -0.125 0 0.125 0.375 

totalu / u 0.1063 0.0665 0.0422 0.0487 0.0859

totalv / u 0.0357 0.0293 0.0323 0.0376 0.0660

表 4.11 Almquist and Holley(1985) 10 號斷面無因次參數 totalu / u 、 totalv / u 模擬結果與實驗值之均方根誤差 

流速分量 -0.375 -0.125 0 0.125 0.375 

totalu / u 0.1573 0.0708 0.0552 0.0466 0.1192

totalv / u 0.0253 0.0154 0.0161 0.0172 0.0233

表 4.12 Almquist and Holley(1985) 13 號斷面無因次參數 totalu / u 、 totalv / u 模擬結果與實驗值之均方根誤差 

流速分量 -0.375 -0.125 0 0.125 0.375 

totalu / u 0.1394 0.0344 0.0306 0.0750 0.1320

totalv / u 0.0842 0.0165 0.0259 0.0218 0.0214
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圖 4.1 風剪垂直環流場案例流速比較圖。解析解(○)；模擬結果(──) 

 

圖 4.2 艾克曼螺旋示意圖 
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圖 4.3 艾克曼螺旋案例流速比較圖。流速分量u 解析解(●)；流速分量 v 解析解(○)；

流速分量u 模擬結果(──)；流速分量 v 模擬結果(─ ─) 

 

圖 4.4 迴水演算案例水深模擬結果圖 
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圖 4.5 迴水演算案例流速模擬結果圖 

 

圖 4.6 迴水演算案例垂向流速剖面模擬結果圖 

河心距(m)

0 2000 4000 6000 8000

流
速

(m
/s

)

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

流速(m/s)

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4

水
深

(m
)

0

1

2

3

4

河心距2000m
河心距4000m
河心距6000m



 
36 

 

圖 4.7 de Vriend and Koch (1977)實驗案例示意圖 
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圖 4.8 de Vriend and Koch (1977)計算格網佈置圖 



 
38 

 

圖 4.9 de Vriend and Koch (1977)無因次參數u / mu 在側方向之比較圖(Q = 0.305 

cms)。 實驗值(○)；擬似三維模式模擬結果(──)；二維模式模擬結果(─ ─)  

；圖中縱軸 U= u 、UM= mu  
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圖 4.10 de Vriend and Koch (1977)無因次參數u / mu 在側方向之比較圖(Q = 0.61 

cms)。 實驗值(○)；擬似三維模式模擬結果(──)；二維模式模擬結果(─ ─) 

；圖中縱軸 U= u 、UM= mu  
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圖 4.11 de Vriend and Koch (1977)無因次參數 100(zs- s
mz )/d 在側方向之比較圖(Q = 

0.305 cms)。實驗值(○)；擬似三維模式模擬結果(──)；二維模式模擬結果(─ ─) 
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圖 4.12 de Vriend and Koch (1977)無因次參數 100(zs- s
mz )/d 在側方向之比較圖(Q = 

0.61 cms)。實驗值(○)；擬似三維模式模擬結果(──)；二維模式模擬結果(─ ─) 
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圖 4.13 de Vriend and Koch (1977)斷面中間水柱無因次參數 totalu / V 之比較圖(Q = 

0.305 cms)。實驗值(○)；模擬結果(──)  
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圖 4.14 de Vriend and Koch (1977)斷面中間水柱無因次參數 totalv / V 之比較圖(Q = 

0.305 cms)。實驗值(○)；模擬結果(──) 
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圖 4.15 de Vriend and Koch (1977)斷面中間水柱無因次參數 totalu / V 之比較圖(Q = 

0.61 cms)。實驗值(○)；模擬結果(──) 

   

totalVu /

totalVu / totalVu /

totalVu /

B0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(z
-z

b )/
d

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

C0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(z
-z

b )/
d

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

D0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(z
-z

b )/
d

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

E0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(z
-z

b )/
d

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0



 
45 

  

圖 4.16 de Vriend and Koch (1977)斷面中間水柱無因次參數 totalv / V 之比較圖(Q = 

0.61 cms)。實驗值(○)；模擬結果(──) 
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圖 4.17 Rozovskii (1961)彎道案例幾何示意圖 

 

  

圖 4.18 Rozovskii (1961) 計算格網佈置圖 
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圖 4.19 Rozovskii (1961)彎道案例實驗量測流速分佈圖(重繪自 Rozovskii, 1961) 

 

         

(a)                                (b) 

圖 4.20 Rozovskii (1961)彎道案例流速分佈圖。(a)二維模式模擬結果；(b)擬似三

維模式模擬結果 
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0.4 m/s 0.4 m/s
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圖 4.21 Rozovskii (1961)無因次參數u / mu 在側方向之比較圖。實驗值(○)；擬似三

維模式模擬結果(──)；二維模式模擬結果(─ ─)；圖中縱軸 U=u 、UM= mu  
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圖 4.22 Rozovskii (1961)側壁水深比較圖。外岸側壁水深實驗值(●)；內岸側壁水

深實驗值(○)；擬似三維模式模擬結果(──)；二維模式模擬結果(─ ─) 
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圖 4.23 Rozovskii (1961)斷面中間水柱無因次參數 totalu / V 之比較圖。實驗值(○)； 

模擬結果(──) 
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圖 4.24 Rozovskii (1961)斷面中間水柱無因次參數 totalv / V 之比較圖。實驗值(○)； 

模擬結果(──) 
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圖 4.25 Rozovskii (1961)案例 65°、100°及 143°斷面側向流速 v 分佈之比較圖。實

驗值(○)；模擬結果(──) 
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圖 4.26 以 Rozovskii (1961)案例 65°斷面表示主二次流及小渦流現象 

 

圖 4.27 Almquist and Holley (1985)實驗案例示意圖
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圖 4.28Almquist and Holley (1985) 計算格網佈置圖 
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圖 4.29 Almquist and Holley (1985)無因次參數u / totalu 在側方向之比較圖。實驗值

(○)；擬似三維模式模擬結果(──)；二維模式模擬結果(─ ─) 

；圖中縱軸 U=u 、Utotal= totalu  
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圖 4.30 Almquist and Holley (1985) 5 號斷面水柱無因次參數 / totalu u 之比較圖。實

驗值(○)；模擬結果(──)  
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圖 4.31 Almquist and Holley (1985) 10 號斷面水柱無因次參數 / totalu u 之比較圖。實

驗值(○)；模擬結果(──)  
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圖 4.32 Almquist and Holley (1985) 13 號斷面水柱無因次參數 / totalu u 之比較圖。實

驗值(○)；模擬結果(──)  
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圖 4.33 Almquist and Holley (1985) 5 號斷面水柱無因次參數 / totalv u 之比較圖。實

驗值(○)；模擬結果(──) 
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圖 4.34 Almquist and Holley (1985) 10 號斷面水柱無因次參數 / totalv u 之比較圖。實

驗值(○)；模擬結果(──)  
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圖 4.35 Almquist and Holley (1985) 13 號斷面水柱無因次參數 / totalv u 之比較圖。實

驗值(○)；模擬結果(──) 
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第五章 結論與建議 

5.1 結論 

1. 本研究採用垂直水平分離演算(VHS)的概念，發展擬似三維水理模式。水

平方向採用正交曲線座標系統，垂直方向採用 σ座標系統。 

2. 本研究之水平二維模式採用隱式雙階分割操作趨近法，當移流項和擴散項

的效應很小時，在模擬時可以忽略第一步驟(即僅需求解壓力與底床剪應力

項)，增進數值模式應用上的彈性及穩定性。 

3. 模式考量了科氏力及風剪力的影響，以風剪垂直環流場及艾克曼螺旋的案

例檢驗，風剪垂直環流場案例的模擬結果與解析解之均方根誤差為

0.0011；而艾克曼螺旋案例的流速剖面在縱方向及側方向之均方根誤差分

別 0.0109 與 0.0126，證明加入此二作用力項對模擬結果影響之正確性。 

4. 本研究著重在彎道的應用，以緩彎、急彎及連續彎案例進行模式測試工作。 

(1) 在緩彎案例，以兩種不同的流量進行模擬，不論是水深平均流速、彎道

中的二次流或水位超高的現象，均可得到不錯的結果。水深平均流速和

水深之模擬結果與實驗值之均方根誤差皆很小，而擬似三維模式在水深

方向的流速剖面亦與實驗值相近，可看出模式在緩彎模擬的可靠性。 

(2) 在急彎案例，二次流效應明顯，反應在彎道的側向流速及水位超高現

象，其內、外岸的分佈均與實驗值接近。側向流速在內岸之垂直梯度較

大、外岸較小，與實驗相符，而由實驗結果可看出在外岸接近水面處出

現與二次流反向的小渦流，本模式為靜水壓假設且紊流模式採用零方程

式，因此無法模擬出此現象。研究並與二維模擬結果比較，可看出擬似

三維模式較二維模式適用於急彎的案例，特別是在接近彎道內岸處之流

速有明顯的差異。 

(3) 在連續彎案例，因為彎道反曲使得流速在兩個彎道的分佈有明顯的不

同，本模式能正確模擬斷面的流速分佈，而水平二維模式則是有較大的
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誤差。由側向流速分佈圖可看出，從第一個彎道經過中間直線道至第二

個彎道，整個二次流的轉換過程，模擬結果與實驗值一致。由以上結論

證明本模式適用於蜿蜒渠道的模擬。 

5.2 建議 

1. 本研究尚無考量密度變化對流場的影響，而視密度為常數，未來的研究可

將此加入考量，模擬分析密度梯度對水理的影響。 

2. 本模式僅發展水理部分，將來可放入污染傳輸與沉滓運移的機制，結合密

度變化應用於異重流的分析。 

3. 紊流模式的處理上，仍採用最簡單的零方程式(zero-equation)模式求解，所

以在紊流模式的發展上，未來可進一步擴展為二方程式(two-equation)之紊流

模式(如 k-ε或 k-ω紊流模式)，並對這些模式進行適用性分析。 
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