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三維異向性材料旋轉體與楔形體之應力奇異性分析 
 

研究生：李承哲                    指導教授：黃炯憲 博士 

  

國立交通大學土木工程學系碩士班 

摘要 

本研究為探討三維異向性材料旋轉體及楔型體於邊界與材料性質不連續處之應力

奇異性。利用特徵函數展開法，並結合級數解之技巧以建立旋轉體及楔形體之彈性應

力奇異性漸進解。該漸進解為直接求解以位移分量表示之三維力平衡方程式。利用比

較文憲中等向性材料之結果確認本研究所推導解之正確性。本研究考慮組成旋轉體與

楔形體之材料可為等向性材料(Isotropic material)、正交性材料(Orthotropic material)及

三斜晶體（Triclinic material）。數值結果顯示單一異向性材料或雙材料(正交性/等向

性，三斜晶體/等向性)之奇異性階數，明顯受幾何形狀、邊界條件與材料性質之影響。

此些結果均見於文獻，可做為將來發展數值解之比對。 
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The analyses of stress singularities of anisotropic Bodies of revolution and 

wedges based on three-dimensional elasticity theory 
 

Student：Cheng-Che Lee           Advisor：Dr. Chiung-Shiann Huang 

 

Department of Civil Engineering 
National Chiao-Tung University 

Abstract 

The work investigates the stress singularities induced by discontinuities of boundaries 

or material properties in anisotropic bodies of revolution and wedges. An eigenfunction 

expansion approach is combined with a power series solution technique to establish the 

asymptotic solutions around the singular points in bodies of revolution and wedges. The 

asymptotic solutions are developes by directly solving the 3D equations of equilibrium in 

terms of displacement components. The correctness of the proposed solutions are validated 

by comparing the present results with the published ones for isotropic bodies of revolution 

and wedges. Bodies of revolution and wedges under consideration are made of isotropic, 

orthotropic or triclinic materials. Numerical results reveal that the geometrically-induced 

stress singularities in bodies of revolution or wedges made of a single anisotropic material 

or two materials (orthotropic/isotropic, triclinic/isotropic) are significantly affected by 

geometry, boundary conditions and material properties. The present results can be used as a 

check on the solutions via numerical techniques such as finite element approaches. 
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第一章 緒論 

§1.1 前言 

異向性材料在現代工程結構和元件中已被廣泛的應用，而這些材料安全可靠程度也

成為關注的重點。與等向性材料相比，異向性材料的應力奇異性更為複雜，尤其是不同

材料的連接處，應力奇異性容易導致界面破壞，甚至釀成事故。了解異向性材料應力奇

異性，能夠為材料的結構設計與安全性提供一評估之依據。 

§1.2 研究動機與方法 

材料在應用上常面臨應力奇異點（stress singularity）之問題，通常發生於：(1)幾何

形狀不連續（如裂縫尖銳切角或邊界條件）；(2)載重點處（集中載重或載重強度急遽改

變）；(3)材料性質之陡變（如複合材料）。之前學者大多研究等向性材料(Isotropic material)

或層狀複合材料(Laminate composite)在不同邊界條件、材料性質及幾何形狀對應力奇異

性之影響。或是將材料纖維方向（fiber orientations）旋轉後，將其視為異向性材料來做

分析。 

本研究將分析一般異向性材料之旋轉體及楔形體，利用特徵函數展開法，並結合級

數解之技巧以建立旋轉體及楔形體之彈性奇異性漸進解。該漸進解為直接求解於以位移

分量表示之三維力平衡方程式；分析在不同邊界條件、材料性質、幾何形狀及材料座標

軸分別對幾何座標軸不一致之情況下，應力奇異性之變化。 

§1.3 文獻回顧 

材料破壞一直為工程應用之重點，為有效預測材料破壞之行為，許多學者針對應力

奇異性問題進行研究探討；常被討論的幾何形狀有旋轉體（Body Revolution）及楔形體

（Wedge），因為其幾何形狀簡單，較易用解析方法求解；其應力奇異特性在實際工程應
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用常遇到。 

    於等向性(Isotropic)旋轉體之應力奇異性問題探討，常見於文獻中之分析方法可大約

分為兩類，一類為將三維問題，透過軸對稱之假設，分解為面內及面外變形獨立兩問題；

另一為直接求解三維之彈性平衡。因為三維旋轉體的尖銳邊界不連續，會在其附近造成

應力奇異性，Huang 和 Leissa[1] 利用特徵方程展開及位移來表示三維圓柱座標下之平

衡方程式，在不同邊界條件下求取其閉合解；Huang 和 Leissa[2] 利用特徵方程展開在

雙材料旋轉體之尖端處求取其應力奇異性漸進解；異向性旋轉體之應力奇異性問題。由

於材料的複雜性，使得以解析法求解三維異向性材料旋轉體的奇異性(singularity)問題，

在數學的處理上顯得相當困難。 

    因為層狀複合式材料廣泛使用在結構工程設計上，異向性楔形體之應力奇異性問題

較多受到關注。England[3]指出許多在應力場有精確解的線彈性問題，其應力奇異性會

發生在尖角處與邊界條件改變處，應力奇異性會受邊界條件與幾何形狀改變影響，又以

幾何形狀改變影響較大；假設廣義平面應變或應力下，Bogy[4]及 Kuo 和 Bogy[5,6]根據

Mellin transform 分析當纖維方向在平面上，面內變形之應力問題。Ma 和 Hour[7]用 

Mellin transform 解決了面外變形之應力問題。Lin 和 Hartmann [8]利用 Lekhnitskii’s 複變

數法來分析異向性楔形體，其為一特徵值問題，在不同幾何形狀及材料參數下求得應力

奇異性，解決了當纖維方向分別在不同平面上，面內與面外偶合之應力問題。Chue[9,10]

利用 Lekhnitskii’s 複數函數建立一通解，並根據此解以決定異向性楔形體之應力奇異階

數。應力奇異階數會隨幾何形狀、邊界條件及材料性質不同而改變。Liu[11]利用

Lekhnitskii’s 函數，分析異向性複合材料之楔形體及連結體在其中一材料之纖維方向不

同於幾何座標方向時，其應力奇異性隨纖維方向旋轉之角度及邊界條件不同而改變。

Chen[12]根據 Ting[13]用 Stroh formalism 建立之二維變形方程式，利用特徵方程式分析

異向性複合材料之楔形體及連結體(junction)，因其幾何形狀、邊界條件及材料性質不同，

探討其應力奇異性之變化。Pageau 和 Biggers[14] 利用有限元素法分析異向性材料由材

料性質與幾何形狀之不連續，所造成應力奇異階數，該法被應用於二維平面之幾何形狀，
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垂直於該平面方向之幾何形狀保持不變(假設為 prismatic)。結果發現在三維空間之問題

可被簡化為為面內(Inplane)及面外(Antiplane)之問題；假設物理量與厚度無關之條件下，

Delale[15]用 Lekhnitskii’s & William’s method 解決了當纖維方向分別在不同平面上，面

內與面外偶合之應力問題。Hwu[16]利用 Stroh formalism，建立一滿足二維異向線彈性

平衡式之解，其為一複雜變異式。藉由滿足邊界條件，可得到楔形體尖端處之應力奇異

階數，應力奇異階數會因材料性質與幾何形狀不同而改變；Pageau[17] 利用有限元素法

及延伸 Yamada 與 Okumura 所提出之 Hybrid and Mixed Finite Element Methods，去分析

異向性材料楔形體，因材料性質不同及幾何形狀不連續所造成平面內應力奇異性。 

§1.4 研究內容 

有別於之前學者均利用二維之力學方法分析應力奇異性問題。本研究利用特徵函數

展開法，並結合級數解之技巧以建立旋轉體及楔形體之彈性奇異性漸進解。該漸進解為

直接求解於以位移分量表示之三維力平衡方程式，並無做任何平面簡化之假設；分析在

不同邊界條件、材料性質、幾何形狀及材料座標軸分別對幾何座標軸不一致之情況下，

應力奇異性之變化。 

論文架構如下： 

第一章 緒論：主要內容為研究動機與方法、文獻回顧及研究內容之簡介 

第二章 三維旋轉體之幾何所引致應力奇異解：利用特徵函數展開法配合級數解，求解

三維旋轉體，以位移表示之平衡方程式，於幾何急劇變化處（如尖角處）之漸

近解；再將正交性材料將材料座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對 X、Y 與 Z 軸進行旋轉，並

分別對其所造成之影響進行探討。 

第三章 旋轉體應力奇異階數分析：方法驗證與收斂性分析。探討材料的特性、邊界條

件、幾何形狀、及參數等改變對應力奇異性（singularity）λm 值之影響；分析由

正交性材料及三斜晶體構成單一材料之應力奇異性。以及分析由正交性材料與
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等向性材料組合成雙材料之應力奇異性。 

第四章 三維楔型體之幾何所引致應力奇異解：利用特徵函數展開法配合級數解，求解

三維楔形體，以位移表示之平衡方程式，於幾何急劇變化處（如尖角處）之漸

近解；再將正交性材料將材料座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對 X、Y 與 Z 軸進行旋轉，並

分別對其所造成之影響進行探討。 

第五章 楔形體應力奇異階數分析：方法驗證與收斂性分析。探討材料的特性、邊界條

件、幾何形狀、及參數等改變對應力奇異性（singularity）λm 值之影響；分析由

矽化鈦構成單一材料之應力奇異性。以及分析由正交性材料與等向性材料、三

斜晶體材料與等向性材料組合成雙材料之應力奇異性。 

第六章 結論與建議：總結此研究中旋轉體與楔形體個參數變化對奇異性之影響；並建

議此研究於未來進一步探討之部分。 
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第二章 三維旋轉體之幾何所引致應力

奇異解 

    本章利用特徵函數展開法配合級數解，求解三維旋轉體，以位移表示之平衡方程式，

於幾何急劇變化處（如尖角處）之漸近解，以便探討由幾何所引致支應力奇異現象。 

§2.1 平衡方程式 

考慮如圖 2.1 所示之旋轉體，為了求解的便利性，用圓柱座標系 , , Zr θ（ ）來表示三

維力平衡方程式。在不考慮體力（Body force）下之力平衡方程式為 

( )1 0rrrrr rz

r r z r
θθθ σ σσσ σ

θ
−∂∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

 (2.1a) 

1 2 0r z r

r r z r
θ θθ θ θσ σ σ σ

θ
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

 (2.1b) 

1 0zrz zz rz

r r z r
θσσ σ σ
θ

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
 (2.1c) 

§2.2 本構方程式  

    由假設構成旋轉體材料為 rectangularly anisotropic，該材料之本構方程式在卡式座

標系（Ｘ,Ｙ,Ｚ）（參看圖 2.1）為 

{ } { }Cσ ε =    

{ } { }T

xx yy zz yz zx xyσ σ σ σ σ σ σ=  ，  { } { }2 2 2
T

xx yy zz yz zx xyε ε ε ε ε ε ε=  
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其中異向性材料之彈性係數為 

11 12 13 14 15 16

12 22 23 24 25 26

13 23 33 34 35 36

14 24 34 44 45 46

15 25 35 45 55 56

16 26 36 46 56 66

c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c

C
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c

 
 
 
 

  =   
 
 
 
    

於本文中，稱（Ｘ,Ｙ,Ｚ）為材料異向性之材料座標軸，如圖 2.1 所示之旋轉體，其幾何

座標軸（（Ｘ,Ｙ,Ｚ）或 , , Zr θ（ ））與材料座標軸不一致。 

§2.3 彈性材料常數座標轉換 

為配合平衡方程式(2.1)，將材料系數轉換至圓柱座標系 , , Zr θ（ ），可得在 , , Zr θ（ ）座

標系統之本構方程式 

{ } [ ]{ }Cσ ε=  (2.2) 

其中  

{ } { }T
rr zz z zr rθθ θ θσ σ σ σ σ σ σ=  ，  { } { }2 2 2 T

rr zz z zr rθθ θ θε ε ε ε ε ε ε=  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

圖 2.1 複合式材料旋轉體 
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[ ]

11 12 13 14 15 16

12 22 23 24 25 26

13 23 33 34 35 36

14 24 34 44 45 46

15 25 35 45 55 56

16 26 36 46 56 66

c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c

C
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

  

[ ]C 為θ之函數，與 C  之間的轉換關係如下 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T 1T K K TC C
σ ε

− =     

其中 

[ ]T
σ

2 2

2 2

2 2

cos sin 0 0 0 2cos sin
sin cos 0 0 0 2cos sin

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos sin 0
0 0 0 sin cos 0

cos sin cos sin 0 0 0 cos sin

θ θ θ θ
θ θ θ θ

θ θ
θ θ

θ θ θ θ θ θ

 
 − 
 

=  
− 

 
 
− −  

 

[ ]T
ε

2 2

2 2

2 2

cos sin 0 0 0 cos sin
sin cos 0 0 0 cos sin

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos sin 0
0 0 0 sin cos 0

2cos sin 2cos sin 0 0 0 cos sin

θ θ θ θ
θ θ θ θ

θ θ
θ θ

θ θ θ θ θ θ

 
 − 
 

=  
− 

 
 
− −  

 

[ ]
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

cos , cos , cos ,

L cos , cos , cos ,

cos , cos , cos ,

X X X Y X Z l l l
Y X Y Y Y Z l l l

l l lZ X Z Y Z Z

      = =         

 

[ ] 1 2

3 4

K 2K
K

K K
 

=  
 

 

2 2 2
11 12 13
2 2 2

1 21 22 23
2 2 2
31 32 33

K
l l l
l l l
l l l

 
 =  
  

  
12 13 13 11 11 12

2 22 23 23 21 21 22

32 33 33 31 31 32

K
l l l l l l
l l l l l l
l l l l l l

 
 =  
  

  
21 31 22 32 23 33

3 31 11 32 12 33 13

11 21 12 22 13 23

K
l l l l l l
l l l l l l
l l l l l l

 
 =  
  

 

22 33 23 32 23 31 21 33 21 32 22 31

4 32 13 33 12 33 11 31 13 31 12 32 11

12 23 13 22 13 21 11 23 11 22 12 21

K
l l l l l l l l l l l l
l l l l l l l l l l l l
l l l l l l l l l l l l

+ + + 
 = + + + 
 + + + 
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§2.4 應力與位移之關係 

    在圓柱座標 , , Zr θ（ ），應變與位移之關係為 

1 1, , ,r r z z
rr zz z

u uu u u u
r r r z z r

θ θ
θθ θε ε ε ε

θ θ
∂ ∂∂ ∂ ∂

= = + = = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

　 　 ，　  

1,z r r
zr r

u uu u u
r z r r r

θ θ
θε ε

θ
∂∂ ∂ ∂

= + = + −
∂ ∂ ∂ ∂

　  (2.3) 

其中 ru 、uθ 、 zu 分別為 r ，θ和Z方向位移。  

由式(2.2)及(2.3)可得 

11 12 13 14 15
1 1r r z z z r

rr
u uu u u u u uc c c c c

r r r z z r r z
θ θσ
θ θ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = + + + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

16
1 r u uuc
r r r

θ θ

θ
∂∂ + + − ∂ ∂ 

 (2.4a)

12 22 23 24 25
1 1r r z z z ru uu u u u u uc c c c c

r r r z z r r z
θ θ

θθσ
θ θ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = + + + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

26
1 r u uuc
r r r

θ θ

θ
∂∂ + + − ∂ ∂ 

 (2.4b) 

13 23 33 34 35
1 1r r z z z r

zz
u uu u u u u uc c c c c

r r r z z r r z
θ θσ
θ θ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = + + + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

36
1 r u uuc
r r r

θ θ

θ
∂∂ + + − ∂ ∂ 

  (2.4c) 

14 24 34 44 45
1 1r r z z z r

z
u uu u u u u uc c c c c

r r r z z r r z
θ θ

θσ
θ θ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = + + + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

46
1 r u uuc
r r r

θ θ

θ
∂∂ + + − ∂ ∂ 

  (2.4d) 

15 25 35 45 55
1 1r r z z z r

zr
u uu u u u u uc c c c c

r r r z z r r z
θ θσ
θ θ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = + + + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

56
1 r u uuc
r r r

θ θ

θ
∂∂ + + − ∂ ∂ 

  (2.4e) 

16 26 36 46 56
1 1r r z z z r

r
u uu u u u u uc c c c c

r r r z z r r z
θ θ

θσ
θ θ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = + + + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

    66
1 r u uuc
r r r

θ θ

θ
∂∂ + + − ∂ ∂ 

  (2.4f) 
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將式(2.4)代入方程式(2.1)可得以位移表示之平衡方程式： 

2 2
16 56 66

11 55 11 152 2 2

c c cc c c c
r z r r r z rθ θ θ θ

 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
2 2 2 2

26
16 56 15 22 66 2 2

1     2 2 2 r
cc c c c c u

r r r z r z rθ θ θ θ
 ∂∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + − + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
2 2

66 46
16 45 26 14 24 562 2     c cc c c c c c

r z r r r zθ θ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂   + + + − + + − − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

( ) ( ) ( )
2 2 2

26
22 66 12 66 25 46 14 562     cc c c c c c c c

r r r r z r zθ θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + − − + + + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

2 2 2
66 56

26 26 15 35 15 252 2 2 2

1     c cc c u c c c c
r r z r rθθ θ θ
  ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ + − + + + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

( ) ( )
2 2

36 46
13 23 24 14 56 36 452     c cc c c c c c c

r z r r r r zθ θ θ θ θ
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂   + − + + − + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

( )
2 2

13 55 46 2 2     0zc c c u
r z r θ

∂ ∂
+ + + =∂ ∂ ∂ 

 (2.5a)

2 2
25 2612

16 45 16 26 56 24 22 662 2 22 2 c ccc c c c c c c c
r z r r r z rθ θ θ θ

 ∂ ∂∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂    + + + + + + + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

22
12 66 25 46 56 14 26 26 2 2

1     r
cc c c c c c c c u

r r r z r z rθ θ θ θ
 ∂∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
2 2

26 24 22
66 44 66 462 2 2     c c cc c c c

r z r r r z rθ θ θ θ
 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + + + + + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

2 2 2 2
26

26 24 46 66 22 2 2

1     2 2 2 cc c c c c u
r r r z r z r θθ θ θ θ

 ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + − − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

2 2
25 23 24

56 34 56 36 462 2 2     2 2c c cc c c c c
r z r r r z rθ θ θ θ

 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + + + + + + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

25 46 23 44 36 45 24 2 2     0zc c c c c c c u
r r r z r z rθ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + =∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (2.5b) 

2 2
45 4614

15 35 15 25 23 55 242 2 2

c ccc c c c c c c
r z r r r z rθ θ θ θ

 ∂ ∂∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂    + + + + + + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

24
14 56 45 36 55 13 46 2 2

1     r
cc c c c c c c u

r r r z r z rθ θ θ θ
 ∂∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
2 2

46 44 24
56 34 45 36 462 2 2     c c cc c c c c

r z r r r z rθ θ θ θ
 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + + + + − + + − +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
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( ) ( ) ( )
2 2 2 2

46
25 46 44 23 45 36 24 2 2

1     cc c c c c c c u
r r r z r z r θθ θ θ θ

 ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

2 2
45 34 44

55 33 55 352 2 2     c c cc c c c
r z r r r z rθ θ θ θ

 ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + + + + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
2 2 2 2

45 34 35 44 2 2     2 2 2 0zc c c c u
r r r z r z rθ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  (2.5c) 

§2.5 圓柱 ( , )r Z 座標轉換成角函數 ( , )ρ φ 座標 

 

    為探討在如圖 2.1 中尖角處之應力奇異性，吾人須將 ( , )r Z 座標轉換如圖 2.2 所示之

( , )ρ φ 座標，此二座標系統的關係如下 

( )2 2 ,r R zr = − +  1tan ,z
r R

φ − − =  − 
 cos ,r R r φ− =  和 sin ,z ρ φ= −  (2.6) 

將式(2.6)代入方程式(2.5)可得 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.2 圓柱座標 與角函數座標  
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16 56
11 1 55 3 15 5 11 2 15 4 16 2

12 2
cos

c cc L c L c L c L c L c L
Rρ φ θ θ θ

  ∂ ∂ ∂     + + + + + + +      + ∂ ∂ ∂     

( )

2
26 66

56 4 22 662 2

1   2
cos r

c cc L c c u
Rθ θ θ θ θr φ

 ∂ ∂∂ ∂ ∂ + + − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ +  

( ) 66
16 1 45 3 14 56 5 26 2

1   
cos

cc L c L c c L c L
Rρ φ θ

  ∂   + + + + + − +    + ∂   

( ) ( )46
14 24 56 4 12 66 2 25 46 4   cc c c L c c L c c L

θ θ θ
∂ ∂ ∂ + − − + + + + + ∂ ∂ ∂ 

66 46
26 2 14 24 56 4

1   
cos

c cc L c c c L
Rρ φ θ θ
 ∂ ∂    + − + + − − +    + ∂ ∂    

( )

2
66 26

26 26 22 662 2

1   
cos

c cc c c c u
R θθ θ θ θρ φ

 ∂ ∂∂ ∂  + − + + − − +   ∂ ∂ ∂ ∂ +  

( ) 56
15 1 35 3 13 55 5 15 25 2

1   
cos

cc L c L c c L c c L
Rρ φ θ

  ∂   + + + + + − +    + ∂   

( ) ( )36
13 23 4 14 56 2 36 45 4   cc c L c c L c c L

θ θ θ
∂ ∂ ∂ + − + + + + +  ∂ ∂ ∂  

( )

2
46

24 462 2

1   0
cos z

cc c u
R θ θ θρ φ

 ∂ ∂ ∂  + − + + =  ∂ ∂ ∂ +  
 (2.7a) 

( ) 12
16 1 45 3 56 14 5 16 26 2

1 2
cos

cc L c L c c L c c L
Rρ φ θ

  ∂   + + + + + +    + ∂   

( ) ( )25
56 24 4 21 66 2 25 46 4   2 cc c L c c L c c L

θ θ θ
∂ ∂ ∂  + + + + + + +  ∂ ∂ ∂  

( )

2
2622

26 26 22 662 2

1   
cos r

ccc c c c u
R θ θ θ θr φ

   ∂∂ ∂ ∂  + + + + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ +   

26 24
66 1 44 3 46 5 66 2 46 4 26 2

1   2 2
cos

c cc L c L c L c L c L c L
Rρ φ θ θ θ

  ∂ ∂ ∂     + + + + + + + +     + ∂ ∂ ∂    

( )

2
2622

24 4 66 222 2

1   2  
cos

ccc L c c u
R θθ θ θ θ θρ φ

  ∂∂∂ ∂ ∂  + + + − − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  +   

( ) 25 23
56 1 34 3 36 45 5 56 2 36 4

1   2 2
cos

c cc L c L c c L c L c L
Rρ φ θ θ

  ∂ ∂     + + + + + + + +      + ∂ ∂     

( ) ( )
( )

2
24

25 46 2 23 44 4 46 242 2

1   0
cos z

cc c L c c L c c u
Rθ θ θ θ θρ φ

 ∂∂ ∂ ∂ ∂  + + + + + + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  +  
 (2.7b) 
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( ) 4514
15 1 35 3 55 13 5 15 25 2 23 55 4

1
cos

ccc L c L c c L c c L c c L
Rρ φ θ θ

 ∂ ∂    + + + + + + + + +      + ∂ ∂     

( ) ( )
( )

2
24

14 56 2 45 36 4 462 2

1   
cos

cc c L c c L c
Rθ θ θ θρ φ

 ∂∂ ∂ ∂+ + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ +  

( )46 46
24 56 1 34 3 45 36 5 2

1   
cosr

c cc u c L c L c c L L
Rθ θ r φ θ

 ∂   ∂∂     + + + + + + +      ∂ ∂ + ∂     

( ) ( )44
45 36 4 25 46 2 44 23 4   cc c L c c L c c L

θ θ θ
∂ ∂ ∂ + − + + + + +  ∂ ∂ ∂  

( )

2
4624

46 242 2

1   
cos

ccc c u
R θθ θ θ θρ φ

  ∂∂ ∂ ∂  + − + + − +    ∂ ∂ ∂ ∂ +   

45 34
55 1 33 3 35 5 55 2 35 4

1   2
cos

c cc L c L c L c L c L
Rρ φ θ θ

  ∂ ∂     + + + + + + +      + ∂ ∂     

( )

2
44

45 2 34 4 442 2

1   2 2 0
cos z

cc L c L c u
Rθ θ θ θ θρ φ

 ∂∂ ∂ ∂ ∂  + + + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  +  
 (2.7c) 

其中 

2 2 2 2 2
2

1 2 2 2 2

sin 2sin cos 2sin cos sincosL φ φ φ φ φ φφ
ρ ρ ρ ρ ρ φ ρ φ ρ φ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2
sincosL φφ

ρ ρ φ
∂ ∂

= −
∂ ∂

 

2 2 2 2 2
2

3 2 2 2 2

cos 2sin cos 2sin cos cossinL φ φ φ φ φ φφ
ρ ρ ρ ρ ρ φ ρ φ ρ φ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

4
cossinL

z z
ρ φ φφ

ρ φ ρ ρ φ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2 2

5 2 2 2 2

sin cos cos 2 cos 2 sin cossin cosL φ φ φ φ φ φφ φ
ρ ρ ρ ρ ρ φ ρ φ ρ φ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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§2.6 ρ→0 之奇異性漸進解 

    利用特徵函數展開法，解的形式可表示成如下 

( ) ( ) ( )
0 0

ˆ, , ,m mn
r n

m n
u Uλr θ φ r θ φ

∞ ∞
+

= =

= ∑∑  

( ) ( ) ( )
0 0

ˆ, , ,m mn
n

m n
u Vλ
θ ρ θ φ ρ θ φ

∞ ∞
+

= =

= ∑∑  

( ) ( ) ( )
0 0

ˆ, , ,m mn
z n

m n
u Wλρ θ φ ρ θ φ

∞ ∞
+

= =

= ∑∑  (2.8) 

    mλ 是待定的參數，此參數可以為複數，因為要確保在 0ρ = 之有限位移變形，實數

部分一定為正數，因奇異性(singularity)行為發生在 ρ 逼近 0 的時候，故將式(2.8)代入方

程式(2.7)做整理，並只取 ρ 最低次項的係數，吾人可得 

 

 
 

 
Ⅰ 

Ⅱ 

Ⅲ 
 

 

  

圖 2.3 子域  
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( )

( ) ( )
( )2

0 0
55 11 152

1

ˆ ˆ1 1 sin 2 2 cos 2
m m

m
U Uc c cλ φ φ
φ φ

∂ ∂
+ − − −  ∂ ∆ ∂

( )( ) ( )( )2 2
55 11 11 55

1

1   1 sin 1 cosm m m mc c c cλ λ φ λ λ φ
+ − + + − +∆ 

( ) ( ) ( ) ( )2
14 562 2 0

15 0 16 45 2
1

ˆ1ˆ   2 sin 2 sin cos sin 2  
2

m
m

m m

c c Vc U c cλ λ φ φ φ φ
φ

 +  ∂ + − + + +  ∆ ∂  

( ) ( ) ( )
( )

0
45 16 14 56

ˆ
   1 sin 2 cos 2

m

m
Vc c c cλ φ φ
φ

∂
+ − − − +   ∂

( ) ( )14 562 2
16 45   1 cos sin sin 2

2m m

c c
c cλ λ φ φ φ

 + 
+ − + −  
  

( ) ( )14 562 2
16 45 0̂   sin cos sin 2

2
m

m

c c
c c Vλ φ φ φ

+  + + +   
   

( ) ( )

( ) ( )
2

13 552 2 0
15 35 35 152

1

ˆ1   sin cos sin 2 1 sin 2
2

m

m

c c Wc c c cφ φ φ λ φ
φ

 +  ∂+ + + + − −  ∆ ∂ 

( )
( )

( ) ( )13 552 20
13 55 15 35

ˆ
   cos 2 1 cos sin sin 2

2

m

m m

c cWc c c cφ λ λ φ φ φ
φ

 + ∂
− + + − + −    ∂   

( ) ( )13 552 2
15 35 0

ˆ   sin cos sin 2 0
2

m
m

c c
c c Wλ φ φ φ

+  + + + =  
   

 (2.9a) 

( )

( ) ( )
( )2

0 0
44 66 462

2

ˆ ˆ1 1 sin 2 2 cos 2
m m

m
V Vc c cλ φ φ
φ φ

∂ ∂
+ − − −  ∂ ∆ ∂

( )( ) ( )( )2 2
44 66 66 44

2

1   1 sin 1 cosm m m mc c c cλ λ φ λ λ φ
+ − + + − +∆ 

( ) ( ) ( ) ( )2
56 142 2 0

46 0 16 45 2
2

ˆ1ˆ   2 sin 2 sin cos sin 2  
2

m
m

m m

c c Uc V c cλ λ φ φ φ φ
φ

 +  ∂ + − + + +  ∆ ∂  

( ) ( ) ( )
( )
0

45 16 56 14

ˆ
   1 sin 2 cos 2

m

m
Uc c c cλ φ φ
φ

∂
+ − − − +   ∂

( ) ( )56 142 2
16 45   1 cos sin sin 2

2m m

c c
c cλ λ φ φ φ

 + 
+ − + −  
  

( ) ( )56 142 2
16 45 0

ˆ   sin cos sin 2
2

m
m

c c
c c Uλ φ φ φ

+  + + +   
   

( ) ( )

( ) ( )
2

36 452 2 0
56 34 34 562

2

ˆ1   sin cos sin 2 1 sin 2
2

m

m

c c Wc c c cφ φ φ λ φ
φ

 +  ∂+ + + + − −  ∆ ∂ 

( )
( )

( ) ( )36 452 20
36 45 56 34

ˆ
   cos 2 1 cos sin sin 2

2

m

m m

c cWc c c cφ λ λ φ φ φ
φ

 + ∂
− + + − + −    ∂   
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( ) ( )36 452 2
56 34 0

ˆ   sin cos sin 2 0
2

m
m

c c
c c Wλ φ φ φ

+  + + + =  
   

 (2.9b) 

( )

( ) ( )
( )2

0 0
33 55 352

3

ˆ ˆ1 1 sin 2 2 cos 2
m m

m
W Wc c cλ φ φ
φ φ

∂ ∂
+ − − −  ∂ ∆ ∂

( )( ) ( )( )2 2
33 55 55 33

3

1   1 sin 1 cosm m m mc c c cλ λ φ λ λ φ
+ − + + − +∆ 

( ) ( ) ( ) ( )2
13 552 2 0

35 0 15 35 2
3

ˆ1ˆ   2 sin 2 sin cos sin 2
2

m
m

m m

c c Uc W c cλ λ φ φ φ φ
φ

 +  ∂ + − + + +  ∆ ∂  

( ) ( ) ( )
( )
0

35 15 13 55

ˆ
   1 sin 2 cos 2

m

m
Uc c c cλ φ φ
φ

∂
+ − − − +   ∂

( ) ( )13 552 2
15 35   1 cos sin sin 2

2m m

c c
c cλ λ φ φ φ

 + 
+ − + −  
  

( ) ( )31 552 2
15 35 0

ˆ   sin cos sin 2
2

m
m

c c
c c Uλ φ φ φ

+  + + +   
   

( ) ( )

( ) ( )
2

36 452 2 0
56 34 34 562

3

ˆ1   sin cos sin 2 1 sin 2
2

m

m

c c Vc c c cφ φ φ λ φ
φ

 +  ∂+ + + + − −  ∆ ∂ 

( )
( )

( ) ( )36 452 20
36 45 56 34

ˆ
   cos 2 1 cos sin sin 2

2

m

m m

c cVc c c cφ λ λ φ φ φ
φ

 + ∂
− + + − + −    ∂   

( ) ( )36 452 2
56 34 0̂    sin cos sin 2 0

2
m

m

c c
c c Vλ φ φ φ

+  + + + =  
   

 (2.9c) 

其中 
2 2

1 11 55 15sin cos sin 2c c cφ φ φ∆ = + + ， 2 2
2 66 44 46sin cos sin 2c c cφ φ φ∆ = + + ，  

2 2
3 55 33 35sin cos sin 2c c cφ φ φ∆ = + +  

    方程式(2.9)是一組變係數常微分方程式，但是係數都是 ( ),θ φ 之函數，要找到解析

解（closed-form solution）是不可能的，級數解法（power series method）為解變係數常

微分方程式之常用之方法；級數解取到越高次項所得的解會越精確，但卻也常會造成數

值計算之困難。為了解決此問題，我們將全域切割成許多子域，如圖 2.3，子域間必須

滿足連續條件；此方法對於建立多材料旋轉體之解是非常方便的。 

  為了建立子域的級數解，將微分方程式的變係數（φ之函數）於每個子域中之中點（φ ）

以泰勒展開式表示： 
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( )( )

01

sin 2 K ki
k

k
aφ φ φ

=

= −
∆ ∑ ， ( )

2
( )

01

cos K ki
k

k
bφ φ φ

=

= −
∆ ∑ ， ( )

2
( )

01

sin K ki
k

k
cφ φ φ

=

= −
∆ ∑  

( )( )

01

cos 2 K ki
k

k
dφ φ φ

=

= −
∆ ∑ ， ( )( )

02

sin 2 K ki
k

k
eφ φ φ

=

= −
∆ ∑ ， ( )

2
( )

02

cos K ki
k

k
ff ff

=

= −
∆ ∑  

( )
2

( )

02

sin K ki
k

k
gφ φ φ

=

= −
∆ ∑ ， ( )( )

02

cos 2 K ki
k

k
hφ φ φ

=

= −
∆ ∑ ， ( )( )

03

sin 2 K ki
k

k
lφ φ φ

=

= −
∆ ∑  

( )
2

( )

03

cos K ki
k

k
mφ φ φ

=

= −
∆ ∑ ， ( )

2
( )

03

sin K ki
k

k
nφ φ φ

=

= −
∆ ∑ ， ( )( )

03

cos 2 K ki
k

k
oφ φ φ

=

= −
∆ ∑  (2.10) 

因此，在每個子域中的位移函數也均以級數表示： 

( ) ( )( )
0

0

ˆˆ
J jm i

j
j

U A φ φ
=

= −∑ ， ( ) ( )( )
0

0

ˆ ˆ
J jm i

j
j

V B φ φ
=

= −∑ ， ( ) ( )( )
0

0

ˆˆ
J jm i

j
j

W C φ φ
=

= −∑  (2.11) 

將式(2.10)與(2.11)代入方程式(2.9)，根據 Tseng 等人[18]之方法整理可得 

( )( ){ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 55 11 15 1

0 0

ˆ ˆ2 1 1 2 1
jJ

i i i i
j m j k j k k

j k
j j A c c a c d k Aλ+ − − +

= =

  + + + − − − + ∑ ∑
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

55 11 11 55 15
ˆ     1 1 2i i i i

m m j k m m j k j k kc c c c c b c a Aλ λ λ λ λ λ− − − + − + + − + + − 
( ) ( )( ) ( ) ( )14 56( ) ( ) ( ) ( ) ( )

16 45 2 45 16
ˆ     2 1 1

2
i i i i i

j k j k j k k m j k

c c
c c c b a k k B c c aλ− − − + −

+ 
+ + + + + + − −  

 

( ) ( ) ( ) ( )14 56( ) ( ) ( ) ( ) ( )
14 56 1 16 45

ˆ     1 1
2

i i i i i
j k k m m j k j k j k

c c
c c d k B c b c c aλ λ− + − − −

 + 
− + + + − + −     

( )14 56( ) ( ) ( ) ( )
16 45

ˆ     
2

i i i i
m j k j k j k k

c c
c c c b a Bλ − − −

+ 
+ + +  

 
( ) ( )( ) ( ) ( )13 55( ) ( ) ( ) ( ) ( )

15 35 2 35 15
ˆ     2 1 1

2
i i i i i

j k j k j k k m j k

c c
c c c b a k k C c c aλ− − − + −

+ 
+ + + + + + − −  

 

( ) ( ) ( ) ( )13 55( ) ( ) ( ) ( ) ( )
13 55 1 15 35

ˆ     1 1
2

i i i i i
j k k m m j k j k j k

c c
c c d k C c b c c aλ λ− + − − −

 + 
− + + + − + −     

( ) ( )13 55( ) ( ) ( ) ( )
15 35

ˆ     0      
2

ji i i i
m j k j k j k k

c c
c c c b a Cλ φ φ− − −

+  + + + − =  
   

 (2.12a) 
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( )( ){ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 44 66 46 1

0 0

ˆ ˆ2 1 1 2 1
jJ

i i i i
j m j k j k k

j k
j j B c c e c h k Bλ+ − − +

= =

  + + + − − − + ∑ ∑
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

44 66 66 44 45
ˆ     1 1 2i i i i

m m j k m m j k m m j k kc c g c c f c e Bλ λ λ λ λ λ− − − + − + + − + + − 
( ) ( )( ) ( ) ( )56 14( ) ( ) ( ) ( ) ( )

16 45 2 45 16
ˆ     2 1 1

2
i i i i i

j k j k j k k m j k

c c
c g c f e k k A c c eλ− − − + −

+ 
+ + + + + + − −  

 

( ) ( ) ( ) ( )56 14( ) ( ) ( ) ( ) ( )
56 14 1 16 45

ˆ     1 1
2

i i i i i
j k k m m j k j k j k

c c
c c h k A c f c g eλ λ− + − − −

 + 
− + + + − + −     

( )56 14( ) ( ) ( ) ( )
16 45

ˆ     
2

i i i i
m j k j k j k k

c c
c g c f e Aλ − − −

+ 
+ + +  

 
( ) ( )( ) ( ) ( )36 45( ) ( ) ( ) ( ) ( )

56 34 2 34 56
ˆ     2 1 1

2
i i i i i

j k j k j k k m j k

c c
c g c f e k k C c c eλ− − − + −

+ 
+ + + + + + − −  

 

( ) ( ) ( ) ( )36 45( ) ( ) ( ) ( ) ( )
36 45 1 56 34

ˆ     1 1     
2

i i i i i
j k k m m j k j k j k

c c
c c h k C c f c g eλ λ− + − − −

 + 
− + + + − + −     

( ) ( )36 45( ) ( ) ( ) ( )
56 34

ˆ     0
2

ji i i i
m j k j k j k k

c c
c g c f e Cλ ff − − −

+  + + + − =  
   

 (2.12b) 

( )( ){ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 33 55 35 1

0 0

ˆ ˆ2 1 1 2 1
jJ

i i i i
j m j k j k k

j k
j j C c c l c o k Cl+ − − +

= =

  + + + − − − + ∑ ∑
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

33 55 55 33 35
ˆ     1 1 2i i i i

m m j k m m j k m j k kc c n c c m c l Cllllll     − − − + − + + − + + − 
( ) ( )( ) ( ) ( )13 55( ) ( ) ( ) ( ) ( )

15 35 2 35 15
ˆ     2 1 1

2
i i i i i

j k j k j k k m j k

c c
c n c m l k k A c c ll− − − + −

+ 
+ + + + + + − −  

 

( ) ( ) ( ) ( )13 55( ) ( ) ( ) ( ) ( )
13 55 1 15 35

ˆ     1 1
2

i i i i i
j k k m m j k j k j k

c c
c c o k A c m c n lll − + − − −

 + 
− + + + − + −     

( )13 55( ) ( ) ( ) ( )
15 35

ˆ     
2

i i i i
m j k j k j k k

c c
c n c m l Al − − −

+ 
+ + +  

 
( ) ( )( ) ( ) ( )36 45( ) ( ) ( ) ( ) ( )

56 34 2 34 56
ˆ     2 1 1

2
i i i i i

j k j k j k k m j k

c c
c n c m l k k B c c ll− − − + −

+ 
+ + + + + + − −  

 

( ) ( ) ( ) ( )36 45( ) ( ) ( ) ( ) ( )
36 45 1 56 34

ˆ     1 1
2

i i i i i
j k k m m j k j k j k

c c
c c o k B c m c n lll − + − − −

 + 
− + + + − + −     

( ) ( )36 45( ) ( ) ( ) ( )
56 34

ˆ     0
2

ji i i i
m j k j k j k k

c c
c n c m l Bl φ φ− − −

+  + + + − =  
   

 (2.12c) 

對所有之φ均須滿足式(2.12)，故可整理得 
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( ) ( )14 56 13 55( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 16 0 45 0 0 2 15 0 35 0 0 2

ˆ ˆˆ
2 2

i i i i i i i i i
j j j

c c c c
A c c c b a B c c c b a C+ + +

+ +   
+ + + + + +   
   

( )( )
( ) ( )( )

1
14 56( ) ( ) ( ) ( )

16 45 2
0

1 ˆ     2 1
2 1 2

j
i i i i

j k j k j k k
k

c c
c c c b a k k B

j j

−

− − − +
=

  + − = + + + +  + +   
∑

( ) ( )( )13 55( ) ( ) ( ) ( )
15 35 2

ˆ       2 1
2

i i i i
j k j k j k k

c c
c c c b a k k C− − − +

+ 
+ + + + + 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
55 11 15 1

0

ˆ       1 2 1
j

i i i
m j k j k k

k
c c a c d k Aλ − − +

=

  + − − − + ∑
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

55 11 11 55 15
ˆ       1 1 2i i i i

m m j k m m j k j k kc c c c c b c a Aλ λ λ λ λ λ− − − + − + + − + + − 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

45 16 14 56 1
ˆ       1 1 1i i i

m j k j k k m mc c a c c d k Bλ λ λ− − + + − − − + + + − 

( ) ( )14 56 14 56( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
16 45 16 45

ˆ       
2 2

i i i i i i i
j k j k j k m j k j k j k k

c c c c
c b c c a c c c b a Bλ− − − − − −

+ +   
× + − + + +    

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
35 15 13 55 1

ˆ       1 1 1i i i
m j k j k k m mc c a c c d k Cλ λ λ− − + + − − − + + + − 

( ) ( )13 55 13 55( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
15 35 15 35

ˆ       
2 2

i i i i i i i
j k j k j k m j k j k j k k

c c c c
c b c c a c c c b a Cλ− − − − − −

+ +    × + − + + +     
     

 (2.12a) 

( ) ( )56 14 36 45( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 16 0 45 0 0 2 56 0 34 0 0 2

ˆ ˆˆ
2 2

i i i i i i i i i
j j j

c c c c
B c g c f e A c g c f e C+ + +

+ +   
+ + + + + +   
   

( )( )
( ) ( )( )

1
56 14( ) ( ) ( ) ( )

16 45 2
0

1 ˆ     2 1
2 1 2

j
i i i i

j k j k j k k
k

c c
c g c f e k k A

j j

−

− − − +
=

  + − = + + + +  + +   
∑

( ) ( )( )36 45( ) ( ) ( ) ( )
56 34 2

ˆ       2 1
2

i i i i
j k j k j k k

c c
c g c f e k k C− − − +

+ 
+ + + + + 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
44 66 46 1

0

ˆ       1 2 1
j

i i i
m j k j k k

k
c c e c h k Bλ − − +

=

  + − − − + ∑
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

44 66 66 44 45
ˆ       1 1 2i i i i

m m j k m m j k m m j k kc c g c c f c e Bλ λ λ λ λ λ− − − + − + + − + + − 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

45 16 56 14 1
ˆ       1 1 1i i i

m j k j k k m mc c e c c h k Aλ λ λ− − + + − − − + + + − 
( ) ( )56 14 56 14( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

16 45 16 45
ˆ       

2 2
i i i i i i i

j k j k j k m j k j k j k k

c c c c
c f c g e c g c f e Aλ− − − − − −

+ +   
× + − + + +    

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
34 56 36 45 1

ˆ       1 1 1     i i i
m j k j k k m mc c e c c h k Cλ λ λ− − + + − − − + + + − 

( ) ( )36 45 36 45( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
56 34 56 34

ˆ       
2 2

i i i i i i i
j k j k j k m j k j k j k k

c c c c
c f c g e c g c f e Cλ− − − − − −

+ +    × + − + + +     
     

 (2.12b) 
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( ) ( )13 55 36 45( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 15 0 35 0 0 2 56 0 34 0 0 2

ˆ ˆ ˆ
2 2

i i i i i i i i i
j j j

c c c c
C c n c m l A c n c m l B+ + +

+ +   
+ + + + + +   
   

( )( )
( ) ( )( )

1
13 55( ) ( ) ( ) ( )

15 35 2
0

1 ˆ     2 1
2 1 2

j
i i i i

j k j k j k k
k

c c
c n c m l k k A

j j

−

− − − +
=

  + − = + + + +  + +   
∑

( ) ( )( )36 45( ) ( ) ( ) ( )
56 34 2

ˆ       2 1
2

i i i i
j k j k j k k

c c
c n c m l k k B− − − +

+ 
+ + + + + 
 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
33 55 35 1

0

ˆ       1 2 1
j

i i i
m j k j k k

k
c c l c o k Cl − − +

=

  + − − − + ∑
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

33 55 55 33 35
ˆ       1 1 2i i i i

m m j k m m j k m j k kc c n c c m c l Cllllll     − − − + − + + − + + − 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

35 15 13 55 1
ˆ       1 1 1i i i

m j k j k k m mc c l c c o k Alll  − − + + − − − + + + − 

( ) ( )13 55 13 55( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
15 35 15 35

ˆ       
2 2

i i i i i i i
j k j k j k m j k j k j k k

c c c c
c m c n l c n c m l Al− − − − − −

+ +   
× + − + + +    

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
34 56 36 45 1

ˆ       1 1 1i i i
m j k j k k m mc c l c c o k Blll  − − + + − − − + + + − 

( ) ( )36 45 36 45( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
56 34 56 34

ˆ       
2 2

i i i i i i i
j k j k j k m j k j k j k k

c c c c
c m c n l c n c m l Bl− − − − − −

+ +    × + − + + +     
     

 (2.12c)
 

式(2.12)代表 ˆ
jA 、 ˆ

jB 及 ˆ
jC 係數間之遞迴關係； 0Â , 1Â , 0B̂ , 1B̂ , 0Ĉ , 1Ĉ 已知，則可由方

程式(2.12)求解得到 2
ˆ

+jA , 2
ˆ

+jB , 2
ˆ

+jC （ j =0,1,2…）。因此方程式(2.9)在每一子域中的解均

可簡單地表示成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 1 0 1 0 0 2 1 0 3 0 0 4 1 0 5

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,m m m m m m mi i i i i i
i i i i i i iU A U A U B U B U C U C Uθ φ = + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 1 0 1 0 0 2 1 0 3 0 0 4 1 0 5

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,m m m m m m mi i i i i i
i i i i i i iV A V A V B V B V C V C Vθ φ = + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 1 0 1 0 0 2 1 0 3 0 0 4 1 0 5

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,m m m m m m mi i i i i i
i i i i i i iW A W A W B W B W C W C Wθ φ = + + + + +  (2.13) 

  其中下標“ i ”代表在子域“ i ”。先將式(2.13)代回式(2.8)可得 ru , zu , uθ ，再代回式(2.4)

即可得到 rrσ , θθσ , zzσ , zθσ , zrσ , rθσ 用 0Â , 1Â , 0B̂ , 1B̂ , 0Ĉ , 1Ĉ 來表示 
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§2.7 連續條件與邊界條件之滿足 

    為了得到方程式(2.9)中於任意φ情況下之解，在兩相鄰子域之介面必須滿足位移及

traction 之連續，此連續條件可表示成： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 1) ( 1), , sin , , cos , , sin , , cosi i i i
rr i i rz i i rr i i rz i isr  θ φ φ sr  θ φ φ sr  θ φ φ sr  θ φ φ+ ++ = +  (2.14a) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 1) ( 1), , sin , , cos , , sin , , cosi i i i
rz i i zz i i rz i i zz i isr  θ φ φ sr  θ φ φ sr  θ φ φ sr  θ φ φ+ ++ = +  (2.14b) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 1) ( 1), , sin , , cos , , sin , , cosi i i i
r i i z i i r i i z i iθ θ θ θsr  θ φ φ sr  θ φ φ sr  θ φ φ sr  θ φ φ+ ++ = +  (2.14c) 

( ) ( )( ) ( 1), , , ,i i
r i r iu ur θ φ r θ φ+=  (2.14d) 

( ) ( )( ) ( 1), , , ,i i
i iu uθ θρ θ φ ρ θ φ+=  (2.14e) 

( ) ( )( ) ( 1), , , ,i i
z i z iu uρ θ φ ρ θ φ+=  (2.14f) 

其中上標“ ( )i ”代表子域 i， iφ 為子域 i及 1i + 介面上之中值。 

自由端的邊界條件可定義為 

sin cos 0rr rzs φ s φ+ = ， sin cos 0rz zzs φ s φ+ = ， sin cos 0z zθ θs φ s φ+ =  (2.15a)  

固定端則須滿足 

0r zu u uθ= = =  (2.15b) 

    若將φ之值域切成 n 個子域，則由式(2.13)中共有 6n 個係數（i=1,2...,n）；從邊界條

件與連續條件可得到以
( )

0
ˆ i

A ,
( )

1
ˆ i

A ,
( )

0
ˆ i

B ,
( )

1
ˆ i

B ,
( )

0
ˆ i

C ,
( )

1
ˆ i

C 的待定係數之 6n 條齊次(homogeneous)

線性代數方程（如(2.16)式所式）。 

矩陣如下： 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2

0 0

0 0

0 0

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

e e e e e e i i i i i i

e e e e e e i

φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ φ φ φ φ φ φ
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其中 

1iφκ ：為 0φ 時的邊界條件產生之方程式(2.15)的係數 

1eφκ 、
2 iφκ ：為子域Ⅰ與Ⅱ連續條件方程式(2.14)的係數 

neφκ ：為 nφ 時的邊界條件產生之方程式(2.15)的係數 

子域符號根據圖 2.3 所示，而式(2.16)之矩陣為一帶寬矩陣，該矩陣內含 λm；為使式(2.16)

有非零解，故該矩陣之行列式項為零；因此，吾人可決定 λm 值。 

§2.8 正交性材料（Orthotropic Materials）之特性 

    當材料性質對稱於某三個相互垂直的特定平面時，我們稱其為「正交性對稱 

(orthotropic symmetry)」，而具有正交性對稱的材料即為「正交性材料」。假設（Ｘ,Ｙ,Ｚ）

即為正交性材料之 axes of orthotropy。矩陣 C  可表示成 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

c c c
c c c
c c c

C
c

c
c

 
 
 
 

  =   
 
 
 
  

 

在一般情形下，即使是分析正交性材料，其面內及面外位移函數是相互耦合的。但

有某些特殊情況下及特殊θ角下，式(2.9)中之面內及面外位移可分開考慮。例如當考慮

o0θ = 時且（Ｘ,Ｙ,Ｚ）與（Ｘ,Ｙ,Ｚ）重疊或（Ｘ,Ｙ,Ｚ）與（Ｘ,Ｙ,Ｚ）有相同之Ｙ及Ｙ軸。

當 o0θ = ，（Ｘ,Ｙ,Ｚ）與（Ｘ,Ｙ,Ｚ）重疊時，式(2.9)可簡化為 
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( )( )
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1 1

ˆ ˆ1 11 sin 2 1 sin
m m

m m m
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( ) ( )13 550
13 55

ˆ
  cos 2 1 sin 2
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m

m m

c cWc c φ λ λ φ
φ

 + ∂
× − + + − −      ∂   
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( ) ( )13 55
0

ˆ  sin 2 0
2

m
m

c c
Wλ φ

+  + =  
   

 (2.17a) 
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 + ∂
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( ) ( )13 55
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c c
Uλ φ

+  + =  
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 (2.17c) 

故當材料座標軸與幾何座標重疊時，從方程式(2.17a)與(2.17c)得知 ( )ˆ m
nU 、 ( )ˆ m

nW 是耦合的；

從方程式(2.17b)得知 ( )ˆ m
nV 獨立存在；即在 o0θ = 之面，其面外位移與面內位移不相關。 

    當 o0θ = ，（Ｘ,Ｙ,Ｚ）與（Ｘ,Ｙ,Ｚ）有相同之Ｙ及Ｙ軸。即將（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對 Y 軸進

行旋轉，由轉換關係[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T 1T K K TC C
σ ε

− =   得 

[ ]
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矩陣中部分元素為零，其中如 16c 、 45c 等等，此矩陣與單斜晶系（Monoclinic）之彈性係

數矩陣之形式一致，將該值帶入方程式(2.9)中，整理後如下： 
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將（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對 Y 軸旋轉時，可從方程式(2.18a)與(2.18c)得知 ( )ˆ m
nU 、 ( )ˆ m

nW 是耦合的；從

方程式(2.18b)得知 ( )ˆ m
nV 獨立存在。 
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第三章 旋轉體應力奇異階數分析 

    為了方便討論材料的特性、邊界條件、幾何形狀、及參數等改變對應力奇異性

（singularity）λm 值之影響，先將欲探討之參數做說明如下： 

γ ：如圖 2.1，為異向性材料之材料座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對幾何座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）旋轉之 

   角度， Xγ 、 Yγ 、 Zγ 分別為對 X、Y 及 Z 軸旋轉之角度 

β ：如圖 3.1，表示幾何形狀之角度（ β ， 1β ） 

θ：如圖 2.1，為 , , Zr θ（ ）座標系統之θ值  

F、C：表示邊界條件，F（代表自由端）、C（代表固定端）；如圖 3.1，F-C 表示 Material 

1 之邊界條件 F、Material 2 之邊界條件 C。 

 

 

 

 

 

 

 

§3.1 方法驗證與收斂性分析 

    由於文獻上無異向性材料旋轉體奇異性分析之研究，為驗證本研究所推導之解的正

確性，吾人利用等向性材料之文獻結果來確認本研究之解及所衍生電腦程式的正確性。

如圖 3.2 所示，考慮兩種幾何形狀之旋轉體，一為 o360β = ，另一為 o240β = 之單一等

向性材料旋轉體；此等旋轉體之奇異性有閉和解（根據 Huang 與 Leissa[1]推導出其閉合

解）。 

圖 3.1 複合式材料之旋轉體角度示意圖 

F 

C 

 1β

β

Z 

Material 1 

Material 2 
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表 3.1 等向性材料旋轉體最小 λm 的實數部分之收斂性 

幾何形狀 子域數目 
多項式項數 

Publish[1] 
5 6 7 9 11 13 15 

o360β =

 

2 0.3175 0.2674 0.4893 0.4997 0.4999 0.4999 0.4999 

0.5000 
4 0.4999 0.4998 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 

6 0.4995 0.4999 0.4999 0.4994 0.4992 0.5000 0.5000 

8 0.4999 0.4999 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 

o240β =

 

2 0.6178 0.6162 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 

0.6157 
4 0.6158 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 

6 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 

8 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 

    表 3.1 為針對 o240β = 及 o360β = 單一等向性材料旋轉體應力奇異性，使用不同數

目之子域配合不同項數級數解之分析結果。使用較少之子域(在φ向)，則須配合較多項

之級數，方能得到收斂解，反之亦然；在級數解中，通常用愈多項時，愈有可能遇到數

值分析之困難。從表 3.1 之結果顯示即使 o360β = 之旋轉體，在φ向切 8 個子域，各子

域使用 7項之級數，即可得準確之解；同樣的子域數及多項級數亦提供 o240β = 案例之

準確解。在往下之分析中，吾人取 8 個子域數配合 13 項級數求解。值得一提的是，本

法所得之收斂解(收斂致四位有效數字)與閉合解所得者一致；此一致性某種程度上確認

本研究所提解之正確性。 

 

 

 

Z 

 

F 

F 

Z 

 

F 

F 

 

  

幾何形狀 1 幾何形狀 2 

圖 3.2 於收斂性分析中旋轉體之幾何形狀與邊界條件 
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表 3.2 材料彈性係數 
 

彈性係數 材料 

ijc  
（GPa） 

 

二矽化鈦 
（TiSi2）[19] 

 

重晶石 
（Barytes）[20] 

 

矽酸鐵 
（FeSiO3）[21] 

 

雲矽鈣石 
（Tobermorite）[22] 

 
11c  377.2 89.41 198 169.15 

12c  27.8 46.14 84 54.48 

13c  21.3 26.91 72 37.45 

14c  0 0 0 -1.05 

15c  0 0 0 -8.90 

16c  0 0 0 2.70 

22c  341.1 78.42 136 169.95 

23c  95.1 26.77 55 36.15 

24c  0 0 0 3.55 

25c  0 0 0 -11.75 

26c  0 0 0 -1.08 

33c  425.3 105.48 175 92.70 

34c  0 0 0 2.60 

35c  0 0 0 -3.45 

36c  0 0 0 0.60 

44c  136.5 11.90 59 40.60 

45c  0 0 0 0.43 

46c  0 0 0 -5.48 

55c  93.7 28.74 58 17.85 

56c  0 0 0 -1.85 

66c  154.6 27.78 49 45.65 
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§3.2 矽化鈦旋轉體之奇異性分析 

    假設所欲考慮之旋轉體由矽化鈦（TiSi2）構成，其為正交性材料（相關彈性係數列

於表 3.2）。矽化鈦是工業界最常使用的金屬矽化物，其主要原因有下列幾項： 

（1）具有很低的電阻率（約 13-20 μΩ-cm）。 

（2）在高溫製程下，不會凝聚成一塊。 

（3）自我對準製程已被標準化。 

    圖 3.3 所示者為 o360β = 之矽化鈦旋轉體在自由邊界條件（F-F）下，其最小 Re[λm]

隨 Xγ 、 Yγ 或 Zγ 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。結果顯示當 Xγ 、 Zγ 改變時，最小 Re[λm]

幾乎不變；而當 Yγ 改變時，最小 Re[λm]之最大值（發生於 o0Yγ = ）與最小值（發生於

o22Yγ = ）之差異可達 4.2％。值得一提者，由方程式(2.17)〜(2.19)知，對 Y 軸轉動時，

( )ˆ m
nV 與 ( )ˆ m

nU 及 ( )ˆ m
nW 不互相耦合。最小 Re[λm]在 o o2 ~ 36Yγ = 與 o o50 ~ 88Yγ = 時，對應最小

Re[λm]之 λm 為複數，而在其他之 Yγ 值，則為實數。而對 X 及 Z 軸轉動時， ( )ˆ m
nU 、 ( )ˆ m

nV 與

( )ˆ m
nW 是耦合的，且對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數。 

    圖 3.4 所示者為矽化鈦旋轉體在自由邊界條件（F-F）及不同 Yγ 下，其最小 Re[λm]

隨 β 之變化（因為得知對 Y 軸旋轉時，λm 會有明顯的變化），所示之值亦為在 o0θ = 者。

結果顯示最小 Re[λm]隨β 增加而減少，即其應力奇異性隨 β 增加而增強。當 o0Yγ = 對應

最小 Re[λm]之 λm 皆為實數；當 o30Yγ = 且在 o o0 ~ 12β = ，對應最小 Re[λm]之 λm 為複數；

但當 o60Yγ = 且 o o0 ~ 20β = ，對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。  

圖 3.5 所示者為 o360β = 之矽化鈦旋轉體在自由邊界條件（F-F）及不同 Yγ 下，其最

小 Re[λm]隨θ之變化。當 o0Yγ = 時，λm 幾乎不隨θ改變而改變，對應最小 Re[λm]之 λm 皆

為實數且對稱於 o90θ = ；當 o30Yγ = 與 o60Yγ = 時，最小 Re[λm]隨不同θ值而有明顯的變
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化。當 o30Yγ = 時，整段 λm 之實數部分對稱於 o90θ = ；在 o o0 ~ 26θ = 與 o o154 ~ 180θ = ，

對應最小 Re[λm]之 λm為複數；最小 Re[λm]之最大值（發生於 o90θ = ）與最小值（發生於

o44θ = ）之差異可達 5.5％。當 o60Yγ = 在 o o0 ~ 72θ = 與 o o108 ~ 180θ = 對應最小 Re[λm]

之 λm為複數，最小Re[λm]之最大值（發生於 o90θ = ）與最小值（發生於 o0θ =  或 o180θ = ）

之差異可達 3.6％。而在 o90θ = 時，不同 Yγ 下皆得到相同之最小 Re[λm]，等於 0.5。 

    圖 3.6 所示者為矽化鈦旋轉體在不同邊界條件（F-F、C-C 與 C-F）下，其最小 Re[λm]

隨 β 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。很明顯地，C-F 邊界條件所引致之應力奇異性遠

較 C-C 及 F-F 者嚴重，在 o180β = 與 o360β = 對應最小 Re[λm]之 λm 的差異可達 50％；而

F-F 所引致之奇異性則稍較 C-C 者強，兩者在 o256β = 對應最小 Re[λm]之 λm的最大差異

可達 7.9％。 

    圖 3.7 與圖 3.8 所示者分別為 o240β = 與 o300β = 之旋轉體在不同邊界條件（F-F、

C-C 與 C-F）下，其最小 Re[λm]隨 Yγ 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。不同邊界條件所引

致應力強度之趨勢如同圖 3.6 所觀察到者。邊界條件 C-C 之 Re[λm]皆比 F-F 之 Re[λm]大；

在 o240β = 時，最大可差到 15.3％；在 o300β = 時，最大可差到 12.3％。 

§3.3 不同正交性材料之影響 

    為了解不同正交性材料對應力奇異性之影響，本節考慮另外兩種正交性材料來做比

對分析，分別為重晶石（Barytes）與矽酸鐵（ferrosilite，FeSiO3）（相關彈性係數列於

表 3.2）。 

    圖 3.9 所示者為三種正交性材料旋轉體( o360β = )在自由邊界條件（F-F）下，其最

小 Re[λm]隨 Yγ 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。發現矽化鈦與矽酸鐵之最小 Re[λm]隨 Yγ 改

變而改變之程度，較重晶石者小。重晶石最小 Re[λm]之最大值（發生於 o2Yγ = ）與最小
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值（發生於 o44Yγ = ）之差異可達 12.7％；矽酸鐵最小 Re[λm]之最大值（發生於 o0Yγ = ）

與最小值（發生於 o44Yγ = ）之差異只有 3.4％；重晶石與矽化鈦在 o50Yγ = 最大差異可

達 11.8％，可知不同 Yγ 下之最小 Re[λm]主要由材料特性控制；並且重晶石之最小 Re[λm]

在 o o0 ~ 2Yγ = 對應最小 Re[λm]之 λm 為複數；矽酸鐵之最小 Re[λm]之 λm 皆為實數。 

   圖 3.10 所示者為在材料座標軸與幾何座標軸一致下(即以 o0Yγ = 表示)，三種正交性

材料旋轉體在自由邊界條件（F-F）下所得最小 Re[λm]隨β 之變化，所示之值為在 o0θ =

者。三者在 o0β = 與 o360β = 之最小 Re[λm]相同；三者在 o o200 ~ 280β = 之最小 Re[λm]

有較明顯之差異，矽酸鐵之應力奇異性較弱，與重晶石者最大差異可達3.3％( o224β = )；

與矽化鈦者最大差異可達 6％( o220β = )。可知就算不同材料之最小 Re[λm]主要還是由幾

何形狀控制。 

    圖 3.11所示者為在 o0Yγ = 與 o360β = 下三種正交性材料旋轉體在自由邊界條件（F-F）

所得之最小 Re[λm]隨θ變化。三者之最小 Re[λm]皆對稱於 o90θ = ，雖然相較於矽化鈦與

矽酸鐵，重晶石之最小 Re[λm]隨θ有較明顯的變化，但三者之最小 Re[λm]隨θ改變而改

變之量很微小（小於 0.1％）。 

    圖 3.12 所示者為 o0Yγ = 之三種正交性材料旋轉體在一邊界固定一邊界自由條件

（C-F）下，其最小 Re[λm]隨 β 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。發現三種正交性材料之

最小 Re[λm] 均介於 0.25 〜 0.5 。矽化鈦旋轉體在 o o0 ~ 4β = 、 o o40 ~ 84β = 與

o o158 ~ 180β = 下，對應最小 Re[λm]之 λm 為複數；重晶石者皆為複數；矽酸鐵者皆為實

數。在三者中，重晶石之應力奇異性最弱，與矽化鈦之最小 Re[λm]最大差異可達 1.7％(發

生於 o260β = )；與矽酸鐵之最小 Re[λm]最大差異可達 3.5％(發生於 o268β = )。與圖 3.10

所示者相較，C-F 邊界條件所引致之應力奇異性明顯比 F-F 邊界條件所引致者大；但在

F-F 邊界條件下，三種材料所引致應力奇異性之差異性稍較 C-F 邊界條件下者大。 
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§3.4 矽化鈦彈性係數改變之影響 

    在材料座標軸與幾何座標軸一致時，為探討個別彈性係數（ 11c 、 44c 等等）對旋轉

體應力奇異性強度之影響，以下分三種情況（如表 3.3所示）分別改變矽化鈦彈性係數。  

表 3.3 改變彈性係數案例說明 

Case 1. 將 44c 做倍數放大 

Case 2. 將 55c 做倍數放大 

Case 3. 將 11 2E × , 12S , 13S 不變 

3.4.1 Case1 

    在本案例中，僅將矽化鈦之彈性係數 44c 分別放大兩倍、四倍及六倍，探討其在不

同 β 角時，對最小 Re[λm]之影響。圖 3.13 及圖 3.14 分別顯示當 o30Yγ = 及 o60Yγ = 時，

改變 44c 值對最小 Re[λm]之影響。圖中，各在不同 β 範圍內，改變 44c 並未改變最小 Re[λm]

值。究其原因，為當改變 Yγ 時， ( )ˆ m
nV 與 ( )ˆ m

nU 及 ( )ˆ m
nW 不耦合；從式(2.17b)知改變 44c 只會

改變 ( )ˆ m
nV 所對應之應力奇異性；故圖中最小 Re[λm]不隨 44c 改變者，即代表該段之應力奇

異性由 ( )ˆ m
nU 及 ( )ˆ m

nW 所對應之應力奇異性所控制。應力奇異性隨 44c 增加而增大。 

 3.4.2 Case2  

    在本案例中，僅將矽化鈦之彈性係數 55c 分別放大兩倍、四倍及六倍，探討其在不

同 β 角時，對最小 Re[λm]之影響。圖 3.15 所示者當 o0Yγ = 時，在自由邊界條件（F-F）

下改變 55c 對最小 Re[λm]之影響，所示之值為在 o0θ = 者。結果顯示最小 Re[λm]隨著 55c 放

大會有越大的趨勢，但接近 o180β = 與 o360β = 對應最小 Re[λm]則會相同，由方程式

(2.16a)與(2.16c)得知 ( )ˆ m
nU 、 ( )ˆ m

nW 是耦合的，所以 55c 會影響 ( )ˆ m
nU 及 ( )ˆ m

nW 之係數，表示
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o o182 ~ 280β = 由(2.16a)與(2.16c)控制；在 o o282 ~ 360β = 之結果不隨 55c 增加而改變，

因不影響 ( )ˆ m
nV 之係數，表示由(2.16b)控制。 66c 做倍數放大也會有相同的影響。 

3.4.3 Case3  

    先將材料彈性數 C  逆運算（Inverse）得 [ ]S 柔度矩陣。其中 ijE 為楊氏模數、 ijν 為

波松比。利用方程式(3.1)改變 ijE 與 ijν ，且須符合方程式(3.2)，計算得到一新 'S  ，再

將 'S  做逆運算得新的材料彈性係數 'C  。並對新材料 'C  做應力奇異性分析。 

11
11

1S
E

=  ， 12
12

11

S
E
ν−
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=  ， 22
22

1S
E

=  ， 23
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22

S
E
ν−

=   

31
31

33

S
E
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=  ， 32
32

33

S
E
ν−

=  ， 33
33

1S
E

=  (3.1)  

柔度矩陣需對稱        

12 21

11 22E E
ν ν

=  ， 13 31

11 33E E
ν ν

=  ， 23 32

22 33E E
ν ν

=  (3.2) 

    在本案例中，將 11E 放大兩倍且 12S 與 13S 維持不變，則會得到新的波松比( 12ν , 21ν )之

值，但新的波松比仍須介於 0~0.5。圖 3.16 所示者為 o360β = 之旋轉體在自由邊界條件

（F-F）下，其最小 Re[λm]隨 Xγ 、 Yγ 或 Zγ 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。結果顯示 Xγ 、

Zγ 改變時，最小 Re[λm]幾乎不變，而 Yγ 改變時則有改變；但當 o34Yγ = 與 o56Yγ = 時出現

急劇改變之現象，此現象之原因不甚清楚，有待將來進一步研究。 

    因 Yγ 改變之最小 Re[λm]會出現急劇改變，圖 3.17 所示者為 o0Yγ = 與 o360β = 之旋轉

體在不同邊界條件（F-F、C-C 與 C-F）下，其最小 Re[λm]隨θ做變化。結果顯示在自由

邊界條件（F-F）與固定邊界條件（C-C）下不同θ值之對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數且
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對稱 o90θ = ；邊界條件 F-C 其最小 Re[λm]之 λm 亦對稱 o90θ = ，在 o o22 ~ 44θ = 、

o o66 ~ 114θ = 與 o o136 ~ 158θ = 對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。 

§3.5 雲矽鈣石旋轉體之應力奇異性  

    本節進而分析雲矽鈣石（Tobermorite）旋轉體之應力奇異性，其屬三斜晶體（triclinic 

material），是為最不對稱的異向性材料。彈性係數會因分子間的距離不同而有所差異，

例如分子間距離大於 11 埃（Å）時，某些係數會是零（如 15c 、 56c 等等），而分子間距離

等於 9 埃（Å）時，係數全都存在。本節所探討為分子間距離等於 9 埃（Å）之雲矽鈣

石，相關彈性係數列於表 3.2。 

    圖 3.18 所示者為在 o360β = 之雲矽鈣石旋轉體在不同邊界條件（F-F、C-C 與 C-F）

下，其最小 Re[λm]隨 Yγ 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。最小 Re[λm]在 o o34 ~ 68Yγ = 間

出現急劇變化，邊界 F-F 會比 C-C 變化範圍大；在 o o0 ~ 30Yγ = 間，雖然最小 Re[λm]隨 Yγ

改變，但其改變幅度不大（最大差異僅達 5.8％）；而邊界條件C-F之最小Re[λm]在 0.1~0.25，

也有急劇改變之現象。 

    因 Yγ 變化最小 Re[λm]會出現急劇變化。圖 3.19 所示者為 o360β = 之雲矽鈣石旋轉體

在自由邊界條件（F-F）及不同 Yγ 下，其最小 Re[λm]隨θ之變化。在 o0Yγ = 、 o30Yγ = 時

不同θ值之最小 Re[λm]會改變幅度不大；但在 o60Yγ = 時不同θ值之最小 Re[λm]就會產生

急劇變化，與 o o30 ~ 90Yγ = 時會跳動相互印證，表示雲矽鈣石在某些 Yγ 角度下最小Re[λm]

會急劇變化。 

    圖 3.20 所示者為 o0Yγ = 之雲矽鈣石旋轉體在不同邊界條件（F-F、C-C 與 C-F）下，

其最小 Re[λm]隨β 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。結果顯示固定邊界條件（C-C）之最

小 Re[λm]都會比自由邊界條件（F-F）者大，對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數，最小 Re[λm]

相較正交性材料(圖 3.10)較小；值得一提者，當 o180β = 時，邊界條件 F-F 之最小
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Re[λm]=0.9822；邊界條件 C-C 之最小 Re[λm]=0.9876，表示會有應力奇異性存在。邊界

條件 C-F 之最小 Re[λm]一樣會介於 0.25〜0.5，當 o o0 ~ 12β = 與 o o104 ~ 180β = 對應最小

Re[λm]之 λm 為複數，最小 Re[λm]相較正交性材料(圖 3.12)較小。 

§3.6 雙材料旋轉體之應力奇異性 

    本節考慮正交性材料（Orthotropic material）與等向性材料（Isotropic material）組合

而成之旋轉體；如圖 3.1 所示，取 Material 1 為矽化鈦其角度為 1β ，取 Material 2 為等向

性材料( 6.24E GPa= ， 0.3ν = )且其角度為 o180 ；探討邊界條件、幾何形狀、及 Yγ 等改

變對應力奇異性之影響。 

    圖 3.21 所示者為旋轉體在自由邊界條件（F-F）及不同 1β 下，其最小 Re[λm]隨 Yγ 之

變化，所示之值為在 o0θ = 者。結果顯示最小 Re[λm]隨 1β 增加而減少，即其應力奇異性

隨 1β 增加而增強；但 Yγ 之角度改變對其影響並不顯著。當 o
1 180β = 且 o o50 ~ 90Yγ = 時，

對應最小 Re[λm]之 λm為複數；而 o
1 135β = 與 o

1 90β = 之 λm(對應最小 Re[λm])者皆為實數。 

    圖 3.22 所示者為旋轉體（ o
1 90β = 與 o180β = ）在不同邊界條件（F-F、C-C 與 C-F）

下，其最小 Re[λm]隨 Yγ 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。若是單一材料，其最小 Re[λm]

等於 1，表示幾乎沒有應力奇異性；而複合式材料在邊界條件 F-F(除了 o0Yγ = 及 o90Yγ =

外)與邊界條件 C-C 下，則會有應力奇異性。複合式材料在自由邊界條件（F-F）與固定

邊界條件（C-C）下之最小 Re[λm]最大差異可達 15.3％。在自由邊界條件（F-F）下，當

o o40 ~ 48Yγ = 對應最小 Re[λm]之 λm為複數；在固定邊界條件（C-C）下，對應最小 Re[λm]

之 λm 皆為實數；在邊界條件（F-C）下當 o o64 ~ 80Yγ = 對應最小 Re[λm]之 λm 為複數；在

邊界條件（C-F）下當 o o0 ~ 68Yγ = 與 o o84 ~ 90Yγ = 對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。邊界條

件（F-C）之最小 Re[λm]都大於邊界條件（C-F），表示只固定正交性材料端支應力奇異

性較強。 
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    圖 3.23 所示者為旋轉體（ o
1 90β = 與 o

1 180β β− = ）在自由邊界條件（F-F）及不同 Yγ

下，其最小 Re[λm]隨θ之變化。對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數。當 o0Yγ = 最大差異可達

4.15％；當 o30Yγ = 最大差異可達 5.76％；當 o60Yγ = 最大差異可達 4.34％。 

    圖 3.24 所示者為旋轉體（ o
1 180β β− = ）在自由邊界條件（F-F）及不同 Yγ 下，其

最小 Re[λm]隨 1β 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。當 o0Yγ = 與 o30Yγ = 對應最小 Re[λm]之

λm 皆為實數； 當 o60Yγ = 時 o o
1 150 ~ 180β = 對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。 

    圖 3.25 所示者為旋轉體（ o
1 180β β− = ）在不同邊界條件（F-F、C-C、C-F 與 C-F）

及 o60Yγ = 下，其最小 Re[λm]隨 1β 之變化，所示之值為在 o0θ = 者。在自由邊界條件（F-F）

與固定邊界條件（C-C）下最小 Re[λm]會介於 0.46~1.0，F-F 在 o o
1 150 ~ 180β = 對應最小

Re[λm]之 λm為複數；C-C 在 o o
1 154 ~ 180β = 對應最小 Re[λm]之 λm為複數；在邊界條件（C-F）

與（F-C）之最小 Re[λm]會介於 0.22~0.5，C-F 在 o o
1 2 ~ 22β = 、 o o

1 38 ~ 100β = 與

o o
1 124 ~ 180β = 對應最小Re[λm]之 λm為複數；F-C在 o o

1 158 ~ 180β = 對應最小Re[λm]之 λm

為複數；很明顯地，C-F 及 F-C 所引致之應力奇異性遠較 C-C 及 F-F 者嚴重，C-F 相較

C-C 在 o
1 180β = 對應最小 Re[λm] 之 λm 的差異可達 55.4％。C-F 所引致之奇異性則較 F-C

者強，兩者在 o
1 158β = 對應最小 Re[λm]之 λm 的最大差異可達 16.7％，表示只固定等向性

材料端之最小 Re[λm]會比只固定正交性材料端大，所以只固定正交性材料端支應力奇異

性較強。  
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圖 3.3 F-F 矽化鈦旋轉體( o360β = )之最小 Re[λm]隨 Xγ 、 Yγ 或 Zγ 之變化 

 
 

 
 

圖 3.4 F-F 不同 Yγ 下矽化鈦旋轉體之最小 Re[λm]隨 β 之變化  
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圖 3.5 不同 Yγ 之 F-F 矽化鈦旋轉體( o360β = )最小 Re[λm]隨θ之變化 

 
 

 
圖 3.6 不同邊界條件矽化鈦旋轉體的最小 Re[λm]隨β 之變化（考慮 o0Yγ = ）  
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圖 3.7 o240β = 矽化鈦旋轉體之最小 Re[λm]在不同邊界條件下隨 Yγ 之變化  

 
 

 

圖 3.8 o300β = 矽化鈦旋轉體之最小 Re[λm]在不同邊界條件下隨 Yγ 之變化  
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圖 3.9 o360β = 之不同正交性材料旋轉體的最小 Re[λm]隨 Yγ 之改變（F-F 邊界條件） 

 
 

 
圖 3.10 不同正交性材料旋轉體的最小 Re[λm]隨 β 之改變(考慮 o0Yγ = ，F-F 邊界條件) 
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圖 3.11 o360β = 之不同正交性材料旋轉體的最小 Re[λm]隨θ之改變(考慮 o0Yγ = ，F-F 邊

界條件) 
 

 
圖 3.12 不同正交性材料旋轉體的最小 Re[λm]隨 β 之改變(考慮 o0Yγ = ，C-F 邊界條件) 
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圖 3.13 Case 1 旋轉體的最小 Re[λm]隨β 之改變(考慮 o30Yγ = ，F-F 邊界條件) 

 
 

 
圖 3.14 Case 1 旋轉體的最小 Re[λm]隨β 之改變(考慮 o60Yγ = ，F-F 邊界條件) 
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圖 3.15 Case 2 旋轉體的最小 Re[λm]隨β 之改變(考慮 o0Yγ = ，F-F 邊界條件) 

 
 

 

圖 3.16 o360β = 之 Case 3 旋轉體的最小 Re[λm]隨 Xγ 、 Yγ 或 Zγ 之變化（F-F） 
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圖 3.17 o360β = 之 Case 3 旋轉體之最小 Re[λm]在不同邊界條件下隨θ之變化 

(考慮 o0Yγ = ) 
 

 

圖 3.18 o360β = 之雲矽鈣石旋轉體之最小 Re[λm]在不同邊界條件下隨 Yγ 之變化 
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圖 3.19 o360β = 之雲矽鈣石旋轉體之在不同 Yγ 下最小 Re[λm]隨θ之變(F-F 邊界條件) 

 
 

 
圖 3.20 雲矽鈣石旋轉體在不同邊界條件下最小 Re[λm]隨β 之變化(考慮 o0Yγ = ) 
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圖 3.21 雙材料旋轉體在不同 1β 之最小 Re[λm]隨 Yγ 之變化(F-F 邊界條件) 

 
           

 

圖 3.22 o
1 90β = ， o

1 90β β− = 之雙材料旋轉體在不同邊界條件下最小 Re[λm]隨 Yγ 之變化  
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圖 3.23 o
1 90β = 之雙材料旋轉體在不同 Yγ 下最小 Re[λm]隨θ之變化(F-F 邊界條件) 

 
 

 
圖 3.24 雙材料旋轉體在不同 Yγ 下最小 Re[λm]隨 1β 之變化(F-F 邊界條件) 

 

TiS2 

Isotropic 

β1 

β1 

Isotropic 

TiS2 



46 
 

 

圖 3.25 雙材料旋轉體在不同邊界條件下最小 Re[λm]隨 1β 之變化(考慮 o60Yγ = ) 
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第四章 三維楔形體之幾何所引致應力

奇異解 

    本章推導如圖 4.1 三維楔形體於尖端處之應力漸進解。如同第二章，假設（Ｘ,Ｙ,Ｚ）

座標系統為定義材料性質之座標系統，而（Ｘ,Ｙ,Ｚ）為定義物體幾何形狀之座標系統。

為考慮尖端處之應力奇異性，用 , ,r Zθ（ ）圓柱座標系統較易求解；因此，第二章所列之

圓柱座標系統下之平衡方程式，本構方程等均可直接應用於本章，不再贅述。 

 

 
 
 
 

 

 

  

  

 

 

 
 

 

圖 4.1 楔型體之座標 與  
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§4.1 r→0 之奇異性漸進解 

   由於平衡方程式和本構方程式之推導皆與第二章相同，利用特徵函數展開法，解的

形式亦可表示成如下 

( ) ( ) ( )
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mλ 是待定的參數，可以為複數；其實數部分一定為正數，以確保在 0r = 處之有限位移

變形。將式(4.1)代入方程式(2.5)做整理得 
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   為了探討 r →0 之應力奇異現象，故僅取 r 之最低次項；整理 r 最低次項係數，可得 
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    方程式 (4.3)是一組變係數常微分方程式，係數 θ 的函數，要獲得到閉合解

（closed-form solution）通常是不可能的；而級數解（power series method）為一可行方

法。級數解取到越高次項所得的解會越精確，但卻也常會造成數值計算之困難。為了解

決此問題，我們將全域切割成許多子域，如圖 4.2，子域間必須滿足連續條件；此方法

對於建立多材料旋轉體之解是非常方便的。 

  為了建立子域的級數解，將微分方程式的變係數（θ之函數）於每個子域中之中點（θ ），

以泰勒展開式表示： 
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j = 1, 2, …, 8 

因此，在每個子域中的位移函數也均以級數表示成： 
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將式(4.4)與(4.5)代入方程式(4.3)，整理可得 

 

 

 

 

 

 
 

  

 

圖 4.2 子域  
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( )( ) ( ) }8
ˆ  i i

kj k
a C

−
+   (4.6a) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1

2 3 2 6 2 3 2 6 20 0
0

1ˆ ˆ ˆ ˆˆ 2 1
2 1

ji i i ii i i i i
j j j k kj k j k

k
B b A b C k k b A b C

j j

−

+ + + + +− −
=

−  + + = + + +   + + 
∑  

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 2 4 1 5 7 1

0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ  1 1 1
j i i i i ii i i i i

k k k k kj k j k j k j k j k
k

k b B b B k b A b A k b C+ + +− − − − −
=

+ + + + + + + +∑  

( )( ) ( ) }8
ˆ  

i i
kj k

b C
−

+ 
 (4.6b) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

2 3 2 6 2 3 2 6 20 0
0

1ˆ ˆ ˆˆ ˆ2 1
2 1

j
i i i ii i i i i

j j j k kj k j k
k

C c A c B k k c A c B
j j

−

+ + + + +− −
=

−  + + = + + +   + + 
∑  

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 2 4 1 5 7 1

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ  1 1 1
j

i i i i ii i i i i
k k k k kj k j k j k j k j k

k
k c C c C k c A c A k c B+ + +− − − − −

=

+ + + + + + + +∑  

( )( ) ( ) }8
ˆ  i i

kj k
c B

−
+   (4.6c) 

式(4.6)代表 ( )ˆ i
jA 、 ( )ˆ i

jB 及 ( )ˆ i
jC 係數間之遞迴關係。若 ( )

0
ˆ iA , ( )

1
ˆ iA , ( )

0
ˆ iB , ( )

1
ˆ iB , ( )

0
ˆ iC , ( )

1
ˆ iC 已知，

則可由方程式(4.6)求解得到 ( )
2

ˆ i
jA + , ( )

2
ˆ i

jB + , ( )
2

ˆ i
jC + （ j =0,1,2…）。因此，方程式(4.3) 在每一子

域中的解均可簡單地表示成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00 1 01 0 02 1 03 0 04 1 05
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,m i m i m i m i m i m i m

iU z A U A U B U B U C U C Uθ θ θ θ θ θ θ= + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00 1 01 0 02 1 03 0 04 1 05
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,m i m i m i m i m i m i m

iV z A V A V B V B V C V C Vθ θ θ θ θ θ θ= + + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00 1 01 0 02 1 03 0 04 1 05
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,m i m i m i m i m i m i m

iW z A W A W B W B W C W C Wθ θ θ θ θ θ θ= + + + + +

 (4.7) 

其中下標“ i”代表在子域“ i”。先將式(4.7)代回式(4.1)可得 ru , zu , uθ，再代回式(2.4)，

即可得到 rrσ , θθσ , zzσ , zθσ , zrσ , rθσ 之級數表示式。 
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§4.2 連續條件與邊界條件之滿足 

   為了得到方程式(4.3)在全域之解，在兩相鄰子域之介面必須滿足位移及 traction 之連

續，此連續條件可表示成： 

( ) ( 1)i i
θθ θθσ σ += ， ( ) ( 1)i i

r rθ θσ σ += ， ( ) ( 1)i i
z zθ θσ σ += ， ( ) ( )1i iu uθ θ

+= ， ( ) ( )1i i
r ru u += ， ( ) ( )1i i

z zu u +=  (4.8) 

其中上標“ ( )i ”代表子域 i。 

另外，在邊界上須滿足邊界條件；自由端的邊界條件為 

0r zθθ θ θσ σ σ= = =  (4.9a) 

固定端則須滿足 

0r zu u uθ = = =  (4.9b) 

若將θ之值域切成 n 個子域，則由式(4.7)中共有 6n 個係數（i=1,2...,n）；從邊界條

件與連續條件可得到以
( )

0
ˆ i

A ,
( )

1
ˆ i

A ,
( )

0
ˆ i

B ,
( )

1
ˆ i

B ,
( )

0
ˆ i

C ,
( )

1
ˆ i

C 的待定係數之 6n 條齊次(homogeneous)

線性代數方程（如(2.16)式所式）。 

§4.3 正交性材料（Orthotropic Materials）之特性 

假設（Ｘ,Ｙ,Ｚ）為正交性材料之 axes of orthotropy。矩陣 C  可表示成 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

c c c
c c c
c c c

C
c

c
c

 
 
 
 

  =   
 
 
 
  

 

在一般情形下，即使是分析正交性材料，其面內及面外位移函數是相互耦合的。但

有某些特殊情況下及特殊θ角下，式(4.3)中之面內及面外位移可分開考慮。例如當考慮

o0θ = 時且（Ｘ,Ｙ,Ｚ）與（Ｘ,Ｙ,Ｚ）重疊或（Ｘ,Ｙ,Ｚ）與（Ｘ,Ｙ,Ｚ）有相同之Ｚ及Ｚ軸。
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當 o0θ = ，（Ｘ,Ｙ,Ｚ）與（Ｘ,Ｙ,Ｚ）重疊時，式(4.3)可簡化為 

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
2

0 0 0
0 01 2 3 42

ˆ ˆ ˆˆ ˆ 0
m m m

m mU U Vp p U p p Vθ θ θ θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂
 (4.10a) 

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
2

0 0 0
1 0 02 3 42

ˆ ˆ ˆˆ ˆ 0
m m m

m mV V Uq q V q q Uqqqq  
qqq 

∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂
 (4.10b) 

( )

( )
( )

( ) ( )
2

0 0
1 2 02

ˆ ˆ ˆ 0
m m

mW Ws s Wθ θ
θ θ

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 (4.10c) 

其中 

( ) 66
1

66

1 cp
c

θ
θ

∂ =  ∂ 
， ( ) ( )2

11 222
66

1
mp c c

c
θ λ= − ， ( ) ( ) 66 223

66

1 1mp c c
c

θ λ= − −  ， 

( ) ( ) 66
4

66

1 1m
cp

c
θ λ

θ
∂ = −  ∂ 

  

( ) 22
1

22

1 cq
c

q
q

∂ =  ∂ 
， ( ) ( ) ( ) 662

22

1 1 1m mq c
c

q λ λ= − +  ， ( ) ( )12 66 66 223
22

1
mq c c c c

c
q λ= + + +  ，

( ) 12 22
4

22

1
m

c cq
c

q λ
qq

∂ ∂ = + ∂ ∂ 
 

( ) 44
1

44

1 cs
c

θ
θ

∂ =  ∂ 
， ( ) ( )2 55

44

1
m ms c

c
θ λ λ=  

故當材料座標軸與幾何座標重疊時，從方程式(4.10a)與(4.10b)得知 ( )ˆ m
nU 與 ( )ˆ m

nV 是耦合的；

從方程式(4.10c)得知 ( )ˆ m
nW 獨立存在，與 ( )ˆ m

nU 及 ( )ˆ m
nV 無關。 

    

    當 o0θ = ，（Ｘ,Ｙ,Ｚ）與（Ｘ,Ｙ,Ｚ）有相同之Ｚ及Ｚ軸。即將（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對 Z 軸進行

旋轉，由轉換關係[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T 1T K K TC C
σ ε

− =   得 

[ ]

11 12 13 16

12 22 23 26

13 23 33 36

44 45

45 55

16 26 36 66

0 0
0 0
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0

c c c c
c c c c
c c c c

C
c c
c c

c c c c

 
 
 
 

=  
 
 
 
    

矩陣中部分元素為零，其中如 15c 、 46c 等等，將該值帶入方程式(4.3)中，整理後如下： 
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( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
2 2

0 0 0 0
1 2 0 3 4 5 02 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 0
m m m m

m m
z z z z z

U U V Vp p U p p p Vθ θ θ θ θ
θ θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (4.13a) 

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
2 2

0 0 0 0
1 2 0 3 4 5 02 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 0
m m m m

m m
z z z z z

V V U Uq q V q q q Uqqqqq   
qqqq  

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (4.13b) 

( )

( )
( )

( ) ( )
2

0 0
1 2 02

ˆ ˆ ˆ 0
m m

mW Ws s Wθ θ
θ θ

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 (4.13c) 

其中 

( ) 66
1 16

66

1 2z m
cp c

c
θ λ

θ
∂ = + ∂ 

， ( ) 2 16 26
2 11 22

66

1
z m m

c cp c c
c

θ λ λ
θ θ

∂ ∂ = + − + ∂ ∂ 
， ( ) 26

3
66

z
cp
c

θ = ， 

( ) ( ) 26
4 66 12 22

66

1 1z m m
cp c c c

c
θ λ λ

θ
∂ = − + − + ∂ 

， ( ) ( ) 66
5 16 26

66

1 1z m m
cp c c

c
θ λ λ

θ
∂ = − − + ∂ 

 

( ) 22
1 26

22

1 2z m
cq c

c
q λ

q
∂ = + ∂ 

， ( ) ( ) ( ) 26
2 66

22

1 1 1z m m
cq c

c
q λ λ

q
∂ = − + + ∂ 

， ( ) 26
3

22
z

cq
c

q = ，

( ) ( ) 26
4 12 66 66 22

22

1
z m

cq c c c c
c

q λ
q

∂ = + + + + ∂ 
， ( ) 44

1 45
44

1 2z m
cs c

c
θ λ

θ
∂ = + ∂ 

， 

( ) ( )( ) 12 22
5 16 26

22

1 1z m m m
c cq c c

c
q λ λ λ

qq
∂ ∂ = + + + + ∂ ∂ 

 ， ( ) 45
2 55

44

1
z m m

cs c
c

θ λ λ
θ

∂ = + ∂ 
 

將（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對 Z 軸旋轉時，可從方程式(4.13a)與(4.13b)得知 ( )ˆ m
nU 、 ( )ˆ m

nV 是耦合的；從

方程式(4.13c)得知 ( )ˆ m
nW 獨立存在。 
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第五章 楔形體結果分析 

    為了方便討論材料的特性、邊界條件、幾何形狀、及參數改變對應力奇異性

（singularity）λm 值之影響，先將欲探討之參數做說明如下： 

γ ：如圖 4.1，為材料異向性之材料座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對幾何座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）旋轉之 

   角度， Xγ 、 Yγ 、 Zγ 分別為對 X、Y 及 Z 軸旋轉之角度；本章僅考慮對單一軸旋轉，  

   不考慮同時對兩軸以上(含)之旋轉問題。 

β ：如圖 5.1，表示幾何形狀之角度（ β ， 1β ， 2β ） 

F、C：表示邊界條件，F（代表自由端）、C（代表固定端）；如圖 5.1，F-C 表示 Material 

1 之邊界條件 F、Material 2 之邊界條件 C。 

 
 

§5.1 方法驗證與收斂性分析 

    由於文獻上異向性材料楔形體奇異性分析皆為將等向性材料纖維方向（ fiber 

orientations）旋轉後，將其視為異向性材料來做分析。為驗證本研究所推導之解的正確

性，吾人利用等向性材料之文獻結果來確認本研究之解及所衍生電腦程式的正確性。 

 

 

 
 

  

 
 

 

F 

C 
 

Material 1 

Material 2 

圖 5.1 複合式材料之楔形體角度示意圖 
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根據 Hwu[16] 假設物理量與厚度無關，則可消除厚度方向之應變相關項次；因此，

方程式(4.3)中 ijC (i或 j=3)亦會被消除。依此假設得到之解會與Hwu[16]所求得之λm一致，

則可發現式(2.5)中有關 z 之次項在式(4.3)均未出現，此表示若依據該假設，在式(2.5)中

有關 z 方向之物理量均不會影響式(4.3)之建立；如圖 5.2 所示，考慮兩種幾何形狀之楔

形體，一為 o360β = ，另一為 o360β = 之單一等向性材料楔形體。 

          
 

 
 

表 5.1 等向性材料楔形體最小 λm 的實數部分之收斂性 

幾何形狀 子域數目 
多項式項數 

Publish[16] 
5 6 7 9 11 13 15 

o360β =

 

2 0.2069 0.4999 0.4876 0.5 0.4999 0.4999 0.5000 

0.5000 
4 0.5 0.4995 0.4998 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 

6 0.4995 0.4992 0.4992 0.4992 0.4992 0.4992 0.4992 

8 0.4999 0.4999 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 

o240β =

 

2 0.6363 0.6173 0.6148 0.6158 0.6157 0.6157 0.6157 

0.6157 
4 0.6163 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 

6 0.6158 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 

8 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 0.6157 

    表 5.1 為針對 o360β = 及 o360β = 單一等向性材料旋轉體應力奇異性，使用不同數

目之子域配合不同項數級數解之分析結果。使用較少之子域(在φ向)，則須配合較多項

之級數，方能得到收斂解，反之亦然；在級數解中，通常用愈多項時，愈有可能遇到數

 

 
 

 F 

F 

 

 

 

  

F 

F 

幾何形狀 1 幾何形狀 2 

圖 5.2 於收斂性分析中楔形體之幾何形狀與邊界條件 
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值分析之困難。從表 5.1 之結果顯示即使 o360β = 之旋轉體，在φ向切 8 個子域，各子

域使用 7項之級數，即可得準確之解；同樣的子域數及多項級數亦提供 o360β = 案例之

準確解。在往下之分析中，吾人取 8 個子域數配合 13 項級數求解。值得一提的是，本

法所得之收斂解(收斂致四位有效數字)與閉合解所得者一致；此一致性某種程度上確認

本研究所提解之正確性。 

§5.2 矽化鈦楔形體之奇異性分析 

    假設所欲考慮之楔形體由矽化鈦（TiSi2）構成，其為正交性材料（相關彈性係數列

於表 3.2）。 

  圖 5.3 所示者為 o360β = 之矽化鈦楔形體在自由邊界條件（F-F）下，其最小 Re[λm]

隨 Xγ 、 Yγ 或 Zγ 之變化。結果顯示 Xγ 變化時，當 o o0 ~ 12Xγ = 對應最小 Re[λm]之 λm為複

數，最小 Re[λm]之最大值（發生於 o12Xγ = ）與最小值（發生於 o44Xγ = ）之差異可達 2

％；當 Yγ 變化時，對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數，最小 Re[λm]之最大值（發生於 o90Yγ = ）

與最小值（發生於 o42Yγ = ）之差異可達 13.2％；而 Zγ 變化時，當 o o54 ~ 88Zγ = 對應最

小Re[λm]之λm為複數，最小Re[λm]之最大值（發生於 o52Zγ = ）與最小值（發生於 o28Zγ = ）

之差異可達 3.6％。由方程式(4.11)〜(4.13)得知，對 Z 軸轉動時 ( )ˆ m
nW 與 ( )ˆ m

nU 及 ( )ˆ m
nV 不互

相耦合，而對 X 及 Y 軸轉動時 ( )ˆ m
nU 、 ( )ˆ m

nV 與 ( )ˆ m
nW 是耦合的。 

    圖 5.4 所示者為矽化鈦楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 Xγ 下，其最小 Re[λm]

隨 β 之變化。結果顯示最小 Re[λm]隨 β 增加而減少，即其應力奇異性隨 β 增加而增強。

當 o0Xγ = 、 o30Xγ = 與 o60Xγ = 對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數； o0Xγ = 與 o30Xγ = 在

o224β = 最大差異可達 4.5％； o0Xγ = 與 o60Xγ = 在 o220β = 最大差異可達 6.4％。 
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    圖 5.5 所示者為矽化鈦楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 Yγ 下，其最小 Re[λm]

隨 β 之變化。結果顯示最小 Re[λm]隨 β 增加而減少，即其應力奇異性隨 β 增加而增強。

當 o0Yγ = 、 o30Yγ = 與 o60Yγ = 對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數； o0Yγ = 與 o30Yγ = 在

o360β = 最大差異可達 11.5％； o0Yγ = 與 o60Yγ = 在 o360β = 最大差異可達 10.3％。 

    圖 5.6 所示者為矽化鈦楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 Zγ 下，其最小 Re[λm]

隨 β 之變化。結果顯示最小 Re[λm]隨β 增加而減少，即其應力奇異性隨 β 增加而增強。

當 Zγ 不同時，最小 Re[λm]幾乎不隨 Zγ 變化。 

    圖 5.7 所示者為矽化鈦楔形體在不同邊界條件（F-F、C-C 與 C-F）下，其最小 Re[λm]

隨 β 之變化。結果顯示兩固定端（C-C）所得之最小 Re[λm]都會比兩自由端（F-F）者大，

在 o260β = 對應最小 Re[λm]之 λm 之差異可達 11.7％，但介於 0.5〜1.0，而當 β 小於 o180

後對應最小 Re[λm]皆等於 1。兩固定端（C-C）與兩自由端（F-F）對應最小 Re[λm]之 λm

皆為實數；一固定端與一自由端（C-F）在 o o180 ~ 360β = 時最小 Re[λm]會介於 0.25〜0.5，

特別的是當 β 小於 o180 仍有應力奇異性，直到 β 小於 o68 後對應最小 Re[λm]皆等於 1。一

固定端與一自由端（C-F）在 o o112 ~ 176β = ，對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。 

§5.3 雙材料旋轉體之應力奇異性 

  5.3.1 矽化鈦/等向性材料 雙材料楔形體 

    本節考慮分析正交性材料（Orthotropic material）與等向性材料（Isotropic material）

組合而成之楔形體。如圖 5.1 所示，取 Material 1 為矽化鈦其角度為 1β ，取 Material 2 為

等向性材料( 6.24E GPa= ， 0.3ν = )且其角度 2β 為 o180 ；探討邊界條件、幾何形狀、及γ
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等改變對應力奇異性之影響。 

    圖 5.8 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 1β 下，其最小 Re[λm]隨 Xγ 之

變化。結果顯示最小 Re[λm]隨 1β 增加而減少，即其應力奇異性隨 1β 增加而增強，但 Xγ 之

角度改變對其影響並不顯著；在 o
1 180β = 、 o

1 150β = 、 o
1 120β = 與 o

1 90β = 對應最小 Re[λm]

之 λm 皆為實數。 

    圖 5.9 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 1β 下，其最小 Re[λm]隨 Yγ 之變

化。結果顯示最小 Re[λm]隨 1β 增加而減少，即其應力奇異性隨 1β 增加而增強，特別的是

o
1 150β = 與 o

1 120β = 在 o16Yγ = 及 o82Yγ = 時會互相交叉；在 o
1 180β = 、 o

1 120β = 與

o
1 90β = 對應最小Re[λm]之 λm皆為實數。而 o

1 150β = 在 o o26 ~ 88Yγ = 對應最小Re[λm]之 λm

為複數。 

    圖 5.10 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 1β 下，其最小 Re[λm]隨 Zγ 之

變化。結果顯示最小 Re[λm]隨 1β 增加而減少，即其應力奇異性隨 1β 增加而增強，特別的

是 o
1 150β = 與 o

1 120β = 在 o44Zγ = 及 o80Zγ = 時會互相交叉；在 o
1 120β = 與 o

1 90β = 對應

最小 Re[λm] 之 λm 皆為實數。而在 o
1 180β =  ( 當 o o62 ~ 90Zγ = ) 與 o

1 150β =  ( 當

o o56 ~ 90Zγ = )所對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。 

    圖 5.11 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 Xγ 下，其最小 Re[λm]隨 1β 之

變化。最小Re[λm]隨 1β 增加而減少，即其應力奇異性隨 1β 增加而增強；當 o0Xγ = 、 o30Xγ =

與 o60Xγ = 時所對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數。 o0Xγ = 與 o60Xγ = 在 o
1 136β = 最大差異

可達 8.2％。 
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    圖 5.12 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 Yγ 下，其最小 Re[λm]隨 1β 之

變化。最小 Re[λm]隨 1β 增加而減少，即其應力奇異性隨 1β 增加而增強；當 o0Yγ = 、 o30Yγ =

與 o60Yγ = 時所對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數。 o0Yγ = 與 o60Yγ = 在 o
1 136β = 最大差異可

達 8.7％。 

    圖 5.13 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 Zγ 下，其最小 Re[λm]隨 1β 之

變化。最小 Re[λm]隨 1β 增加而減少，即其應力奇異性隨 1β 增加而增強；當 o0Zγ = 與

o30Zγ = 時所對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數。當 o60Zγ = 在 o o
1 144 ~ 176β = 對應最小

Re[λm]之 λm 為複數。 o30Zγ = 與 o60Zγ = 在 o
1 144β = 最大差異可達 7.6％。 

    圖 5.14 所示者為楔形體在不同邊界條件（F-F、C-C 與 C-F）下，其最小 Re[λm]隨 1β

之變化。F-F 邊界條件與 C-C 邊界條件對應最小 Re[λm] 之 λm 皆為實數。C-F 邊界條件

在 o o
1 4 ~ 12β = 對應最小 Re[λm] 之 λm 為複數。F-C 邊界條件在 o o

1 0 ~ 100β = 及

o o
1 132 ~ 180β = 對應最小 Re[λm] 之 λm為複數；很明顯地，C-F 及 F-C 所引致之應力奇

異性遠較 C-C 及 F-F 者嚴重，C-F 相較 C-C 及 F-F 在 o
1 180β = 對應最小 Re[λm] 之 λm的

差異可達 57.7％。F-F 所引致之奇異性則稍較 C-C 者強，兩者在 o
1 136β = 對應最小 Re[λm]

之 λm 的最大差異可達 6.2％。C-F 所引致之奇異性則較 F-C 者強，兩者在 o
1 136β = 對應

最小 Re[λm]之 λm 的最大差異可達 26.3％，表示只固定等向性材料端之最小 Re[λm]會比只

固定正交性材料端大，所以只固定正交性材料端支應力奇異性較強。 
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 5.3.2 正交性材料/等向性材料 雙材料楔形體 

    如圖 5.1 所示，取 Material 1 為正交性材料其角度為 1β ，取 Material 2 為等向性材料

( 6.24E GPa= ， 0.3ν = )且其角度 2β 為 o180 ；探討邊界條件、幾何形狀、及γ 等改變對

應力奇異性之影響。正交性材料分別為矽化鈦、重晶石與矽酸鐵（相關彈性係數列於表

3.2）；矽化鈦結合等向性材料(TiSi2+Iso)，重晶石結合等向性材料(Barytes+Iso)，矽酸鐵

結合等向性材料(FeSiO3+Iso)。 

    圖 5.15 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及 o
1 150β = 下，其最小 Re[λm]隨 Xγ

之變化。TiSi2+Iso 與 FeSiO3+Iso 對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數。Barytes+Iso 當

o o0 ~ 10Xγ = 及 o o72 ~ 90Xγ = 所對應最小 Re[λm] 之 λm 為複數。TiSi2+Iso 與 Barytes+Iso

在 o70Xγ = 時，最小 Re[λm] 最大差異可達 12.1％。 

    圖 5.16 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及 o
1 150β = 下，其最小 Re[λm]隨 Yγ 之

變化。TiSi2+Iso 對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數。Barytes+Iso 當 o o0 ~ 6Yγ = 所對應最小

Re[λm] 之 λm 為複數。FeSiO3+Iso 當 o o10 ~ 82Yγ = 所對應最小 Re[λm] 之 λm 為複數。

Barytes+Iso 相較之下最小 Re[λm]之 λm 隨 Yγ 變化有較明顯改變，最小 Re[λm]之最大值（發

生於 o2Yγ = ）與最小值（發生於 o56Yγ = ）之差異可達 23.6％。 

    圖 5.17 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及 o
1 150β = 下，其最小 Re[λm]隨 Zγ 之

變化。TiSi2+Iso 當 o o56 ~ 90Zγ = 所對應最小 Re[λm] 之 λm 為複數。Barytes+Iso 當

o o0 ~ 22Zγ = 所對應最小 Re[λm] 之 λm 為複數。FeSiO3+Iso 對應最小 Re[λm]之 λm皆為實

數。Barytes+Iso 相較之下最小 Re[λm]之 λm 隨 Zγ 變化有較明顯改變，FeSiO3+Iso 次之；
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Barytes+Iso 最小 Re[λm]之最大值（發生於 o0Zγ = ）與最小值（發生於 o62Zγ = ）之差異

可達 27.8％。FeSiO3+Iso 最小 Re[λm]之最大值（發生於 o90Zγ = ）與最小值（發生於 o60Zγ = ）

之差異可達 18.2％。 

    圖 5.18 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）下，其最小 Re[λm]隨 1β 之變化。

TiSi2+Iso 與 FeSiO3+Iso 對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數。Barytes+Iso 在 o o
1 152 ~ 180β = 所

對應最小 Re[λm] 之 λm為複數。在 o o
1 100 ~ 180β = 之條件下，TiSi2+Iso 其對應最小 Re[λm]

之 λm 較小，表示其應力奇異性較強，FeSiO3+Iso 次之。三者最小 Re[λm]之 λm 會介於

0.5~1.0。 

5.3.3 雲矽鈣石/等向性材料 雙材料楔形體 
    本節考慮三斜晶體材料（triclinic material）與等向性材料（Isotropic material）之雙

材料楔形體。如圖 5.1 所示，取 Material 1 為雲矽鈣石其角度為 1β ，取 Material 2 為等向

性材料( 6.24E GPa= ， 0.3ν = )且其角度 2β 為 o180 ，探討邊界條件、幾何形狀、及γ 等

改變對應力奇異性之影響。 

    圖 5.19 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及 o
1 150β = 下，其最小 Re[λm]隨 Xγ 、

Yγ 或 Zγ 之變化。結果顯示 Xγ 變化時，對應最小 Re[λm]之 λm 皆為實數，最小 Re[λm]之最

大值（發生於 o0Xγ = ）與最小值（發生於 o90Xγ = ）之差異可達 28.6％；當 Yγ 變化時，

當 o o26 ~ 58Yγ = 對應最小 Re[λm]之 λm 為複數，最小 Re[λm]之最大值（發生於 o56Yγ = ）

與最小值（發生於 o80Yγ = ）之差異可達 11.0％；而 Zγ 變化時，當 o o6 ~ 16Zγ = 及

o o48 ~ 90Zγ = 所對應最小 Re[λm]之 λm 為複數，最小 Re[λm]之最大值（發生於 o48Zγ = ）

與最小值（發生於 o28Zγ = ）之差異可達 12.7％。 
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    圖 5.20 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 Xγ 下，其最小 Re[λm]隨 1β 之

變化。當 o0Xγ = 在 o o
1 164 ~ 180β = 及 o o

1 136 ~ 144β = 所對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。當

o30Xγ = 對應最小 Re[λm]之 λm皆為實數。當 o60Xγ = 在 o o
1 168 ~ 180β = 所對應最小 Re[λm]

之 λm 為複數。 

    圖 5.21 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 Yγ 下，其最小 Re[λm]隨 1β 之

變化。當 o30Yγ = 在 o o
1 136 ~ 180β = 所對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。當 o60Yγ = 在

o o
1 156 ~ 180β = 所對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。 

    圖 5.22 所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同 Zγ 下，其最小 Re[λm]隨 1β 之

變化。當 o30Zγ = 在 o o
1 164 ~ 176β = 所對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。當 o60Zγ = 在

o o
1 144 ~ 180β = 所對應最小 Re[λm]之 λm 為複數。  
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圖 5.3 F-F 矽化鈦楔形體( o360β = )之最小 Re[λm]隨 Xγ 、 Yγ 或 Zγ 之變化 

 
 

 
 

圖 5.4 F-F 不同 Xγ 下矽化鈦楔形體之最小 Re[λm]隨 β 之變化 
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圖 5.5 F-F 不同 Yγ 下矽化鈦楔形體之最小 Re[λm]隨 β 之變化 

 
 

 

圖 5.6 F-F 不同 Zγ 下矽化鈦楔形體之最小 Re[λm]隨 β 之變化 
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圖 5.7 不同邊界條件之矽化鈦楔形體的最小 Re[λm]隨β 之變化（考慮 o0γ = ） 

 
 

 

圖 5.8 F-F 不同 1β 下雙材料楔形體之最小 Re[λm]隨 Xγ 之變化 
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圖 5.9 F-F 不同 1β 下雙材料楔形體之最小 Re[λm]隨 Yγ 之變化 

 
 

 

圖 5.10 F-F 不同 1β 下雙材料楔形體之最小 Re[λm]隨 Zγ 之變化 
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圖 5.11 F-F 不同 Xγ 下雙材料楔形體之最小 Re[λm]隨 1β 之變化 

 
 

 

圖 5.12 F-F 不同 Yγ 下雙材料楔形體之最小 Re[λm]隨 1β 之變化 
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圖 5.13 F-F 不同 Zγ 下雙材料楔形體之最小 Re[λm]隨 1β 之變化 

 
 

 

圖 5.14 不同邊界條件之雙材料楔形體的最小 Re[λm]隨 1β 之變化（考慮 o0γ = ） 
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圖 5.15 F-F 雙材料楔形體( o
1 150β = ， o

2 180β = )之最小 Re[λm]隨 Xγ 之變化 

 
 

 

圖 5.16 F-F 雙材料楔形體( o
1 150β = ， o

2 180β = )之最小 Re[λm]隨 Yγ 之變化 
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圖 5.17 F-F 雙材料楔形體( o
1 150β = ， o

2 180β = )之最小 Re[λm]隨 Zγ 之變化 

 
 

 

圖 5.18 F-F 雙材料楔形體( o
2 180β = )之最小 Re[λm]隨 1β 之變化（考慮 o0γ = ） 
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圖 5.19 F-F 雙材料楔形體( o
1 150β = ， o

2 180β = )之最小 Re[λm]隨 Xγ 、 Yγ 或 Zγ 之變化 

 
 

 

圖 5.20 F-F 不同 Xγ 下雙材料楔形體( o
2 180β = )之最小 Re[λm]隨 1β 之變化 
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圖 5.21 F-F 不同 Yγ 下雙材料楔形體( o
2 180β = )之最小 Re[λm]隨 1β 之變化 

 
 

 

圖 5.22 F-F 不同 Zγ 下雙材料楔形體( o
2 180β = )之最小 Re[λm]隨 1β 之變化 
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第六章 結論與建議 

§6.1 結論 

    本文利用特徵函數展開法配合級數解，求解三維旋轉體與楔形體，於幾何急劇變化

處（如尖角處）之漸近解，並探討材料的特性、邊界條件及幾何形狀等參數對應力奇異

強度（singularity）之影響。 

6.1.1 三維旋轉體 

1. 無論單一正交性材料或雙材料（矽化鈦/等向性材料）之旋轉體，應力奇異強度均明

顯受幾何形狀影響，最小Re[λm]隨 β 增加而減少，即其應力奇異性隨 β 增加而增強；

材料座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對幾何座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）旋轉並未對應力奇異性造成劇烈影

響。 

2. 於單一正交性材料旋轉體，材料座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對幾何座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）之 Y 軸

旋轉，相較於 X 軸與 Z 軸旋轉，對應力奇異性影響較甚，其中又以重晶石變化較

大；於 C-F 邊界條件所引致之應力奇異性遠較 C-C 及 F-F 者嚴重，在 o180β = 與

o360β = 對應最小 Re[λm]之 λm的差異可達 50％。 

3. 於矽化鈦旋轉體，對各別彈性係數做倍數改變；隨著 44c 增加，最小 Re[λm]之 λm 隨 β

變化範圍內，相同部分隨之減少，因為改變 44c 僅會改變 ( )ˆ m
nV 所對應之應力奇異性，

故重疊部分由 ( )ˆ m
nU 及 ( )ˆ m

nW 所對應力奇異性控制；隨著 55c 變化，結果顯示，最小 Re[λm]

之 λm 於 o o290 ~ 360β = 由 ( )ˆ m
nV 所對應之應力奇異性控制。 
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4. 雲矽鈣石除了相較於正交性材料之應力奇異性較大；在某些 Yγ 角度下，最小 Re[λm]

會有劇烈之變化。 

5. 於雙材料（矽化鈦/等向性材料）之旋轉體，在 o180β = 之條件下，因為材料性質不

一致，亦有應力奇異性存在，若是單一材料，其應力奇異性不存在；在 o
1 180β = 之

條件下，其對應最小 Re[λm]之 λm約在 0.5 附近，與傳統彈性之等向性材料情況類似；

C-F 及 F-C 所引致之應力奇異性遠較 C-C 及 F-F 者嚴重，其中 C-F 所引致之奇異性

則較 F-C 者強，只固定正交性材料端支應力奇異性較強。 

6.1.2 三維楔形體 

1. 無論單一正交性材料或雙材料（正交性材料/等向性材料）之楔型體，幾何形狀變化

影響應力奇異性較大，最小 Re[λm]隨β 增加而減少，即其應力奇異性隨 β 增加而增

強；材料座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對幾何座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）旋轉並不會對於應力奇異性造

成劇烈影響。材料座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對幾何座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）之 Y 軸旋轉，相較於

X 軸與 Z 軸旋轉，對應力奇異性影響較甚。 

2. 於單一正交性材料楔形體之情況下，C-F 邊界條件所引致之應力奇異性遠較 C-C 及

F-F 者嚴重，C-F 邊界條件在 o o180 ~ 360β = 時最小 Re[λm]會介於 0.25〜0.5，特別

的是當 β 小於 o180 仍有應力奇異性，直到 β 小於 o68 後對應最小 Re[λm]皆等於 1。 

3. 於雙材料（矽化鈦/等向性材料）之楔形體，在 o
1 180β = 之條件下，其對應最小 Re[λm]

之 λm 約在 0.5 附近，與傳統彈性之等向性材料情況類似；C-F 及 F-C 所引致之應力

奇異性遠較 C-C 及 F-F 者嚴重，其中 C-F 所引致之奇異性則較 F-C 者強，表示只固

定正交性材料端支應力奇異性較強。 
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4. 於雙材料（正交性材料/等向性材料）之楔形體，在 o o
1 100 ~ 180β = 之條件下，

TiSi2+Iso 其對應最小 Re[λm]之 λm 較小，表示其應力奇異性較強；FeSiO3+Iso 次之。 

§6.2 建議 

1. 於矽化鈦旋轉體，對彈性係數 ijc （i,j=1,2,3）改變後，材料座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對幾何

座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）之 Y 軸旋轉，會出現不連續現象；改變後彈性係數之ν（波松比）

有維持在 0~0.5，當 o34Yγ = 與 o56Yγ = 時出現急劇改變之現象，此現象往後可再加

以研究。 

2. 雲矽鈣石（Tobermorite），其晶體結構為三斜晶體（triclinic material），是為最不對

稱的異向性材料，無論是單一材料或雙材料（雲矽鈣石/等向性材料），在材料座標

軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）對幾何座標軸（Ｘ,Ｙ,Ｚ）之 Y 軸旋轉時，當 o o30 ~ 70Yγ = 所對應最小

Re[λm]之 λm 會有急遽的變化，此現象往後可再加以探討。 

 
 



78 
 

參考文獻 

[1] C.S. Huang and A.W. Leissa, “Threee-Dimensional Sharp Corner Displacement 

Functions for Bodies of Revolution”, Journal of Applied Mechanics, 74, pp.41-46, 2007 

[2] C.S. Huang and A.W. Leissa, “Stress Singularities in Bimaterial Bodies of Revolution”, 

Composite Structures, 82, pp.488-498, 2008 

[3] A.H. England, “On Stress Singularities in Linear Elasticity”, International Journal of 

Engineering Science, 9(6), pp.571–585, 1971 

[4] D.B. Bogy, “The Plane Solution for Anisotropic Elastic Wedges under Normal and Shear 

Loading”, Journal of Applied Mechanics, 39, pp.1103-1109, 1972 

[5] M.C. Kuo, D.B. Bogy, “Plane Solutions for the Displacement and Traction-Displacement 

Problems for Anisotropic Elastic Wedges”, Journal of Appiedl Mechanics, 41,pp.197-202, 

1974 

[6] M.C. Kuo, D.B. Bogy, “Plane Solutions for Traction Problems on Orthotropic 

Unsymmetrical Wedges and Symmetrically Twinned Wedges”, Journal of Appiedl 

Mechanics, 41, pp.203-208, 1974 

[7] C.C. Ma, B.L. Hour, “Analysis of dissimilar Anisotropic Wedges Subjected to Antiplane 

Shear Deformation”, International Journal of Solids and Structures, 25, pp.1295-1309, 

1989 

[8] K.Y. Lin, H.H. Hartmann, “Numerical Analysis of Stress Singularities at a Bonded 

Anisotropic Wedge”, Engineering Fracture Mechanics, 32, pp.211-224, 1989 

[9] C.H. Chue, “A General Solution on Stress Singularities in an Anisotropic Wedge”, 

International Journal of Solids and Structures, 38, pp.6889-6906, 2001 

[10] C.H. Chue, “On Stress Singularities in an Anisotropic Wedge for Various Boundary 

Conditions”, Composite Structures, 54, pp.87-102, 2001 

 



79 
 

[11] C.I. Liu, “On the Stress Singularity of dissimiliar Anisotropic Wedges and Junctions in 

Antiplane Shear”, Composite Structures, 73, pp.432-442, 2006 

[12] H.P. Chen, “Stress Singularities in Anisotropic Multi-Material Wedges and Junctions”, 

International Journal of Solids and Structures, 35(11), pp.1057-1073, 1998 

[13] T.C.T. Ting, “Explicit Solution and Invariance of the Singularities at an Interface Crack 

in Anisotropic Composites”, Journal of Solids and Structures, 22, pp.965-983, 1986 

[14] S.S. Pageau, S.B. Biggers Jr., “A Finite Element Approach to Three-Dimensional 

Singular Stress States in Anisotropic Multi-Material Wedges and Junctions”, 

International Journal of Solids and Structures, 33(1), pp.33-47, 1996 

[15] F. Delale, “Stress Singularities in Bonded Anisotropic Materials”, International Journal 

of Solids and Structures, 40, pp.31-40, 1984 

[16] C.B. Hwu, “A Key Matrix 𝑁� for the Stress Singularity of the Anisotropic Elastic 

Composite Wedges”, Japan Society of Mechanical Engineers, 46(1), pp.40-50, 2003 

[17] S.S. Pageau, “Finite Element Analysis of Anisotropic Materials with Singular Inplane 

Stress Fields”, International Journal of Solids and Structures, 32(5), pp.571-591, 1995 

[18] Y.P. Tseng, C.S. Huang, C.J. Lin , “Dynamic Stiffness Analysis for In-plane Vibrations of 

Arches with Variable Curvature”, Journal of Sound and Vibration, 207(1), pp.15-31, 

1997 

[19] P. Ravindran, J. Will, O. Eriksson, “Density functional theory for calculation of elastic 

properties of orthorhombic crystals: Application to TiSi2”, Journal of Applied Physics, 

84(9), pp.4891-4900, 1998 

[20] R.F.S. Hearmon, “The Elastic Constants of Anisotropic Materials”, Reviews of Modern 

Physics, 18(3), pp.409-440, 1946 

[21] “Library of Congress Cataloging-in-Publication Data”, pp.46-54, 1995 

 

 



80 
 

[22] R. Shahsavari, M.J. Buehler, R.J.-M. Pellenq, F.-J. Ulm, “First-Principles Study of 

Elastic Constants and Interlayer Interactions of Complex Hydrated Oxides: Case Study 

of Tobermorite and Jennite”, Journal of American Ceramic Society, 92(10), 

pp.2323-2330, 2009 

 

 

 

 

 

 
 


	摘要
	Abstract
	誌謝
	目錄
	表目錄
	圖目錄
	第一章 緒論
	§1.1前言
	§1.2研究動機與方法
	§1.3文獻回顧
	§1.4研究內容

	第二章 三維旋轉體之幾何所引致應力奇異解
	§2.1平衡方程式
	§2.2本構方程式
	§2.3彈性材料常數座標轉換
	§2.4應力與位移之關係
	§2.5圓柱座標轉換成角函數座標
	§2.6 ρ→0之奇異性漸進解
	§2.7連續條件與邊界條件之滿足
	§2.8正交性材料（Orthotropic Materials）之特性

	第三章 旋轉體應力奇異階數分析
	§3.1方法驗證與收斂性分析
	§3.2矽化鈦旋轉體之奇異性分析
	§3.3不同正交性材料之影響
	§3.4矽化鈦彈性係數改變之影響
	3.4.1 Case1
	3.4.2 Case2
	3.4.3 Case3

	§3.5雲矽鈣石旋轉體之應力奇異性
	§3.6雙材料旋轉體之應力奇異性

	第四章 三維楔形體之幾何所引致應力奇異解
	§4.1 r→0之奇異性漸進解
	§4.2連續條件與邊界條件之滿足
	§4.3正交性材料（Orthotropic Materials）之特性

	第五章 楔形體結果分析
	§5.1方法驗證與收斂性分析
	§5.2矽化鈦楔形體之奇異性分析
	§5.3雙材料旋轉體之應力奇異性
	5.3.1 矽化鈦/等向性材料 雙材料楔形體
	5.3.2正交性材料/等向性材料 雙材料楔形體
	5.3.3雲矽鈣石/等向性材料 雙材料楔形體


	第六章 結論與建議
	§6.1 結論
	6.1.1 三維旋轉體
	6.1.2 三維楔形體

	§6.2 建議

	參考文獻


<<

  /ASCII85EncodePages false

  /AllowTransparency false

  /AutoPositionEPSFiles true

  /AutoRotatePages /None

  /Binding /Left

  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)

  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)

  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)

  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)

  /CannotEmbedFontPolicy /Error

  /CompatibilityLevel 1.4

  /CompressObjects /Tags

  /CompressPages true

  /ConvertImagesToIndexed true

  /PassThroughJPEGImages true

  /CreateJobTicket false

  /DefaultRenderingIntent /Default

  /DetectBlends true

  /DetectCurves 0.0000

  /ColorConversionStrategy /CMYK

  /DoThumbnails false

  /EmbedAllFonts true

  /EmbedOpenType false

  /ParseICCProfilesInComments true

  /EmbedJobOptions true

  /DSCReportingLevel 0

  /EmitDSCWarnings false

  /EndPage -1

  /ImageMemory 1048576

  /LockDistillerParams false

  /MaxSubsetPct 100

  /Optimize true

  /OPM 1

  /ParseDSCComments true

  /ParseDSCCommentsForDocInfo true

  /PreserveCopyPage true

  /PreserveDICMYKValues true

  /PreserveEPSInfo true

  /PreserveFlatness true

  /PreserveHalftoneInfo false

  /PreserveOPIComments true

  /PreserveOverprintSettings true

  /StartPage 1

  /SubsetFonts true

  /TransferFunctionInfo /Apply

  /UCRandBGInfo /Preserve

  /UsePrologue false

  /ColorSettingsFile ()

  /AlwaysEmbed [ true

  ]

  /NeverEmbed [ true

  ]

  /AntiAliasColorImages false

  /CropColorImages true

  /ColorImageMinResolution 300

  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK

  /DownsampleColorImages true

  /ColorImageDownsampleType /Bicubic

  /ColorImageResolution 300

  /ColorImageDepth -1

  /ColorImageMinDownsampleDepth 1

  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000

  /EncodeColorImages true

  /ColorImageFilter /DCTEncode

  /AutoFilterColorImages true

  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG

  /ColorACSImageDict <<

    /QFactor 0.15

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /ColorImageDict <<

    /QFactor 0.15

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /JPEG2000ColorACSImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 30

  >>

  /JPEG2000ColorImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 30

  >>

  /AntiAliasGrayImages false

  /CropGrayImages true

  /GrayImageMinResolution 300

  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK

  /DownsampleGrayImages true

  /GrayImageDownsampleType /Bicubic

  /GrayImageResolution 300

  /GrayImageDepth -1

  /GrayImageMinDownsampleDepth 2

  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000

  /EncodeGrayImages true

  /GrayImageFilter /DCTEncode

  /AutoFilterGrayImages true

  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG

  /GrayACSImageDict <<

    /QFactor 0.15

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /GrayImageDict <<

    /QFactor 0.15

    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]

  >>

  /JPEG2000GrayACSImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 30

  >>

  /JPEG2000GrayImageDict <<

    /TileWidth 256

    /TileHeight 256

    /Quality 30

  >>

  /AntiAliasMonoImages false

  /CropMonoImages true

  /MonoImageMinResolution 1200

  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK

  /DownsampleMonoImages true

  /MonoImageDownsampleType /Bicubic

  /MonoImageResolution 1200

  /MonoImageDepth -1

  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000

  /EncodeMonoImages true

  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode

  /MonoImageDict <<

    /K -1

  >>

  /AllowPSXObjects false

  /CheckCompliance [

    /None

  ]

  /PDFX1aCheck false

  /PDFX3Check false

  /PDFXCompliantPDFOnly false

  /PDFXNoTrimBoxError true

  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [

    0.00000

    0.00000

    0.00000

    0.00000

  ]

  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true

  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [

    0.00000

    0.00000

    0.00000

    0.00000

  ]

  /PDFXOutputIntentProfile ()

  /PDFXOutputConditionIdentifier ()

  /PDFXOutputCondition ()

  /PDFXRegistryName ()

  /PDFXTrapped /False



  /CreateJDFFile false

  /Description <<



    /BGR <>

    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>

    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>

    /CZE <>

    /DAN <>

    /DEU <>

    /ESP <>

    /ETI <>

    /FRA <>

    /GRE <>



    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)

    /HUN <>

    /ITA <>

    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>

    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>

    /LTH <>

    /LVI <>

    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)

    /NOR <>

    /POL <>

    /PTB <>

    /RUM <>

    /RUS <>

    /SKY <>

    /SLV <>

    /SUO <>

    /SVE <>

    /TUR <>

    /UKR <>

    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)

  >>

  /Namespace [

    (Adobe)

    (Common)

    (1.0)

  ]

  /OtherNamespaces [

    <<

      /AsReaderSpreads false

      /CropImagesToFrames true

      /ErrorControl /WarnAndContinue

      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false

      /IncludeGuidesGrids false

      /IncludeNonPrinting false

      /IncludeSlug false

      /Namespace [

        (Adobe)

        (InDesign)

        (4.0)

      ]

      /OmitPlacedBitmaps false

      /OmitPlacedEPS false

      /OmitPlacedPDF false

      /SimulateOverprint /Legacy

    >>

    <<

      /AddBleedMarks false

      /AddColorBars false

      /AddCropMarks false

      /AddPageInfo false

      /AddRegMarks false

      /ConvertColors /ConvertToCMYK

      /DestinationProfileName ()

      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK

      /Downsample16BitImages true

      /FlattenerPreset <<

        /PresetSelector /MediumResolution

      >>

      /FormElements false

      /GenerateStructure false

      /IncludeBookmarks false

      /IncludeHyperlinks false

      /IncludeInteractive false

      /IncludeLayers false

      /IncludeProfiles false

      /MultimediaHandling /UseObjectSettings

      /Namespace [

        (Adobe)

        (CreativeSuite)

        (2.0)

      ]

      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK

      /PreserveEditing true

      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged

      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile

      /UseDocumentBleed false

    >>

  ]

>> setdistillerparams

<<

  /HWResolution [2400 2400]

  /PageSize [612.000 792.000]

>> setpagedevice




國 立 交 通 大 學

土 木 工 程 學 系

碩  士  論  文







三維異向性材料旋轉體與楔形體之應力奇異性分析

The analyses of stress singularities of anisotropic Bodies of revolution and wedges based on three-dimensional elasticity theory













	研 究 生：李承哲

	指導教授：黃炯憲  博士



中 華 民 國 一 百 零 一 年 六 月




三維異向性材料旋轉體與楔形體之應力奇異性分析

The analyses of stress singularities of anisotropic Bodies of revolution and wedges based on three-dimensional elasticity theory



研 究 生：李承哲                              Student：Cheng-Che Lee

指導教授：黃炯憲                  	Advisor：Dr. Chiung-Shiann Huang





國 立 交 通 大 學

土 木 工 程 學 系

碩 士 論 文





A Thesis

Submitted to Department of Civil Engineering

College of Engineering

National Chiao Tung University

in partial Fulfillment of the Requirements

for the Degree of

Master

in

Civil Engineering





 June 2012

Hsinchu, Taiwan, Republic of China







中 華 民 國 一 百 零 一 年 六 月





三維異向性材料旋轉體與楔形體之應力奇異性分析



研究生：李承哲                    指導教授：黃炯憲 博士

 

國立交通大學土木工程學系碩士班

[bookmark: _Toc329858551]摘要

本研究為探討三維異向性材料旋轉體及楔型體於邊界與材料性質不連續處之應力奇異性。利用特徵函數展開法，並結合級數解之技巧以建立旋轉體及楔形體之彈性應力奇異性漸進解。該漸進解為直接求解以位移分量表示之三維力平衡方程式。利用比較文憲中等向性材料之結果確認本研究所推導解之正確性。本研究考慮組成旋轉體與楔形體之材料可為等向性材料(Isotropic material)、正交性材料(Orthotropic material)及三斜晶體（Triclinic material）。數值結果顯示單一異向性材料或雙材料(正交性/等向性，三斜晶體/等向性)之奇異性階數，明顯受幾何形狀、邊界條件與材料性質之影響。此些結果均見於文獻，可做為將來發展數值解之比對。
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The work investigates the stress singularities induced by discontinuities of boundaries or material properties in anisotropic bodies of revolution and wedges. An eigenfunction expansion approach is combined with a power series solution technique to establish the asymptotic solutions around the singular points in bodies of revolution and wedges. The asymptotic solutions are developes by directly solving the 3D equations of equilibrium in terms of displacement components. The correctness of the proposed solutions are validated by comparing the present results with the published ones for isotropic bodies of revolution and wedges. Bodies of revolution and wedges under consideration are made of isotropic, orthotropic or triclinic materials. Numerical results reveal that the geometrically-induced stress singularities in bodies of revolution or wedges made of a single anisotropic material or two materials (orthotropic/isotropic, triclinic/isotropic) are significantly affected by geometry, boundary conditions and material properties. The present results can be used as a check on the solutions via numerical techniques such as finite element approaches.
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[bookmark: _Toc329858558]§1.1前言

異向性材料在現代工程結構和元件中已被廣泛的應用，而這些材料安全可靠程度也成為關注的重點。與等向性材料相比，異向性材料的應力奇異性更為複雜，尤其是不同材料的連接處，應力奇異性容易導致界面破壞，甚至釀成事故。了解異向性材料應力奇異性，能夠為材料的結構設計與安全性提供一評估之依據。

[bookmark: _Toc329858559]§1.2研究動機與方法

材料在應用上常面臨應力奇異點（stress singularity）之問題，通常發生於：(1)幾何形狀不連續（如裂縫尖銳切角或邊界條件）；(2)載重點處（集中載重或載重強度急遽改變）；(3)材料性質之陡變（如複合材料）。之前學者大多研究等向性材料(Isotropic material)或層狀複合材料(Laminate composite)在不同邊界條件、材料性質及幾何形狀對應力奇異性之影響。或是將材料纖維方向（fiber orientations）旋轉後，將其視為異向性材料來做分析。

本研究將分析一般異向性材料之旋轉體及楔形體，利用特徵函數展開法，並結合級數解之技巧以建立旋轉體及楔形體之彈性奇異性漸進解。該漸進解為直接求解於以位移分量表示之三維力平衡方程式；分析在不同邊界條件、材料性質、幾何形狀及材料座標軸分別對幾何座標軸不一致之情況下，應力奇異性之變化。

[bookmark: _Toc329858560]§1.3文獻回顧

材料破壞一直為工程應用之重點，為有效預測材料破壞之行為，許多學者針對應力奇異性問題進行研究探討；常被討論的幾何形狀有旋轉體（Body Revolution）及楔形體（Wedge），因為其幾何形狀簡單，較易用解析方法求解；其應力奇異特性在實際工程應用常遇到。

    於等向性(Isotropic)旋轉體之應力奇異性問題探討，常見於文獻中之分析方法可大約分為兩類，一類為將三維問題，透過軸對稱之假設，分解為面內及面外變形獨立兩問題；另一為直接求解三維之彈性平衡。因為三維旋轉體的尖銳邊界不連續，會在其附近造成應力奇異性，Huang和 Leissa[1] 利用特徵方程展開及位移來表示三維圓柱座標下之平衡方程式，在不同邊界條件下求取其閉合解；Huang和 Leissa[2] 利用特徵方程展開在雙材料旋轉體之尖端處求取其應力奇異性漸進解；異向性旋轉體之應力奇異性問題。由於材料的複雜性，使得以解析法求解三維異向性材料旋轉體的奇異性(singularity)問題，在數學的處理上顯得相當困難。

    因為層狀複合式材料廣泛使用在結構工程設計上，異向性楔形體之應力奇異性問題較多受到關注。England[3]指出許多在應力場有精確解的線彈性問題，其應力奇異性會發生在尖角處與邊界條件改變處，應力奇異性會受邊界條件與幾何形狀改變影響，又以幾何形狀改變影響較大；假設廣義平面應變或應力下，Bogy[4]及Kuo和 Bogy[5,6]根據Mellin transform分析當纖維方向在平面上，面內變形之應力問題。Ma和 Hour[7]用 Mellin transform解決了面外變形之應力問題。Lin和Hartmann [8]利用Lekhnitskii’s複變數法來分析異向性楔形體，其為一特徵值問題，在不同幾何形狀及材料參數下求得應力奇異性，解決了當纖維方向分別在不同平面上，面內與面外偶合之應力問題。Chue[9,10]利用Lekhnitskii’s複數函數建立一通解，並根據此解以決定異向性楔形體之應力奇異階數。應力奇異階數會隨幾何形狀、邊界條件及材料性質不同而改變。Liu[11]利用Lekhnitskii’s函數，分析異向性複合材料之楔形體及連結體在其中一材料之纖維方向不同於幾何座標方向時，其應力奇異性隨纖維方向旋轉之角度及邊界條件不同而改變。Chen[12]根據Ting[13]用Stroh formalism建立之二維變形方程式，利用特徵方程式分析異向性複合材料之楔形體及連結體(junction)，因其幾何形狀、邊界條件及材料性質不同，探討其應力奇異性之變化。Pageau和 Biggers[14] 利用有限元素法分析異向性材料由材料性質與幾何形狀之不連續，所造成應力奇異階數，該法被應用於二維平面之幾何形狀，垂直於該平面方向之幾何形狀保持不變(假設為prismatic)。結果發現在三維空間之問題可被簡化為為面內(Inplane)及面外(Antiplane)之問題；假設物理量與厚度無關之條件下，Delale[15]用Lekhnitskii’s & William’s method解決了當纖維方向分別在不同平面上，面內與面外偶合之應力問題。Hwu[16]利用Stroh formalism，建立一滿足二維異向線彈性平衡式之解，其為一複雜變異式。藉由滿足邊界條件，可得到楔形體尖端處之應力奇異階數，應力奇異階數會因材料性質與幾何形狀不同而改變；Pageau[17] 利用有限元素法及延伸Yamada與Okumura所提出之Hybrid and Mixed Finite Element Methods，去分析異向性材料楔形體，因材料性質不同及幾何形狀不連續所造成平面內應力奇異性。

[bookmark: _Toc329858561]§1.4研究內容

有別於之前學者均利用二維之力學方法分析應力奇異性問題。本研究利用特徵函數展開法，並結合級數解之技巧以建立旋轉體及楔形體之彈性奇異性漸進解。該漸進解為直接求解於以位移分量表示之三維力平衡方程式，並無做任何平面簡化之假設；分析在不同邊界條件、材料性質、幾何形狀及材料座標軸分別對幾何座標軸不一致之情況下，應力奇異性之變化。

論文架構如下：

第1章 緒論：主要內容為研究動機與方法、文獻回顧及研究內容之簡介

第2章 

三維旋轉體之幾何所引致應力奇異解：利用特徵函數展開法配合級數解，求解三維旋轉體，以位移表示之平衡方程式，於幾何急劇變化處（如尖角處）之漸近解；再將正交性材料將材料座標軸對X、Y與Z軸進行旋轉，並分別對其所造成之影響進行探討。

第3章 旋轉體應力奇異階數分析：方法驗證與收斂性分析。探討材料的特性、邊界條件、幾何形狀、及參數等改變對應力奇異性（singularity）λm值之影響；分析由正交性材料及三斜晶體構成單一材料之應力奇異性。以及分析由正交性材料與等向性材料組合成雙材料之應力奇異性。

第4章 

三維楔型體之幾何所引致應力奇異解：利用特徵函數展開法配合級數解，求解三維楔形體，以位移表示之平衡方程式，於幾何急劇變化處（如尖角處）之漸近解；再將正交性材料將材料座標軸對X、Y與Z軸進行旋轉，並分別對其所造成之影響進行探討。

第5章 楔形體應力奇異階數分析：方法驗證與收斂性分析。探討材料的特性、邊界條件、幾何形狀、及參數等改變對應力奇異性（singularity）λm值之影響；分析由矽化鈦構成單一材料之應力奇異性。以及分析由正交性材料與等向性材料、三斜晶體材料與等向性材料組合成雙材料之應力奇異性。

第6章 結論與建議：總結此研究中旋轉體與楔形體個參數變化對奇異性之影響；並建議此研究於未來進一步探討之部分。



[bookmark: _Toc329858562]第二章 三維旋轉體之幾何所引致應力奇異解

    本章利用特徵函數展開法配合級數解，求解三維旋轉體，以位移表示之平衡方程式，於幾何急劇變化處（如尖角處）之漸近解，以便探討由幾何所引致支應力奇異現象。

[bookmark: _Toc329858563]§2.1平衡方程式



考慮如圖2.1所示之旋轉體，為了求解的便利性，用圓柱座標系來表示三維力平衡方程式。在不考慮體力（Body force）下之力平衡方程式為



	(2.1a)



	(2.1b)



	(2.1c)

[bookmark: _Toc329858564]§2.2本構方程式 



    由假設構成旋轉體材料為rectangularly anisotropic，該材料之本構方程式在卡式座標系（參看圖2.1）為









 ，  

圖2.1 複合式材料旋轉體







































其中異向性材料之彈性係數為











於本文中，稱為材料異向性之材料座標軸，如圖2.1所示之旋轉體，其幾何座標軸（或）與材料座標軸不一致。

[bookmark: _Toc329858565]§2.3彈性材料常數座標轉換





為配合平衡方程式(2.1)，將材料系數轉換至圓柱座標系，可得在座標系統之本構方程式



	(2.2)

其中 





 ，  





	







為之函數，與之間的轉換關係如下



	

其中



























    





[bookmark: _Toc329858566]§2.4應力與位移之關係



    在圓柱座標，應變與位移之關係為







	(2.3)













其中 、、分別為，和方向位移。 

由式(2.2)及(2.3)可得









	(2.4a)



	(2.4b)







 	(2.4c)







 	(2.4d)







 	(2.4e)







     	(2.4f)

將式(2.4)代入方程式(2.1)可得以位移表示之平衡方程式：



























	(2.5a)	(2.5b)













	 (2.5c)





[bookmark: _Toc329858567]§2.5圓柱座標轉換成角函數座標





圖2.2 圓柱座標與角函數座標











































    為探討在如圖2.1中尖角處之應力奇異性，吾人須將座標轉換如圖2.2所示之座標，此二座標系統的關係如下









   和 	(2.6)

將式(2.6)代入方程式(2.5)可得



















	(2.7a)















	(2.7b)















	(2.7c)

其中























圖2.3 子域

















Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

















[bookmark: _Toc329858568]§2.6 ρ→0之奇異性漸進解

    利用特徵函數展開法，解的形式可表示成如下











	(2.8)









    是待定的參數，此參數可以為複數，因為要確保在之有限位移變形，實數部分一定為正數，因奇異性(singularity)行為發生在逼近0的時候，故將式(2.8)代入方程式(2.7)做整理，並只取最低次項的係數，吾人可得



















	(2.9a)



















	(2.9b)



















	(2.9c)

其中





，， 







    方程式(2.9)是一組變係數常微分方程式，但是係數都是之函數，要找到解析解（closed-form solution）是不可能的，級數解法（power series method）為解變係數常微分方程式之常用之方法；級數解取到越高次項所得的解會越精確，但卻也常會造成數值計算之困難。為了解決此問題，我們將全域切割成許多子域，如圖2.3，子域間必須滿足連續條件；此方法對於建立多材料旋轉體之解是非常方便的。





  為了建立子域的級數解，將微分方程式的變係數（之函數）於每個子域中之中點（）以泰勒展開式表示：







，， 







，，







，，







，，	(2.10)

因此，在每個子域中的位移函數也均以級數表示：







， ， 	(2.11)

將式(2.10)與(2.11)代入方程式(2.9)，根據Tseng等人[18]之方法整理可得

















	(2.12a)



















	(2.12b)

















	(2.12c)



對所有之均須滿足式(2.12)，故可整理得



















	(2.12a)



















	(2.12b)





















 	(2.12c)



























式(2.12)代表、及係數間之遞迴關係；,,,,,已知，則可由方程式(2.12)求解得到,,（=0,1,2…）。因此方程式(2.9)在每一子域中的解均可簡單地表示成











	(2.13)



































  其中下標“”代表在子域“”。先將式(2.13)代回式(2.8)可得,,，再代回式(2.4)即可得到,,,,,用,,,,,來表示





[bookmark: _Toc329858569]§2.7連續條件與邊界條件之滿足



    為了得到方程式(2.9)中於任意情況下之解，在兩相鄰子域之介面必須滿足位移及traction之連續，此連續條件可表示成：



	(2.14a)



	(2.14b)



	(2.14c)



	(2.14d)



	(2.14e)



	(2.14f)











其中上標“”代表子域，為子域及介面上之中值。

自由端的邊界條件可定義為







，，	(2.15a) 

固定端則須滿足



	(2.15b)















    若將之值域切成n個子域，則由式(2.13)中共有6n個係數（i=1,2...,n）；從邊界條件與連續條件可得到以,,,,,的待定係數之6n條齊次(homogeneous)線性代數方程（如(2.16)式所式）。

矩陣如下：



	(2.16)

其中





：為時的邊界條件產生之方程式(2.15)的係數





、：為子域Ⅰ與Ⅱ連續條件方程式(2.14)的係數





：為時的邊界條件產生之方程式(2.15)的係數

子域符號根據圖2.3所示，而式(2.16)之矩陣為一帶寬矩陣，該矩陣內含λm；為使式(2.16)有非零解，故該矩陣之行列式項為零；因此，吾人可決定λm值。

[bookmark: _Toc329858570]§2.8正交性材料（Orthotropic Materials）之特性





    當材料性質對稱於某三個相互垂直的特定平面時，我們稱其為「正交性對稱 (orthotropic symmetry)」，而具有正交性對稱的材料即為「正交性材料」。假設即為正交性材料之axes of orthotropy。矩陣可表示成



























在一般情形下，即使是分析正交性材料，其面內及面外位移函數是相互耦合的。但有某些特殊情況下及特殊角下，式(2.9)中之面內及面外位移可分開考慮。例如當考慮時且與重疊或與有相同之及軸。當，與重疊時，式(2.9)可簡化為















	(2.17a)





 	(2.17b)











  	(2.17c)









故當材料座標軸與幾何座標重疊時，從方程式(2.17a)與(2.17c)得知、是耦合的；從方程式(2.17b)得知獨立存在；即在之面，其面外位移與面內位移不相關。















    當，與有相同之及軸。即將對Y軸進行旋轉，由轉換關係得









矩陣中部分元素為零，其中如、等等，此矩陣與單斜晶系（Monoclinic）之彈性係數矩陣之形式一致，將該值帶入方程式(2.9)中，整理後如下：





















	(2.18a)







	(2.18b)



















	(2.18c)









將對Y軸旋轉時，可從方程式(2.18a)與(2.18c)得知、是耦合的；從方程式(2.18b)得知獨立存在。



[bookmark: _Toc329858571]第三章 旋轉體應力奇異階數分析

    為了方便討論材料的特性、邊界條件、幾何形狀、及參數等改變對應力奇異性（singularity）λm值之影響，先將欲探討之參數做說明如下：







：如圖2.1，為異向性材料之材料座標軸對幾何座標軸旋轉之







   角度，、、分別為對X、Y及Z軸旋轉之角度







：如圖3.1，表示幾何形狀之角度（，）







：如圖2.1，為座標系統之值 

F、C：表示邊界條件，F（代表自由端）、C（代表固定端）；如圖3.1，F-C表示Material 1之邊界條件F、Material 2之邊界條件C。

Z





F

Material 1



C





Material 2





圖3.1 複合式材料之旋轉體角度示意圖



[bookmark: _Toc329858572]§3.1方法驗證與收斂性分析





    由於文獻上無異向性材料旋轉體奇異性分析之研究，為驗證本研究所推導之解的正確性，吾人利用等向性材料之文獻結果來確認本研究之解及所衍生電腦程式的正確性。如圖3.2所示，考慮兩種幾何形狀之旋轉體，一為，另一為之單一等向性材料旋轉體；此等旋轉體之奇異性有閉和解（根據Huang與Leissa[1]推導出其閉合解）。

              圖3.2 於收斂性分析中旋轉體之幾何形狀與邊界條件

幾何形狀1

幾何形狀2
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表3.1 等向性材料旋轉體最小λm的實數部分之收斂性

		幾何形狀

		子域數目

		多項式項數

		Publish[1]



		

		

		5

		6

		7

		9

		11

		13

		15

		



		



		2

		0.3175

		0.2674

		0.4893

		0.4997

		0.4999

		0.4999

		0.4999

		0.5000



		

		4

		0.4999

		0.4998

		0.4999

		0.4999

		0.4999

		0.4999

		0.4999

		



		

		6

		0.4995

		0.4999

		0.4999

		0.4994

		0.4992

		0.5000

		0.5000

		



		

		8

		0.4999

		0.4999

		0.5000

		0.5000

		0.5000

		0.5000

		0.5000

		



		



		2

		0.6178

		0.6162

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157



		

		4

		0.6158

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		



		

		6

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		



		

		8

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		

















    表3.1為針對及單一等向性材料旋轉體應力奇異性，使用不同數目之子域配合不同項數級數解之分析結果。使用較少之子域(在向)，則須配合較多項之級數，方能得到收斂解，反之亦然；在級數解中，通常用愈多項時，愈有可能遇到數值分析之困難。從表3.1之結果顯示即使之旋轉體，在向切8個子域，各子域使用7項之級數，即可得準確之解；同樣的子域數及多項級數亦提供案例之準確解。在往下之分析中，吾人取8個子域數配合13項級數求解。值得一提的是，本法所得之收斂解(收斂致四位有效數字)與閉合解所得者一致；此一致性某種程度上確認本研究所提解之正確性。



表3.2 材料彈性係數



		彈性係數

		材料



		



（GPa）



		二矽化鈦

（TiSi2）[19]



		重晶石

（Barytes）[20]



		矽酸鐵

（FeSiO3）[21]



		雲矽鈣石

（Tobermorite）[22]





		



		377.2

		89.41

		198

		169.15



		



		27.8

		46.14

		84

		54.48



		



		21.3

		26.91

		72

		37.45



		



		0

		0

		0

		-1.05



		



		0

		0

		0

		-8.90



		



		0

		0

		0

		2.70



		



		341.1

		78.42

		136

		169.95



		



		95.1

		26.77

		55

		36.15



		



		0

		0

		0

		3.55



		



		0

		0

		0

		-11.75



		



		0

		0

		0

		-1.08



		



		425.3

		105.48

		175

		92.70



		



		0

		0

		0

		2.60



		



		0

		0

		0

		-3.45



		



		0

		0

		0

		0.60



		



		136.5

		11.90

		59

		40.60



		



		0

		0

		0

		0.43



		



		0

		0

		0

		-5.48



		



		93.7

		28.74

		58

		17.85



		



		0

		0

		0

		-1.85



		



		154.6

		27.78

		49

		45.65









[bookmark: _Toc329858573]§3.2矽化鈦旋轉體之奇異性分析

    假設所欲考慮之旋轉體由矽化鈦（TiSi2）構成，其為正交性材料（相關彈性係數列於表3.2）。矽化鈦是工業界最常使用的金屬矽化物，其主要原因有下列幾項：

（1）具有很低的電阻率（約13-20 μΩ-cm）。

（2）在高溫製程下，不會凝聚成一塊。

（3）自我對準製程已被標準化。







































    圖3.3所示者為之矽化鈦旋轉體在自由邊界條件（F-F）下，其最小Re[λm]隨、或之變化，所示之值為在者。結果顯示當、改變時，最小Re[λm]幾乎不變；而當改變時，最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達4.2％。值得一提者，由方程式(2.17)〜(2.19)知，對Y軸轉動時，與及不互相耦合。最小Re[λm]在與時，對應最小Re[λm]之λm為複數，而在其他之值，則為實數。而對X及Z軸轉動時，、與是耦合的，且對應最小Re[λm]之λm皆為實數。





















    圖3.4所示者為矽化鈦旋轉體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化（因為得知對Y軸旋轉時，λm會有明顯的變化），所示之值亦為在者。結果顯示最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強。當對應最小Re[λm]之λm皆為實數；當且在，對應最小Re[λm]之λm為複數；但當且，對應最小Re[λm]之λm為複數。 















































圖3.5所示者為之矽化鈦旋轉體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。當時，λm幾乎不隨改變而改變，對應最小Re[λm]之λm皆為實數且對稱於；當與時，最小Re[λm]隨不同值而有明顯的變化。當時，整段λm之實數部分對稱於；在與，對應最小Re[λm]之λm為複數；最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達5.5％。當在與對應最小Re[λm]之λm為複數，最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於 或）之差異可達3.6％。而在時，不同下皆得到相同之最小Re[λm]，等於0.5。











    圖3.6所示者為矽化鈦旋轉體在不同邊界條件（F-F、C-C與C-F）下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。很明顯地，C-F邊界條件所引致之應力奇異性遠較C-C及F-F者嚴重，在與對應最小Re[λm]之λm的差異可達50％；而F-F所引致之奇異性則稍較C-C者強，兩者在對應最小Re[λm]之λm的最大差異可達7.9％。













    圖3.7與圖3.8所示者分別為與之旋轉體在不同邊界條件（F-F、C-C與C-F）下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。不同邊界條件所引致應力強度之趨勢如同圖3.6所觀察到者。邊界條件C-C之Re[λm]皆比F-F之Re[λm]大；在時，最大可差到15.3％；在時，最大可差到12.3％。

[bookmark: _Toc329858574]§3.3不同正交性材料之影響

    為了解不同正交性材料對應力奇異性之影響，本節考慮另外兩種正交性材料來做比對分析，分別為重晶石（Barytes）與矽酸鐵（ferrosilite，FeSiO3）（相關彈性係數列於表3.2）。























    圖3.9所示者為三種正交性材料旋轉體()在自由邊界條件（F-F）下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。發現矽化鈦與矽酸鐵之最小Re[λm]隨改變而改變之程度，較重晶石者小。重晶石最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達12.7％；矽酸鐵最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異只有3.4％；重晶石與矽化鈦在最大差異可達11.8％，可知不同下之最小Re[λm]主要由材料特性控制；並且重晶石之最小Re[λm]在對應最小Re[λm]之λm為複數；矽酸鐵之最小Re[λm]之λm皆為實數。

















   圖3.10所示者為在材料座標軸與幾何座標軸一致下(即以表示)，三種正交性材料旋轉體在自由邊界條件（F-F）下所得最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。三者在與之最小Re[λm]相同；三者在之最小Re[λm]有較明顯之差異，矽酸鐵之應力奇異性較弱，與重晶石者最大差異可達3.3％()；與矽化鈦者最大差異可達6％()。可知就算不同材料之最小Re[λm]主要還是由幾何形狀控制。













    圖3.11所示者為在與下三種正交性材料旋轉體在自由邊界條件（F-F）所得之最小Re[λm]隨變化。三者之最小Re[λm]皆對稱於，雖然相較於矽化鈦與矽酸鐵，重晶石之最小Re[λm]隨有較明顯的變化，但三者之最小Re[λm]隨改變而改變之量很微小（小於0.1％）。

















    圖3.12所示者為之三種正交性材料旋轉體在一邊界固定一邊界自由條件（C-F）下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。發現三種正交性材料之最小Re[λm]均介於0.25〜0.5。矽化鈦旋轉體在、與下，對應最小Re[λm]之λm為複數；重晶石者皆為複數；矽酸鐵者皆為實數。在三者中，重晶石之應力奇異性最弱，與矽化鈦之最小Re[λm]最大差異可達1.7％(發生於)；與矽酸鐵之最小Re[λm]最大差異可達3.5％(發生於)。與圖3.10所示者相較，C-F邊界條件所引致之應力奇異性明顯比F-F邊界條件所引致者大；但在F-F邊界條件下，三種材料所引致應力奇異性之差異性稍較C-F邊界條件下者大。
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    在材料座標軸與幾何座標軸一致時，為探討個別彈性係數（、等等）對旋轉體應力奇異性強度之影響，以下分三種情況（如表3.3所示）分別改變矽化鈦彈性係數。 

表3.3 改變彈性係數案例說明

		Case 1.

		

將做倍數放大



		Case 2.

		

將做倍數放大



		Case 3.

		





將,,不變
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    在本案例中，僅將矽化鈦之彈性係數分別放大兩倍、四倍及六倍，探討其在不同角時，對最小Re[λm]之影響。圖3.13及圖3.14分別顯示當及時，改變值對最小Re[λm]之影響。圖中，各在不同範圍內，改變並未改變最小Re[λm]值。究其原因，為當改變時，與及不耦合；從式(2.17b)知改變只會改變所對應之應力奇異性；故圖中最小Re[λm]不隨改變者，即代表該段之應力奇異性由及所對應之應力奇異性所控制。應力奇異性隨增加而增大。

[bookmark: _Toc329858577] 3.4.2 Case2 





































    在本案例中，僅將矽化鈦之彈性係數分別放大兩倍、四倍及六倍，探討其在不同角時，對最小Re[λm]之影響。圖3.15所示者當時，在自由邊界條件（F-F）下改變對最小Re[λm]之影響，所示之值為在者。結果顯示最小Re[λm]隨著放大會有越大的趨勢，但接近與對應最小Re[λm]則會相同，由方程式(2.16a)與(2.16c)得知、是耦合的，所以會影響及之係數，表示由(2.16a)與(2.16c)控制；在之結果不隨增加而改變，因不影響之係數，表示由(2.16b)控制。做倍數放大也會有相同的影響。
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    先將材料彈性數逆運算（Inverse）得柔度矩陣。其中為楊氏模數、為波松比。利用方程式(3.1)改變與，且須符合方程式(3.2)，計算得到一新，再將做逆運算得新的材料彈性係數。並對新材料做應力奇異性分析。







 ，  ， 	







 ，  ， 	







 ，  ， 	(3.1)	

柔度矩陣需對稱							







 ，  ， 	(3.2)































    在本案例中，將放大兩倍且與維持不變，則會得到新的波松比(,)之值，但新的波松比仍須介於0~0.5。圖3.16所示者為之旋轉體在自由邊界條件（F-F）下，其最小Re[λm]隨、或之變化，所示之值為在者。結果顯示、改變時，最小Re[λm]幾乎不變，而改變時則有改變；但當與時出現急劇改變之現象，此現象之原因不甚清楚，有待將來進一步研究。





















    因改變之最小Re[λm]會出現急劇改變，圖3.17所示者為與之旋轉體在不同邊界條件（F-F、C-C與C-F）下，其最小Re[λm]隨做變化。結果顯示在自由邊界條件（F-F）與固定邊界條件（C-C）下不同值之對應最小Re[λm]之λm皆為實數且對稱；邊界條件F-C其最小Re[λm]之λm亦對稱，在、與對應最小Re[λm]之λm為複數。

[bookmark: _Toc329858579]§3.5雲矽鈣石旋轉體之應力奇異性 





    本節進而分析雲矽鈣石（Tobermorite）旋轉體之應力奇異性，其屬三斜晶體（triclinic material），是為最不對稱的異向性材料。彈性係數會因分子間的距離不同而有所差異，例如分子間距離大於11埃（Å）時，某些係數會是零（如、等等），而分子間距離等於9埃（Å）時，係數全都存在。本節所探討為分子間距離等於9埃（Å）之雲矽鈣石，相關彈性係數列於表3.2。













    圖3.18所示者為在之雲矽鈣石旋轉體在不同邊界條件（F-F、C-C與C-F）下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。最小Re[λm]在間出現急劇變化，邊界F-F會比C-C變化範圍大；在間，雖然最小Re[λm]隨改變，但其改變幅度不大（最大差異僅達5.8％）；而邊界條件C-F之最小Re[λm]在0.1~0.25，也有急劇改變之現象。























    因變化最小Re[λm]會出現急劇變化。圖3.19所示者為之雲矽鈣石旋轉體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。在、時不同值之最小Re[λm]會改變幅度不大；但在時不同值之最小Re[λm]就會產生急劇變化，與時會跳動相互印證，表示雲矽鈣石在某些角度下最小Re[λm]會急劇變化。













    圖3.20所示者為之雲矽鈣石旋轉體在不同邊界條件（F-F、C-C與C-F）下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。結果顯示固定邊界條件（C-C）之最小Re[λm]都會比自由邊界條件（F-F）者大，對應最小Re[λm]之λm皆為實數，最小Re[λm]相較正交性材料(圖3.10)較小；值得一提者，當時，邊界條件F-F之最小Re[λm]=0.9822；邊界條件C-C之最小Re[λm]=0.9876，表示會有應力奇異性存在。邊界條件C-F之最小Re[λm]一樣會介於0.25〜0.5，當與對應最小Re[λm]之λm為複數，最小Re[λm]相較正交性材料(圖3.12)較小。
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    本節考慮正交性材料（Orthotropic material）與等向性材料（Isotropic material）組合而成之旋轉體；如圖3.1所示，取Material 1為矽化鈦其角度為，取Material 2為等向性材料(，)且其角度為；探討邊界條件、幾何形狀、及等改變對應力奇異性之影響。





















    圖3.21所示者為旋轉體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。結果顯示最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強；但之角度改變對其影響並不顯著。當且時，對應最小Re[λm]之λm為複數；而與之λm(對應最小Re[λm])者皆為實數。





















    圖3.22所示者為旋轉體（與）在不同邊界條件（F-F、C-C與C-F）下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。若是單一材料，其最小Re[λm]等於1，表示幾乎沒有應力奇異性；而複合式材料在邊界條件F-F(除了及外)與邊界條件C-C下，則會有應力奇異性。複合式材料在自由邊界條件（F-F）與固定邊界條件（C-C）下之最小Re[λm]最大差異可達15.3％。在自由邊界條件（F-F）下，當對應最小Re[λm]之λm為複數；在固定邊界條件（C-C）下，對應最小Re[λm]之λm皆為實數；在邊界條件（F-C）下當對應最小Re[λm]之λm為複數；在邊界條件（C-F）下當與對應最小Re[λm]之λm為複數。邊界條件（F-C）之最小Re[λm]都大於邊界條件（C-F），表示只固定正交性材料端支應力奇異性較強。















    圖3.23所示者為旋轉體（與）在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。對應最小Re[λm]之λm皆為實數。當最大差異可達4.15％；當最大差異可達5.76％；當最大差異可達4.34％。

















    圖3.24所示者為旋轉體（）在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。當與對應最小Re[λm]之λm皆為實數； 當時對應最小Re[λm]之λm為複數。

























    圖3.25所示者為旋轉體（）在不同邊界條件（F-F、C-C、C-F與C-F）及下，其最小Re[λm]隨之變化，所示之值為在者。在自由邊界條件（F-F）與固定邊界條件（C-C）下最小Re[λm]會介於0.46~1.0，F-F在對應最小Re[λm]之λm為複數；C-C在對應最小Re[λm]之λm為複數；在邊界條件（C-F）與（F-C）之最小Re[λm]會介於0.22~0.5，C-F在、與對應最小Re[λm]之λm為複數；F-C在對應最小Re[λm]之λm為複數；很明顯地，C-F及F-C所引致之應力奇異性遠較C-C及F-F者嚴重，C-F相較C-C在對應最小Re[λm] 之λm的差異可達55.4％。C-F所引致之奇異性則較F-C者強，兩者在對應最小Re[λm]之λm的最大差異可達16.7％，表示只固定等向性材料端之最小Re[λm]會比只固定正交性材料端大，所以只固定正交性材料端支應力奇異性較強。 
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圖3.3 F-F矽化鈦旋轉體()之最小Re[λm]隨、或之變化
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圖3.4 F-F不同下矽化鈦旋轉體之最小Re[λm]隨之變化
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圖3.5不同之F-F矽化鈦旋轉體()最小Re[λm]隨之變化
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圖3.6 不同邊界條件矽化鈦旋轉體的最小Re[λm]隨之變化（考慮） 
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圖3.7 矽化鈦旋轉體之最小Re[λm]在不同邊界條件下隨之變化 
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圖3.8 矽化鈦旋轉體之最小Re[λm]在不同邊界條件下隨之變化 
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圖3.9 之不同正交性材料旋轉體的最小Re[λm]隨之改變（F-F邊界條件）
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圖3.10 不同正交性材料旋轉體的最小Re[λm]隨之改變(考慮，F-F邊界條件)
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圖3.11 之不同正交性材料旋轉體的最小Re[λm]隨之改變(考慮，F-F邊界條件)
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圖3.12 不同正交性材料旋轉體的最小Re[λm]隨之改變(考慮，C-F邊界條件)
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圖3.13 Case 1旋轉體的最小Re[λm]隨之改變(考慮，F-F邊界條件)





[image: ]





圖3.14 Case 1旋轉體的最小Re[λm]隨之改變(考慮，F-F邊界條件)
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圖3.15 Case 2旋轉體的最小Re[λm]隨之改變(考慮，F-F邊界條件)
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圖3.16 之Case 3旋轉體的最小Re[λm]隨、或之變化（F-F）
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圖3.17之Case 3旋轉體之最小Re[λm]在不同邊界條件下隨之變化



(考慮)
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圖3.18 之雲矽鈣石旋轉體之最小Re[λm]在不同邊界條件下隨之變化
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圖3.19之雲矽鈣石旋轉體之在不同下最小Re[λm]隨之變(F-F邊界條件)
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圖3.20 雲矽鈣石旋轉體在不同邊界條件下最小Re[λm]隨之變化(考慮)
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圖3.21 雙材料旋轉體在不同之最小Re[λm]隨之變化(F-F邊界條件)
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圖3.22 ，之雙材料旋轉體在不同邊界條件下最小Re[λm]隨之變化 
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圖3.23 之雙材料旋轉體在不同下最小Re[λm]隨之變化(F-F邊界條件)
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圖3.24 雙材料旋轉體在不同下最小Re[λm]隨之變化(F-F邊界條件)
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圖3.25 雙材料旋轉體在不同邊界條件下最小Re[λm]隨之變化(考慮)
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    本章推導如圖4.1三維楔形體於尖端處之應力漸進解。如同第二章，假設座標系統為定義材料性質之座標系統，而為定義物體幾何形狀之座標系統。為考慮尖端處之應力奇異性，用圓柱座標系統較易求解；因此，第二章所列之圓柱座標系統下之平衡方程式，本構方程等均可直接應用於本章，不再贅述。





































































圖4.1 楔型體之座標與
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   由於平衡方程式和本構方程式之推導皆與第二章相同，利用特徵函數展開法，解的形式亦可表示成如下











	(4.1)





是待定的參數，可以為複數；其實數部分一定為正數，以確保在處之有限位移變形。將式(4.1)代入方程式(2.5)做整理得

















	(4.2a)





















	(4.2b)

















	   (4.2c)	







   為了探討→0之應力奇異現象，故僅取之最低次項；整理最低次項係數，可得







	(4.3a)







	(4.3b)







	(4.3c)

其中
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圖4.2 子域







































    方程式(4.3)是一組變係數常微分方程式，係數的函數，要獲得到閉合解（closed-form solution）通常是不可能的；而級數解（power series method）為一可行方法。級數解取到越高次項所得的解會越精確，但卻也常會造成數值計算之困難。為了解決此問題，我們將全域切割成許多子域，如圖4.2，子域間必須滿足連續條件；此方法對於建立多材料旋轉體之解是非常方便的。





  為了建立子域的級數解，將微分方程式的變係數（之函數）於每個子域中之中點（），以泰勒展開式表示：







，，	(4.4)

j = 1, 2, …, 8

因此，在每個子域中的位移函數也均以級數表示成：







，，	(4.5)

將式(4.4)與(4.5)代入方程式(4.3)，整理可得













	(4.6a)











	(4.6b)











	(4.6c)



























式(4.6)代表、及係數間之遞迴關係。若,,,,,已知，則可由方程式(4.6)求解得到,,（=0,1,2…）。因此，方程式(4.3) 在每一子域中的解均可簡單地表示成











	(4.7)























其中下標“”代表在子域“”。先將式(4.7)代回式(4.1)可得,,，再代回式(2.4)，即可得到,,,,,之級數表示式。

[bookmark: _Toc329858583]§4.2連續條件與邊界條件之滿足

   為了得到方程式(4.3)在全域之解，在兩相鄰子域之介面必須滿足位移及traction之連續，此連續條件可表示成：













，，，，，	(4.8)





其中上標“”代表子域。

另外，在邊界上須滿足邊界條件；自由端的邊界條件為



	(4.9a)

固定端則須滿足



	(4.9b)















若將之值域切成n個子域，則由式(4.7)中共有6n個係數（i=1,2...,n）；從邊界條件與連續條件可得到以,,,,,的待定係數之6n條齊次(homogeneous)線性代數方程（如(2.16)式所式）。
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假設為正交性材料之axes of orthotropy。矩陣可表示成



























在一般情形下，即使是分析正交性材料，其面內及面外位移函數是相互耦合的。但有某些特殊情況下及特殊角下，式(4.3)中之面內及面外位移可分開考慮。例如當考慮時且與重疊或與有相同之及軸。當，與重疊時，式(4.3)可簡化為



	(4.10a)



	(4.10b)



	(4.10c)

其中
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故當材料座標軸與幾何座標重疊時，從方程式(4.10a)與(4.10b)得知與是耦合的；從方程式(4.10c)得知獨立存在，與及無關。

   















    當，與有相同之及軸。即將對Z軸進行旋轉，由轉換關係得









矩陣中部分元素為零，其中如、等等，將該值帶入方程式(4.3)中，整理後如下：





	(4.13a)



	(4.13b)



	(4.13c)

其中







，，，





，











，，，，，





 ，









將對Z軸旋轉時，可從方程式(4.13a)與(4.13b)得知、是耦合的；從方程式(4.13c)得知獨立存在。



[bookmark: _Toc329858585]第五章 楔形體結果分析

    為了方便討論材料的特性、邊界條件、幾何形狀、及參數改變對應力奇異性（singularity）λm值之影響，先將欲探討之參數做說明如下：







：如圖4.1，為材料異向性之材料座標軸對幾何座標軸旋轉之







   角度，、、分別為對X、Y及Z軸旋轉之角度；本章僅考慮對單一軸旋轉， 

   不考慮同時對兩軸以上(含)之旋轉問題。









：如圖5.1，表示幾何形狀之角度（，，）

F、C：表示邊界條件，F（代表自由端）、C（代表固定端）；如圖5.1，F-C表示Material 1之邊界條件F、Material 2之邊界條件C。

Material 2

Material 1

圖5.1 複合式材料之楔形體角度示意圖









 













F

C









[bookmark: _Toc329858586]§5.1方法驗證與收斂性分析

    由於文獻上異向性材料楔形體奇異性分析皆為將等向性材料纖維方向（fiber orientations）旋轉後，將其視為異向性材料來做分析。為驗證本研究所推導之解的正確性，吾人利用等向性材料之文獻結果來確認本研究之解及所衍生電腦程式的正確性。













根據Hwu[16] 假設物理量與厚度無關，則可消除厚度方向之應變相關項次；因此，方程式(4.3)中(i或j=3)亦會被消除。依此假設得到之解會與Hwu[16]所求得之λm一致，則可發現式(2.5)中有關之次項在式(4.3)均未出現，此表示若依據該假設，在式(2.5)中有關方向之物理量均不會影響式(4.3)之建立；如圖5.2所示，考慮兩種幾何形狀之楔形體，一為，另一為之單一等向性材料楔形體。
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幾何形狀1
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圖5.2 於收斂性分析中楔形體之幾何形狀與邊界條件







表5.1 等向性材料楔形體最小λm的實數部分之收斂性

		幾何形狀

		子域數目

		多項式項數

		Publish[16]



		

		

		5

		6

		7

		9

		11

		13

		15

		



		



		2

		0.2069

		0.4999

		0.4876

		0.5

		0.4999

		0.4999

		0.5000

		0.5000



		

		4

		0.5

		0.4995

		0.4998

		0.4999

		0.4999

		0.4999

		0.4999

		



		

		6

		0.4995

		0.4992

		0.4992

		0.4992

		0.4992

		0.4992

		0.4992

		



		

		8

		0.4999

		0.4999

		0.5000

		0.5000

		0.5000

		0.5000

		0.5000

		



		



		2

		0.6363

		0.6173

		0.6148

		0.6158

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157



		

		4

		0.6163

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		



		

		6

		0.6158

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		



		

		8

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		0.6157

		

















    表5.1為針對及單一等向性材料旋轉體應力奇異性，使用不同數目之子域配合不同項數級數解之分析結果。使用較少之子域(在向)，則須配合較多項之級數，方能得到收斂解，反之亦然；在級數解中，通常用愈多項時，愈有可能遇到數值分析之困難。從表5.1之結果顯示即使之旋轉體，在向切8個子域，各子域使用7項之級數，即可得準確之解；同樣的子域數及多項級數亦提供案例之準確解。在往下之分析中，吾人取8個子域數配合13項級數求解。值得一提的是，本法所得之收斂解(收斂致四位有效數字)與閉合解所得者一致；此一致性某種程度上確認本研究所提解之正確性。

[bookmark: _Toc329858587]§5.2矽化鈦楔形體之奇異性分析

    假設所欲考慮之楔形體由矽化鈦（TiSi2）構成，其為正交性材料（相關彈性係數列於表3.2）。











































  圖5.3所示者為之矽化鈦楔形體在自由邊界條件（F-F）下，其最小Re[λm]隨、或之變化。結果顯示變化時，當對應最小Re[λm]之λm為複數，最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達2％；當變化時，對應最小Re[λm]之λm皆為實數，最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達13.2％；而變化時，當對應最小Re[λm]之λm為複數，最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達3.6％。由方程式(4.11)〜(4.13)得知，對Z軸轉動時與及不互相耦合，而對X及Y軸轉動時、與是耦合的。



























    圖5.4所示者為矽化鈦楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。結果顯示最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強。當、與對應最小Re[λm]之λm皆為實數；與在最大差異可達4.5％；與在最大差異可達6.4％。



























    圖5.5所示者為矽化鈦楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。結果顯示最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強。當、與對應最小Re[λm]之λm皆為實數；與在最大差異可達11.5％；與在最大差異可達10.3％。













    圖5.6所示者為矽化鈦楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。結果顯示最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強。當不同時，最小Re[λm]幾乎不隨變化。





















    圖5.7所示者為矽化鈦楔形體在不同邊界條件（F-F、C-C與C-F）下，其最小Re[λm]隨之變化。結果顯示兩固定端（C-C）所得之最小Re[λm]都會比兩自由端（F-F）者大，在對應最小Re[λm]之λm之差異可達11.7％，但介於0.5〜1.0，而當小於後對應最小Re[λm]皆等於1。兩固定端（C-C）與兩自由端（F-F）對應最小Re[λm]之λm皆為實數；一固定端與一自由端（C-F）在時最小Re[λm]會介於0.25〜0.5，特別的是當小於仍有應力奇異性，直到小於後對應最小Re[λm]皆等於1。一固定端與一自由端（C-F）在，對應最小Re[λm]之λm為複數。

[bookmark: _Toc329858588]§5.3雙材料旋轉體之應力奇異性

[bookmark: _Toc329858589]  5.3.1 矽化鈦/等向性材料 雙材料楔形體













    本節考慮分析正交性材料（Orthotropic material）與等向性材料（Isotropic material）組合而成之楔形體。如圖5.1所示，取Material 1為矽化鈦其角度為，取Material 2為等向性材料(，)且其角度為；探討邊界條件、幾何形狀、及等改變對應力奇異性之影響。



















    圖5.8所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。結果顯示最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強，但之角度改變對其影響並不顯著；在、、與對應最小Re[λm]之λm皆為實數。



























    圖5.9所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。結果顯示最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強，特別的是與在及時會互相交叉；在、與對應最小Re[λm]之λm皆為實數。而在對應最小Re[λm]之λm為複數。





























    圖5.10所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。結果顯示最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強，特別的是與在及時會互相交叉；在與對應最小Re[λm]之λm皆為實數。而在 (當)與 (當)所對應最小Re[λm]之λm為複數。





















    圖5.11所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強；當、與時所對應最小Re[λm]之λm皆為實數。與在最大差異可達8.2％。





















    圖5.12所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強；當、與時所對應最小Re[λm]之λm皆為實數。與在最大差異可達8.7％。























    圖5.13所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強；當與時所對應最小Re[λm]之λm皆為實數。當在對應最小Re[λm]之λm為複數。與在最大差異可達7.6％。















    圖5.14所示者為楔形體在不同邊界條件（F-F、C-C與C-F）下，其最小Re[λm]隨之變化。F-F邊界條件與C-C邊界條件對應最小Re[λm] 之λm皆為實數。C-F邊界條件在對應最小Re[λm] 之λm為複數。F-C邊界條件在及對應最小Re[λm] 之λm為複數；很明顯地，C-F及F-C所引致之應力奇異性遠較C-C及F-F者嚴重，C-F相較C-C及F-F在對應最小Re[λm] 之λm的差異可達57.7％。F-F所引致之奇異性則稍較C-C者強，兩者在對應最小Re[λm]之λm的最大差異可達6.2％。C-F所引致之奇異性則較F-C者強，兩者在對應最小Re[λm]之λm的最大差異可達26.3％，表示只固定等向性材料端之最小Re[λm]會比只固定正交性材料端大，所以只固定正交性材料端支應力奇異性較強。

 





[bookmark: _Toc329858590] 5.3.2正交性材料/等向性材料 雙材料楔形體













    如圖5.1所示，取Material 1為正交性材料其角度為，取Material 2為等向性材料(，)且其角度為；探討邊界條件、幾何形狀、及等改變對應力奇異性之影響。正交性材料分別為矽化鈦、重晶石與矽酸鐵（相關彈性係數列於表3.2）；矽化鈦結合等向性材料(TiSi2+Iso)，重晶石結合等向性材料(Barytes+Iso)，矽酸鐵結合等向性材料(FeSiO3+Iso)。











    圖5.15所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及下，其最小Re[λm]隨之變化。TiSi2+Iso與FeSiO3+Iso對應最小Re[λm]之λm皆為實數。Barytes+Iso當及所對應最小Re[λm] 之λm為複數。TiSi2+Iso與Barytes+Iso在時，最小Re[λm] 最大差異可達12.1％。















    圖5.16所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及下，其最小Re[λm]隨之變化。TiSi2+Iso對應最小Re[λm]之λm皆為實數。Barytes+Iso當所對應最小Re[λm] 之λm為複數。FeSiO3+Iso當所對應最小Re[λm] 之λm為複數。Barytes+Iso相較之下最小Re[λm]之λm隨變化有較明顯改變，最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達23.6％。



















    圖5.17所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及下，其最小Re[λm]隨之變化。TiSi2+Iso當所對應最小Re[λm] 之λm為複數。Barytes+Iso當所對應最小Re[λm] 之λm為複數。FeSiO3+Iso對應最小Re[λm]之λm皆為實數。Barytes+Iso相較之下最小Re[λm]之λm隨變化有較明顯改變，FeSiO3+Iso次之；Barytes+Iso最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達27.8％。FeSiO3+Iso最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達18.2％。







    圖5.18所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）下，其最小Re[λm]隨之變化。TiSi2+Iso與FeSiO3+Iso對應最小Re[λm]之λm皆為實數。Barytes+Iso在所對應最小Re[λm] 之λm為複數。在之條件下，TiSi2+Iso其對應最小Re[λm]之λm較小，表示其應力奇異性較強，FeSiO3+Iso次之。三者最小Re[λm]之λm會介於0.5~1.0。

[bookmark: _Toc329858591]5.3.3雲矽鈣石/等向性材料 雙材料楔形體













    本節考慮三斜晶體材料（triclinic material）與等向性材料（Isotropic material）之雙材料楔形體。如圖5.1所示，取Material 1為雲矽鈣石其角度為，取Material 2為等向性材料(，)且其角度為，探討邊界條件、幾何形狀、及等改變對應力奇異性之影響。

































    圖5.19所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及下，其最小Re[λm]隨、或之變化。結果顯示變化時，對應最小Re[λm]之λm皆為實數，最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達28.6％；當變化時，當對應最小Re[λm]之λm為複數，最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達11.0％；而變化時，當及所對應最小Re[λm]之λm為複數，最小Re[λm]之最大值（發生於）與最小值（發生於）之差異可達12.7％。

















    圖5.20所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。當在及所對應最小Re[λm]之λm為複數。當對應最小Re[λm]之λm皆為實數。當在所對應最小Re[λm]之λm為複數。













    圖5.21所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。當在所對應最小Re[λm]之λm為複數。當在所對應最小Re[λm]之λm為複數。













    圖5.22所示者為楔形體在自由邊界條件（F-F）及不同下，其最小Re[λm]隨之變化。當在所對應最小Re[λm]之λm為複數。當在所對應最小Re[λm]之λm為複數。
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圖5.3 F-F矽化鈦楔形體()之最小Re[λm]隨、或之變化
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圖5.4 F-F不同下矽化鈦楔形體之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.5 F-F不同下矽化鈦楔形體之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.6 F-F不同下矽化鈦楔形體之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.7 不同邊界條件之矽化鈦楔形體的最小Re[λm]隨之變化（考慮）
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圖5.8 F-F不同下雙材料楔形體之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.9 F-F不同下雙材料楔形體之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.10 F-F不同下雙材料楔形體之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.11 F-F不同下雙材料楔形體之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.12 F-F不同下雙材料楔形體之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.13 F-F不同下雙材料楔形體之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.14 不同邊界條件之雙材料楔形體的最小Re[λm]隨之變化（考慮）
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圖5.15 F-F雙材料楔形體(，)之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.16 F-F雙材料楔形體(，)之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.17 F-F雙材料楔形體(，)之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.18 F-F雙材料楔形體()之最小Re[λm]隨之變化（考慮）
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圖5.19 F-F雙材料楔形體(，)之最小Re[λm]隨、或之變化
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圖5.20 F-F不同下雙材料楔形體()之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.21 F-F不同下雙材料楔形體()之最小Re[λm]隨之變化
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圖5.22 F-F不同下雙材料楔形體()之最小Re[λm]隨之變化



[bookmark: _Toc329858592]第六章 結論與建議

[bookmark: _Toc329858593]§6.1 結論

    本文利用特徵函數展開法配合級數解，求解三維旋轉體與楔形體，於幾何急劇變化處（如尖角處）之漸近解，並探討材料的特性、邊界條件及幾何形狀等參數對應力奇異強度（singularity）之影響。

[bookmark: _Toc329858594]6.1.1 三維旋轉體

1. 







無論單一正交性材料或雙材料（矽化鈦/等向性材料）之旋轉體，應力奇異強度均明顯受幾何形狀影響，最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強；材料座標軸對幾何座標軸旋轉並未對應力奇異性造成劇烈影響。

2. 







於單一正交性材料旋轉體，材料座標軸對幾何座標軸之Y軸旋轉，相較於X軸與Z軸旋轉，對應力奇異性影響較甚，其中又以重晶石變化較大；於C-F邊界條件所引致之應力奇異性遠較C-C及F-F者嚴重，在與對應最小Re[λm]之λm的差異可達50％。

3. 

















於矽化鈦旋轉體，對各別彈性係數做倍數改變；隨著增加，最小Re[λm]之λm隨變化範圍內，相同部分隨之減少，因為改變僅會改變所對應之應力奇異性，故重疊部分由及所對應力奇異性控制；隨著變化，結果顯示，最小Re[λm]之λm於由所對應之應力奇異性控制。

4. 

雲矽鈣石除了相較於正交性材料之應力奇異性較大；在某些角度下，最小Re[λm]會有劇烈之變化。

5. 



於雙材料（矽化鈦/等向性材料）之旋轉體，在之條件下，因為材料性質不一致，亦有應力奇異性存在，若是單一材料，其應力奇異性不存在；在之條件下，其對應最小Re[λm]之λm約在0.5附近，與傳統彈性之等向性材料情況類似；C-F及F-C所引致之應力奇異性遠較C-C及F-F者嚴重，其中C-F所引致之奇異性則較F-C者強，只固定正交性材料端支應力奇異性較強。

[bookmark: _Toc329858595]6.1.2 三維楔形體

1. 











無論單一正交性材料或雙材料（正交性材料/等向性材料）之楔型體，幾何形狀變化影響應力奇異性較大，最小Re[λm]隨增加而減少，即其應力奇異性隨增加而增強；材料座標軸對幾何座標軸旋轉並不會對於應力奇異性造成劇烈影響。材料座標軸對幾何座標軸之Y軸旋轉，相較於X軸與Z軸旋轉，對應力奇異性影響較甚。

2. 









於單一正交性材料楔形體之情況下，C-F邊界條件所引致之應力奇異性遠較C-C及F-F者嚴重，C-F邊界條件在時最小Re[λm]會介於0.25〜0.5，特別的是當小於仍有應力奇異性，直到小於後對應最小Re[λm]皆等於1。

3. 

於雙材料（矽化鈦/等向性材料）之楔形體，在之條件下，其對應最小Re[λm]之λm約在0.5附近，與傳統彈性之等向性材料情況類似；C-F及F-C所引致之應力奇異性遠較C-C及F-F者嚴重，其中C-F所引致之奇異性則較F-C者強，表示只固定正交性材料端支應力奇異性較強。

4. 

於雙材料（正交性材料/等向性材料）之楔形體，在之條件下，TiSi2+Iso其對應最小Re[λm]之λm較小，表示其應力奇異性較強；FeSiO3+Iso次之。

[bookmark: _Toc329858596]§6.2 建議

1. 











於矽化鈦旋轉體，對彈性係數（i,j=1,2,3）改變後，材料座標軸對幾何座標軸之Y軸旋轉，會出現不連續現象；改變後彈性係數之（波松比）有維持在0~0.5，當與時出現急劇改變之現象，此現象往後可再加以研究。

2. 





雲矽鈣石（Tobermorite），其晶體結構為三斜晶體（triclinic material），是為最不對稱的異向性材料，無論是單一材料或雙材料（雲矽鈣石/等向性材料），在材料座標軸對幾何座標軸之Y軸旋轉時，當所對應最小Re[λm]之λm會有急遽的變化，此現象往後可再加以探討。
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