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摘要 

 

本篇論文主要是在探討如何利用有限差分法計算半導體量子點

的電子結構，並應用於以下三種量子點：1. hierarchical量子點[17] 

2.droplet epitaxy量子點[18] 3. InAs/GaAs自組式(self-assembled)量子

點[19]。在文章中利用了多能帶 k p 理論以及波包近似法計算量子點

電子結構。在使用三維均勻格點的有限差分法中，在單一維度上至少

需使用70格點以上對於基態的計算才可以達到較佳收斂性。在計算上

使用的電腦配備為CPU 2.27GHz與linux作業系統，要達到收斂的計算

時間約15個小時，記憶體的使用大小為14GB。 

在三種量子點中以hierarchical量子點的高度以及長度都是最大，

其導電帶的能階量化約5meV，價電帶能階量化約1.5meV。droplet 

epitaxy量子點，高度與hierarchical量子點接近，但是長度略小一些。

在能量上導電帶的能階量化約10meV，價電帶能階量化約3meV。

InAs/GaAs自組式量子點，高度與長度都小於其他兩種量子點，所以

在能階量化都比較大。導電帶能階量化約70meV，價電帶能階量化約

25meV。 
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ABSTRACT 

We present finite difference method simulation for the electronic 

structures of semiconductor quantum dots in the framework of multi-band 

kp theory and envelope function approximation (EFA). By using the 

numerical techniques, the electronic structures of three kinds of quantum 

dots, i.e. hierarchical quantum dots[17], droplet epitaxy quantum dots[18] 

and InAs/GaAs self-assembled quantum dots[19] are computed. In the 

three-dimensional finite difference method with uniform grids, it is found 

that more than 70 grids in a dimension is necessary to get satisfactory 

convergence consequences. With the grid number, the numerical time 

more than 15 hours and 15GB RAM size are needed to execute a code on 

a machine of CPU 2.27GHz and linux O.S..  

Among the three types of quantum dots under consideration, the 

hierarchical quantum dots have greater sizes than others with height 

~7nm and length ~ 70nm. As a result, the lateral quantization of 

hierarchical quantum dots is about 5meV for an electron and about 

1.5meV for a valence hole. For droplet epitaxy quantum dots, whose 

heights are close to the hierarchical quantum dots but lengths are smaller, 

the quantization energy are about 10meV for a conduction electron and 

about 3meV for a valance hole. Self-assembled quantum dots usually 

have the smallest sizes than others. It turns out that the quantization is 

about 70meV for a conduction electron and about 25meV for a valance 

hole confined in a self-assembled dot. 
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第一章 導論 

1.1 量子點簡介 

當材料的尺寸大小與電子在材料內物質波的波長接近時，此

時電子受到量子侷限效應 (quantum confinement effect)的影響，

產生不同於塊材(bulk)的物理特性。量子點(quantum dot)是準零維

(quasi-zero dimensional)的奈米材料，其三個維度都受到量子侷限，

所以有著不連續的電子能階，因此量子點也被稱為人造原子[1,2]。

而利用量子侷限效應的系統除了量子點外還包括一個維度都受

到量子侷限效應的量子井(quantum well)與兩個維度都受到量子

侷限效應的量子線(quantum wire)，它們也有各自的物理特性。

常用來製作量子點的材料有 IV 與 III-V 族的半導體材料。量子點

的應用[3-5]有量子點雷射、光感測元件、單電子電晶體、生物螢

光檢測、單光子輻射…等。 

1.2 理論文獻 

再計算量子點電子結構的部分，在導電帶(conduction band)

的部分是使用k p 理論的單能帶模型；在價電帶(valence band)的

部分則是使用k p 理論的四能帶模型[6,7]與六能帶[7]模型。並搭

配波包近似法(Envelope function approximation)與有限差分法來
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求解。而其他更準確的理論包含k p 八能帶模型[8]或甚至更高能

帶的k p 理論。而計算上同時也有考慮應變(strain)效應[9]。 

1.3 研究動機 

當要研究量子點的物理量，如精細結構(Fine-structure 

splitting)、庫侖作用力、螢光發光強度…等。此時必頇使用到導

電帶與價電帶的電子結構，如能量及波函數。所以要如何提供一

個可以探討各個物理量的工具，變成為了很重要的問題。因此希

望可以藉由這篇論文，提供一個可以準確、有效率且具有擴充便

利性的程式去計算量子點的電子結構。 

而量子點的尺寸大小對於量子點的電子結構改變非常的敏

感，希望可以藉由計算，找出它們彼此之間的關係。 

1.4 章節概要 

第一章的部分，是對於量子點及理論計算的內容作一個初步

性的介紹。 

第二章，我們針對  k p 的能帶理論作一個描述。並且討論

如何將  k p 能帶理論應用到量子點的計算，最後介紹如何產生

量子點的等效位能與應變效應。 

第三章開始，對有限差分法作推導以及實際應用在由第二章
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所介紹用來計算量子點的  k p 理論。進一步探討使用有限差分

法的限制以及如何達到有效率且精確的計算，接著與文獻作驗證

確認其正確性。 

第四章，對一系列的量子點尺寸大小與電子結構作討論。希

望藉由這些比較，可以更進一步了解實際文獻上所量測量子點的

電子結構。第五章就對論文的工作做一個總結以及討論在未來可

以如何改進我們目前的工作。 
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第二章  k p 法與量子點等效位能 

本章主要介紹的理論結構如下圖 2.1。首先決定好我們所要

計算的量子點形狀、大小和材料後，接著產生出考慮量子點形狀、

應變(strain)的 Hamiltonian。最後選擇適當的基底作展開，再對角

化後得到能階及波函數。 

 
圖 2.1 理論流程圖 



5 

 

我們分別對流程圖的各別項目作介紹，先從k p 法、波包近

似法(Envelope Function Approximation)，以及量子點等效位能。 

2.1 k p 法 

在固態的系統中，原子的排列是固定且具有週期性的。所以，

當電子或其他的帶電荷粒子在固態的系統中所受到的位能也是

具有週期性排列的，可表為(2.1.1)式。 

( ) ( )V r V r T                  (2.1.1) 

1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆT n a n a n a    

在這裡 ( )V r 是來自原子的位能，並不是外加的位能。T 是一個平

移向量，而 1 2 3  n n n、 、 是整數， 1 2 3
ˆ ˆ ˆ  a a a、 、 為晶格向量。根據

Bloch’s theorem 當電子處在週期性位能中，波函數可以表示為

Bloch function 的形式，如(2.1.2)式。 

, ,
( ) ( )ik r

n k n k
r e u r                (2.1.2) 

, ,
( ) ( )

n k n k
u r u r T   

ik re 
表示的是電子在晶體中具有平面波的特性，而 ,

( )
n k

u r 表示電

子局部的波函數，是一個週期為T 的函數。現在我們來考慮

Schrödinger equation ，如(2.1.3)式。 

0 n n nH E                   (2.1.3) 
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2

0

0

ˆ
( )

2

p
H V r

m
   

p̂ i    

0H 是 Hamiltonian， 0m 是電子的質量， ( )V r 使指來自原子的位

能將(2.1.2)式代入(2.1.3)式中，可得 

0 , , ,
( ) ( )n n nk k k

H r E r              (2.1.4) 

(2.1.4)式可以改寫成(2.1.5)式。 

2

, , ,

0

ˆ
( ) ( ) ( )

2

ik r ik r

n k n k n k

p
V r e u r E e u r

m

 
 

  
 

     (2.1.5) 

(2.1.5)式展開成(2.1.6)式。 

2 2 2

, , ,

0

ˆ ˆ2
( ) ( ) ( )

2

ik r ik r

n k n k n k

p k p k
e V r u r E e u r

m

 
   

  
 

  (2.1.6) 

接著把(2.1.6)式兩邊的
ik re 

消去可得(2.1.7)式。 

2 2 2

, , ,

0 0 0

ˆ
ˆ ( ) ( ) ( )

2 2
n k n k n k

k p
k p V r u r E u r

m m m

 
     

 
 (2.1.7) 

此時方程式出現了
0

ˆk p
m

 ，所以稱為k p 法。接下來進一步考

慮自旋軌道耦合(spin-orbital coupling)，Hamiltonian 可以把(2.1.3)

式改寫成(2.1.8)式。 

 0 . .s o n n nH H E                (2.1.8) 
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2

0

0

ˆ
( )

2

p
H V r

m
   

p̂ i    

. . 2 2

0

( )
4

s oH V p
m c

     

其中， 是包力自旋矩陣， 

0 1

1 0
x

 
  
 

，
0

0
y

i

i


 
  
 

，
1 0

0 1
z

 
  

 
 

將(2.1.8)式重覆(2.1.3)式到(2.1.7)式的步驟作運算，可得到(2.1.9)

式。 

2 2 2

, , ,

0 0 0

ˆ
( ) ( ) ( )

2 2
n k n k n k

k p
k V r u r E u r

m m m

 
     

 
  (2.1.9) 

2

04
p V

m c
     

2.2 多能帶模型(multi-band models) 

在計算上，分成導電帶與價電帶的計算。在導電帶我們使用

單能帶模型(one-band model)，將(2.1.4)式根據 Löwdin 的微擾理

論[11]可求得k p 等效的 Hamiltonian[12]，如(2.2.1)式。 

2 2

*

0

( ) ( 0)
2

c c

k
E k E k

m m
             (2.2.1) 
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*

2

2

0

1

( )2
1 cv

c v

m
p

m E E


 
 

 

            (2.2.2) 

*m 稱為有效質量，會根據材料的不同而改變。可以從(2.2.1)式中

清楚的看到，當k 值很接近零的時，電子在塊材中的行為表現和

在真空中的行為表現接近，而差異僅在有效質量上的不同。在真

空中 * 1m  ，而在大部份的半導體中 *m 會小於 1，因此電子在塊

材中的行為表現相當於質量變小了。(2.2.2)式中 ˆ
cvp c p v ，表

示導帶電與價電帶的動量矩陣元素， g c vE E E  為能隙(energy 

gap)，是導電帶底部和價電帶頂部的能量差。 

在價電帶部分，我們是使用六能帶模型(six-band models)。

這裡採用的基底為   ; zn j ju u 其，其中 1 3/ 2 ; 3/ 2u u 、

2 3/ 2 ;1/ 2u u 、 3 3/ 2 ; 1/ 2u u  、 4 3/ 2 ; 3/ 2u u  、 5 1/ 2 ;1/ 2u u 、

6 1/ 2 ; 1/ 2u u  ，而 j 為總角動量、 zj 為總角動量在 z 方向的分量。 

所以六能帶模型的 Hamiltonian 可表為 



9 

 

†

† †

†
† † †

†
†

† † †

0 2
2

3
0 2

2

3
0 2

2
( )

0 2
2

3
2 2 0

22

3
2 2 0

2 2

k
k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

k
k k k k k

k
k k k k

k
k k k k

S
P Q S R R

S P Q R Q S

R P Q S S Q

H k
S

R S P Q R

S
Q S R P

S
R S Q P

 
   

 
 
   

 
 

 
  
 

   
 
 
     
 
 
   
  

  (2.2.3) 

 
 

2
2 2 2

1

02
k x y zP k k k

m
  

             
(2.2.4) 

 
2

2 2 2

2

0

2
2

k x y zQ k k k
m

  

            
(2.2.5) 

 
2

2 2

2 3

0

3 2 3
2

k x y x yR k k i k k
m

     
        (2.2.6) 

 
2

3

0

2 3
2

k x z y zS k k ik k
m

 

          
 (2.2.7) 

在這裡 1 、 2 、 3 是 Luttinger-Kohn 參數，不同的材料會

有不同的參數值。  則是 spin-orbit split energy，亦隨著不同的

材料而改變。(2.2.3)式中，主對角線的元素 k kP Q 、 k kP Q 、 kP  

分別對應到的是重電洞、輕電洞、split-off bands。非主對角線上

的元素，則表示重電洞、輕電洞、split-off bands 之間的耦合。 
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k p 的矩陣可以表為
, , ,

( ) ( )k s

m n m n m n
H k H k V  的形式，其中

,
( )k

m n
H k 是與k 有關的項。而

,

s

m n
V 是與k 無關的項，在這裡的

,

s

m n
V 我

們考慮的是應變(strain)的影響，這部分 2.4節會在介紹。而
,

( )k

m n
H k

的矩陣元素可表示成(2.2.8)式。 

, , , ,
,

, , ,

( )m n n mn mn mn mnH k e a k b k k b k k k      
     

     

       (2.2.8) 

其中， , , , ,x y z    ，
n

e 我們通常使用描述 band edge 的能量，

而且只會出現在主對角線上。 

單能帶模型： 

所以當(2.2.1)式使用(2.2.8)式來表示成矩陣可寫為 

,

, , ,

( ) c

x y z

H k e b k k 

 
  

             (2.2.9) 

其中，
m m

I

指的是m m 的單位矩陣(identity matrix)， 

( 0)
c c

e E k                  (2.2.10) 

2

*

02

xxb
m m

 
  
 

                (2.2.11) 

2

*

02

yyb
m m

 
  
 

                (2.2.12) 

2

*

02

zzb
m m

 
  
 

                (2.2.13) 

     0 ; 0 ; 0xy yz xzb b b           (2.2.14) 
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六能帶模型： 

同理(2.2.3)式亦可以使用(2.2.8)式來表示 

,

,

, , ,

( )m n n mn mn

x y z

H k e b k k 

 
 




         (2.2.15) 

其中，
n

e 是描述 band edge 的能量，
1 2 3 4

0e e e e    ；

5 6
e e  。 

 

  

 

 

 

 

1 2 2 2

1 2 2 2

2
2 1 2 2

0 2 1 2 2

2 2 1

2 2 1

0 3 0 0 6

0 0 3 2 0

3 0 0 0 2

2 0 3 0 6 0

0 2 0 6 0

6 0 2 0 0

xx

mnb
m

   

   

   

   

  

  

   
 

   
 
        

  
 
 
  

 

 

(2.2.16) 

 

 

 

 

1 2 2 2

1 2 2 2

2
2 1 2 2

0 2 1 2 2

2 2 1

2 2 1

0 3 0 0 6

0 0 3 2 0

3 0 0 0 2

2 0 3 0 6 0

0 2 0 6 0

6 0 2 0 0

yy

mnb
m

   

   

   

   

  

  

 
 

  
 

       
  

  
 
  

 

 

(2.2.17) 

 

 

 

 

1 2

1 2 2

2
1 2 2

0 1 2

2 1

2 1

2 0 0 0 0 0

0 2 0 0 2 2 0

0 0 2 0 0 2 2

2 0 0 0 2 0 0

0 2 2 0 0 0

0 0 2 2 0 0

zz

mnb
m

 

  

  

 

 

 

 
 

 
 

        
 
 
 

  

 

(2.2.18) 
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3 3

3

2
3

0 3 3

3

3

0 0 2 3 0 0 2 6

0 0 0 2 3 0 0

2 3 0 0 0 0 0

2 0 2 3 0 0 2 6 0

0 0 0 2 6 0 0

2 6 0 0 0 0 0

xy

mn

i i

i

i
b

m i i

i

i

 





 





  
 

 
 
        

   
  
 
   

 

(2.2.19) 

3 3

3 3

2
3 3

0 3 3

3 3

3 3

0 2 3 0 0 6 0

2 3 0 0 0 0 3 2

0 0 0 2 3 3 2 0

2 0 0 2 3 0 0 6

6 0 3 2 0 0 0

0 3 2 0 6 0 0

yz

mn

i i

i i

i i
b

m i i

i i

i i

 

 

 

 

 

 

  
 
    
 

         
   

    
 
   

 

 

(2.2.20) 

3 3

3 3

2
3 3

0 3 3

3 3

3 3

0 2 3 0 0 6 0

2 3 0 0 0 0 3 2

0 0 0 2 3 3 2 0

2 0 0 2 3 0 0 6

6 0 3 2 0 0 0

0 3 2 0 6 0 0

xz

mnb
m

 

 

 

 

 

 

  
 
 
 
       

 
 
 
  

 

 

(2.2.21) 
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2.3 波包近似法(Envelope function approximation) 

當在一個有限系統中外加位能，例如： ( )QDV r 是由量子點形

狀與材料所形成的位能， ( )sV r 是因為應變造成的位能， ( )EV r 是

因為電場所形成的位能， ( )BV r 是加入磁場造成的位能等。 

如果這些位能在空間中是緩慢變化的話，這時候用波包近似

法簡化我們的 Hamiltonian，以波包函數(envelope function) ( )g r

取代原來 Bloch function 
ik re 

的部分，可得(2.3.1)式。 

;

1

( ) ( )
kpN

i i n n

n

g r u r


              (2.3.1) 

kpN 是指考慮 kpN 個band，而下標 n 是指第n 個band的波包函數，

i則是指第 i個能階。考慮(2.3.1)式及k p 的 Hamiltonian 後並經

過計算，可以得到(2.3.2)式。 

, ,
ˆ( / ; )m n m nH H k p r   

,

, 2
,

1ˆ ˆ ˆ( / ; ) ( ) ( )s

m n n mn mn mnH p r e r b p p V r 

 
 

   (2.3.2) 

其中 ( )
n

e r 與 ( )QDV r 有關， s

mn
V 為應變所產生的位能與應變張量

( )r 有關。根據波包近似法可以將(2.2.1)、(2.2.3)、(2.2.4)、(2.2.5)、

(2.2.6)、(2.2.7)式中的 k 給替換成 ˆ /p 。最後得到我們在計算量

子點所使用的等效質量 Hamiltonian。 
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單能帶模型 

,

2
, , ,

1ˆ ˆ ˆ( / ; ) ( ) ( )c
c s

x y z

H p r e r b p p V r 
 

  

     (2.3.3) 

其中， ( ) ( )c

c QDe r V r 是在導電帶中由量子點形狀與材料所形成

的位能。 xxb 、 yyb 、 zzb 、 xyb 、 yzb 、 xzb 為1 1 的矩陣，它們的值

與(2.2.11)式、(2.2.12)式、(2.2.13)式、(2.2.14)式相同。 

同理，六能帶模型 

,
, ,2

, , ,

1ˆ ˆ ˆ( / ; ) ( ) ( )v
m n n mn m n s

x y z

H p r e r b p p V r 
 

 




    (2.3.4) 

其中， , 1,2,3 6m n  。把 ( )
n mn

e r  表為矩陣的形式，如(2.3.5)

式，大小為的6 6 矩陣。 

1

2

3
6 6

4

5

6

( ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 ( ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 ( ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
( )

0 0 0 ( ) 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 ( ) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ( ) 0 0 0 0 0

v
QD

e r

e r

e r
V r I

e r

e r

e r



   
   
   
   

     
   
   
   

     

 (2.3.5) 

xxb 、 yyb 、 zzb 、 xyb 、 yzb 、 xzb 為6 6 的矩陣，它們的值與(2.2.16)

式~(2.2.21)式相同。在這裡要注意，實際上真實六能帶模型的位

能要為圖(2.3.1)。 
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由於內部與外部的材料是不同，因此在參數部分也會不一樣，此

時 InAs GaAs   。但是在計算上我們統一都只使用內部的參數

InAs ，所以在(2.3.5)式中的 InAs   。而實際上，
HH LH

QD QDV V 也

是會不一樣的，不過我們在計算時先暫時考慮是一樣的

v HH LH

QD QD QDV V V  。 

當我們再使用(2.3.3)式與(2.3.4)式計算量子點電子結構時，

( )QDV r 則表示為量子點的等效位能。而等效位能與量子點的形狀、

材料、擴散效應、外加電場或磁場、應變等…有關。接下來下一

節就來討論如何描述一個量子點的等效位能 ( )QDV r 與應變造成

的位能 ( )sV r 。  

 
圖 2.3.1 六能帶模型等效位能示意圖。 
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2.4 量子點的等效位能 

在計算上最重要的就是要決定量子點的等效位能。影響這個

等效位能有許多因素影響，如形狀、材料、擴散效應、應變、壓

電效應、庫侖作用力、自旋軌道耦合等…。在本論文我們僅考慮

由量子點形狀及材料與應變所產生的等效位能。首先，為了描述

由量子點形狀及材料所產生的位能 ( )QDV r ，必頇先定義一個函數

( )QDX r 稱為特徵函數。特徵函數與量子點形狀有關，在量子點的

內部值為 1，外部則為 0，如式(2.4.1)。 

1,
( )

0,
QD

r in the dot
X r

r out of the dot


 


            (2.4.1) 

在常用模擬量子點的形狀，如截角金字塔或金字塔特徵函數

就可以定義成式(2.4.2)。 

2 2

1,
2 2 2 2( , , )

2 2 2 2

0,

x x x x

QD

y y y y

h h
z

b b b b
z x z

c cX x y z

b b b b
z y z

c c

others


  


   

      
    

    
       

    



    (2.4.2) 

其中， tan
2

xb
c  ，如圖(2.4.1)所示。 



17 

 

 

圖 2.4.1 截角金字塔特徵函數示意圖(xz 平面) 

圖(2.4.1)中有色區塊部分表示為模擬的量子點形狀，特徵函數值

為 1。邊框則表示為完整金字塔形狀。(2.4.2)式中， xb 、 yb 為量

子點底部 x 方向及 y 方向的長度， h為截角金字塔的高度，c 為

完整金字塔的高度，為 45 度。 

決定好特徵函數之後，便可以產生與形狀有關的量子點位能：

在這裡分成兩個部份來討論：導電帶和價電帶 

導電帶部分： 

 
圖 2.4.2 導電帶的位能圖 

圖(2.4.2)就是我們描述導電帶時的位能 ( )c

QDV r ，在計算時我們設
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定 dot

cE 當作零位面，而與特徵函數的關係式可寫成(2.4.3)式，其

中 c barrier dot

barrier c cE E    

( ) 1 ( )c c

QD barrier QDV r X r                (2.4.3) 

價電帶部分： 

 
圖 2.4.3 價電帶的位能圖 

圖(2.4.3)就是我們描述導電帶時的位能，在計算時我們設定 dot

vE

當作零位面，而與特徵函數的關係式可寫成式(2.4.4)，其中

v barrier dot

barrier v vE E    

( ) 1 ( )v v

QD barrier QDV r X r                (2.4.4) 

當考慮應變時，barrier的材料是GaAs，dot的材料則是 InAs。

而決定 c

barrier 與 v

barrier 的值和材料有關，詳細的材料參數值列在附

錄 A。 
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應變效應： 

我們研究的對象是自組式量子點，而當自組式量子點的形成

是由於兩種不同材料因為晶格長度的不匹配所造成時，必頇考慮

應變效應。因為晶格長度不匹配，產生應變。晶格常數大的材料

晶格常數會被縮小，晶格常數小的材料晶格常數會被拉大，這些

現象再交界面更為顯著，最後達到平衡的狀態。我們考慮的量子

點材料是 InAs/GaAs時，InAs的晶格常數比GaAs的晶格常數大，

晶格不匹配度大約 7%，所以 InAs 會被壓縮，造成量子點的導電

帶與價電帶band edge energy改變。這裡一樣分成兩個部分討論：

導電帶與價電帶。 

導電帶部分： 

導電帶部分是使用單能帶模型，應變等效位能 ( )s

mn
V r 的式子可寫

成(2.4.5)式[8] 

 ( ) ( ) ( ) ( )c

s c xx yy zzV r a r r r            (2.4.5) 

價電帶部分： 

價電帶部分是使用六能帶模型，應變等效位能的式子可寫成

(2.4.6)式[8] 
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†

† †

†

† † †

†

†

† † †

0 2
2

3
0 2

2

3
0 2

2
( )

0 2
2

3
2 2 0

22

3
2 2 0

2 2

v

s

S
P Q S R R

S P Q R Q S

R P Q S S Q

V r
S

R S P Q R

S
Q S R P

S
R S Q P


    

     

     


    


   


   

 
   

 
 
   

 
 

 
  
 

   
 
 
   
 
 
 
  

(2.4.6) 

 ( ) ( ) ( ) ( )v xx yy zzP r a r r r              (2.4.7) 

 ( ) ( ) ( ) 2 ( )
2

xx yy zz

b
Q r r r r              (2.4.8) 

 
3

( ) ( ) ( ) ( )
2

xx yy xy

b
R r r r id r            (2.4.9) 

 ( ) ( ) ( )xz yzS r d r i r              (2.4.10) 

其中 ca 、 va 、b、d 稱為 deformation potentials，與材料有關，不

同材料的值列在附錄 A。其中  稱為應變張量(strain tensor)，

表示形變的方向， 則表示參考軸的方向。  是一個與位置有

關的函數，在這裡的計算是使用有限元素法[13]。為了確認計算

上的正確性，我們採取文獻[14]來作比較。文獻上模擬量子點形

狀為金字塔型，底部寬度為 13.6nm，高度 6.8nm。圖(2.4.4)是與

文獻比較的結果。 
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當我們考慮應變後等效位能的變化。等效位能使用的公式[8]。 

導電帶部分： 

( )c c

eff c xx yy zz QDV a V               (2.4.11) 

價電帶部分： 

HH v

eff QDV P Q V                 (2.4.12) 

 2 21
2 9

2

LH v

eff QDV P Q Q Q V             (2.4.13) 

其中 ( )P r 與 ( )Q r 為(2.4.7)式與(2.4.8)式。 

 
圖 2.4.4 利用有限元素法計算 strain tensor 與文獻[14]比較的結果。 
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由圖(2.4.6)可以看到應變會造成導電帶的 band edge 變小了，而

價電帶重電洞部分的 band edge 變大了。 

  

 
圖 2.4.5 利用有限元素法計算應變張量。截角金字塔形狀量子點，底部寬度

為 16nm，高度 5nm。 

.  
圖 2.4.6 考慮應變後等效位能的變化。虛線為不考慮應變的結果、實線為考

慮應變使用等效位能公式計算結果。截角金字塔形狀量子點，底部

長度與寬度皆為 16nm，高度 5nm。 
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第三章 有限差分法 

有限差分法(finite difference method)是利用離散方法得到有

限個差分方程式後，並搭配邊界條件求出近似解。其基本思想是

將一個欲求解的區域畫分成有限個的網格點，此時配合微分方程

式及邊界條件去進行離散化後得到差分方程式，再去計算出每個

格點與鄰近格點的值，最後便可以求得未知函數的解。 

3.1 一維均勻格點的有限差分法 

有限差分法的推導，我們先從 Taylor 級數出發。在考慮一維

的情況時， 

2 2

2

( )
( ) ( ) +

1! 2!x x

nx nx

n n

x x x x

x d x d
x x x

dx dx

 
 

 

   
       

   
 (3.1.1) 

為了方便，定義
1( )=

x xn nx x    、 ( )=
x xn nx  、

1( )
x xn nx x     …

以此類推。將(3.1.1)式改寫成(3.1.2)式 

2 2

1 2
+

1! 2!x x

nx nx

n n

x x x x

x d x d

dx dx

 
 

 

   
     

   
   (3.1.2) 

2 2

1 2
+

1! 2!x x

nx nx

n n

x x x x

x d x d

dx dx

 
 

 

   
     

   
   (3.1.3) 

為了要得到一階微分，將(3.1.2)式與(3.1.3)式相減可得(3.1.4)式 

2 3
1 1

3

( )
+

2 6

x x

nx nx

n n

x x x x

d x d

x dx dx

    

 

   
   

    
   (3.1.4) 
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同理，二階微分的形式為(3.1.5)式 

2 2 4
1 1

2 2 4

2 ( )
+

( ) 12

x x x

n nx x

n n n

x x x x

d x d

x dx dx

     

 

     
    

    
 (3.1.5) 

在這裡忽略掉大於 2( )x 的高次方項，大於 2( )x 的高次方項

就是誤差來源。所以當 x 的值越小的時候，這個近似法就越精

確，誤差也越小。 

現在我們來實際操作，當考慮在教科書常見的一維的

Schrödinger equation，如(3.1.6)式。 

2 2

2

0

( ) ( ) ( )
2

d
V x x E x

m dx
 

 
   
       

  (3.1.6) 

將(3.1.5)式帶入(3.1.6)式展開 

2 2
1 1

2 2

0 0

2

2 ( ) 2 ( )

x x

x x x

n n

n n nV E
m x m x

 
 

      
        

     
 (3.1.7) 

這裡再定義一個符號 ( )
x xn nV V x 。 

我們先在  0, xx L 這個範圍內，先產生出 1xN  個格點，而格點

之間的間距大小為 /x xx L N  。每個格點的編號為
xn ，

 0,x xn N 。 

 
圖 3.1.1 一維均勻格點示意圖 
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而根據(3.1.7)式，可以得到 1xN  的差分方程式，如(3.1.8)式。 

2 2

1 1

0 0 02 2

0 0

2 2

2 0

1 1 12 2

0 0

2 2
2

1 1 12 2

0 0

2
1

0

2

2 2( ) ( )

2

2 2( ) ( )

2

2 2( ) ( )

2

x x

x x x

x

N N

N N N

N N

V E
m mx x

V E
m mx x

V E
m mx x

m

 
 

 
 

 
 

 





  



     
       

     

     
       

     

     
        

     




2
1

2 2

0

2

2( ) ( )

x

x x xN N NV E
mx x

 














     

        
      

 (3.1.8) 

必頇要考慮邊界條件，因為邊界條件為零的關係，此時在(3.1.8)

式中
1 0   與 1 0

xN   。所以可得到考慮邊界條件後的差分方

程式，如(3.1.9)式。 

2 2

1

0 0 02 2

0 0

2 2

2 0

1 1 12 2

0 0

2 2
2

1 1 12 2

0 0

2
1

2

0

2

2 2( ) ( )

2

2 2( ) ( )

2

2 2( ) ( )

2 ( )

x x

x x x

x

N N

N N N

N

V E
m mx x

V E
m mx x

V E
m mx x

m x


 

 
 

 
 





  



    
       

     

     
       

     

     
        

     






2

2

0

2

2 ( ) x x xN N NV E
m x

 













    

        
    

 (3.1.9) 

所以將(3.1.9)式展開成矩陣型式 '

1

',
0

x

x xx x

x

N

n nn n
n

H E 




 。 ',x xn n
H 為

(3.1.10)式。 
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2

2

0

2

2

, ' 0

2

2

0

1
, ' 1

2 ( )

2
, '

2 ( )

1
, ' 1

2 ( )

0 ,

x

x x

x x

n x x

n n

x x

n n
m x

V n n
H m x

n n
m x

others

 
 





 
 


  
 



        (3.1.10) 

 
2 2

02 2

0 0

2 2 2

12 2 2

0 0 0

2 2 2

22 2 2

0 0 0

2

2

0

2 2

12 2

0 0

2 2

2 2

0 0

2 1
0 0

2 ( ) 2 ( )

1 2 1
0

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

1 2 1
0

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

1
0 0

2 ( )

2 1

2 ( ) 2 ( )

1 2

2 ( ) 2 ( )

x

x

N

N

V
m x m x

V
m x m x m x

V
m x m x m x

m x

V
m x m x

V
m x m x



 


 
  


  

 


  








 




 

0 0

1 1

2 2

1 1x x

x x

N N

N N

E

 

 

 

 

 

 


   
   
   
   
   
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
        

 

 

圖 3.1.2 一維均勻格點有限差分法展開(3.1.6)式後的矩陣型式 
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3.2 三維均勻格點的有限差分法 

當考慮我們實際計算量子點電子結構所使用的 Hamiltonian，

(2.3.3)式時。 

,

, 2
,

1ˆ ˆ ˆ( / ; ) ( )m n n mn mnH p r e r b p p 

 
 

    

需要使用有限差分法作處理的部分是
2

1 ˆ ˆP P 
項，共有六項。分

別為
2

2x




、

2

2y




、

2

2z




、

2

x y



 
、

2

y z



 
、

2

x z



 
項。此時就必頇使

用三維的有限差分法。 

在三維的系統中，在對 x 方向、y 方向與 z 方向的二階微分

作有限差分法近似時，可以重複(3.1.2)式至(3.1.5)式的步驟，便

可得(3.2.1)式、(3.2.2)式與(3.2.3)式。 

2
1, , , , 1, ,

2 2

, ,

2
~

( )

x y z x y z x y z

x y z

n n n n n n n n n

n n n
x x

      
 
     

 (3.2.1) 

2
, 1, , , , 1,

2 2

, ,

2
~

( )

x y z x y z x y z

x y z

n n n n n n n n n

n n n
y y

      
 
  

   (3.2.2) 

2
, , 1 , , , , 1

2 2

, ,

2
~

( )

x y z x y z x y z

x y z

n n n n n n n n n

n n n
z z

      
 
  

   (3.2.3) 

在這裡定義 1, ,( , , )=
x y z x y zn n n n n nx x y z   、 , ,( , , )=

x y z x y zn n n n n nx y z  、

1, ,( , , )=
x y z x y zn n n n n nx x y z    、 , 1,( , , )=

x y z x y zn n n n n nx y y z   。 
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至於
2

x y



 
、

2

y z



 
、

2

x z



 
項，我們的處理方法是使用近似後的一

階微分(3.2.4)式、(3.2.5)式及(3.2.6)式來做處理。 

1, , 1, ,

, ,

~
2

x y z x y z

x y z

n n n n n n

n n nx x

    
 
  

         (3.2.4) 

, 1, , 1,

, ,

~
2

x y z x y z

x y z

n n n n n n

n n n
y y

    
 
  

         (3.2.5) 

, , 1 , , 1

, ,

~
2

x y z x y z

x y z

n n n n n n

n n nz z

    
 
  

         (3.2.6) 

以
2

x y



 
項為例子，將(3.2.4)式代入(3.2.5)式可以得到(3.2.7)式 

       , ,

~

x y zn n n
x y

   
  
     

   1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

4

x y z x y z x y z x y zn n n n n n n n n n n n

x y

            

 
 (3.2.7) 

為了確認採取這種形式展開的正確性，我們實際代入一個函數去

微分。當使用一個簡單的函數 2 3( , )F x y x y ，對函數微分會得到

2( , )
6

F x y
xy

x y

   
  

   
。接下來就使用(3.2.7)式去作

2 ( , )F x y

x y



 
的

近似與實際微分
2

2( , )
6

F x y
xy

x y




 
作比較。圖(3.2.1)分別為解析結

果與數值近似的結果比較。 
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由圖(3.2.1)的結果可以看出採用的近似法與解析結果是一致的。

因此可以確定這個近似法是可信的。同理， 

, ,

~

x y zn n n
y z

   
  
     

   , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1

4

x y z x y z x y z x y zn n n n n n n n n n n n

y z

            

 
 (3.2.8) 

, ,

~

x y zn n n
x z

   
  

   
 

   1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1

4

x y z x y z x y z x y zn n n n n n n n n n n n

x z

            

 
 (3.2.9) 

接下來，開始在三維的空間中產生格點。與一維產生格點的

方式類似，現在是在一個空間中，創造出一個長方盒。x、y、z

方向上的長度分別為 xL 、 yL 、 zL ，在  0, xx L 範圍內產生 1xN 

個格點、  0, yy L 範圍內產生 1yN  個格點、  0, zz L 範圍內

(a)

 

(b)

 
圖 3.2.1 利用有限差分法近似二階微分與解析結果比較。其中點為數值近似結

果、線為解析結果。(a)表示函數微分後 x 方向變化的值，(b)表示函數

微分後 y 方向變化的值。x 方向與 y 方向的格點數為 60 個格點。 

1.5x 1.5y 
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產生 1zN  個格點，所以長方盒內的總格點數為

( 1) ( 1) ( 1)g x y zN N N N      。 /x xx L N  、 /y yy L N  、

/z zz L N  ，分別表示 x、y、z 方向上格點之間距離。 

並設定邊界條件為零，處理的方法與一維有限差分法類似，參考

(3.1.8)式與(3.1.9)式。 

接下來實際操作如何將有限差分法與計算量子點電子結構

所使用的 Hamiltonian：(2.3.3)式作結合。在這裡舉兩個例子： 

當使用單能帶模型時，(2.3.3)式內的矩陣大小、 ( )
n

e r 與係數

矩陣 ,

mn
b  都已經被決定了，如(2.3.4)式。所以直接把本小節所推

導出的(3.2.1)式~(3.2.3)式與(3.2.7)式~(3.2.9)式帶入(2.3.4)式，可

以得到(3.2.10)式。 

 

 
圖 3.2.2 三維均勻格點示意圖 
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2 2 2

2 2 2

2 2 2

1, , , , 1, ,

, ,

ˆ( / ; ) ( )

2
~ ( , , )

( )

x y z x y z x y z

x y z x y z

xx yy zz
c

xy yz xz

n n n n n n n n nxx
c n n n n n n

H p r e r b b b
x y z

b b b
x y y z x z

e x y z b
x

  
 

  

  


 

       
                     

       
                      

 
 

 2

, 1, , , , 1,

2

, , 1 , , , , 1

2

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

, 1, 1

2

( )

2

( )

4

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z x y z

x y z

n n n n n n n n nyy

n n n n n n n n nzz

n n n n n n n n n n n nxy

n n nyz

b
y

b
z

b
x y

b

  

  

   



 

 

       

 

 
 
 
 

  
  

  

  
  

  

   
  

   


, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1

1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1

4

4

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z x y z

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n nxz

y z

b
x z

  

   

     

       

   
 
   

   
  

   

   (3.2.10) 

其中， ( , , ) ( , , )
x y z x y z

c

c n n n QD n n ne x y z V x y z ， xxb 、 yyb 、 zzb 、 xyb 、 yzb 、

xzb 為1 1 的矩陣，它們的值與(2.2.11)式、(2.2.12)式、(2.2.13)式、

(2.2.14)式相同。由(3.2.10)式可知，當決定好了使用泰勒展開式

去近似二階微分的型式之後，我們選取空間中的任一點(
, ,x y zn n n

 )，

便可以使用空間鄰近的格點去描述我們的微分方程式。所以我們

以二階微分展開的係數與鄰近格點資訊的關係整理成一個表格，

如表(3.2.1)。以
2

2

xxb
x

 
  

 
項展開為例子，其使用泰勒展開的二階
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微分展開為
1, , , , 1, ,

2

2

( )

x y z x y z x y zn n n n n n n n nxxb
x

  
 

  
  

 
。所以由表格的第一

行可以看到，根據其對應的鄰近格點為
1, ,x y zn n n




、
, ,x y zn n n

 、
1, ,x y zn n n




，

把這些鄰近格點相關的係數填入至表格之中，如圖(3.2.3)。以此

類推對其他二階微分也是使用相同的作法填入至表格中。 

 

表 3.2.1 係數矩陣與有限差分項對照表 

H   

2

2

xxb
x





 

2

2

yyb
y





 

2

2

zzb
z





 

2
xyb

x y




 
 

2
yzb

y z




 
 

2
xzb

x z




 
 ( )ce r   

1, ,x y zn n n 
 

 
2

xxb

x



 0 0 0 0 0 0 

1, ,x y zn n n 
 

 
2

xxb

x



 0 0 0 0 0 0 

, 1,x y zn n n 
 0 

 
2

yyb

y



 0 0 0 0 0 

 
圖 3.2.3 製作表(3.2.1)示意圖 
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, 1,x y zn n n 

 

0 

 
2

yyb

y



 0 0 

0 0 0 

, , 1x y zn n n 

 

0 0 

 
2

zzb

z



 0 

0 0 0 

, , 1x y zn n n 

 

0 0 

 
2

zzb

z



 0 

0 0 0 

, ,x y zn n n
  

2

2 xxb

x





 

 
2

2 yyb

y





 

 
2

2 zzb

z





 0 

0 0 
( , , )

x y zQD n n nV x y z

 

1, 1,x y zn n n  
 

0 0 0 
4

xyb

x y


 
 

0 0 0 

1, 1,x y zn n n  
 

0 0 0 
4

xyb

x y


 
 

0 0 0 

1, 1,x y zn n n  
 

0 0 0 
4

xyb

x y


 
 

0 0 0 

1, 1,x y zn n n  
 

0 0 0 
4

xyb

x y


 
 

0 0 0 

, 1, 1x y zn n n  
 

0 0 0 0 
4

yzb

y z


 
 

0 0 

, 1, 1x y zn n n  
 

0 0 0 0 
4

yzb

y z


 
 

0 0 

, 1, 1x y zn n n  
 

0 0 0 0 
4

yzb

y z


 
 

0 0 

, 1, 1x y zn n n  
 

0 0 0 0 
4

yzb

y z


 
 

0 0 

1, , 1x y zn n n  
 

0 0 0 0 
0 4

xzb

x z


 
 

0 

1, , 1x y zn n n  
 

0 0 0 0 
0 4

xzb

x z


 
 

0 

1, , 1x y zn n n  
 

0 0 0 0 
0 4

xzb

x z


 
 

0 

, 1, 1x y zn n n  
 

0 0 0 0 
0 4

xzb

x z


 
 

0 

所以當我們把係數與表格同一列的格點相乘之後便可以還原到

原始的(3.2.10)式。接著要轉換成矩陣的型式時，也是利用表
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(3.2.1)。這邊的作法是先把表格內相同格點(同一列)因為不同的

二階微分所產生的係數先相加，再乘上表格中同一列的格點位置

資訊，最後再全部加總起來便可以得到當對空間中任一個格點使

用有限差分法展開的微分方程式。接著對空間中每一個格點作展

開便可以得到每個格點相關的微分方程式。最後收集所有微分方

程式便可以得到矩陣。這樣製作表(3.2.1)的好處在於，在程式的

編寫上是較為方便的，透過表格可以立刻得知使用鄰近格點展開

Hamiltonian 後的資訊。而且程式在創造矩陣時，因為已經事先

得知鄰近格點的資訊，不必在建立矩陣時再去作運算，也提高了

一部分的效率。 

最後根據空間中任一個格點將(3.2.10)式與表(3.2.1)展開成

矩陣型式通式，所以單能帶模型的 ( , , )( ', ', ')nx ny nz nx ny nzH 為(3.2.11)式。 
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我們考慮當 Nx=Ny=Nz=2 的時候，將(3.2.11)式轉換實際矩陣的形

式，如(3.2.12)式。 

2

2

2

( , , )( ', ', ') 2

2

2

' 1, ' , '
( )

' 1, ' , '
( )

' , ' 1, '
( )

' , ' 1, '
( )

' , ' , ' 1
( )

' , '
( )

x y z x y z

xx

x x y y z z

xx

x x y y z z

yy

x x y y z z

yy

x x y y z zn n n n n n

zz

x x y y z z

zz

x x y

b
n n n n n n

x

b
n n n n n n

x

b
n n n n n n

y

b
n n n n n nH

y

b
n n n n n n

z

b
n n n

z


   




   




   




   




   




 



2 2 2

, ' 1

2 2 2
( , , ) ' , ' , '

( ) ( ) ( ) x y z

y z z

xx yy zz
c

QD n n n x x y y z z

n n n

b b b
V x y z n n n n n n

x y z


















  


          
    

 

(3.2.11) 

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

0,0,0 0,0,1 0,0,2 0,1,0 0,1,1 0,1,2 0,2,0 0,2,1 0,2,2 2,2,2

0,0,0 0 0 0 0 0 0
( ) ( )

0,0,1 0 0 0 0 0
( ) ( ) ( )

0,0,2 0 0 0 0 0 0
( ) ( )

0,1,0 0 0 0 0 0
( ) ( ) ( )

0,1,1 0
(

zz yy

zz zz yy

zz yy

yy zz yy

yy

b b
A

z y

b b b
A

z z y

b b
A

z y

b b b
A

y z y

b

y

 

 

  

  

 

 

  

  



 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

0 0 0
) ( ) ( ) ( )

0,1,2 0 0 0 0 0
( ) ( ) ( )

0,2,0 0 0 0 0 0 0
( ) ( )

0,2,1 0 0 0 0 0
( ) ( ) ( )

0,2,2 0 0 0 0 0 0
( ) ( )

2,2,2

zz zz yy

yy zz yy

yy zz

yy zz zz

yy zz

b b b
A

z z y

b b b
A

y z y

b b
A

y z

b b b
A

y z z

b b
A

y z

  

  

  

  

 

 

  

  

 

 

 

(3.2.12) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, ,x y zn n n

', ', 'x y zn n n
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其中
2 2 2

2 2 2
( , , )

( ) ( ) ( ) x y z

xx yy zz
c

QD n n n

b b b
A V x y z

x y z

   
    

   
。最後對角化矩陣

便可得能量E與波函數 。 

現在要改用四能帶模型時，同樣地決定好使用的 Hamiltonian

型式後，此時(2.3.3)式內的矩陣大小、 ( )
n

e r 與係數矩陣 ,

mn
b  一樣

也被決定了。依照剛剛單能帶模型的步驟，同樣的可以寫下近似

後的(3.2.13) 式。 

2 2 2

, 2 2 2

2 2 2

1, , , ,

, ,

ˆ( / ; ) ( )

2
~ ( )

x y z x y z

x y z

xx yy zz
m n n mn mn mn mn

xy yz xz
mn mn mn

n n n n n nxx
n mn n n n mn

H p r e r b b b
x y z

b b b
x y y z x z

e r b

  
  

  

  
 



       
                     

       
                      

 
 

1, ,

2

, 1, , , , 1,

2

, , 1 , , , , 1

2

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

( )

2

( )

2

( )

4

x y z

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z x y z
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此時 , 1, 2, 3, 4m n  ，
1 2 3 4
( ) ( ) ( ) ( ) ( )v

QD
e r e r e r e r V r    ， xx

mnb 、 yy

mnb 、

zz

mnb 、 xy

mnb 、 yz

mnb 、 xz

mnb 為4 4 的矩陣，它們的值分別為(3.2.14)式

~(3.2.19)式。 

整理(3.2.12)式後，可以得到與表(3.2.1)一樣的格式。但是差別在

於係數矩陣 ,

mn
b  上。接著根據定義的格點將(3.2.13)式展開成矩陣
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型式，四能帶模型的 ( , , , )( , ', ', ')x y z x y zm n n n n n n nH 為(3.2.20)式。 

所以由上面兩個例子可以發現，只要決定好有限差分法展開之後

的格點，根據格點所搭配的係數矩陣，便可以很容易產生有限差

分法展開的 Hamiltonian。所以要使用六能帶模型的 Hamiltonian
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作計算，便只需要替換(3.2.19)式中的係數矩陣 ,

mn
b  即可。 

3.3 有限差分法的收斂與驗證 

使用有限差分法作計算要如何逼近到準確的值是很重要的。

在本章的第一節有提到我們使用有限差分法的誤差來源是來自

大於 2( )x 高次方項，因此只要將 x 的值縮小，便可以得到更精

確的值。所以在計算上我們會提高格點的數量來求解。但是，受

限於計算所使用的機器與程式，提高格點的數量會增加記憶體的

使用。因此並不能無限制的提高格點數量，而且當使用很大量的

格點求解時也會增加運算的時間。圖(3.3.1)表示使用有限差分法

計算六能帶模型，我們所採用的量子點材料為 InAs/GaAs，參數

列於附錄 A，其形狀為截角金字塔，其底部長度及寬度為 12nm、

高度 5nm。測詴格點與記憶體大小及計算時間的關係。在測詴時

電腦的 CPU：2.27GHz、記憶體大小 70GB 與 Linux 作業系統，

在編譯程式是使用 intel fortran compiler。 
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圖(3.3.2)與圖(3.3.1)的所計算的量子點相同，圖(3.3.2)則表示有限

差分法所展開六能帶模型的矩陣中非零項與記憶體大小及計算

時間的關係。 

而我們知道當格點的數量越高，便可以得到更精確的值。但是由

圖(3.3.1)與圖(3.3.2)可以發現，當提高格點的數量時，時間及記

憶體的需求也越來越大。所以在選取合適的格點數量，達到有效

(a)

 

(b)

 
圖3.3.1 (a)x方向格點與程式所使用記憶體大小關係(b)x方向格點與程式所需時

間大小關係。這裡取的計算範圍 x、y、z 方向皆為 30nm；x、y、z 方

向格點相同(Nx=Ny=Nz)。 

(a)

 

(b)

 
圖 3.3.2 (a)矩陣中非零項與程式所使用記憶體大小關係。(b)矩陣中非零項與程

式所需時間大小關係。 
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率且精確的計算變成為使用上的關鍵。接下來我們對能量做收斂

的比較，看格點的數量要到多大，計算出來的結果才能夠達到我

們可以接受的範圍。我們選取兩個大小不同的量子點作比較，其

底部大小相同，但高度不一樣的情況。圖(3.3.3)表示不同高度的

量子點的大小，與能量及誤差的關係圖。在這裡使用的誤差百分

比公式為 100

; 100

100%Nx Nx

ground state Nx

E E
error

E






  。 

(a)

 

(b)

 
(c)

 

(d)

 
圖 3.3.3 (a)、(b)x 方向格點與量子點價電帶的能階關係，(c)、(d) x 方向格點與

量子點價電帶的能階誤差百分比。 

量子點底部長、寬皆為 12nm。(a)與(c)圖量子點高度為 5nm。(b)與(d)

圖量子點高度為 2nm。x、y、z 方向格點相同(Nx=Ny=Nz)。 
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由圖(3.3.3)可以看到選擇相同格點數量的時候，高度較小的量子

點的收斂性是比較差的。這是因為當高度變小的時候，在量子點

內部的格點數量也變少了，使得格點沒有辦法很完整的描述位能、

波函數及量子點的形狀，因此沒辦法達到收斂的值，如圖(3.3.4)

與圖(3.3.5a)與圖(3.3.5b)。所以要達到收斂的結果，關鍵就在於

量子點內部存在多少的格點數量，是否可以完整的描述位能及量

子點的形狀，如圖(3.3.5c)與圖(3.3.5d)。 

 

  

(a)

 

(b) 

 
圖 3.3.4 (a)、(b)z 方向的位能圖。圖上的點為實際格點的位置，量子點底部長、

寬皆為 12nm。(a)圖量子點高度為 5nm。(b)圖量子點高度為 2nm。 

40Nz  40Nz 
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接下來對計算量子點電子結構的程式作驗證。由於矩陣非常

的龐大，所以我們取矩陣中四能帶的部分出來先作比較。文獻[15]

中所模擬的量子點形狀為圓盤型(disk)，半徑為 30nm，高度為

12nm。文獻內的計算是考慮外加磁場與能量之間的關係，由於

目前我們不考慮磁場的作用，所以我們比較的部分就是在磁場為

零的能階，如圖(3.3.6)所示。 

(a)

 

(b)

 
(c)

 

(d)

 
圖 3.3.5 z 方向的波函數分佈。圖上的點為實際格點的位置，量子點底部長、寬

皆為 12nm。(a)、(c)圖量子點高度為 5nm。(b)、(d)圖量子點高度為 2nm。 

40Nz 40Nz 

70Nz 70Nz 
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由圖(3.3.6)可知，四能帶模型的計算結果與文獻的比較相當的接

近，所以我們的程式是可信任的。再接下來對六能帶模型的程式

所計算的結果與文獻[16]作比較。文獻中模擬為雙量子點，隨距

離的改變與能量之間變化的關係，量子點形狀為圓盤型(disk)，

半徑為 10nm，高度為 2nm。目前六能帶的程式模擬是考慮單一

個量子點，但是文獻是考慮雙量子點的情況。當雙量子點距離很

遠的時，可以視為單一量子點的計算，所以在與文獻比較，我們

就選用文獻中距離較遠的結果來作比較，如圖(3.3.7)。 

 
圖 3.3.6 四能帶模型的程式與文獻[15]的比較結果。其中左圖的部分是使用程

式計算能量的結果，而右圖是文獻的結果。 

60nm

12nm
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由圖(3.3.7)可知，六能帶模型的計算結果與文獻的比較相當的接

近，所以我們六能帶模型的程式是可信任的。 

  

 
圖 3.3.7 六能帶模型與四能帶模型的程式與文獻[16]的比較結果。其中右邊的

部分是使用程式計算能量的結果，而左邊部分是文獻的結果。 

20nm

2nm
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第四章 量子點電子結構 

本章主要是計算的結果，模擬的量子點形狀為截角金字塔形

狀，材料參數列在附錄 A。先列出導電帶與價電帶的能階與波函

數，觀察量子點的大小與電子結構之間的關係。 

根據文獻[17,18,19]，目前成長量子點的方式，量子點可以分

為沒有應變效應的量子點與有應變效應的量子點。 

4.1 hierarchical 量子點的電子結構與波函數 

這類型的量子點其材料主要是由 GaAs/AlGaAs 所組成，因

為晶格匹配所以沒有應變效應。根據成長方式的不同，其量子點

的大小也不盡相同，我們分兩種不同成長方式的量子點做討論。 

根據文獻[17]，hierarchical 量子點成長方式是先利用 InAs

及 GaAs 製造出奈米洞(nanohole)，接著先覆蓋一層 Al0.45Ga0.55As

再覆蓋一層 GaAs 組成量子點，如圖(4.1.1)。 

.  

圖 4.1.1 GaAs/Al0.45Ga0.55As 量子點的示意圖。 
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我們根據文獻的量測，如表(4.1.1)。先使用與它接近的量子

點形狀參數作分析。 

表 4.1.1 文獻[17]中量測的量子點的大小 

 高度 h(nm) 底部長 bx(nm) 底部寬 by(nm) 
y

x

b

b
   

QD#1 5 74 63 0.85 

QD#2 7 74 55 0.74 

QD#3 10 75 50 0.67 

QD#4 15 74 50 0.68 

其中定義不對稱性的符號為
y

x

b

b
  ； 1  則表示對稱。 

挑選 QD#2 的量子點大小作計算。材料為 GaAs/Al0.45Ga0.55As，

材料參數請參考附錄 A 的表(A.2)。圖(4.1.2)為計算時，改變不同

格點，程式的收斂情形。誤差公式 80

; 80

100%Nx Nx

ground state Nx

E E
error

E






  。 

 
圖 4.1.2 GaAs/Al0.45Ga0.55As 量子點的價電帶能階收斂情形。左圖為能階與格點的關係；右

圖是誤差百分比。量子點底部長度 74nm，底部寬度 55nm，高度 7nm。格點的部

分(Nx=Ny=Nz)。 
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由圖(4.1.3)與圖(4.1.4)可以看到，經由程式所計算出來導電帶與

價電帶的能階。 

 

在導電帶部分基態能階的能量約 65meV 左右，而價電帶部分的

基態的能量是 15meV 左右，每個能階都是兩重簡併。導電帶量

化的大小為 5meV、價電帶量化為 1.5meV。量化的定義為第一激

 
圖 4.1.3 GaAs/Al0.45Ga0.55As 量子點的導電帶能階。左圖為位能與能階；右圖是把能階部分放大來

看的結果。量子點底部長度 74nm，底部寬度 55nm，高度 7nm。 

 
圖 4.1.4 GaAs/Al0.45Ga0.55As 量子點的價電帶能階。左圖為位能與能階；右圖是把能階部分放大來

看的結果。量子點底部長度 74nm，底部寬度 55nm，高度 7nm。 
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發與基態的能量差值。圖(4.1.5)與圖(4.1.6)分別為導電帶與價電

帶基態能量的波函數。 
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圖 4.1.5 GaAs/Al0.45Ga0.55As 量子點的導電帶基態波函數。黑線部分為模擬時的

量子點形狀。量子點底部長度 74nm，底部寬度 55nm，高度 7nm。 

 

 
圖 4.1.6 GaAs/Al0.45Ga0.55As 量子點的價電帶基態波函數。黑線部分為模擬時的量子點形狀。

量子點底部長度 74nm，底部寬度 55nm，高度 7nm。 

XY 平面 

XZ 平面 

h=7nm 

Z=0 

Y=0 

Z=0 

Y=0 

ground  state 

ground  state 
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圖 4.1.7 GaAs/Al0.45Ga0.55As 量子點的導電帶第一激發態波函數。 

 

 
圖 4.1.8 GaAs/Al0.45Ga0.55As 量子點的價電帶第一激發態波函數。 

XY 平面 

XZ 平面 

h=7nm 

Z=0 

Y=0 

Z=0 

Y=0 

1st excited state 

1st excited state 
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由圖(4.1.5)可以發現，基態能量的波函數在空間中的分布是類似

一顆球的形狀，這和氫原子模型或是無限深位能井中基態能量的

波函數分布是一樣的。在圖(4.1.7)中，第一激發態的波函數分佈

與無限深位能井的第一激發態的波函數分佈類似，在量子點的長

軸(x 方向)的波函數變成反對稱的分佈。 

然而價電帶的波函數就比較特別，如圖(4.1.6)與圖(4.1.8)。由圖

(4.1.6)可以看到價電帶基態波函數中成分最多的是重電洞(在 z

方向角動量為 3/2)，接著輕電洞的成分其次。那輕電洞部分的波

函數分布是反對稱的形式。我們先從(4.1.1)式開始，這是我們計

算量子點使用的 Hamiltonian。而主對角線對應的就是重點洞與

輕電洞的元素，而非對角線R、S 項則是有關輕、重電洞耦合的

項。 
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S i
m x z y z


   

  
               

 (4.1.5) 

假設當沒有任何耦合效應的時候，重電洞基態的波函數分布是類

似原子軌域的 s 軌域。當加入耦合效應後，可以由(4.1.1)式中看

出重電洞與輕電洞是透過R、S 項耦合的。根據(4.1.1)式、(4.1.4)

式與(4.1.5)式，由矩陣可知影響重電洞透過S 項耦合到輕電洞

(
1

2
zj  )。由圖(4.1.6)中在 xy 平面與 xz 平面上會看到原本對稱的

重電洞波函數經過S 項中
2

x z



 
的作用後輕電洞(

1

2
zj  )的實部的波

函數在 x 方向與 z 方向變成反對稱的情形。同理，輕電洞(
1

2
zj  )

的虛部的波函數，在對稱的重電洞波函數經過S 項中
2

y z



 
的作用

後，在 y 方向與 z 方向變成反對稱的情形。而影響重電洞耦合到

輕電洞(
1

2
zj   )的項為R項，所以在 xy 平面上會看到原本對稱的

重電洞波函數經過R項中
2

x y



 
的作用後變成類似原子軌域中 d 軌

域的情形。 

如果要作不考慮重電洞與輕電洞的計算是把(4.1.1)式中，會

使重電洞與輕電洞耦合的R、S 項設為零，如(4.1.6)式。 



54 

 

4 4

0 0 0

0 0 0
ˆ( / ; ) ( )

0 0 0

0 0 0

QD

P Q

P Q
H p r V r I

P Q

P Q



 
 


    
 
 

 

 (4.1.6) 

這樣做的好處在於，當考慮重電洞與輕電洞耦合的情況時非常的

複雜，並不容易於理解。可是當不考慮輕、重電洞耦合時，由(4.1.6)

式可以發現，只不過是解四個類似單能帶模型的 Hamiltonian。

由於單能帶模型較容易分析與理解，因此便可以透過這種方式去

了解考慮輕、重電洞耦合前後的差異了。這裡我們使用相同的參

數，計算不考慮輕、重電洞耦合的價電帶電子結構。 

這裡定義一個符號為 lh ， lh 為在不考慮耦合項的計算下，重電

洞與輕電洞的基態能量的差值。由圖(4.1.6)可以看到， lh 約

30meV。這個 lh 值遠比量化(1.5meV)的值大的許多，表示輕電洞

矩離重電洞很遠，所以在基態波函數中輕電洞的成分很少。 

 
圖 4.1.9 不考慮輕、重電洞耦合下，GaAs/Al0.45Ga0.55As 量子點的價電帶能階。左圖為位能與能階；

右圖是把能階部分放大來看的結果。量子點底部長度 74nm，底部寬度 55nm，高度 7nm。 

,no R S term

30lh meV 
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4.2 droplet epitaxy 量子點的電子結構與波函數 

不同於前面量子點的成長方式，根據文獻[18]，它是以 droplet 

epitaxy 方式成長。這個成長方式是將 GaAs 以類似水滴狀的晶種

在基板(Al0.35Ga0.65As)上開始磊晶，形成一個類似二維高斯函數分

佈的形狀，如圖(4.2.1)。接著根據退火的溫度，形成對稱性與高

度不相同的量子點。 

根據文獻[18]所量測的量子點，定出模擬時所使用量子點的大小

參數，而模擬的形狀為截角金字塔。 

表 4.2.1 根據文獻[18]所估計的量子點大小 

 高度 h(nm) 底部長 bx(nm) 底部寬 by(nm) 
y

x

b

b
   

QD#I 11.1 45.4 37.6 0.828 

QD#II 7.5 52.5 36.5 0.655 

QD#III 4.6 64.0 32.6 0.509 

QD#IV 1.5 111.75 33.2 0.297 

 
圖 4.2.1 文獻[18]中所觀測的量子點形狀。 
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可以看到與同樣都是沒有應變效應的量子點，因為生長方式的不

同，量子點之間產生的差異也很大。使用奈米洞成長的量子點高

度越高不對稱性也越大，而使用 droplet epitaxy 成長的量子點則

是高度越高不對稱性越小。下面就來實際模擬量子點的電子結構，

其材料為 GaAs/Al0.35Ga0.65As，參數列於附錄 A 的表(A.3)。我們

選擇的量子點大小參數為表(4.2.1)的 QD#II。圖(4.2.2)為程式的

收斂情形，改變量子點格點與能量及誤差關係圖。誤差公式

80

; 80

100%Nx Nx

ground state Nx

E E
error

E






  。 

 

  

 
圖 4.2.2 GaAs/Al0.35Ga0.65As 量子點的價電帶能階收斂情形。左圖為能階與格點的關係；右

圖是誤差百分比。量子點底部長度 74nm，底部寬度 55nm，高度 7nm。格點的部

分(Nx=Ny=Nz)。 
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在導電帶部分基態能階的能量約 60meV 左右，而價電帶部分的

基態的能量是 15meV 左右，每個能階都是兩重簡併。導電帶的

量化為 10meV，價電帶的量化為 3meV。 

圖(4.2.4)~圖(4.2.7)分別為導電帶與價電帶基態能量的波函

數與第一激發態波函數。 

 
圖 4.2.3 GaAs/Al0.35Ga0.65As 量子點的導電帶能階。左圖為位能與能階；右圖是把能階部分放大來

看的結果。量子點底部長度 74nm，底部寬度 55nm，高度 7nm。 

 
圖 4.2.4 GaAs/Al0.35Ga0.65As 量子點的價電帶能階。左圖為位能與能階；右圖是把能階部分放大來

看的結果。量子點底部長度 74nm，底部寬度 55nm，高度 7nm。 
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圖 4.2.5 GaAs/Al0.35Ga0.65As 量子點的導電帶基態波函數。黑線部分為模擬時的

量子點形狀。量子點底部長度 52.5nm，底部寬度 36.5nm，高度 7.5nm。 

 

 
圖 4.2.6 GaAs/Al0.35Ga0.65As 量子點的價電帶基態波函數。黑線部分為模擬時的量子點

形狀。量子點底部長度 52.5nm，底部寬度 36.5nm，高度 7.5nm。 

XY 平面 

XZ 平面 

QD#II 

Z=0 

Y=0 

Z=0 

Y=0 

QD#II 

h=7.5nm 

ground state 

ground state 
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圖 4.2.7 GaAs/Al0.35Ga0.65As 量子點的導電帶第一激發態波函數。 

 

 
圖 4.2.8 GaAs/Al0.35Ga0.65As 量子點的價電帶第一激發態波函數。 

XY 平面 

XZ 平面 

QD#II 

Z=0 

Y=0 
h=7.5nm 

1st excited state 

Z=0 

Y=0 

QD#II 
1st excited state 
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在這裡波函數的分布情形與上一節的結果相同，就不再重複敘述。

同樣地，計算不考慮輕、重電洞耦合下的價電帶電子結構。 

由圖(4.2.6)可以看到，在不考慮耦合項的計算下，重電洞與輕電

洞的基態能量相差約 25meV。與量子點的 QD#2 比較起來，在重

電洞與輕電洞的基態能量的差值要稍為小一些。而與量化程度的

大小 3meV 比起來，雖然還是大於它。但是，沒有上一節所計算

量子點的差距來的多，所以在基態波函數中輕電洞的成分比上一

節計算量子點來的多一些。 

  

 
圖 4.2.9 不考慮輕、重電洞耦合下，GaAs/Al0.35Ga0.65As 量子點的價電帶能階。左圖為位能與能階；

右圖是把能階部分放大來看的結果。量子點底部長度 52.5nm，底部寬度 36.5nm，高度

7.5nm。 

,no R S term

25lh meV 
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表 4.2.2 hierarchical 量子點與 droplet epitaxy 量子點計算結果比較 

 
  

 hierarchical 量子點 droplet epitaxy 量子點 

成分 GaAs/Al0.45Ga0.55As GaAs/Al0.35Ga0.65As 

量子點大小 

bx=74nm 

by=55nm 

h=7nm 

bx=52.5nm 

by=36.5nm 

h=7.5nm 

導電帶量化 5meV 10meV 

價電帶量化 1.5meV 3meV 

lh  30meV 25meV 
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4.3 InAs/GaAs 量子點的電子結構與波函數 

InAs/GaAs 量子點的成長方式，是由於兩種材料的晶格常數

不匹配。因此晶格常數大的材料晶格常數會被縮小，晶格常數小

的材料晶格常數會被拉大，因此在計算上必頇要考慮應變的效應。

這類型的量子點大小通常沒有很大，底部大小約 10nm~25nm 之

間。高度介於 1nm~10nm 左右。而底部大小的對稱性通常都比較

對稱，不像 hierarchical 量子點與 droplet epitaxy 量子點在幾何不

對稱性上有很大的差異。 

那在計算上模擬量子點的形狀為截角金字塔，材料參數列於

附錄 A 的表(A.1)。採取量子點大小底部長度為 20nm，底部寬度

18nm，高度 5nm。 
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導電帶能量的量化大約是 70meV 左右，在價電帶的能量量化大

約 20meV 左右。 

圖(4.3.3)與圖(4.3.4)分別為導電帶與價電帶基態能量的波函

數。圖(4.3.5)與圖(4.3.6)則分別為導電帶與價電帶第一激發能量

的波函數。 

 

 
圖 4.3.1 InAs/GaAs 量子點的導電帶能階。左圖為位能與能階，虛線是沒有考慮應力的位能，實

線是考慮應力的等效位能；右圖是把能階部分放大來看的結果。量子點底部長度 20nm，

底部寬度 18nm，高度 5nm。 

 
圖 4.3.2 InAs/GaAs 量子點的價電帶能階。上方的圖為位能與能階，虛線是沒有考慮應力的位能，

實線是考慮應力的等效位能；下方的圖是把能階部分放大來看的結果。量子點底部長度

20nm，底部寬度 18nm，高度 5nm。 

c

effV

c

QDV

LH

effV

HH

effV

v

QDV
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圖 4.3.3 InAs/GaAs 量子點的導電帶基態波函數。黑線部分為模擬時的量子點形

狀。量子點底部長為 20nm，底部寬為 18nm，量子點高度為 5nm。 

XY 平面 

XZ 平面 

h=5nm 

Z=0 

Y=0 
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圖 4.3.4 InAs/GaAs 量子點的價電帶基態波函數。黑線部分為模擬時的量子點形

狀。量子點底部長為 20nm，底部寬為 18nm，量子點高度為 5nm。 

Z=0 

Y=0 



66 

 

 

  

 

 
圖 4.3.5 InAs/GaAs 量子點的導電帶第一激發態波函數。黑線部分為模擬時的量

子點形狀。量子點底部長為 20nm，底部寬為 18nm，量子點高度為 5nm。 

XY 平面 

XZ 平面 

h=5nm 

Z=0 

Y=0 
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圖 4.3.6 InAs/GaAs 量子點的價電帶第一激發態波函數。黑線部分為模擬時的量

子點形狀。量子點底部長為 20nm，底部寬為 18nm，量子點高度為 5nm。 

Y=0 

Z=0 
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波函數的分佈情形與前兩節討論的 hierarchical 量子點與 droplet 

epitaxy 量子點波函數分佈類似。但是在價電帶基態波函數部分，

計算時考慮的是六能帶模型，所以多了 split-off band。那根據

(2.2.3)式，可以看到重電洞(
3

2
zj  )與 split-off band(

1

2
zj  )是透過S

項耦合的，所以波函數分佈會與同樣透過S 項耦合的輕電洞

(
1

2
zj  )類似。同理 split-off band(

1

2
zj   )的波函數分佈也會與輕電

洞(
1

2
zj   )類似。波函數的輕電洞成分比 hierarchical 量子點與

droplet epitaxy 量子點來的高。 

接著，計算不考慮輕、重電洞耦合的價電帶電子結構。如圖

(4.3.7)。 

當不考慮耦合的情形時，重電洞與輕電洞基態能階的差值

150lh meV  。這個差值遠比前兩節的量子點大了許多，這裡詴

 
圖 4.3.7 不考慮輕、重電洞耦合下，InAs/GaAs 量子點的價電帶能階。左圖為位能與能階，粗線

是考慮應力的等效位能；右圖是把能階部分放大來看的結果。量子點底部長度 20nm，底

部寬度 18nm，高度 5nm。 

,no R S term

150lh meV LH

effV

HH

effV
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著作不考慮應變下的計算。在沒有重電洞與輕電洞耦合時，沒有

應變效應的價電帶能階。 

此時，重電洞與輕電洞基態能階的差值 70lh meV  ，當加入應

變後造成了位能的改變，使得重電洞與輕電洞分別感受到不同的

位能，由圖(4.3.2)可知，重電洞所感受得位能 HH

effV 與輕電洞所感

受的位能 LH

effV 之間差異。所以加入應變後使得重電洞與輕電洞的

能量差更大。 

  

 
圖 4.3.8 不考慮輕、重電洞耦合與應變效應下，InAs/GaAs 量子點的價電帶能階。左圖為位能與

能階；右圖是把能階部分放大來看的結果。量子點底部長度 20nm，底部寬度 18nm，高

度 5nm。 

,no R S term

70lh meV 

v

QDV
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在這裡把 4.1 節到 4.3 節的量子點做個整理比較。如表(4.3.1)。 

表 4.3.1 hierarchical 量子點、droplet epitaxy 量子點與 InAs/GaAs 量子點計算結果比較 

 hierarchical 量子點 droplet epitaxy 量子點 InAs/GaAs 量子點 

成分 GaAs/Al0.45Ga0.55As GaAs/Al0.35Ga0.65As InAs/GaAs 

量子點大小(nm) 

bx=74 

by=55 

h=7 

bx=52.5 

by=36.5 

h=7.5 

bx=20 

by=18 

h=5 

導電帶能量量化 5 meV 10 meV 70 meV 

價電帶能量量化 1.5 meV 3 meV 25 meV 

lh  30 meV 25 meV 150 meV 

 
 

  



71 

 

第五章 結論 

本篇論文我們使用  k p 理論並搭配波包近似法，去計算量

子點的電子結構。在數值方法利用有限差分法展開成矩陣。接著，

我們使用 fortran 的程式語言撰寫程式，並使用 ARPACK[20]對角

化矩陣，最後求得能量與波函數。 

對於有限差分法的使用也作了一些討論，我們可以從一階微

分的形式推導二階交叉項的微分，甚至可以推廣到更高次項的微

分。在使用上我們的電腦為 CPU：2.27GHz、記憶體大小 70GB

與 Linux 作業系統，編譯程式則是使用 intel fortran compiler。在

使用三維均勻格點的計算時，在單一維度的格點至少需要 70 個

格點以上才能對基態的計算達到收斂性較好的結果，而計算的時

間大約 15 個小時，記憶體的使用量約 14GB 左右。在使用上的

限制，我們發現在量子點高度 2nm 以下時收斂性會比較差，這

與我們使用均勻格點描述位能及波函數有關。當量子點某一方向

長度縮小時，會使得用來描述量子點形狀的格點減少，因此失真

的情況會表現在位能與波函數上所以造成不收斂的結果。 

在論文的工作上，我們建立了一個用來計算量子點電子結構

的程式，並且我們與文獻[15,16]作比較與驗證。而這個程式是可
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以拿來模擬實驗上觀測到的量子點。實際應用於以下三種量子點：

1.hierarchical量子點 2.droplet epitaxy量子點 3.InAs/GaAs自組式

量子點。在三種量子點中以hierarchical量子點的高度以及長度都

是最大，其導電帶的能階量化約5meV，價電帶能階量化約1.5meV。

droplet epitaxy量子點，高度與hierarchical量子點接近，但是長度

略小一點，在能量上導電帶的能階量化約10meV，價電帶能階量

化約3meV。InAs/GaAs自組式量子點，高度與長度都小於其他兩

種量子點，所以在能階量化都比較大。導電帶能階量化約70meV，

價電帶能階量化約25meV。 

而在程式的使用上，當決定好格點、材料參數、量子點形狀、

應變與 Hamiltonian 後，便可以計算出量子點的電子結構。所以

在程式上也把這部分給模組化，譬如當要改變量子點形狀時，只

需要把特徵函數給替換掉；當 Hamiltonian 的形式改變時，可以

使用第三章(3.2.12)式~(3.2.18)式的做法，整理出係數矩陣，最後

替換掉程式內的係數矩陣即可。因此，在程式的可讀性與擴充性

也提高了。 

在論文中仍有許多的效應並沒有被考慮，例如電子與電洞間

的庫侖作用力，外加電場與磁場，自旋軌道耦合(spin-orbit 
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coupling)等。這些效應均會改變量子點電子結構。而在導電帶與

價電帶部分是分開來計算，若要更加精確可以使用八能帶的理論

作計算。而在數值方法的改善上，我們是使用均勻格點的有限差

分法。而使用上還是有一些的限制，要達到非常理想的收斂結果

時必頇要使用龐大的記憶體與時間。在文獻[23,24]上有使用非均

勻格點的有限差分法，應該可以提高程式的效率。 
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附錄 A、材料參數 

表 A.1 InAs/GaAs 材料參數[8,14] 

Quantity  Unit InAs GaAs 

Lattice constant a  nm 0.6055 0.565 

Energy gap gE  eV 0.413 1.518 

CB edge cE  eV -6.207 -5.289 

VB edge vE  eV -6.620 -6.807 

Spin-orbit coupling energy 0  eV 0.38 0.34 

CB effective mass *m  0m  0.05 0.0665 

Luttinger parameter 1   19.7 6.85 

Luttinger parameter 2   8.4 2.1 

Luttinger parameter 3   9.3 2.9 

CB hydrostatic def. pot ca  eV -5.08 -8.013 

VB hydrostatic def. pot va  eV 1.00 1.16 

VB shear def. pot. [100] b  eV -1.8 -1.824 

VB shear def. pot. [111] d  eV -3.6 -5.062 

Elastic compliance 11C  GPa 83.3 118.8 

Elastic compliance 12C  GPa 45.3 53.8 

Elastic compliance 44C  GPa 39.6 59.4 

0m 為自由電子的質量。  
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表 A.2 GaAs/Al0.45Ga0.55As 材料參數[8,21] 

Quantity  Unit GaAs Al0.45Ga0.55As 

Lattice constant a  nm 0.565 0.565 

Energy gap gE  eV 1.518 2.140 

CB edge cE  eV -5.289 -4.8815 

VB edge vE  eV -6.807 -7.0215 

CB effective mass *m  0m  0.0665 0.1039 

Luttinger parameter 1   6.85  

Luttinger parameter 2   2.1  

Luttinger parameter 3   2.9  

 

表 A.3 GaAs/Al0.35Ga0.65As 材料參數[8,22] 

Quantity  Unit GaAs Al0.35Ga0.65As 

Lattice constant a  nm 0.565 0.565 

Energy gap gE  eV 1.518 2.0224 

CB edge cE  eV -5.289 -4.9872 

VB edge vE  eV -6.807 -7.0082 

CB effective mass *m  0m  0.0665 0.096 

Luttinger parameter 1   6.85  

Luttinger parameter 2   2.1  

Luttinger parameter 3   2.9  

 


