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摘要 

在本論文中使用kp六能帶理論計算InAs/GaAs 自組式量子點在外加電場下的電子結構

與光學性質。首先使用有限差分法計算量子盒、金字塔與截角金字塔形狀量子點內單一

粒子(導電帶的電子與價電帶的電洞)的電子結構。而量子點內外的應變分布則使用有限

元素法Comsol multiphysics®。費米黃金定律與電子結構的計算可得到量子點中激子所產

生的光子偏振。應變的計算發現垂直方向的應變主導重電洞侷限位能，平行方向的應變

則主導輕電洞侷限位能的變化。比較量子盒與截角金字塔的形狀發現金字塔狹窄的上半

部區域為較大的體應變分布(較小的雙軸應變分布)，導致截角金字塔尖端效應越強則輕

重電洞耦合越強。所以較高的截角金字塔量子點，輕電洞成分較多，則導致偏振越大。

此外，外加電場於量子點的成長方向導致基態的輕電洞成分改變。研究結果發現，在較

高的量子點外加電場200 KeV/cm，史塔克效應大約增加偏振5%。 
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ABSTRACT 

This thesis theoretically investigates the electronic structures and optical properties of 

InAs/GaAs self-assembled quantum dots under external electric fields by using six-band 

Luttinger-Kohn kp theory. First, the single-particle (conduction electron or valence hole) 

spectra of box, pyramid, and truncated-pyramid shaped quantum dots are calculated by using 

finite difference method. The strain distributions in and out of dots are computed by using 

finite element software package Comsol multiphysics® . Based on the single particle spectra, 

optical polarization degree of the ground states of an exciton photo-generated in a quantum 

dot is calculated by using Fermi’s golden rule. The strain calculations show that the effective 

confining potential for heavy-hole in a strained dot is governed by out-of-plane strain while 

the one for light-hole by in-plane strain. The theoretical results show that, compared with box 

and truncated-pyramid shaped dots, heavy- and light-hole coupling is significantly increased 

in a pyramid-shaped dot because of larger hydrostatic strain (smaller bi-axial strain) in the 

narrow upper region of the nano-pyramid. With more light-hole component, larger optical 

polarization degree is observed for high pyramid-shped dots. Furthermore, the light-hole 

component in a hole ground state can be significantly changed by applying an external 

electric field along the growth-axis. As a result, it is found that the stark effect could increases 

the polarization degree of a high pyramid dot by 5% by applying an electric field up to 200 

KeV/cm. 
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第一章、導論 

1.1 簡介 

 量子力學發展至今，近年有量子資訊(quantum information)的研究[1] 。傳統的計算

機或數位資訊建構在一個可產生「0」、「1」兩種狀態的實體上，這兩種狀態即為位元。

藉由位元的操作，可達成各種的邏輯運算。量子資訊則是利用量子狀態產生「0」、「1」

兩個位元，而量子位元與古典計算最大的不同在於狀態的疊加性與糾纏態的特性。疊加

性的特性在於量子態經過疊加之後仍然屬於量子態，所以少量的量子位元可產生大量的

量子態。糾纏的性質則使量子態具有不確定性，不可在不影響量子態的情況下測量量子

態，這項性質可使得量子資訊的安全性大為提升，使訊息可加密傳輸。 

1.2  研究動機 

 應用量子資訊的理論，必頇先創造量子位元，而量子點系統可當成人造原子，因此

量子點有幾項特性以利於創造量子位元。(1)小尺度。(2)具有離散的能階。(3)可作為單

光子光源，以上原因便可構成研究量子點的原因。 

 量子點內的電子由導電帶躍遷至價電帶空軌域而發出光子，利用光子為水平或垂直

偏振的特性可當作量子位元，所以藉由研究量子點發出光子偏振的特性，可了解量子點

所發出的光源是否可做為適當的量子位元。量子點中激子的精細結構劈裂導致發出的光

子無法形成糾纏態，在文獻上發現[4] ，利用外加電場消除激子的精細結構劈裂，進而

發出糾纏態的光子對。本論文未討論精細結構劈裂，而先討論史塔克效應對量子點的電
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子結構與光學特性的影響，未來工作將會更深入探討激子的精細結構劈裂。 

 本論文中所討論的皆為自組式量子點，自組式量子點為異質介間的晶格長度不匹配

而產生應變使材料變形突起形成島狀物(圖 1.2.1)。例如 InAs 長在 GaAs 表面上，而 InAs

的晶格常數比 GaAs 小，所以 InAs 變會突起形成量子點。量子點為準零維系統，電子在

量子點內三個維度均被侷限，形成三維的有限深位能井(圖 1.2.2)，所以電子的能量在量

子點內為離散的能階。而量子點的位能主要是受以下三種因素影響，(1)形狀。(2)材料。

(3)應變分布。量子點中導電帶存在著電子，而價電帶幾乎填滿電子但有少量的空軌域。

空軌域的能態可由 k p 多能帶理論計算得知含有輕電洞與重電洞的成分，重電洞的有效

質量較大，所以能量較低，空軌域基態以重電洞為主並混了少量的輕電洞。當空軌域的

能態為百分之百的重電洞時，發出的光子為圓偏振，若是同時含有重電洞與輕電洞，則

發出的光子為橢圓偏振，所以在探討偏振的效應時，輕電洞將是很重要的因素，因此在

本論文中將會探討量子點系統與輕電洞的關係，以及輕電洞如何的影響偏振效應。了解

輕重電洞耦合對光學異向性的影響以及應變效應對輕電洞的改變，在論文的最後將討論

量子點垂直方向外加電場的史塔克效應對光學異向性所造成的改變。 
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圖 1.2.1、量子點的形狀，(a)[110]方向。(b)[110]方向。 

資料來源： J. Ma ŕquez, L. Geelhaar, and K. Jacobi, Appl. Phys. Lett. 78, 2309 (2001).[2]  

 

 

圖 1.2.2、受到應變效應的金字塔形狀量子點位能。(a)底部大小 17nm ，高度 3.57nm。(b)底部大小 17nm ，

高度 8.5nm。 

資料來源：Phys. Rev. B 76, 205324(2007).[3]   
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1.3 章節概要 

 第一章介紹量子點以及實際上的應用。第二章使用 k p 多能帶理論計算量子點電子

結構，以及費米黃金定律(Fermi's Golden Rule)計算量子點的發光強度。第三章討論量子

點的應變效應以及輕重電洞耦合對偏振的影響。第四章是主要的物理結果，討論量子點

的大小與高度變化對偏振的影響，以及史塔克效應下量子點的光學異向性。第五章為總

結與討論，以及未來的發展性。 
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第二章、自組式量子點的電子結構 

2.1、量子點中電子與電洞的電子結構 

在本文章計算量子點的電子結構以 k.p 理論的單能帶模型、四能帶模型與波包近似法

為基礎。價電帶的電子被激發至導電帶形成自由電子，而價電帶則產生電子的空軌域，

其中使用單能帶模型計算電子，六能帶模型計算價電帶中的空軌域。電子與空軌域的波

函數表示成： 
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(2.2.1)為電子的波函數，(2.2.2)為空軌域的波函數。  , z

c

i Sg r 與  , z

v

i Jg r 為波包方程式

(envelope function)，  , zc Su r 與  , zv Ju r 為 Bloch function 而 zS 與 zJ 分別為電子與空軌域

的自旋。 

由(2.2.1)的波函數與單能帶有效質量理論可得到電子的波函數和能量的 Schrödinger 

equation： 
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QD i i i

e

p
V r g E g

m m

 
  

 
 (2.2.3) 

(2.2.3)中 *

em 為電子的有效質量，且此方程式與自旋無關，所以每一波函數均有自旋向上

與自旋向下而形成二重簡併。 

計算價帶中的空軌域由式子(2.2.2)的波函數與 k.p 六能帶理論可得到波函數和能量

的 Schrödinger equation，並藉由波包近似法可得到下列形式[5] ： 
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†

† †

† † † †

† †

† † †

0 / 2 2 3 / 2, 3 / 2

0 2 3 / 2 3 / 2, 1/ 2

3 / 2, 1/ 20 3 / 2 2

3 / 2, 3 / 20 2 / 2

1/ 2, 1/ 2/ 2 2 3 / 2 2 0
1/ 2, 1/ 2

2 3 / 2 2 / 2 0

z

z

zLK

z

z

z

P Q S R S R J J

S P Q R Q S J J

J JR P Q S S Q
H

J JR S P Q R S

J JS Q S R P
J J

R S Q S P

      
     

 
   

 
       

      
    
    

 

.....(2.1.4) 

表 2.1.1、式子(2.1.4)中的矩陣元素 

,kP P P    kQ Q Q   

,kR R R    kS S S   

2 2 2 2

1

2 2 2

02
kP

m x y z

    
    

   
，

2 2 2 2

2

2 2 2

0

2
2

kQ
m x y z

    
    

   
 

2 2 2 2

2 32 2

0

3 2 3
2

kR i
m x y x y

 
    

      
     

 

2

3

0

3kS i
m x y z

    
   

   
 

 v xx yy zzP a       ，  2
2

xx yy zz

b
Q        

 
3

2
xx yy xy

b
R id      ，  xy yzS d i      

在此利用有限差分法(finite difference)求解(2.2.4)之特徵值問題，即可得知重電洞與輕電

洞所對應的能量與波包函數。 
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2.2、量子點偏振光譜 

 在本節中我們考慮一個被激發至導電帶的電子躍遷至價電帶空軌域，躍遷的機制可

利用費米黃金定律(Fermi’s Golden Rule) 以及 2.1 節所求得的電子與電洞的波函數來計

算偶極矩陣元素(dipole matrix element)，並可進一步求得自發輻射(spontaneous emission)

的偏振。 

由 Fermi’s Golden Rule 得知受激輻射的躍遷速率(transition rate)為 

 
 

2
0

0

2
ˆ ˆ

fi f i

eE
W f e p i

m


   



 
   

 
 

(2.2.1) 

鬆弛時間(relaxation time)為 

 
1

fiW
   (2.2.2) 

而自發幅射(spontaneous emission)的強度(Intensity)可藉由受激輻射的躍遷速率得知，
 

    
2

ˆ ˆintensityfi fi f iI W f e p i       
 

(2.2.3)
 

所以只要能知道電子的初始狀態與末狀態，便可藉由 Fermi’s Golden Rule 算出自發輻射

(spontaneous emission)的光強度與鬆弛時間。 

躍遷的發光機制為導電帶電子跳回價電帶的空軌域，所以電子狀態即為初始狀態，

末狀態為電洞所對應的空軌域狀態。在此我們先考慮一個電子一個空軌域的情況。由式

子(2.2.1)與(2.2.2)可知，電子的狀態為：
 

      , ,

1/2
c c z z

z

c c

i i S c S

S

r g r u r


  
  

而電洞所對應的狀態為： 
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      , ,

3/2, 1/2
v v z z

z

v v

i i J v J

J

r g r u r
 

     

將初始狀態與末狀態代入式子(2.4.3)可得到： 

    
2

ˆ ˆintensity
v c

v c

fi i i f iI e p           

其中 ˆ ˆv e

j ie p  即為偶極矩陣元素(dipole matrix element)。此項的推導過程如下[6] ： 

ˆ ˆ
v c

v c

i ie p 
 

     
*

3 ˆ ˆ
v c

v c

i id r r e p r    

         
*

3

, , , ,

,

ˆ ˆ
v z z c z z

z z

v c

i J v J i S c S

S J

d r g r u r e p g r u r    

             
*

3

, , , , , ,

,

ˆ ˆ ˆ ˆ
v z z z c z c z z

z z

v c c

i J v J c S i S i S c S

S J

d r g r u r u r e pg r g r e pu r    

        

        

*
3

, , , ,

,

*
3

, , , ,

,

ˆ ˆ

ˆ ˆ    

v z z z c z

z z

v z z c z z

z z

v c

i J v J c S i S

S J

v c

i J v J i S c S

S J

d r g r u r u r e pg r

d r g r u r g r e pu r





 

 
 

(2.2.4) 

我們將位置向量 r 分解，如圖(2.2.1)所示： 

 Ir R    (2.2.5) 

其中 IR 為單位晶胞(unit cell)的位置向量， 為單位晶胞內的向量。 

式子(2.2.4)可改寫成： 

 
圖 2.2.1、位置向量分解示意圖 

Cell I 
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        

        

*
3

, , , ,

,

*
3

, , , ,

,

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ  

v c

v z z z c z

z z

v z z c z z

z z

v c

i i

v c

i J I v J I c S I i S I

S J

v c

i J I v J I i S I c S I

S J

e p

d r g R u R u R e pg R

d r g R u R g R e pu R

   

   

 

    

    

 

 

 
(2.2.6) 

在波包函數近似法中，波包函數  ,c z

c

i Sg r 與  ,v z

v

i Jg r 為緩慢變化的函數，所以 

 

     , , ,c z c z c z

c c c

i S i S I i S Ig r g R g R    

     , , ,v z v z v z

v v v

i J i J I i J Ig r g R g R    

(2.2.7) 

Bloch 函數為週期性變化的函數 

 

     , , ,z z zc S c S I c Su r u R u     

     , , ,z z zv J v J I v Ju r u R u     

(2.2.8) 

式子(2.2.6)第一項可化簡為 

 
 

        
*

3

, , , ,

,

ˆ ˆ
v z z z c z

z z

v c

i J I v J I c S I i S I

S J

d r g R u R u R e pg R       
 

 

         
*

* 3

, , , ,

,

ˆ ˆ
v z c z z z

z z I

v c

i J I i S I v J c S
I

S J R

g R e pg R d u u        

          
*

* 3

, , , ,

,

ˆ ˆ
v z c z z z

z z I

v c

i J I i S I v J c S
I

S J R

g R e p g R d u u      (2.2.9) 

考慮 Bloch 函數的正交條件，並且先假設塊材中的波函數為： 

 
   

ik r

k

e
r u r

V
   

 

考慮波函數正交條件： 

 
   

*

3 1
ik r ik r

k k

e e
u r u r d r

V V

 
  

 
  

 

    
* 3

k k
u r u r d r V   
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    
* 3

k kI
u u d V       

其中V 為整體塊材體積， V 為一個晶胞的體積。Bloch 函數具有正交性，可得到： 

    3 * n m nm
I
d u u V       

所以式子(2.2.9)最後化簡成 

     *

, , , ,

,

ˆ ˆ
v z c z z z

z z

v c

i J I i S I v J c S

S J I

g R e p g R u u  

 , , , ,

,

ˆ ˆ
v z c z z z

z z

v c

i J I I i S v J c S

S J I

g R e p R g u u   

 

  , , , ,

,

ˆ ˆ
v z c z z z

z z

v c

i J i S v J c S

S J

g e p g u u   (2.2.10) 

式子(2.2.4)中的第二項可化簡為 

         

        

    

*
3 3

, , , ,

,

* 3 *

, , , ,

,

3 *

, , , ,

,

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

v z z c z z

z z

v z c z z z

z z

v z c z z z

z z

v c

I i J I v J i S I c S

J S

v c

i J I i S I v J c S

J S I

v c

i J I I i S v J c S

J S I

d d R g R u g R e pu

g R g R d u e p u

g R R g d u e p u

  

  

  





 

 

 

 

 

  , , , ,

,

ˆ ˆ
v z c z z z

z z

v c

i J i S v J c S

J S

g g u e p u   (2.2.11) 

利用式子(2.2.10)與(2.2.11)可將式子(2.3.4)整理成 

  

 

, , , ,

,

, , , ,

,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ                           

v c v z c z z z

z z

v z c z z z

z z

v c v c

i i i J i S v J c S

J S

v c

i J i S v J c S

J S

e p g e p g u u

g g u e p u

   






 

(2.2.12) 

上式中的第一項，由於價電帶與導電帶的 Bloch 函數互相正交，所以可忽略第一項。 

 , , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ

v e v z e z z z

v e v e

i i i J i S v J c Se p g e p g u u   

 

,

, , , ,

,

ˆ ˆ                          

z z

v z e z z z

z z

J S

v e

i J i S v J c S

J S

g g u e p u




 

 

 , , , ,

,

ˆ ˆ ˆ ˆ     
v c z z v z c z

z z

v c v c

i i v J c S i J i S

J S

e p u e p u g g      



 

11 

 

   

 , , ,

,
z z v z c z

z z

v c

J S i J i S

J S

d e g g     (2.2.13) 

其中    , , ,
ˆ ˆ

z z z zJ S v J c Sd e u e p u ， e 為沿著偏振方向的單位向量。 

  ,
ˆ ˆ

v c v c

v c

i i i iD e e p  

 
 

 
 , , ,

,

            
z z v z c z

z z

v c

J S i J i S

J S

d e g g   
 

(2.2.14) 

波函數中的 Bloch 函數可由參考文獻[5] 得知，如下表： 

表 2.2.1、Bloch function 的定義及符號[5]  

分類 Bloch function 原子對應的軌道形態 

電子 ,1/ 2

1 1
,

2 2
cu 

 

,S 

 

, 1/ 2

1 1
,

2 2
cu 




 

,S 

 

重電洞 

heavy hole 

,3/ 2

3 3
,

2 2
v

v

u   
 

1
,

2
X YP iP


   

, 3/ 2

3 3
,

2 2
v

v

u 


  

 
1

,
2

X YP iP 

 

輕電洞 

light hole 

,1/ 2

3 1
,

2 2
v

v

u    
1 2

, ,
36

X Y ZP iP P


   

 

, 1/ 2

3 1
,

2 2
v

v

u 


   

1 2
, ,

36
X Y ZP iP P   

 

 

由上表得知 Bloch 函數，代入式子(2.2.14)： 

   , , , ,

,
v c z z v z c z

z z

v c

i i J S i J i S

J S

D e d e g g      
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3/2,1/2 ,3/2 ,1/2 3/2, 1/2 ,3/2 , 1/2

1/2,1/2 ,1/2 ,1/2 1/2, 1/2 ,1/2 , 1/2

1/2,1/2 , 1/2 ,1/2 1/2, 1/2 , 1/2 , 1/2

3/2,1/2 , 3/2 ,1/2 3

   

   

   

v c v c

v c v c

v c v c

v c

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

v c

i i

d g g d g g

d g g d g g

d g g d g g

d g g d

 

 

     

  

 

 

 

  /2, 1/2 , 3/2 , 1/2v c

v c

i ig g  

 

(2.2.15) 

由附錄 A 的推導可得到成下表： 

表 2.2.2、 ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cose x y z        

zJ  zS   
,z zJ Sd e  

3

2
 

1

2
    3/2,1/2

1
0 sin

2

i

cv
d e p e    

1

2  

1

2  
   1/2,1/2

2
0 cos

3
cvd e p  

 
1

2



 

1

2  
   1/2,1/2

1
0 sin

6

i

cv
d e p e 





 

3

2



 

1

2  
 3/2,1/2 0d e 

 

3

2
 

1

2


  3/2, 1/2 0d e   

1

2
 

1

2


    1/2, 1/2

1
0 sin

6

i

cv
d e p e  


  

1

2



 

1

2



 
   1/2, 1/2

2
0 cos

3
cvd e p    

 
3

2


 

1

2


    3/2, 1/2

1
0 sin

2

i

cv
d e p e 
 


  
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表 2.2.3、令 / 2  ，則偏振為水平方向 ˆ ˆ,e x y 。

ˆ ˆcos sine x y   。 

zJ  zS   
,z zJ Sd e  

3

2
 

1

2
    3/2,1/2

1
0

2

i

cv
d e p e   

1

2  

1

2  
 1/2,1/2 0d e 

 

1

2



 

1

2  
   1/2,1/2

1
0

6

i

cv
d e p e 






 

3

2



 

1

2  
 3/2,1/2 0d e 

 

3

2
 

1

2


  3/2, 1/2 0d e   

1

2
 

1

2


    1/2, 1/2

1
0

6

i

cv
d e p e 


  

1

2



 

1

2



 
 1/2, 1/2 0d e  

 
3

2


 

1

2


    3/2, 1/2

1
0

2

i

cv
d e p e 

 


  

 

 

 

 

表 2.2.4、令 0  ，則偏振為垂直方向 ˆe z 。 ˆe z 。 

zJ  zS   
,z zJ Sd e  

3

2
 

1

2
  3/2,1/2

0d e   

1

2  

1

2  
   1/2,1/2

2
0

3
cvd e p 

 
1

2



 

1

2  
 1/2,1/2

0d e




 

3

2



 

1

2  
 3/2,1/2 0d e 

 

3

2
 

1

2


  3/2, 1/2 0d e   

1

2
 

1

2


  1/2, 1/2

0d e


  
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1

2



 

1

2



 
   1/2, 1/2

2
0

3
cvd e p   

 
3

2


 

1

2


  3/2, 1/2

0d e
 

  

 

 

振子強度(Oscillator strength)為： 

  
2

,Oscillator strength
v ci iD e   

最後式子(2.2.13)整理成： 

    , , , ,

,
v c z z v z c z

z z

v c

i i J S i J i S

J S

D e d e g g      

 

      

3/2,1/2 ,3/2 ,1/2 3/2, 1/2v c

v c

i id g g d   ,3/2 , 1/2

1/2,1/2 ,1/2 ,1/2 1/2, 1/2 ,1/2 , 1/2

1/2,1/2 , 1/2 ,1/2 1/2, 1/2 , 1/2 , 1/2

3/2,1/2

   

   

   

v c

v c v c

v c v c

v c

i i

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

g g

d g g d g g

d g g d g g

d



 

     



 

 

 , 3/2 ,1/2 3/2, 1/2 , 3/2 , 1/2v c v c

v c v c

i i i ig g d g g    
 

 

      

   

 

,3/2 ,1/2 ,1/2 , 1/2

,1/2 ,1/2 , 1/2 , 1/2

,

1 1
           0 sin 0 sin

2 6

2 2
             0 cos 0 cos

3 3

1
             0 sin

6

v c v c

v c v c

v

i v c i v c

cv i i cv i i

v c v c

cv i i cv i i

i

cv i

p e g g p e g g

p g g p g g

p e g

 



 

 



 



 



  

   
         
   


  1/2 ,1/2 , 3/2 , 1/2

1
0 sin

2c v c

v c i v c

i cv i ig p e g g  




 

 

 

 

 

,3/2 ,1/2 ,1/2 , 1/2

, 1/2 ,1/2 , 3/2 , 1/2

,1/2 ,1/2 , 1/2 , 1/2

1 1

2 6
0 sin

1 1

6 2

2 2
     0 cos

3 3

v c v c

v c v c

v c v c

i v c i v c

i i i i

cv

i v c i v c

i i i i

v c v c

cv i i i i

e g g e g g

p

e g g e g g

p g g g g

 

 





 



  

 

 
 

 
  

  
 

 
    

   

(2.2.16) 

上式中的第一項可整理成： 
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  
,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2

, 1/ 2 ,1/ 2 , 3/ 2 , 1/ 2

1 1

2 6
0 sin

1 1

6 2

v c v c

v c v c

i v c i v c

i i i i

cv

i v c i v c

i i i i

e g g e g g

p

e g g e g g

 

 



 



  

 
 

 
  

  
 

 

 

 
   

   

,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2

, 1/ 2 ,1/ 2 , 3/ 2 , 1/ 2

1 1
cos sin cos sin

2 6
0 sin

1 1
cos sin cos sin

6 2

v c v c

v c v c

v c v c

i i i i

cv

v c v c

i i i i

i g g i g g

p

i g g i g g

   



   



  

 
   

 
  

    
 

 

 

 

,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2

, 1/ 2 ,1/ 2 , 3/ 2 , 1/ 2

,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2

, 1/ 2 ,1/ 2 , 3/ 2 , 1/ 2

1 1

2 6
cos

1 1

6 2
0 sin

1 1

2 6
    sin

1 1

6 2

v c v c

v c v c

v c v c

v c v c

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

cv

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

g g g g

g g g g

p

g g g g

i

g g g g









  



  

 
 

 
  

  
 


 




 

 

 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  

  

 

(2.2.17

) 

最後式子(2.3.18)可整理成： 

   

 

,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2

,

, 1/ 2 ,1/ 2 , 3/ 2 , 1/ 2

,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2

, 1/ 2

1 1

2 6
0 sin cos

1 1

6 2

1 1

2 6
                0 sin sin

1

6

v c v c

v c

v c v c

v c v c

v

v c v c

i i i i

i i cv

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

cv

v

i

g g g g

D e p

g g g g

g g g g

ip

g g

 

 



  





 
 

 
  

  
 

 







 

,1/ 2 , 3/ 2 , 1/ 2

,1/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2

1

2

2 2
                0 cos

3 3

c v c

v c v c

c v c

i i i

v c v c

cv i i i i

g g

p g g g g

 

 

 
 
 

 
 

 

 
    

 

 

(2.2.18) 

發光強度(Intensity)為：    
2

,v ce i iI D e  。得到發光強度之後，我們定義偏振為： 

 
max min

max min

Pol
I I

I I





 (2.2.19) 
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本論文中，所討論的偏振強度以 XY 平面為主，即當 / 2  時的振子強度與偏振強度。 

當
2


  ， 則 ˆ ˆcos sine x y    

    , , , ,

,

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin
v c z z v z c z

z z

v c

i i J S i J i S

J S

D e x y d e x y g g            

 

   

 

,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2

,

, 1/ 2 ,1/ 2 , 3/ 2 , 1/ 2

,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2

, 1/ 2

1 1

2 6
0 sin cos

1 1

6 2

1 1

2 6
                0 sin sin

1

6

v c v c

v c

v c v c

v c v c

v

v c v c

i i i i

i i cv

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

cv

v

i

g g g g

D e p

g g g g

g g g g

ip

g g

 

 



  





 
 

 
  

  
 

 





 ,1/ 2 , 3/ 2 , 1/ 2

1

2c v c

c v c

i i ig g 

 
 
 

 
 

 

 

(2.2.20) 

根據附錄 A 可求得各方向的振子強度  
2

,v ci iD e  的比例。在下個章節中，將會討論量

子點在各種情況下，影響偏振強度的效應。 
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第三章、量子點的電子結構與光學異相性 

 第二章的理論可計算電子電洞的電子結構與波函數，並求得偏振光譜。而電子結構

與波函數會受到量子點不同的形狀、應變效應或是外加的場的影響，若能知道電子結構、

輕重電洞波函數與偏振光譜的關係，就能進一步了解各種不同的效應對偏振光譜的影

響。 

3.1、輕重電洞與偏振的關係 

 使用單能帶模型計算電子的電子結構與波函數，我們忽略其中的自旋軌道偶合，所

以電子每個能量的狀態皆為自旋向上與自旋向下的簡併態，波函數可寫成下列形式： 

      ,1/2 ,1/2c c

c c

i i cr f r u r 

 

或      , 1/2 , 1/2c c

c c

i i cr f r u r    (3.1.1) 

上式兩個波函數分別為電子能量相同的簡併態。則式子(2.4.15)可整理成： 

當      ,1/2 ,1/2c c

c c

i i cr f r u r  (圖 3.1.1(a))，則 

    , , , ,

3/2, 1/2,  1/2
v c z z v z c z

z z

v c

i i J S i J i S

J S

D e d e g f
  

     (3.1.2) 

當      , 1/2 , 1/2c c

c c

i i cr f r u r   (圖 3.1.1(b))，則 

    , , , ,

3/2, 1/2,  1/2
v c z z v z c z

z z

v c

i i J S i J i S

J S

D e d e g f
  

     (3.1.3) 

式子(3.1.2)可推導成： 

  , 3/ 2,1/2 ,3/2 ,1/2 1/2,1/2 ,1/2 ,1/2

1/2,1/2 , 1/2 ,1/2                

v c v c v c

v c

v c v c

i i i i i i

v c

i i

D e d g f d g f

d g f 

 


 

 

再根據表(2.2.3)可得到； 
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      

 

, ,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2

, 1/ 2 ,1/ 2

1 2
0 sin 0 cos

32

1
                 0 sin

6

v c v c v c

v c

i v c v c

i i cv i i cv i i

i v c

cv i i

D e p e g f p g f

p e g f





 







 




 

(3.1.4) 

 

 

所以當      ,1/2 ,1/2c c

c c

i i cr g r u r  (圖 3.1.1(a))，發光強度為： 

    

   

 

2

,

2

,3/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2 ,1/ 2

, 1/ 2 ,1/ 2

1 2
0 sin 0 cos

32
         

1
  0 sin

6

v c

v c v c

v c

e i i

i v c v c

cv i i cv i i

i v c

cv i i

I D e

p e g f p g f

p e g f







 
















 

 

 
   

 

2

,3/ 2 ,1/ 2 , 1/ 2 ,1/ 2

,1/ 2 ,1/ 2

1 1
sin 0 0

2 6
         

2
cos 0

3

v c v c

v c

i v c i v c

cv i i cv i i

v c

cv i i

p e g f p e g f

p g f

 







 
 

 




 

(3.1.5) 

同理可得知，當      , 1/2 , 1/2c c

c c

i i cr g r u r   (圖 3.1.1(b))，發光強度為： 

    

   

 

2

,

2

,1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2 , 1/ 2

, 3/ 2 , 1/ 2

1 2
0 sin 0 cos

36
         

1
   0 sin

2

v c v c

v c

e j i

i v c v c

cv i i cv i i

i v c

cv i i

I D e

p e g f p g f

p e g f







 





  

 










 

 

(a) 

 

(b) 

 

圖 3.1.1、電子躍遷至價電帶空軌域示意圖。(a)電子自旋為 1/2 的躍遷。(b) 電子自旋為-1/2 的躍遷。 
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   

 

2

,1/ 2 , 1/ 2 , 3/ 2 , 1/ 2

, 1/ 2 , 1/ 2

1 1
sin 0 0

6 2
         

2
   cos 0

3

v c v c

v c

i v c i v c

cv i i cv i i

v c

cv i i

p e g f p e g f

p g f

 





  

 

 
 

 




 

(3.1.6) 

再由偏振的定義 max min

max min

Polarization
I I

I I





 

即可求得電子與電洞不同狀態躍遷的偏振強

度。 

若只考慮 XY 平面的偏振強度，將
2


  代入式子(3.1.5)與(3.1.6)： 

當      ,1/2 ,1/2c c

c c

i i cr f r u r  ， 

 
     

2

,3/2 ,1/2 , 1/2 ,1/2

1 1
0 0

2 6v c v c

i v c i v c

e cv i i cv i iI p e g f p e g f  




   

(3.1.7) 

 

 
 

 

2

,3/2 ,1/2 , 1/2 ,1/2

,3/2 ,1/2 , 1/2 ,1/2

1 1
0 cos

2 6

1 1
     0 sin

2 6

v c v c

v c v c

v c v c

cv i i i i

e

v c v c

cv i i i i

p g f g f

I

ip g f g f











 
 

 


  
  

   

(3.1.8) 

當      , 1/2 , 1/2c c

c c

i i cr f r u r   ， 

 
     

2

,1/2 , 1/2 , 3/2 , 1/2

1 1
0 0 ,   

6 2v c v c

i v c i v c

e cv i i cv i iI p e g f p e g f  

  


   

(3.1.9) 

 
圖 3.1.2、偏振強度的定義示意圖，此圖為高度 5nm、長 20nm、寬 18nm 的 XY 平面發光強度與角度關

係圖 

Imax 

Imin 
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 
 

 

2

,1/2 , 1/2 , 3/2 , 1/2

,1/2 , 1/2 , 3/2 , 1/2

1 1
0 cos

6 2

1 1
    0 sin

6 2

v c v c

v c v c

v c v c

cv i i i i

e

v c v c

cv i i i i

p g f g f

I

ip g f g f







  

  

 
 

 


  
  

   

(3.1.10) 

以式子(3.1.8)為例，式子中
,3/2 ,1/2v c

v c

i ig f 為重電洞與電子波包函數重疊比例、

, 1/2 ,1/2v c

v c

i ig f
為自旋(-1/2)的輕電洞與電子波包函數重疊比例，偏振則受到重疊比例的影

響。 

 由附錄 B 可知，偏振與電子、輕重電洞波包函數的關係為 

 , 1/2 ,1/2 ,3/2 ,1/2

2 2

, 1/2 ,1/2 ,3/2 ,1/2

12
Pol

+3

v c v c

v c v c

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

g f g f

g f g f





  
(3.1.11) 

由圖(3.1.3)可知，可假設 

 
 

 

 ,3/2 ,1/2 100%v c

j ig f    

 , 1/2 ,1/2 100%v c

j ig f
  

所以偏振可簡化為， 

 
, 1/ 2 ,1/2

12
Pol

3 v c

v c

i ig f  (3.1.12) 

 

 
圖 3.1.3、 0.9  ，h=5(nm) 的截角金字塔形狀量子點中，電子與輕重電洞波包函數的重疊率。 

 

0.9
y

x

b

b
  

 h=5nm 
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在數值計算時，使用較為精準的六能帶模型，但由於 split off 對輕重電洞的影響較小，

所以利用簡單模型分析時，忽略 split off 而使用四能帶模型，並根據波包近似法可得到 

 ,3/2 ,3/2

†
,1/2 ,1/2

†

, 1/2 , 1/2

† †

, 3/2 , 3/2

0

0

0

0

v v

v v

v

v v

v v

v v

i i

v v

i i

iv v

i i

v v

i i

g g
P Q V S R

g gS P Q V R
E

R P Q V S g g

R S P Q V g g

 

 

   
       

       
     
      
              

 

(3.1.13) 

式子(3.1.13)中的矩陣元素與表(2.1.1)相同，矩陣的基底為 3 / 2, 3 / 2zJ J  、

3 / 2, 1/ 2zJ J  、 3 / 2, 1/ 2zJ J   、 3 / 2, 3 / 2zJ J   。 

y

x

b

b
 

 
圖 3.1.4、量子盒形狀示意圖 

將式子(3.1.13)的矩陣重新使用一組形狀為量子盒(如圖 3.1.4)，位能為三維無窮深位能井

所解出的波函數為基底，則價電帶空軌域的波包函數變為， 

 , 1 1
z z

v z v v

z v z

J Jv

i J i i

J i J

g c c     
(3.1.14) 

電子的波包函數為， 

 , 1 1 1
z z

c z c c

c

s sc

i s i i

i

g c c      
(3.1.15) 

其中 1 為三微無窮深位能井基態波函數。則式子(3.1.12)可整理成 

 
,3/2 ,1/2

12
Pol

3 v c

v c

i ig f   

 

   

    
*

1/2

1 1 1

12

3
dr c r r  
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1/2

1

12

3
c

 

(3.1.16) 

其中 1/ 2

1c 表示自旋(-1/2)輕電洞的成分，式子(3.1.13)用新的基底展開後變成， 

 3/2 3/2

1 1
†

1/2 1/2

1 1

† 1/2 1/2

1 1

3/2 3/2† †
1 1

0

0

0

0

vi

P Q V S R c c

S P Q V R c c
E

R P Q V S c c

c cR S P Q V

 

 

        
            

            
            

 

(3.1.17) 

其中矩陣的基底依序為 1 3/ 2, 3 / 2zJ J   、 1 3/ 2, 1/ 2zJ J   、

1 3/ 2, 1/ 2zJ J    、 1 3/ 2, 3 / 2zJ J    。在此定義不考慮輕重電洞耦合的輕重

電洞基態能量差 lh ，重電洞基態能量為 

 1

HHE P Q    

輕電洞基態能量為 

 1

LHE P Q    

不考慮輕重電洞耦合的輕重電洞基態能量差 lh 為 

 1 1

HH LH

lh E E     

    2 Q   

由附錄 C 可得到， 

 1 2

1
2 lh

R
c 


 

 

 
 

2
1 2 2

1 2

3
1

4 y

h
c

b
    

(3.1.18) 

將式子(3.1.18)代入(3.1.16)， 



 

23 
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12
Pol

3
c

 

 

 
 

2
2

2

1
Pol 1

2 y

h

b
   

(3.1.19) 

由此可了解到，
lh 越小，輕電洞成分越多，則偏振越強。式子(3.1.19)可了解偏振與量

子點高度，大小與不對稱性的定性關係。在下個章節各種量子點的分析，由簡單模型得

到可幫助我們了解數值計算的結果。  
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3.2、應變效應對輕重電洞能量的影響 

 先針對較典型的量子點做討論，量子點材料內部為 InAs，外部為 GaAs，形狀為截

角金字塔，高度為 5nm，長為 20nm，寬為 18nm。在此定義原點在量子點中心，長軸大

小為 xb 沿著 x 方向，短軸大小為 yb 沿著 y 方向，高為 h 沿著 z 方向，而長寬不對稱性的

定義為 /y xb b 
 

 此外，材料中的晶格不匹配會產生應變效應，晶格常數小的材料晶格會被拉大，而

晶格常數大的材料晶格則被縮小，這些現象在交界面上最為顯著，最終將達到平衡狀態。

量子點內的 InAs 的晶格常數較外部的 GaAs 大，晶格不匹配程度大約為 7%，此效應造

成量子點的位能改變[7] [8] 。 

 在 k p 單能帶模型中，量子點內電子的等效位能如下式： 

         strain

c c xx yy zzV r a r r r       

    ' strain

c c cE r E V r     (3.2.1) 

其中， cE 為電子在量子點中所感受到的位能高度。在 k p 六能帶模型中，量子點內重

電洞的等效位能如下式： 

y

x

b

b
 

 

圖 3.2.1、截角金字塔形狀量子點示意圖 
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 

             ,   2
2

strain

HH

v xx yy zz xx yy zz

V r P Q

b
P a r r r Q r r r

 

      

  

       
 

    ' strain

HH v HHE r E V r     (3.2.2) 

k p 四能帶模型的輕電洞等效位能： 

  strain

LHV r P Q      

k p 六能帶模型的輕電洞等效位能： 

   

             

2 21
2 9

2

,   2
2

strain

LH

v xx yy zz xx yy zz

V r P Q Q Q

b
P a r r r Q r r r

   

      

        

       

 

    ' strain

LH v LHE r E V r     (3.2.3) 

其中 ij 為應變量，i 為形變方向、j 為參考軸方向。量子點中應變的形為類似於塊材的雙

軸應變，所以我們先考慮 InAs 塊材受到雙軸應變後輕重電洞與電子在點的能量變化。

雙軸應變施加的方向為 XY 方向，應變張量為 

 xx yy      

 
12

11

2
zz

C

C
       

其中 為量子點垂直方向(Z 方向)的應變，為量子點平行方向(XY 方向)的應變。塊材

中電子的能量變化為 

         strain

c c xx yy zzV r a r r r       

 
       12

11

2
2c

C
a

C


 
  

 
 

(3.2.4) 

塊材中重電洞的能量變化為 
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    

   

2
2

2
2

strain

HH

v xx yy zz xx yy zz

v

V P Q

b
a

b
a

 

     

      

  

 
         

 

     

 

 

    2strain

HH v vV a b a b      (3.2.5) 

塊材中四能帶模型輕電洞的能量變化為 

 

    

   

2
2

2
2
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LH

v xx yy zz xx yy zz

v

V P Q

b
a

b
a

 

     

      

  

 
         

 

     

 

 

    2strain

LH v vV a b a b      (3.2.6) 

由式子(3.2.4-6)可得到 InAs 的塊材外加雙軸應變，電子與輕重電洞在點的能量變化。

如圖(3.2.2)，由於雙軸應變施加的方向為 XY 方向，Z 方向為自由膨脹，所以 XY 方向

的形狀變化趨勢與 Z 方向將會相反。討論點的能量變化時，Z 方向的變化為很重要的

因素。由圖(3.2.3(b)(c))可知，不考慮 Z 方向變化時，雙軸壓縮應變造成輕重電洞能量均

下降，雙軸拉伸應變造成輕重電洞能量均上升，而考慮 Z 方向變化時，雙軸壓縮應變將

造成重電洞能量上升，雙軸拉伸應變造成重電洞能量下降。最後將 InAs 的材料參數代

入式子(3.2.5-6)可得知重電洞能量變化以垂直方向的應變為主要貢獻，輕電洞能量變化

以水平方向應變為主要貢獻。 

 0.2 2.8strain

HHV      

 3.8 0.8strain

LHV      

 



 

27 

 

 

圖 3.2.2、塊材外加雙軸應變的示意圖。(a)XY 方向壓縮。(b)XY 方向膨脹 

 

(a) 

 

(b) 

 

 (c) 

 

圖 3.2.3、InAs 的塊材在四能帶模型外加雙軸應變，電子與輕重電洞在點的能量變化。(a)電子能量。(b)

考慮 Z 方向變化的輕重電洞能量。(c)忽略 Z 方向變化的輕重電洞能量。 

本論文中所計算的量子點均使用 k.p 六能帶模型，塊材中六能帶模型輕電洞與應變的關

係為： 

k.p 4 band model 
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   
 

2
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2
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LH v v

b
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 




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

 
 

    
2

    3.8 0.8 19.18          

其中 ,va b 為 InAs 的材料參數。圖(3.2.4(a))為 InAs 的塊材在六能帶模型中受到雙軸應變

的輕重電洞能量變化，重電洞的變化與四能帶模型相同，但輕電洞在六能帶模型中多了

split off 的效應，在雙軸壓縮應變效應較大時，能量變化的趨勢往上升，與四能帶模型

有所差異。若忽略 Z 方向的應變(圖 3.2.4(b))，輕電洞能量變化的趨勢與四能帶相同，由

此可知，雙軸壓縮應變效應較大時，Z 方向的應變對輕電洞有很大的影響。 

(a) 

 

(b) 

 

圖 3.2.4、InAs 的塊材在六能帶模型外加雙軸應變，輕重電洞在點的能量變化。(a)考慮 Z 方向應變的輕

重電洞能量。(b)忽略 Z 方向應變的輕重電洞能量。 

 

 了解 k.p 四能帶模型與六能帶模型在雙軸應變效應下輕重電洞能量的變化，現在考

慮形狀為量子盒，在量子點內外加理想的雙軸壓縮應變效應 7%   (圖 3.2.5)。在雙軸

壓縮應變效應下，可發現量子點內輕重電洞位能變化的趨勢與能帶理論相同。如圖

(3.2.6(a))壓縮造成重電洞能量上升，輕電洞能量下降。若忽略 Z方向應變效應(圖 3.2.6(b))，

k.p 6 band model 
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則輕重電洞能量均下降。 

 

圖 3.2.5、量子盒內外加理想的雙軸應變 

12

11

7%

2

xx yy

zz

C

C

  

  

   

  
 

(a) 

 

(b) 

 

圖 3.2.6、 20
x

b  (nm)， 18yb  (nm)， 5h  (nm)的量子盒形狀量子點外加雙軸壓縮應變 7%   ，於量子

點內部的輕重電洞位能。(a)考慮 Z 方向應變效應。(b)忽略 Z 方向的應變效應。 

以上討論量子點內為理想的雙軸應變。本論文中使用有限元素法的套裝軟體 Comsol 

multiphysics® 計算量子點內外的應變。由圖(3.2.7(b))可知，量子點內 Z 方向膨脹，XY

方向壓縮，而量子點外 XY 方向膨脹，Z 方向壓縮。量子盒形狀的量子點的應變類似於

雙軸應變效應，量子點內類似雙軸壓縮效應，量子點外類似雙軸拉伸效應。由塊材的四

能帶模型可知，雙軸壓縮與拉伸的效應對輕重電洞能量造成相反的趨勢，所以如圖

(3.2.7(a))量子點內部重電洞能量上升，輕電洞能量下降，量子點外部則與內部相反。若

考慮六能帶模型，由塊材理論可知(圖3.2.4(a))，輕電洞能量在雙軸壓縮應變效應較大時，
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將會由下降的趨勢轉為上升，所以在量子點內類似雙軸壓縮效應時，六能帶模型的輕電

洞能量將會比四能帶模型高(圖 3.2.8)。 

 

(a) 

 

(b) 

 

圖 3.2.7、 20
x

b  (nm)， 18yb  (nm)， 5h  (nm)的量子盒形狀量子點。(a)輕重電洞位能。(b)使用 Comsol 

multiphysics® 所計算的應變。 

 

  

圖 3.2.8、 20
x

b  (nm)， 18yb  (nm)， 5h  (nm)的量子盒形狀量子點的輕重電洞位能。(a)六能帶模型。(b)

四能帶模型。 

 

 真實的量子點形狀較接近於截角金字塔，由簡單的量子盒得到一些應變與位能的概

念後，以下開始討論較真實的截角金字塔形狀量子點。由圖(3.2.9)可知，電子受到類似

k.p 6 band model k.p 4 band model 
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雙軸壓縮應變的效應能量上升，與塊材理論趨勢相同(圖 3.2.3(a))。  

 

圖 3.2.9、高h 5nm，長
xb  20nm，寬

yb 18nm 截角金字塔形狀量子點考慮應變效應對電子與輕重電洞

位能的變化。 

量子盒與截角金字塔由於形狀的不同，所以應變也有所差異。由圖(3.2.10)的形變示意圖

可知，截角金字塔由於邊界為斜邊的影響使得 Z 方向膨脹量縮小，此效應在量子點頂端

最為明顯，所以 zz 在量子點底部最大，量子點頂端最小(如圖 3.2.11(a))。量子點的應變

類似於雙軸效應，所以 Z 方向膨脹量縮小連帶使得 XY 方向壓縮量減少。而量子點交界

面內外不同的材料為了維持相同的晶格長度，內部的 InAs 的 XY 方向壓縮量減少，這

將會使得外部的 GaAs 的 XY 膨脹量增大。所以量子點外 Z 方向的壓縮量變得更大。由

圖(3.2.4(a))塊材的六能帶模型可知，當 較大時，輕電洞能量上升，重電洞能量下降。
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所以圖(3.2.11(c)(d))量子點外能量變化趨勢與塊材理論相同。 

 

 

圖 3.2.10、截角金字塔與量子盒形狀量子點的形變示意圖 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

圖 3.2.11、 20
x

b  (nm)， 18yb  (nm)， 5h  (nm)的量子點應變。(a)截角金字塔。(b)量子盒。量子點輕重

電洞的位能。(c)截角金字塔。(d)量子盒。 
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截角金字塔與量子盒的應變差異在於截角金字塔量子點頂端的 Z 方向膨脹量較小，當量

子點逐漸變高時，量子點斜邊的效應越來越大，頂端 Z 方向的膨脹量將會越來越小，到

達一定高度時 Z 方向將會轉為壓縮的效應(圖 3.2.12)。所以量子點底部的應變類似雙軸

壓縮應變，越往頂端雙軸壓縮效應越來越弱，體應變的效應則越來越強。如圖(3.2.13(a))，

量子點底部類似雙軸壓縮效應，而頂端則變成 X、Y 與 Z 三個方向均為壓縮。所以量子

點底部的位能變化可由圖(3.2.13(c))的六能帶模型雙軸效應的塊材理論分析能量變化，A

點到 B 點可看出輕重電洞能量均下降，圖(3.2.13(b))也得知 A 點到 B 點的輕重電洞位能

均下降。而 B 點到 C 點的雙軸效應較弱，體應變效應較強，所以由圖(3.2.13(d))得知，

輕重電洞能量均上升，但量子點頂端仍然有較弱的雙軸效應，所以由圖(3.2.13(b))可看

出 B 點到 C 點的能量變化趨勢介於雙軸效應與體應變效應兩者之間，能量下降較為平

緩，C 點之後則有微微上升的趨勢。 

 
圖 3.2.12、截角金字塔形狀量子點高度變高的形變示意圖 

 



 

34 

 

(a)  

 

(c) 

 

(b) 

 

(d) 

 

圖 3.2.13、 20
x

b  (nm)， 18yb  (nm)， 7h  (nm)的量子點。(a)應變分布。(b)輕重電洞位能。InAs 的塊材

六能帶模型的點能量變化。(c)考慮雙軸應變效應的整體能量變化。(d)忽略雙軸效應，只剩下體應變效

應的能量變化。 

 

  

A 

B 

C 

A 

B 
C 
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3.3、輕重電洞耦合與光學異向性 

 由以上可得知位能的變化之後，接著討論電子與輕重電洞的電子結構與波函數。使

用單能帶模型計算電子，六能帶模型計算輕重電洞，而計算輕重電洞時分兩部分討論：

不考慮輕重電洞耦合，討論能階與波函數的變化；考慮輕重電洞耦合，了解真實情況量

子點內的能階與波函數。 

 

 
圖 3.3.1、高 h 5nm，長

xb  20nm，寬
yb 18nm 截角金字塔形狀量子點的電子位能與能階。 

(a) 

 

(b) 

 

圖 3.3.2、高 h 5nm，長
xb  20nm，寬

yb 18nm 截角金字塔形狀量子點的電子基態波函數。(a) 0z  (nm)

的 XY 平面。(b)y = 0(nm)的 XZ 平面。 

ground state energy 

ground state energy ground state energy 
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由圖(3.3.2)可得知電子的基態波函數在量子點中為球對稱的形式。輕重電洞的部分先討

論不考慮輕重電洞耦合的情況，在六能帶模型中，若不考慮輕重電洞耦合，即是不考慮

矩陣中的非對角線項，則矩陣變成， 
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(3.3.1) 

不考慮非對角線項的情況下，六能帶模型將變為單能帶模型的數學形式。因此計算矩陣

所得到的能階所對應的波函數均為純的重電洞或是純的輕電洞，此方法可找到重電洞與

輕電洞的基態能量差，並且定義此能量差的值為 lh 。先假設量子點系統的位能為三維

無窮深位能井，形狀為量子盒，計算輕重電洞的能量， 

   ,3/2 ,3/2x y z x y z x y z

v HH v

n n n n n n n n nP Q V g E g       (3.3.2) 

   , 1/2 , 1/2x y z x y z x y z

v LH v

n n n n n n n n nP Q V g E g        (3.3.3) 

其中，
x y z

HH

n n nE 為重電洞能量，
x y z

LH

n n nE 為輕電洞能量，位能 V 為， 

 0,     and    and  
2 2 2 2 2 2

,     else

y yx x
b bb b h h

x y z
V


        

 


 
 

將表(2.1.1)的矩陣元素代入可得到， 
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由此可知，X、Y 方向重電洞的等校質量為 1 21/ ( )  、輕電洞等效質量為 1 21/ ( )  ，

而 Z 方向重電洞的等效質量為
1 21/ ( 2 )  、輕電洞等效質量為

1 21/ ( 2 )  。將此結果整

理成下表， 

 

表 3.3.1、輕重電洞在各方向的等效質量 

 X 方向 Y 方向 Z 方向 

重電洞(heavy hole)等效質量 
1 2

1

( ) 
  (較輕) 

1 2

1

( ) 
  (較輕) 

1 2

1

( 2 ) 
  (較重) 

輕電洞(light hole)等效質量 
1 2

1

( ) 
  (較重) 

1 2

1

( ) 
  (較重) 

1 2

1

( 2 ) 
  (較輕) 

由表(3.3.1)可知，重電洞在 Z 方向等效質量較重，在 XY 方向等效質量較輕。因現在所

考慮的位能為三維無窮深位能井，所以求得的能量為 

 
     

22 22 2

1 2 1 2 1 22 2 2
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yHH x z
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
     

 
        

 

 
(3.3.4) 

 
     

22 22 2

1 2 1 2 1 22 2 2
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2
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yLH x z
n n n
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
     

 
        

 

 
(3.3.5) 

當 1x y zn n n   時，即可求得輕重電洞的基態能量，所以無窮深位能井量子盒的輕重

電洞能量差 lh 為， 

y

x

b

b
 

 
圖 3.3.3、量子盒形狀示意圖 
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(3.3.6) 

式子(3.3.6)為簡單模型無窮深位能井的量子盒所得到的結果，此結果可幫助我們定性的

了解截角金字塔量子點的數值結果。 

 圖(3.3.4)為不考慮輕重電洞耦合所計算得到的能態，若分析每個能態各波包函數所

占的成分(表(3.3.2))可發現前幾個態均為 100%的重電洞，直到第 11 個態才出現輕電洞

的成分，由此可知第 11 個態為輕電洞的基態能量，所以輕重電洞的基態能量差

1 11lh E E   。 

 (a) 

 

(b) 

 
圖 3.3.4、h 5nm，

xb  20nm，
xb  18nm 截角金字塔形狀量子點不考慮輕重電洞耦合的位能與能階。(a)

輕重電洞的位能。(b)輕重電洞的能階，基態波函數為 100%的重電洞，其中
lh 為輕重電洞基態能量差。 

 

=輕重電洞基態能量差 

HH potential 

LH potential 

R=S=0 

en
erg

y
 lev

el 
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表 3.3.2、h=5nm，bx= 20nm，by=18nm 截角金字塔形狀量子點不考慮輕重電洞耦合時，各能態所對

應的波包函數成分。 

 HH(3/2) 
2

,3/2 ,3/2v v

v v

i ig g
 

LH(1/2) 
2

,1/2 ,1/2v v

v v

i ig g
 

LH(-1/2) 
2

, 1/2 , 1/2v v

v v

i ig g 

 

HH(-3/2) 
2

, 3/2 , 3/2v v

v v

i ig g 

 

SO(1/2) 
2

,1/2 ,1/2v v

v v

i ig g
 

SO(-1/2) 
2

, 1/2 , 1/2v v

v v

i ig g 

 

1E  100% 0% 0% 0% 0% 0% 

2E  100% 0% 0% 0% 0% 0% 

3E  100% 0% 0% 0% 0% 0% 

4E
 100% 0% 0% 0% 0% 0% 

5E  100% 0% 0% 0% 0% 0% 

6E  100% 0% 0% 0% 0% 0% 

7E  100% 0% 0% 0% 0% 0% 

8E  100% 0% 0% 0% 0% 0% 

9E  100% 0% 0% 0% 0% 0% 

10E  100% 0% 0% 0% 0% 0% 

11E  0% 88% 0% 0% 12% 0% 

 

若固定高度與不對稱性改變量子點的大小，即為 h 與 固定， yb 改變，由於重電洞在水

平方向的等效質量比輕電洞輕，所以當量子點變大時，重電洞能量上升的比輕電洞快，

這將導致輕重電洞的基態能量差 lh 變大。 

 
 

圖 3.3.5、高度 h=5nm， 0.9  的截角金字塔的量子點。量子點變大輕重電洞能量差
lh 隨之變大。 

0.9
y

x

b

b
  

 
h=5nm 

lh
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(a) 

 

(b) 

 

圖 3.3.6、高 h 5nm，長
xb  20nm，寬

yb 18nm 截角金字塔形狀量子點不考慮輕重電洞耦合的基態波

函數，成分為 100%的重電洞。(a)z = 0(nm)的 XY 平面波函數。(b)y= 0 (nm)的 XZ 平面波函數。 

 

R=S=0 

R=S=0 

h=5nm 

20nm

18nm

x

y

b

b




 

z=0 

h=5nm 

20nm

18nm

x

y

b

b




 

y=0 



 

41 

 

不考慮輕重電洞耦合的波函數在基態(ground state)的情況下，重電洞為 100%。因此若不

考慮輕重電洞耦合，式子(3.1.7)將會變成      
2

,3/2 ,1/21/ 2 0
v c

i v c

e cv i iI p e g g  ，此時

電子基態躍遷至電洞空軌域基態的偏振為 0。 

(a) 

 

(b) 

 

 

 在真實情況下，計算輕重電洞的電子結構需要考慮輕重電洞耦合，基態的波函數是

以重電洞的成分為主，同時混了少量的輕電洞(圖(3.3.9))。自旋的不可分辨性造成了電

子與電洞空軌域的能態皆為兩重簡併，而在本論文中所討論電子基態躍遷至電洞空軌域

的基態均為電子自旋(1/2)的狀態躍遷至主要成分為重電洞(3/2)的狀態。由式子(3.1.7)可

知，自旋(-1/2)輕電洞與電子波函數重疊的比例越高，則偏振越強。在一般的情況下，輕

電洞成分越多與電子波函數重疊的比例也越高，而影響輕電洞成分的主要因素為 lh 的

大小， lh 越小，則輕電洞成分越多(圖 3.3.10(a)(b))。 

 

圖 3.3.7、此為不考慮輕重電洞耦合之高度 5nm 截角金字塔的量子點模擬結果，橫座標為量子點長軸長

度。(a)為輕重電洞所占成分。(b)電子基態躍遷至電洞空軌域基態的偏振。 
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圖 3.3.8、高 h 5nm，長
xb  20nm，寬

yb 18nm 截角金字塔形狀量子點考慮輕重電洞耦合的輕重電洞位

能與能階。 

(a) 
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(b) 

 

圖 3.3.9、高 h 5nm，長
xb  20nm，寬

yb 18nm 截角金字塔形狀量子點考慮輕重電洞耦合的基態波函數。

基態波函數均為重電洞為主要成分，並混了少量的輕電洞。(a)z = 0(nm)的 XY 平面波函數。(b)y= 0 (nm)

的 XZ 平面波函數。 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 
 

圖 3.3.10、 0.9  、高度 5h nm ，改變大小的截角金字塔形狀量子點模擬結果。量子點變大， lh 變大，

導致輕電洞成分下降，輕電洞與電子的波函數重疊比例下降，此效應導致偏振變小。(a)不考慮輕重電洞

耦合的輕重電洞能量差 lh 。考慮輕重電洞耦合，(b) 自旋(-1/2)輕電洞成分。(c) 電子基態躍遷至電洞空

軌域基態的偏振。(d)自旋(-1/2)輕電洞與電子波函數重疊比例。 

(a) 

 

(b) 

 

  以 k.p 理論計算量子點電子結構時，電洞在基態時重電洞為主要的波函數成分，並

且混成了少量的輕電洞。根據微擾理論，基態波函數輕電洞成分的多寡與輕重電洞能量

圖 3.3.11、高度 h=5nm 的截角金字塔的發光強度。(a)長 bx=20nm、寬 by=18nm。(b)長 bx=12nm、寬 

by=10.8nm。 
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差有關。當輕重電洞能量差越大，則基態波函數的輕電洞成分越少(圖 3.3.10(a)(b))，而

輕電洞成分直接影響偏振。一般而言，輕電洞成分越多，則輕電洞與電子波函數的重疊

部分越多，偏振強度越強。所以當輕重電洞能量差越大，偏振則會越強。圖(3.3.10)為高

度 5h nm ，不對稱性 0.9  ，
xb 與 yb 逐漸變大，由式子(3.1.19)與式子(3.3.6)可知，量

子點變大時
lh 會變大，而偏振則會變小。 
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(3.1.19) 

由此可得知，影響電子基態躍遷至電洞空軌域基態的偏振強度主要的因素為自旋(-1/2)

的輕電洞波函數成分與電子輕電洞波函數的重疊部分。輕電洞成分與輕重電洞能量差有

很大的關係，所以只要能了解各種狀況下的輕重電洞能量差的變化，即可得知偏振的變

化。 
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第四章、結果與討論 

4.1、量子點形狀對偏振光譜的影響 

 量子點形狀會影響電子與輕重電洞所感受到的位能，導致能量與波函數因形狀有所

不同。在此章節中，先討論量子點大小與偏振強度的關係。 

 固定量子點長寬( xb 與 yb 均固定)，改變高度(h)的大小。圖(4.1.1)為不同高度電子所

感受到的位能，圖(4.1.2)為電子基態的波包函數，在基態均為球對稱的形式。 

(a) 

 

(b) 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

圖 4.1.1、長 bx=20nm，寬 by=18nm 截角金字塔形狀量子點的電子位能與能階。(a)高度 h=3nm。(b)高度

h=7nm。 

h=3nm 
h=7nm 

h=3nm 
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(c) 

 

(d) 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

 

 

圖 4.1.2、長 bx=20nm，寬 by=18nm 截角金字塔形狀量子點的電子基態波函數。高度 h=3nm 量子點，

(a)z=0(nm)的 XY 平面波函數。(b)y=0(nm)的 XZ 平面波函數。高度 7nm 量子點(c) z=0(nm)的 XY 平面波

函數。(d) y=0(nm)的 XZ 平面波函數。 

圖 4.1.3、長 bx=20nm，寬 by=18nm 截角金字塔形狀量子點的輕重電洞位能與能階。(a)高度 h=3nm。(b)

高度 h=7nm。 

h=7nm 

h=7nm h=3nm 
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圖 4.1.4、長 bx=20nm，寬 by=18nm，高 h=3nm 截角金字塔形狀量子點的電洞空軌域基態波函數。 
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圖 4.1.5、長 bx=20nm，寬 by=18nm，高 h=7nm 截角金字塔形狀量子點的電洞空軌域基態波函數。 

高度增加時，輕重電洞受到應變的影響所感受到的位能因高度有所不同(圖 4.1.3)。輕重

電洞位能如圖(4.1.6)所示，重電洞所感受的位能隨著高度增加而越來越淺，所以重電洞

h=7nm 
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
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
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的基態能量逐漸下降。而輕電洞的基態能量已經大於輕電洞位能的侷限強度，所以位能

的改變對輕電洞的能量並不會造成太大的影響。由簡單模型的式子(3.2.9)與(3.1.19)可知，

當 0.9  ， 18yb  ，高度 h 增加時， lh 變小，偏振變強。而數值計算的結果與簡單模

型的趨勢有一致性，如圖(4.1.8a))高度增加 lh 變小，導致輕電洞成分增加(圖(4.1.8b))，

最終的效應為高度增加偏振變強(圖(4.1.7(c))。 
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(3.1.19) 

 
圖 4.1.6、長 bx=20nm，寬 by=18nm 截角金字塔形狀量子點的輕重電洞位能與

lh 變化示意圖。高度增加造

成重電洞位能底部逐漸下降，使得
lh 越來越小。 
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(a) 

 

 

(b)  

 

圖 4.1.7、 20xb nm 、 18yb nm 的截角金字塔形狀量子點基態輕重電洞 Z 方向波函數。(a) 3h nm 。(b)

7h nm  

h=7nm h=7nm 

h=3nm h=3nm 

x=0(nm), y=0(nm) x=0(nm), y=0(nm) 

x=0(nm), y=0(nm) 
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(a)

 

(b) 

 

(c) 

 
圖 4.1.8、長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子

點隨高度變化的輕重電洞能量差與基態波函數輕電洞

成分。(a)不考慮輕重電洞耦合的輕重電洞能量。(b)

基態波函數自旋(-1/2)的輕電洞成分。(c)隨高度變化的

偏振強度。(d)高度 h=8nm 量子點的發光強度。(e)高

度 h=3nm 的發光強度。 

(d)  

 

(e)  

 

  

xb =20nm, yb =18nm 
lh

 

xb =20nm, yb =18nm 

xb =20nm, yb =18nm 
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4.2、量子點外加電場對偏振光譜的影響 

 在量子點的系統外加電場後，量子點的躍遷能量與發光強度均會受到改變[9] 。由

參考文獻[4] 可得知，在量子點垂直方向外加電場可改變精細結構劈裂的大小，此效應

可產生糾纏態的光子對，所以此章節將討論量子點外加電場對偏振的影響。 

 

圖 4.2.1、外加電場的量子點系統，量子點內為 InAs，外部為 GaAs，更外層則有 AlGaAs。 

資料來源：NATURE PHYSICS, VOL6, DECEMBER 2010, p947.[4]   

 首先考慮量子點系統內部為 InAs，外部為 GaAs，形狀為量子盒，電場只加在量子

點內部的電子結構與偏振的變化。最後討論不同高度的截角金字塔形狀量子點與偏振的

關係。外加電場後電子與輕重電洞位能變化示意圖如圖(4.2.2)。在此討論的量子盒大小

為長 bx=20nm，寬 by=18nm、高 h=8nm。 

 
圖 4.2.2、外加電場下，電子與輕重電洞位能變化示意圖。 
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(a) 

 

(b) 

 

 

(a)  

 

(b) 

 

 

由圖(4.2.3)可看出外加電場後，電子位能的最低點偏向量子點的底部，而波函數(圖(4.2.4))

也偏向量子點的底部。輕重電洞的位能則是加了電場後，最低點偏向量子點的頂端(圖

4.2.5)，而輕重電洞的波函數也同樣的偏向量子點頂端(圖 4.2.6)。此效應造成了在電場較

大時，如圖(4.2.7)電子與輕重電洞波函數分別往不同方向移動，造成重疊比例減少，發

光強度下降(圖 4.2.8(e))。 

圖 4.2.3、bx=20nm，寬 by=18nm、高 h=8nm 量子盒的電子位能。(a)電場強度 0(kV/cm)。(b)電場強度

200(kV/cm)。 

圖 4.2.4、 bx=20nm，寬 by=18nm、高 h=8nm 量子盒的電子波函數。(a)電場強度 0(kV/cm)。(b)電場強

度 200(kV/cm)。 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 



 

55 

 

(a) 

 

(b) 

 

 

(a)  

 

圖 4.2.5、 bx=20nm，寬 by=18nm、高 h=8nm 量子盒的輕重電洞位能。(a)電場強度 0(kV/cm)。(b)電場強

度 200(kV/cm)。 

F=0 (kV/cm) 
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(b) 

 

圖 4.2.6、 bx=20nm，寬 by=18nm、高 h=8nm 量子盒的輕重電洞波函數。(a)電場強度 0(kV/cm)。(b)電

場強度 200(kV/cm)。 

 

 
圖 4.2.7、bx=20nm，寬 by=18nm、高 h=8nm 量子盒的電子與輕重電洞波函數重疊圖。(a)電場強度 0(kV/cm)。

(b)電場強度 200(kV/cm)。 

F=200 (kV/cm) 

F=200 (kV/cm) F=0 (kV/cm) 
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如圖(4.2.5(b))所示，輕重電洞位能再加了電場後變得較深，較深的位能井將會造成輕重

電洞能量均下降(圖 4.2.8(a))，而重電洞有效質量較重能量較低，使得電場造成的位能變

化對重電洞的影響較大，所以重電洞能量下降較多，輕電洞能量下降較少，
lh 變大。

如圖(4.2.8(b))，
lh 變大造成輕電洞成分變少。電子與輕重電洞的波函數被電場推到量子

點不同的位置，在加上輕電洞成分變少，如圖(4.2.8(c)(d))這兩項效應均造成了波函數重

疊比例變少。由式子(3.1.11)可知， 

 , 1/2 ,1/2 ,3/2 ,1/2

2 2

, 1/2 ,1/2 ,3/2 ,1/2

12
Pol
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v c v c

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

g f g f

g f g f





  
(3.1.11) 

雖然電子與輕電洞波函數重疊比例( , 1/2 ,1/2v c

v c

i ig f )減少，但由圖(4.2.8(c))可了解到電子

與重電洞波函數重疊比例( ,3/2 ,1/2v c

v c

i ig f )也隨之變小，所以綜合這兩種效應造成偏振(圖

4.2.8(f))並無明顯改變。 

(a) 

 

(b) 
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(c) 

 

(d) 

 

(e) 

 

(f) 

 

(g) 

 

(h) 

 

 

圖 4.2.8、長 bx=20nm，寬 by=18nm、高 h=8nm 量子盒。(a)輕重電洞基態能量。(b)基態波函數自旋(-1/2)

輕電洞所占的成分。(c)基態波函數中，電子與自旋(3/2)重電洞、自旋(-1/2)輕電洞的波函數重疊比例。(d) 

基態波函數中，電子與自旋(-1/2)輕電洞的波函數重疊比例。(e)發光強度。(f)偏振大小。(g)電場強度為

0(kV/cm)的發光強度。(f)電場強度為 200(kV/cm)的發光強度。 
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以下針對截角金字塔形狀量子點長 bx=20nm，寬 by=18nm，在各種高度下外加電場後的

效應。 

(1)高度 h=8nm： 

如圖(4.2.9)，外加電場後電子的位能在量子點底部變得更低，波函數略為偏向底部。外

加電場後的輕重電洞的位能如圖(4.2.11)所示。由於應變效應的影響，使得重電洞位能在

未外加電場時，在量子點底部的位能較低，而外加電場後電洞的位能則較為平緩。所以

重電洞波函數由量子點底部被推向量子點中心。輕電洞位能則是位能較低點移到了量子

點頂端，所以輕電洞波函數被推向量子點頂端(圖(4.2.12))。 

 

(a) 

 

(b) 

 
 

圖 4.2.9、長 bx=20nm，寬 by=18nm、高 h=8nm 之截角金字塔量子點的電子位能。(a)電場強度 0(kV/cm)。

(b) 電場強度 200(kV/cm)。 

h=8nm h=8nm 

F=200 (kV/cm) F=0 (kV/cm) 
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(a) 

 

(b)

 
 

圖 4.2.10、高度 8nm，長 20nm，寬 18nm 之截角金字塔量子點的電子基態波函數。(a)電場強度 0(kV/cm)。

(b) 電場強度 200(kV/cm)。 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

 

圖 4.2.11、高度 8nm，長 20nm，寬 18nm 之截角金字塔量子點的輕重電洞位能。(a)電場強度 0(kV/cm)。

(b) 電場強度 200(kV/cm)。(c)電場強度為 -200(kV/cm)。 

LH potential 

HH potential 

LH potential 

HH potential 

h=8nm h=8nm 

h=8nm h=8nm 

F=200 (kV/cm) F=0 (kV/cm) 

F=200 (kV/cm) F=0 (kV/cm) 
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圖 4.2.12、高度 h=8nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的基態波函數。(a)電場強度

0(kV/cm)。(b) 電場強度 200(kV/cm)。 

h=8nm h=8nm 

h=8nm h=8nm 

(a) 

(b) 

F=0 (kV/cm) 

F=200 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 

F=0 (kV/cm) 
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電場將輕重電洞波函數推向量子點頂端。由圖(4.2.11(b))可知，電場造成輕電洞位能在量

子點頂端較深，所以輕電洞波函數受到較大的影響(圖 4.2.13)。但不考慮輕重電洞耦合

的輕電洞能量大於輕電洞的局限位能，所以能量受到電場的影響較小。如圖(4.2.14)所示，

重電洞基態的能量受到位能高度的影響，隨著電場增大則基態能量逐漸降低。此項效應

造成輕重電洞能量差
lh 變小，基態波函數輕電洞成分變多(圖 4.2.15)。 

(a) 

 

 

(b) 

 

 
 

圖 4.2.13、高度 8nm，長 20nm，寬 18nm 之截角金字塔量子點基態波函數輕重電洞基態波函數重疊圖。

(a)自旋(3/2)重電洞波函數。(b)自旋(-1/2)輕電洞波函數。 

 
圖 4.2.14、高度 h=8nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的電洞空軌域基態的能量受到電

場影響的變化。 

 

HH(3/2) LH(-1/2) 

h=8nm 

h=8nm 
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(a) 

 

(b) 

 
 

圖 4.2.15、高度 h=8nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點外加電場下，輕重電洞能量與基

態波函數輕電洞成分的關係。(a) 不考慮輕重電洞耦合的輕重電洞能量。(b) 基態波函數自旋(-1/2)輕電

洞的成分。 

以上了解外加電場下輕重電洞位能與波函數的變化，再來討論偏振的影響。圖

(4.2.16(a)(b))為發光強度與偏振的變化，電場加大發光強度與偏振隨之上升。影響偏振

的效應還有電子與輕電洞波函數的重疊比例，電場對電子的波函數影響較小，而輕電洞

波函數則被電場推向量子點頂端。如圖(4.2.17)，在電場增大時，電子與輕電洞的波函數

分佈有著相當的差異。 

(a) 

 

(b) 

 

(c)  

h=8nm 
h=8nm 

h=8nm 
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(d) 

 

(e) 

 
 

圖 4.2.16、高度 h=8nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的電子基態躍遷至電洞空軌域基

態。(a)發光強度。(b)偏振強度。(c)電子基態躍遷至電洞空軌域的能量。(d)電場為 0(kV/cm)的發光強度。

(e) 電場為 200(kV/cm)的發光強度 

 (a) 

 

(b) 

 
 

圖 4.2.17、高度 h=8nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的基態自旋(-1/2)輕電洞與基態電

子波函數重疊圖。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

h=8nm 

h=8nm 

F=200 (kV/cm) F=0 (kV/cm) 

x20 

x20 

x20 

x20 
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電場增加主要造成兩個效應：(1)位能的改變造成重電洞侷限位能變弱，輕重電洞能量差

lh 減小使得輕電洞成分上升。(2)位能改變了輕電洞波函數分布，使得電子與輕電洞波

函數分布有所差異。在電場為 200(kV/cm)時，輕重電洞能量差
lh 減小造成輕電洞成分

較 0(kV/cm)時增加約兩倍，此項效應遠超過波函數分布所造成的影響，所以在電場增大

時，偏振強度有著顯著的上升。 

 如圖(4.2.18)，比較截角金字塔形狀的量子點與量子盒，可發現頂端受到應變效應的

輕重電洞位能有明顯的差異，電場 F=0(kV/cm)時，截角金字塔的量子點位能最低處在量

子點的底部(圖 4.2.18(b))。電場 F=200(kV/cm)時，量子盒的位能最低處在量子點頂端(圖

4.2.18(c))，而截角金字塔的位能則是較均勻的分佈(圖 4.2.18(d))。位能變化的差異造成

電場增大時，量子盒的重電洞基態能量上升，截角金字塔的重電洞基態能量下降(圖

4.2.19(a)(b))，導致 lh 有所不同，使得截角金字塔的偏振較大(圖 4.2.19(c)(d))。 

(a) 

 

(b) 

 

F=0 (kV/cm) F=0 (kV/cm) 
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(c) 

 

(d) 

 
 

圖 4.2.18、高度 h=8nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm。(a)電場強度為 0(kV/cm)的量子盒。(b)電場強度為 0(kV/cm)

的截角金字塔。(c)電場強度為 200(kV/cm)的量子盒。(d)電場強度為 200(kV/cm)的截角金字塔。 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

(e) 

 

(d)  

 
 

圖 4.2.19、高度 h=8nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的輕重電洞基態能量，(a)量子盒。(b)截角金字塔。(c)

量子盒的偏振大小。(d)截角金字塔的偏振大小。 

 

F=200 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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(2)高度 h=5nm 

如圖(4.2.20)，加入電場後的電子位能最低處為量子點底部。電子的波函數偏向底部。電

場造成的輕重電洞位能最深處在量子點頂端(圖 4.2.22)，電場將輕重電洞的波函數推向

量子點頂端。 

(a) 

 

(b) 

 
 

圖 4.2.20、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的電子位能。(a)電場強度 0(kV/cm)。

(b) 電場強度 200(kV/cm)。 

(a) 

 

(b) 

 
 

圖 4.2.21、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的基態電子波函數。(a)電場強度

0(kV/cm)。(b) 電場強度 200(kV/cm)。 

h=5nm 

h=5nm 
h=5nm 

h=5nm 

F=0 (kV/cm) 
F=200 (kV/cm) 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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 (a) 

 

 

(b) 

 

 

  

圖 4.2.22、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的輕重電洞位能。(a)電場強度

0(kV/cm)。(b) 電場強度 200(kV/cm)。 

h=5nm h=5nm 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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(a) 

 

(b) 

 
 

圖 4.2.23、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的基態輕重電洞波函數。(a)電場

強度 0(kV/cm)。(b) 電場強度 200(kV/cm)。 

h=5nm 

h=5nm 

h=5nm 

h=5nm 

h=5nm 
h=5nm 

F=0 (kV/cm) 

F=200 (kV/cm) 
F=200 (kV/cm) 

F=0 (kV/cm) 
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圖(4.2.24)可明顯知道，輕重電洞波函數均受到電場作用被推向量子點頂端。由於位能的

寬度較窄，所以輕電洞波函數受到位能的影響較小，變化程度也較小。輕重電洞能量差

lh 隨著電場增加而減小 (圖4.2.25(a))，但高度5nm重電洞位能變化的程度沒有高度8nm

大，所以重電洞能量下降較小，導致輕重電洞能量差
lh 下降也較小，輕電洞成分略微

上升(圖 4.2.25(b))。如圖(4.2.27)，電子的波函數受到電場影響較小，均分布在量子點底

部，而電場將輕電洞波函數推向量子點頂端。輕電洞成分增加的效應超過波函數分布所

造成的影響，所以偏振隨著電場增大而增加(圖 4.2.26(b))。但高度較低時，偏振的變化

較小。 

 

(a) 

 

(b) 

 
 

圖 4.2.24、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點外加電場下輕重電洞波函數重疊

圖。(a)自旋(3/2)重電洞基態波函數。(b)自旋(-1/2)輕電洞基態波函數。 
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 (a) 

 

(b) 

 
 

圖 4.2.25、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點隨電場變化輕重電洞能量差與輕

電洞成分的關係。(a)不考慮輕重電洞耦合的輕重電洞能量。(b)基態自旋(-1/2)輕電洞波函數的成分 

 (a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

 

 



 

72 

 

(d) 

 

(f) 

 
 

圖 4.2.26、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點隨電場增加所對應的發光強度與

偏振強度。(a)發光強度。(b)偏振強度。(c)電子基態躍遷至電洞空軌域基態的能量。(c)電場強度 0(kV/cm)

的發光強度。(d) 電場強度 200(kV/cm)的發光強度。 

 (a) 

 

(b) 

 

 

(3)高度 h=3nm 

如圖(4.2.28)，電子的位能受到電場作用，位能在量子點底部較深，而波函數受到電場的

影響不大。輕重電洞的位能受到電場影響，位能較深處在量子點頂端，高度 3nm 的量子

點位能井相當窄，導致能量的量化程度較高，底部位能井的變化不容易影響波函數的形

圖 4.2.27、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點電子基態波函數與基態自旋(-1/2)

輕電洞波函數重疊圖。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

F=0 (kV/cm) 

F=200 (kV/cm) 
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式，所以波函數幾乎沒有受到電場的影響(圖 4.2.32)。同樣的，如圖(4.2.33)重電洞能量

也幾乎不受到外加電場的影響，輕重電洞能量差
lh 沒有太大改變，輕電洞成分也沒有

太大變化。輕電洞成分與波函數均不受到電場影響，所以偏振也幾乎沒有改變(圖

4.2.35(b))。 

 

(a) 

 

(b) 

 

(a)

 

(b)

 

圖 4.2.28、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的電子位能。(a)電場強度為

0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm) 

圖 4.2.29、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的電子基態波函數。(a)電場強度

為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm) 

electron wave function electron wave function 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 

h=3nm h=3nm 



 

74 

 

(a) 

 

(b) 

 

(a)  

 

圖 4.2.30、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的輕重電洞位能。(a)電場強度為

0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm) 

LH potential 

HH potential HH potential 

LH potential 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 

F=0 (kV/cm) F=0 (kV/cm) 
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(b)  

 

 

圖 4.2.31、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點基態輕重電洞波函數。(a)電場強

度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm) 

 

圖 4.2.32、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的基態電子波函數、基態自旋(3/2)

重電洞與基態自旋(-1/2)輕電洞波函數隨電場增加的波函數重疊圖。 

 

 

F=200 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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(a) 

 

(b) 

 
 

圖 4.2.33、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點隨電場變化輕重電洞能量差與輕

電洞成分的關係。(a)不考慮輕重電洞耦合的輕重電洞能量。(b)基態自旋(-1/2)輕電洞波函數的成分。 

(a) 

 

(b) 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

圖 4.2.34、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的電子基態波函數與基態自旋(-1/2)

輕電洞波函數重疊圖。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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(c) 

 

 

(d) 

 

(e) 

 
 

圖 4.2.35、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點隨電場變化的發光強度與偏振強

度。(a)發光強度。(b)偏振強度。(c)電子基態躍遷至電洞空軌域基態的能量。(d)電場強度 0(kV/cm)的發光

強度。(e) 電場強度 200(kV/cm)的發光強度。 

 

(a) 

 

(b) 

 

圖 4.2.36、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點的電子基態波函數與基態自旋(-1/2)

輕電洞波函數重疊圖。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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由以上分析可得知，高度較高時，量子點的形狀較接近金字塔，應變的效應與高度的效

應造成位能的改變。電場造成高度較高的量子點，能量與波函數的變化較大，所以偏振

與躍遷能量在越高的量子點受到電場的影響越明顯(圖 4.2.37)。 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

圖 4.2.37、長 bx=20nm，寬 by=18nm 之截角金字塔量子點在不同高度時，隨電場改變的(a)偏振。(b)躍遷

能量。(c)發光強度。 

 

 由圖(4.2.1)可知，量子點外的 GaAs 厚度為 10nm，垂直方向的更外層則有 AlGaAs。

所以現在考慮電場外加於量子點內 InAs 與量子點外 GaAs 的範圍內，而此系統的位能示
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意圖如(圖 4.2.38)所式。現在考慮應變效應並外加電場於垂直方向，電場強度為

0~200(kV/cm)，並且固定量子點長 bx=20nm，寬 by=18nm，改變量子點的高度。 

 

(a) 

 

  

(b) 

 

 

圖 4.2.38 高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 之未考慮應變效應的截角金字塔量子點，內部為 InAs，

外部為 GaAs，更外層則有 AlGaAs。(a)電子位能。(b)電洞空軌域位能。 
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 (1)高度 h=5nm 

外加電場於垂直方向的電子位能如圖(4.2.39)所示，外加電場後電子的位能在量子點底部

是較低的，波函數分布會略往底部移動。由於電子能量較高，所以外加電場對電子波函

數的影響並不大。而外加電場使得輕重電洞的位能在量子點頂端較低(圖 4.2.41)，輕重

電洞的波函數分布被電場略為推向量子點頂端。圖(4.2.43)可知，輕重電洞能量差
lh 的

計算結果與不考慮 AlGaAs 的系統相當接近，而偏振的大小也沒有太大的差異(圖

4.2.51)。 

 

  

 

 

圖 4.2.39、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點外加電場於量子點垂直方向的電

子位能，電場方向為+Z。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

electron potential 

energy level 

electron potential 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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(a)  

 

(b) 

 

 

  

 
 

圖 4.2.41、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向的

輕重電洞位能，電場方向為+Z。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。  

圖 4.2.40、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點外加電場於量子點垂直方向的電

子基態波函數。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

HH potential 

LH potential energy level 

HH potential 

LH potential 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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 (a)  

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 
 

圖 4.2.42、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向。

自旋(3/2)的重電洞基態波函數， (a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。自旋(-1/2)的輕電

洞基態波函數，(c) 電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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(a) 

 

(b) 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

 

圖 4.2.43、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向。(a)

輕重電洞能量差。(b)基態波函數自旋(-1/2)輕電洞成分。 
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(d) 

 

(e) 

 

 

(2)高度 h=3nm 

外加電場於量子點垂直方向，高度 h=3nm的位能井較窄，與不考慮AlGaAs的系統相同，

波函數幾乎不受外加電場的影響(圖 4.2.46、4.2.48、4.2.49)。較窄的位能井同樣的也造

成輕重電洞能量不受到外加電場的影響(圖 4.2.50(a))，所以導致輕電洞成分不會增加或

減少(圖 4.2.50(b))，而偏振則是與未加電場幾乎相同(圖 4.2.50(d))。 

(a) 

 

(b) 

 

(a) (b) 

圖 4.2.44、高度 h=5nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向。(a)

發光強度與電場的關係。(b)偏振強度。(c)電子基態躍遷至電洞空軌域基態的能量(d)電場為 0(kV/cm)的發

光強度。(e) 電場為 200(kV/cm)的發光強度。 

圖 4.2.45、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向的

電子位能。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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(a) 

 

(b) 

 

 

圖 4.2.46、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向的

電子波函數。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

圖 4.2. 47、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向的

輕重電洞位能。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

HH potential HH potential 

LH potential LH potential 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 
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(a)  

 

(b) 

 
 

圖 4.2.48、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向的

基態自旋(3/2)重電洞波函數。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

 

(a) 

 
 

(b) 

 

 

圖 4.2.49、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向的

基態自旋(-1/2)輕電洞波函數。(a)電場強度為 0(kV/cm)。(b)電場強度為 200(kV/cm)。 

F=0 (kV/cm) F=200 (kV/cm) 

F=0 (kV/cm) 
F=200 (kV/cm) 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

(e) 

 

(f) 

 

 

圖 4.2.50、高度 h=3nm，長 bx=20nm，寬 by=18nm 的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向。(a)

輕重電洞能量差。(b)基態波函數自旋(-1/2)輕電洞成分。(c)發光強度與電場的關係。(d)偏振強度。(e)電場

為 0(kV/cm)的發光強度。(f) 電場為 200(kV/cm)的發光強度。 
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(a) 

 

(b) 

 

 

由以上分析可得知，在典型的量子點大小，長 bx=20nm，寬 by=18nm，高度 3~5nm 的量

子點，最外層有無 AlGaAs 對電子結構與波函數並無太大影響，使得偏振也不受到此系

統的影響(圖 4.2.51)。 

  

圖 4.2.51、長 bx=20nm，寬 by=18nm，不同高度的截角金字塔量子點，外加電場於量子點垂直方向。量子

點內部為 InAs，外部為 GaAs，(a)最外層有材料 AlGaAs。(b) 最外層無材料 AlGaAs。 
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第五章、結論 

 本文章由 k p 多能帶理論與波包近似法計算量子點電子結構，並用費米黃金定律計

算電子由導電帶躍遷至價電帶的發光強度與偏振。輕重電洞的侷限位能分別受到不同方

向的應變效應，垂直方向的應變主導重電洞侷限位能，平行方向的應變則主導輕電洞侷

限位能的變化。若比較量子盒與截角金字塔的形狀發現金字塔狹窄的上半部區域為較大

的體應變分布(較小的雙軸應變分布)，導致截角金字塔尖端效應越強則輕重電洞耦合越

強。所以當截角金字塔形狀的量子點高度增加時，尖端效應越強，輕電洞成分較多，則

導致偏振越大。。當不對稱性 與高度固定時，較大的量子點使輕重電洞耦合變弱，則

偏振變小。最後外加電場於量子點成長方向，史塔克效應導致基態的輕電洞成分改變，

截角金字塔的形狀與應變效應造成較高的量子點受到電場影響的程度較大，偏振的變化

相較於薄的量子點來的劇烈，電場強度 200kV/cm 導致較高的量子點大約增加 5%偏振。 

 文章中使用 k p 單能帶模型計算電子的電子結構，k p 六能帶模型計算價電帶空軌

域的電子結構。未來可使用更精準的 k p 八能帶模型模擬量子點的電子結構。此外，可

外加單軸應變改變電子結構與偏振，並進一步探討量子點中激子的精細結構劈裂。 
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附錄 A 

   , , , ,

,
v c z z v z c z

z z

v e

i i J S i J i S

J S

D e d e g g      

      

3/2,1/2 ,3/2 ,1/2 3/2, 1/2 ,3/2 , 1/2

1/2,1/2 ,1/2 ,1/2 1/2, 1/2 ,1/2 , 1/2

1/2,1/2 , 1/2 ,1/2 1/2, 1/2 , 1/2 , 1/2

3/2,1/2 , 3/2 ,1/2 3

   

   

   

v c v c

v c v c

v c v c

v c

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

v c

i i

d g g d g g

d g g d g g

d g g d g g

d g g d

 

 

     

  

 

 

 

  /2, 1/2 , 3/2 , 1/2v c

v c

i ig g  

 

(A.1) 

將 ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cose x y z       代入可得到： 

    , , ,
ˆ ˆ

z z z zJ S v J c Sd e u e p u
 

 

 
       , ,sin cos sin sin cos

z zv J x y z c su p p p u      
 

 

 

       

, , , ,

, ,

sin cos sin sin

   cos

z z z z

z z

v J x c s v J y c s

v J z c s

u p u u p u

u p u

   



 

  

(A.2) 

我們先計算式子(2.2.15)中的第一項，其餘幾項以此類推。第一項推導如下： 

  
3/2,1/2 ,3/2 ,1/2v c

v c

i id g g
 

,3/2 ,1/2

3 3 1 1 3 3 1 1
, , sin cos , , sin sin

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 1 1
    , , cos

2 2 2 2 v c

x y

v c

z i i

p p

p g g

   



 



 

 

   

 

1 1
, , sin cos , , sin sin

2 2

1
    , ,

2

X Y x X Y y

X Y z

P iP p S P iP p S

P iP p S

   
 

       


   

 

(A.3)

 

式子中我們令 0
x X y Y

im P
S p P S p P  ，且 0Y x X y Z zP p S P p S P p S   ，另

外定義： 
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   00cv

im P
p    

又 2 2

02 /PE m P ，則 

 

0

0

2

2

P

P

EP

m

E
P

m





 

 

 
  0

0

0
2

P
cv

E
p im

m
  

      0

2

Pm E
i  

 

所以 

 
  00

2

P
x X y Y cv

m E
S p P S p P p i    

 

 

則： 

  
1 1

sin cos sin sin
2 2

X x Y yP p S iP p S   
 

   

       

     

    

,3/2 ,1/2

,3/2 ,1/2

1 1
0 sin cos 0 sin sin

2 2

1 1
0 sin cos 0 sin sin

2 2

1
0 sin cos sin

2

v c

v c

v c

cv cv i i

v c

cv cv i i

cv

p i p g g

p i p g g

p i

   

   

  

  
     
 

 
  
 

 

 

 

   ,3/2 ,1/2

1
0 sin

2 v c

i v c

cv i ip e g g    

同理可得到式子(A.3)另外幾項： 

  1/2,1/2 , 1/2 ,1/2 , 1/2 ,1/2

1
0 sin

6v c v c

v c i v c

i i cv i id g g p e g g  


   
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  1/2, 1/2 ,1/2 , 1/2 ,1/2 , 1/2

1
0 sin

6v c v c

v c i v c

i i cv i id g g p e g g 

     

  3/2, 1/2 , 3/2 , 1/2 , 3/2 , 1/2

1
0 sin

2v c v c

v c i v c

i i cv i id g g p e g g     


   

  ,11 //2 2 ,1/2 ,1/2 ,,1/2 1/2

2
0 cos

3v c v c

v c v c

i i cv i ig g p g gd 
 

 

  , 1/2 , 1/2 , 1/2 , 1/21/2, 1/2

2
0 cos

3v c v c

v c v c

i i cv i igd g g p g      
 

 

 3/2,1/2 , 3/2 ,1/2 0
v c

v c

i id g g  

 
 

 3/2, 1/2 ,3/2 , 1/2 0
v c

v c

i id g g  

 
 

 

各方向的振子強度如下， 

    , , , ,

,
v c z z v z c z

z z

v c

i i J S i J i S

J S

D e d e g g      

 

      

3/2,1/2 ,3/2 ,1/2 3/2, 1/2v c

v c

i id g g d   ,3/2 , 1/2

1/2,1/2 ,1/2 ,1/2 1/2, 1/2 ,1/2 , 1/2

1/2,1/2 , 1/2 ,1/2 1/2, 1/2 , 1/2 , 1/2

3/2,1/2

   

   

   

v c

v c v c

v c v c

v c

i i

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

g g

d g g d g g

d g g d g g

d



 

     



 

 

 , 3/2 ,1/2 3/2, 1/2 , 3/2 , 1/2v c v c

v c v c

i i i ig g d g g    
 

 

線偏振 x ：當
2


  ， 0   則 ˆe x  

    , , , ,

,

ˆ ˆ
v c z z v z c z

z z

v c

i i J S i J i S

J S

D e x d e x g g       

  3/2,1/2 ,3/2 ,1/2 3/2, 1/2
ˆ

v c

v c

i id e x g g d      

   

   

,3/2 , 1/2

1/2,1/2 ,1/2 ,1/2 1/2, 1/2 ,1/2 , 1/2

1/2,1/2 , 1/2 ,1/2 1/2, 1/2 , 1/2 , 1/2

3/2,1/2

ˆ

ˆ ˆ   

ˆ ˆ   

   

v c

v c v c

v c v c

v c

i i

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

e x g g

d e x g g d e x g g

d e x g g d e x g g

d



 

     





   

   

    , 3/2 ,1/2 3/2, 1/2 , 3/2 , 1/2
ˆ ˆ

v c v c

v c v c

i i i ie x g g d e x g g      
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    

   

,3/2 ,1/2 ,1/2 , 1/2

, 1/2 ,1/2 , 3/2 , 1/2

1 1
0 0

2 6

1 1
     0 0

6 2

 

v c v c

v c v c

v c v c

cv i i cv i i

v c v c

cv i i cv i i

p g g p g g

p g g p g g



  

  

 
   

(A.4) 

線偏振 y ：當
2


  ，

2


   則 ˆe y  

    , , , ,

,

ˆ ˆ
v c z z v z c z

z z

v c

i i J S i J i S

J S

D e y d e y g g       

  3/2,1/2 ,3/2 ,1/2 3/2, 1/2
ˆ

v c

v c

i id e y g g d      

   

   

,3/2 , 1/2

1/2,1/2 ,1/2 ,1/2 1/2, 1/2 ,1/2 , 1/2

1/2,1/2 , 1/2 ,1/2 1/2, 1/2 , 1/2 , 1/2

3/2,1/2

ˆ

ˆ ˆ   

ˆ ˆ   

   

v c

v c v c

v c v c

v c

i i

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

e y g g

d e y g g d e y g g

d e y g g d e y g g

d



 

     





   

   

    , 3/2 ,1/2 3/2, 1/2 , 3/2 , 1/2
ˆ ˆ

v c v c

v c v c

i i i ie y g g d e y g g      

 

 

      

     

,3/2 ,1/2 ,1/2 , 1/2

, 1/2 ,1/2 , 3/2 , 1/2

1 1
0 0

2 6

1 1
     0 0

6 2

    

v c v c

v c v c

v c v c

cv i i cv i i

v c v c

cv i i cv i i

p i g g p i g g

p i g g p i g g



  

    

 
   

 

    

   

,3/2 ,1/2 ,1/2 , 1/2

, 1/2 ,1/2 , 3/2 , 1/2

1 1
0 0

2 6

1 1
     0 0

6 2

    

v c v c

v c v c

v c v c

cv i i cv i i

v c v c

cv i i cv i i

ip g g ip g g

ip g g ip g g



  

 
  

 
 

 

(A.5) 

線偏振 z ：當 0  ， 則 ˆe z  

    , , , ,

,

ˆ ˆ
v c z z c z c z

z z

v c

i i J S i J i S

J S

D e z d e z g g       

  3/2,1/2 ,3/2 ,1/2 3/2, 1/2
ˆ

v c

v c

i id e z g g d      

   

   

,3/2 , 1/2

1/2,1/2 ,1/2 ,1/2 1/2, 1/2 ,1/2 , 1/2

1/2,1/2 , 1/2 ,1/2 1/2, 1/2 , 1/2 , 1/2

3/2,1/2

ˆ

ˆ ˆ   

ˆ ˆ   

   

v c

v c v c

v c v c

v c

i i

v c v c

i i i i

v c v c

i i i i

e z g g

d e z g g d e z g g

d e z g g d e z g g

d



 

     





   

   

    , 3/2 ,1/2 3/2, 1/2 , 3/2 , 1/2
ˆ ˆ

v c v c

v c v c

i i i ie z g g d e z g g      

 

 

    ,1/2 ,1/2 , 1/2 , 1/2

2 2
0 0

3 3v c v c

v c v c

cv i i cv i ip g g p g g     (A.6) 
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圓偏振  ：
2


  ， ˆ ˆe x iy   

       

       

       

, , ,

,3/2 ,1/2 ,1/2 , 1/2

, 1/2 ,1/2 , 3/2 , 1/2

1
ˆ ˆ

2

1 1 1 1
0 1 0 1

2 2 6 2

1 1 1 1
     0 1 0 1

6 2 2 2

v c v c v c

v c v c

v c v c

i i i i i i

v c v c

cv i i cv i i

v c v c

cv i i cv i i

D D x iD y

p i g g p i g g

p i g g p i g g

 



  

 

    

 
   

 

(A.7) 

圓偏振 ：
2


  ， ˆ ˆe x iy   

       

       

       

, , ,

,3/2 ,1/2 ,1/2 , 1/2

, 1/2 ,1/2 , 3/2 , 1/2

1
ˆ ˆ

2

1 1 1 1
0 1 0 1

2 2 6 2

1 1 1 1
     0 1 0 1

6 2 2 2

v c v c v c

v c v c

v c v c

i i i i i i

v c v c

cv i i cv i i

v c v c

cv i i cv i i

D D x iD y

p i g g p i g g

p i g g p i g g

 



  

 

    

 
   

 

(A.8) 
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附錄 B 

由式子(3.1.7)可推導發光強度的最大值與最小值， 

 
     

2

,3/2 ,1/2 , 1/2 ,1/2

1 1
0 0

2 6v c v c

i v c i v c

e cv i i cv i iI p e g f p e g f  




   

(B.1) 

假設 

   , 1/ 2 ,1/2

1
= 0

6

v e

cv j iA p g g


,   ,3/ 2 ,1/2

1
0

2

v e

cv j iB p g g  (B.2) 

則式子(B.1)變成 

  
2

i i

eI Ae Be      

   1 2
2

i ii i

eI A e e B e e    

 

 

     
2 2

1 22 cos 2eI A B A B       

 

 

        

       

       

       

 

2

1 1 2 2

2

1 2 1 2

2 2

1 2 1 2

2 22 2

1 2 1 2

2 22 2

1

cos sin cos sin

cos cos sin sin

cos cos sin sin

cos cos 2 cos cos

     sin sin

A i B i

A B i A B

A B A B

A B A B

A B

       

       

       

       

 

             

             

             

      

        
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所以發光強度的最大值 ,maxeI 與最小值 ,mineI 為， 
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由偏振的定義可知 
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(B.5) 

將式子(B.2)代入式子(B.5)可得到 
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(B.6) 

由此可得知偏振與輕重電洞波包函數的關係。 
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附錄 C 

由微擾理論可求得式子(3.1.17)中的特徵向量，與偏振有關的特徵向量為 1/2

1c ，所以在此

只推導此項，推導過程如下， 

 3/2 3/2

1 1
†

1/2 1/2

1 1

† 1/2 1/2

1 1

3/2 3/2† †
1 1

0

0

0

0

vi

P Q V S R c c

S P Q V R c c
E

R P Q V S c c

c cR S P Q V

 

 

        
            

            
            
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令
y

x

b

b
  ，則式子(C.2)變成 
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(C.3) 

一般而言，我們所計算的均為較薄的量子點，所以量子點高度小於長寬，所以可假設

,x yh b b ，則 

  2

2 2

2 1
1

yh b
   (C.4) 

將式子(C.4)代入式子(C.3)， 
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(C.5) 

求得 1/2

1c 之後，便可知道偏振的大小。 
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附錄 D  

表 D .1、InAs/GaAs 材料參數[4,7] 

Quantity  Unit InAs GaAs 

Lattice constant a  nm 0.6055 0.565 

Energy gap gE  eV 0.413 1.518 

CB edge cE  eV -6.207 -5.289 

VB edge vE  eV -6.620 -6.807 

Spin-orbit coupling energy 0  eV 0.38 0.34 

CB effective mass *m  0m  0.05 0.0665 

Luttinger parameter 1   19.7 6.85 

Luttinger parameter 2   8.4 2.1 

Luttinger parameter 3   9.3 2.9 

CB hydrostatic def. pot ca  eV -5.08 -8.013 

VB hydrostatic def. pot va  eV 1.00 1.16 

VB shear def. pot. [100] b  eV -1.8 -1.824 

VB shear def. pot. [111] d  eV -3.6 -5.062 

Elastic compliance 11C  GPa 83.3 118.8 

Elastic compliance 12C  GPa 45.3 53.8 

Elastic compliance 44C  GPa 39.6 59.4 

 


