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摘   要 

 
  本文是以數值方法探討穩態，不可壓縮流體，層流，且為牛頓流體之三維突

張管流體分離現象，使用有限體積法作為離散化的方法，並使用非結構性網格,

以 SIMPLE 法則求解。 

  由於影響流場的主要參數為雷諾數（Reynolds number），擴張比(expansion ratio)

和高寬比(aspect ratio)，因此本文主要是探討擴張比固定不變時，雷諾數（Reynolds 

number）和高寬比(aspect ratio) 對流場的影響。 

  由於在三維突張管入口之速度分佈為均勻流場，為了使速度分佈能在擴張部

前形成完全發展流，因此計算不同高寬比時能形成完全發展流所需之管道長度，

而決定三維突張管之入口管道長度。對於計算結果的驗證，則是模擬相關之實

驗，並且比對計算結果和實驗數據，同時測試格點對流場的影響。 

  對於雷諾數對流場的影響，則是計算在不同高寬比時，雷諾數的變化對流場

對稱性所造成的影響，並且以管道中之迴流大小作為討論的依據，同時以管道的

四週璧面及不同截面之流線圖，來表示流場之結構，以及探討流場之分離現象。 

  高寬比對流場的影響，則是計算雷諾數在固定不變時，不同高寬比對流場所

造成的影響。最後則是探討探討不同高寬比管道及二維管道之臨界雷諾數，並且

計算管道的些微不對稱對流場的影響，同時以迴流大小及速度分歧圖(Bifurcation 

Diagram) 作為討論的依據。 
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ABSTRACT 
 

In this thesis,we study the bifurcation phenomenon of the steady, laminar, and 

incompressible flow in three- dimensional, sudden expansion ducts by numerical 

simulation, and the SIMPLE algorithm is applied;in literature, a symmetric flow in sudden 

expansion duct become asymmetric as the Reynolds number is increased beyond a critical 

value and such a symmetry breaking flow phenomenon is influenced by the expansion 

ratio, and the aspect ratio of the duct.  

Our study is mainly in discussing the influence of the Reynolds number of the flow of 

ducts with different aspect ratio and using flow topology to describe the flow structure. 

And compute the critical Reynolds numbers including the two-dimensional sudden 

expansion duct and compare with slightly asymmetric ducts by using bifurcation diagram. 
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第一章 緒論 

 

1.1 前言:  

  本文是以數值方法探討三維突張管於穩態層流之流體分離現象 

，使用有限體積法作為離散化的方法，並使用非結構性網格，以

SIMPLE 法則求解。 

  在突張管道流中，由於管道截面的擴張，使流場產生壓力降，而

使流體在進入擴張部時形成迴流區；另外，由於流體的不穩定性，當

流體的雷諾數達到一臨界值時，會使對稱性流場產生對稱性破壞的現

象，而形成不對稱的迴流區，因此流體的不穩定性為產生對稱性破壞

的原因。 

  由於管道璧面的影響，在接近璧面處會因流體流動和非滑動璧面

產生剪應力的作用，而使兩側壁面產生之黏滯力影響到管道中心，使

管道中流場形成三維流動的現象；且對於對稱性擴張管而言，由於管

道高寬比的不同，璧面所造成的影響也不同。 

  因此，在三維平面對稱突張管流場中，影響流場的主要參數為雷 

諾數（Reynolds number，Re），擴張比(expansion ratio，E)和高寬 

比(aspect ratio，A)。 
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1.2  文獻回顧 

  對於三維平面對稱突張管流場中，相關的實驗文獻報告中: 在

Durst 等人 [3]的文獻報告中，使用流場視覺化及雷射測量儀，量測擴

張比(E=3)，高寬比(A=9.2)之平面對稱突張管流場之中心截面流場之

速度，得到以下結果：(１)Re=56 :對稱性流場，(２)Re=114 :不對稱性

流場，且在管道上下分別產生不同大小的迴流區，(３)Re=252 : 在管

道上下的其中一個璧面，會產生第三個迴流區；其中，雷諾數的定義

為: maxRe u h
ν

≡ ， :最大入口速度，h:入口管道高度。 maxu

  在 Cherdron 等人 [4]的文獻報告中，使用流場視覺化觀察 E=3， 

E=2 時，高寬比分別為 1，2，4，8 之平面對稱突張管流場之中心截

面流場，以 LDV 量測 E=2，A=2 之平面對稱突張管中心截面之速度，

得到以下結論：對於平面對稱突張管，當雷諾數在小於某一臨界值

時，存在一對稱性流場，並且流場在雷諾數很小的暫態範圍內，由對

稱性變為不對稱，其中:E=2，A=8，Re<150 時，流場為對稱性，且迴

流大小隨雷諾數增加而變大，當雷諾數介於 150 和 185 時，流場為暫

態，Re=185 時，流場變為不對稱;(其中，雷諾數的定義為: maxRe u h
ν

≡ ，

:最大入口速度，h:入口管道高度)而經由速度的量測得知:雷諾數大

於臨界值時，在背階角落產生的速度擾動，會在 shear layer 產生放大 

maxu
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的效果。 

  在 Fearn 等人[6]文獻報告中，分別以實驗及穩定性分析，研究以

Ｅ＝３，Ａ＝８之平面對稱突張管之非線性的流動現象，得到以下結

果：經由穩定性分析之計算，得到一臨界雷諾數 Re＝40.45 0.17% ±

；當雷諾數大於臨界雷諾數時，流場失去穩定性而產生對稱性破壞之

分離現象；另外經由實驗量測及觀察中心截面之速度分佈，得到以下

結果：(１)Re=26 : 對稱性流場，(２)Re=60 :不對稱性流場，且在管道

上下分別產生不同大小的迴流區，(３)Re=140 : 在管道上下的其中一

個璧面，產生第三個迴流區。其中，雷諾數的定義為: 
max 2Re

hu

ν
≡ ， :

最大入口速度，h:入口管道高度;另外量測及計算在管道出口方向

25.5MM 之截面管道中心之垂直速度分量，繪製速度分離圖( 

maxu

Ｂifurcation diagram)，計算結果為:在臨界雷諾數前，可計算出唯一之

穩定解，而雷諾數大於臨界雷諾數後，對於完全對稱之管道，計算結

果可得到兩個穩定之不對稱解，但實驗量測結果無法觀察到臨界雷諾

數，且大於臨界雷諾數後之量測結果於和計算結果無法吻合，因此另

外計算一不對稱管道，管道上半部高度增加 0.05MM，計算結果可得

到一個穩定之不對稱解，及一個不穩定之不對稱解，且量測結果和計

算結果吻合，因此對於實驗而言，無法實驗出完美之對稱管道。 
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  在 Durst 等人 [7]的文獻報告中，使用流場視覺化及 LDV，量測

擴張比(E=2)，高寬比(A=8)之平面對稱突張管流場之中心截面流場，

並計算二維之非穩態 Navier-Stokes 方程式，均得到以下結果：Re>125 :

不對稱性流場，且在管道上下分別產生不同大小的迴流區，若雷諾數

持續升高，則較小之迴流其長度保持為常數，較大之迴流其長度隨雷

諾數升高而變大。 ( maxRe u h
ν

≡ ， :最大入口速度，h:入口管道高度) maxu

  對於流場在管道上下所產生的分離現象(Ｂifurcation  

phenomenon)的分析理論為穩定性分析，在 Sobey and Drazin[10]的文獻 

報告中，分別以線性\非線性穩定性分析及實驗，研究二維管道(E=3) 

之不穩定性及分歧現象，並且分析了 Jeffery-Hamel flow 之穩定性，結 

果為：在低雷諾數時，產生唯一的對稱性流場，而提高雷諾數時，流 

場開始不穩定，並且在管道高度方向產生分離現象，產生了二個穩定 

的不對稱穩態流場，繼續提高雷諾數時，得到八個穩定的不對稱解及 

七個不穩定解，當雷諾數相當高時，則得到周期性解，並且推論 Hopf  

分歧現象的存在；並且 E=3 之臨界雷諾數為：Re=5.95 

( Re
2
Q
ν

≡ ,Q:入口體積流率)。 
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在 Rusak and Hawa[12] 的文獻報告中，使用弱非線性分析 

(weakly nonlinear analysis) ，計算 E=3 之非穩態流場之臨界雷諾數

( Re uh
ν

≡ ，u：入口平均速度，h：入口管道高度) ，結果為：當雷諾數

小於臨界雷諾數(Re=53.8)時，流場為穩定之對稱狀態；當雷諾數大於

臨界雷諾數時，則流場失去了穩定性(stability)，成為不對稱之狀態。 

  在 Rusak and Hawa[13] 的文獻報告中，使用分離分析 

(Ｂifurcation analysis)，線性穩定性分析及直接數值模擬 

(direct numerical simulation)，分析二維對稱突張管(E=3)，結果為： 使

用分離分析得到一臨界雷諾數( Re 53.8c = )，小於臨界雷諾數時，流場

為穩定之對稱狀態，提高雷諾數 Re uh
ν

≡ ，u：入口平均速度，h：入口

管道高度)，則使流場產生高度方向之不對稱性，並且不對稱性之擾

動分佈，是以 Re Re ( / )
c

H h− ，(h：入口高度，H：出口高度)方式成

長；對於線性穩定性分析之結果，雷諾數小於臨界雷諾數時，流場為

穩定之對稱狀態且擾動為漸進的穩定狀態，雷諾數大於臨界雷諾數

時，則流場為不穩定之不對稱狀態且擾動為漸進的穩定狀態，直接數

值模擬則是直接模擬背階角落處之流場；並且解釋對於流場失去穩定

性的原因為：流場之渦流的擾動造成的對流效應和流場之黏滯力所 

造成之耗散之間的交互作用。 
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  對於二維流場之計算，在王家康[1]的文獻報告中，以有限體積

法，配合非結構性格點，使用 SIMPLE 法則，計算 E=3 之二維流場，

所得到的流體分離現象與 Durst[4]文獻報告結果相符：(１)Re=56 ：對

稱性流場，(２)Re=114：不對稱性流場，且在管道上下分別產生不同

大小的迴流區，(３)Re=252 ：在管道上下的其中一個璧面，會產生第

三個迴流區；其中，雷諾數的定義為： maxRe u h
ν

≡ ， ：最大入口速

度，h：入口管道高度。 

maxu

  在潘燕峰[2]的文獻報告中，以有限體積法，分別使用四邊形與三

角形之非結構性格點，使用 SIMPLE 法則，計算 E=3 之二維流場，

所得到的流體分離現象與 Durst[4]的文獻報告結果相符：(１)Re=56 ：

對稱性流場，(２)Re=114：不對稱性流場，且在管道上 

下分別產生不同大小的迴流區，(３)Re=252：在管道上下的其中一個

璧面，會產生第三個迴流區；其中，雷諾數的定義為： maxRe u h
ν

≡ ， ：

最大入口速度，h：入口管道高度；且對於動量方程式之對流項，採

用不同的方法，比較各種差分的差異性。 

maxu

  對於三維平面對稱突張管流場之數值模擬，在 Schreck and  

Schafer [18]的文獻報告中，以有限體積法，配合 multigrid 方法，使用

SIMPLE 法則及平行化運算，分別計算 E=3 時 A=2，A=5 及二維流場， 
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在不同雷諾數之流場的迴流大小(reattachment length),由迴流大小的分

歧，計算臨界雷諾數，結果為：在 A=2，A=5 及２-D 時之臨界雷諾數

分別為：115.3，94.2，81.6( maxRe u h
ν

≡ ， ：最大入口速度，h：入口

管道高度)。 

maxu

  在 Chang 等人[19]文獻報告中以有限體積法，配合棋盤式格點安

排，使用 SIMPLE 法則計算 E=3，Re=60 不同的高寬比對流場對稱性

所造成的影響，結果為：當 A≤ 1.167 時，流場為對稱性，而 A>1.167

時，流場在高度方向產生對稱性破壞之分離現象；且當 A≥ 4 時，流

場中心截面則接近於二維平面。其中，雷諾數的定義為： 
m 2Re ≡

ean
hu

ν

mean

， 

：入口平均速度，h：入口管道高度。 u

  在 Chang 等人 [20]文獻報告中，以有限體積法，配合棋盤式格點

安排，使用 SIMPLE 法則計算 E=3,Re=60 不同的高寬比對流場對稱性

所造成的影響，所得到的結果為：管道除了在高度方向產生分離現

象，在管道左右方向也會產生分離現象，因此得到兩種流場模式，模

式一為：流場在高度方向產生分離現象且在寬度方向為對稱性，另一

種流場模式則在高度方向和寬度方向皆會產生對稱性破壞之分離現

象，且臨界高寬比為 A=7；當 A>7 時，才會產生第二種流場模式。其 

 

 

７ 



中，雷諾數的定義為：
m 2Re

ean
hu

ν
≡ ， ：入口平均速度，h：入口管

道高度。 

meanu

 

1.3 研究方向 

  本文主要是以有限體積法，配合非結構性格點，使用 SIMPLE 法

則，模擬三維突張管，並探討高寬比，雷諾數對流場造成的影響；以

及探討不同高寬比突張管和二維突張管之臨界雷諾數，以及些微不對

稱突張管對於臨界雷諾數之影響。 
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第二章 數學模式 

 

2.1 幾何外形 

  對於本文中的三維平面對稱突張管，其幾何外形示意圖如(2.1) 

所示，其中定義擴張比(expansion ratio)，
HE
h

= ；高寬比(aspect 

ratio)，
WA
H

= ；其中 h為入口處管道高度，
1

L 為入口處管道長度，H 

為管道擴張部分之高度， 2L 為管道擴張部分之長度，W 為管道之寬度 

，且使用直角座標系統為參考座標，定義管道長度方向為 X 軸，寬度 

方向為 Y軸，高度方向為 Z軸，且座標原點置於管道之中心位置。 

 

２.2 統御方程式 

假設流場為穩態之不可壓縮層流，重力忽略不記，且流體為牛頓流

體；則流場之統御方程式如下： 

連續方程式(Continuity equation) : 

( ) 0V∇ =
K

i                                (2.1) 

動量方程式(Momentum equation) : 

2( )V V pρ ∇ = −∇ + ∇
K K
i i Vµ

K
                      (2.2) 

定義無因次化變數為:  

 

９ 



i
i

xx
h

∗ = ， 
mean

VV u
∗→

→

=  ， 2
mean

PP
uρ

∗ = ， 
ix

∗
∗

∂
∇ =

∂
   (2.3) 

則(2.1)，(2.2)式可寫成以下之無因次化型式： 

( ) 0V∗ ∗∇ =
K

i                                       (2.4) 

21( )
Re

V V p∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∇ = −∇ + ∇
K K
i i V ∗K                       (2.5) 

其中： Re meanu h
ν

≡ ，                        (2.6) 

meanu ：入口平均速度  

 h：入口管道高度， 1h ≡  

 ν ：動摩擦係數，
µν
ρ

= ，µ ,ρ皆為常數 

 

2.3 邊界條件 

(1) 入口及出口 

入口處之速度為一均勻流場， 1u∗ = ， 0v w∗ ∗= = 。     (2.7)    

出口則假設速度梯度等於零， 0u v w
x x x

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
        (2.8) 

(2) 固定壁面 

壁面採用無滑動(no slip)的流動條件， 0u v w∗ ∗ ∗= = = 。  (2.9) 
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第三章  數值方法 

 

  由第二章之統御方程式(2.4)，(2.5)可得下列通式: 

           
1( ) ( )

Re
V∇ Φ = ∇ ∇Φ + q
K

i i            (3.1) 

其中，上式為無因次化型式，Φ為速度， 為壓力梯度。 q

本章就(3.1)式，使用有限體積法，將統御方程式離散化；首先將

計算區域離散成有限之控制體積(control volume)，再用高斯散度定理

(Gauss divergence theorem)，將體積分轉為面積分，然後以中點定理

(Midpoint rule) 將面積分化為差分形式。 

3.1 離散化(Discretization) 

3.1-1 對流項(Convection term) : ( )V∇ Φ
K

i  

先以高斯散度定理( Gauss divergence theorem)， 將體積分轉為面積分: 

( ) ( )
v S

V dV V dS
∆

∇ ⋅ Φ = Φ ⋅∫∫∫ ∫∫
KK K

                        (3.2) 

然後以中點定理(Midpoint rule) 將面積分化為差分形式 : 

( ) ( ) C
f f

f fS

V dS V S FΦ ⋅ ≈ Φ ⋅ =∑ ∑∫∫ f

K KK K
  因此    (3.3) ff

C
f mF Φ≡ �

其中，
cF : 對流通量(flux) 

下標  : 控制體積之任一面上之中點 f
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       : 質量流率(mass flow rate) m�

在求解對流項的過程中，若採用高階準確的中央差分法(CD)，會

造成解的震盪且不易收斂；若採用低階準確之上風法(UD)，會造成很

大的數值擴散，所以，為了求得一高準確度且易收斂之解，在此採用

以中央差分和上風差分混合之法:     (3.4) )( UDCDUDC FFFF −+= γ

上式中，
UDF 代表以上風差分法所得之對流通量，

CDF 為以中央差

分之對流通量，γ 係一介於 0 與 1 之值，此值通常取一接近 1 之值以

確保高階準確。 

])0,min()0,max())1(([
)0,min()0,max(

CfpfCfpff

Cfpf
C
f

mmwwm
mmF

Φ+Φ−Φ−+Φ+

Φ+Φ=

���
��

γ  (3.5) 

其中，  為加權因子(weighting factor)   w

另為確保疊代時之係數矩陣為對角優勢(diagonally dominate)，而採用

deffered correction 法，上式中以上風法求得之第一項置於係數矩陣

中，而將中央差分法與上風差分法之差所得的第二項置於源項中。 
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3.1-2 擴散項(Diffusion term) : 1 ( )
Re

∇ ∇Φi  

同理，將擴散項經由高斯散度定理及中點定理處理後可得: 

1
Re

 
1( )

Re
d
f

fV

dV F
∆

∇ ∇Φ ≈ ∑∫∫∫                          (3.6) 

因此 ( )d
f f fF S≡ ∇Φ ⋅

K
      其中，

dF : 擴散通量(flux) (3.7) 

令 fS
K

= +(d
K

fS
K

- )                                (3.8) d
K

d
K

定義為一沿主格點 P 至相鄰格點 C 方向的向量， 

對於 的計算,本文使用 over-relaxed approach :  d
K

δ
δ

K
KK

K
K

KK

K
K

f

f
d

sd

f

S
S

e
ee

S
d

⋅
=

⋅
≡

2

  (3.9) 

此處 表示沿seK fS
K

之單位向量。 

將(3.8)，(3.9)代入(3.6)分別得：     

21
1Re ( ) (

Re

f
d
f C p f

f

S
F S

Sδ
= Φ −Φ + ∇Φ

⋅

K

)f d−
KK

K K         (3.10) 

將 上 式 中 第 一 項 置 於 疊 代 係 數 中 ， 第 二 項 置 於 源 項 中 。 
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3.1-3 源項(Source term) : 

在源項中之壓力梯度，可同樣由高斯散度定理及中點定理得： 

1 1 1
f f

fV s

P PdV PdS
V V V∆

∇ = ∇ = ≈
∆ ∆ ∆ ∑∫∫∫ ∫∫ P S

K K
     (3.11) 

其在 方向之分量：  ieK ( )∑ ⋅
∆

=⋅∇=
∂
∂

iffi
i

eSP
V

eP
x
P KKK 1

 (3.12)   

對於可壓縮流，源項中包括部分擴散項因其仍為散度形式，因此仍可

利用高斯定理將其轉換成通過格面的擴散通量形式，此通量中的速度

微分
ix

u
∂
∂

及
ix

v
∂
∂

可利用如 ( )∑ ⋅
∆

=⋅∇=
∂
∂

iffi
i

eSP
V

eP
x
P KKK 1

般的

近似求得。 

由前面推得之對流項、擴散項及源項合併可得：

∑ +Φ=Φ
C

CCpp QAA    (3.13)    

其中                          (3.14)    ∑=
C

Cp AA

21
Re max( ,0)

f

C
f

S
A

Sδ
= +

⋅

K

�K K fm                    (3.15) 

{ }

( )

( (1 ) ) max( ,0) min( ,0)

1
Re

f f p f C f P f C
c

f f p
f

Q m w w m m

S d q V

γ ⎡ ⎤= − Φ + − Φ − Φ + Φ⎣ ⎦

+ ∇Φ − + ∆

∑

∑

� �

KK

�

下標 C : 控制體積周圍網格之中心格點           (3.16) 
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下標  : 控制體積之任一面上之中點 f

為了使(3.13)式之非線性方程式能穩定的收斂，在此加入一常用之鬆

弛因子α  (under-relaxation factor)，其能有效的使疊代過程穩定，適當

的鬆弛因子介於 0 與 1 之間,則上式可表示為:  

          p
p C C

C

A QA
α α

Φ = Φ +∑           (3.17) 

3.1-4 計算邊界壓力: 

於計算壓力梯度時須要用到邊界上之壓力，在此壓力可由下列式

子求得: δ
K

⋅∇=− PPP pb                            (3.18) 

其中， 表示網格之任意一面；b δ
K

代表 P 到 之距離向量。 b

對於壓力梯度可由下式近似： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∆
=

∆
=∇ ∑∑

≠ bf
ffbb

f
ff SPSP

V
SP

V
P

KKK 11
    ( 3 . 19 ) 

此處下標 表示除了 之外的其餘面， f b

因此得到邊界上之壓力為：
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

∆
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

∆
+

=
∑
≠

δ

δ

KK

KK

b

bf
ffp

b

S
V

SP
V

P
P

11

1

 (3.20) 
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3.1-5 求解壁面之剪應力(shear stress): 

以 P 代表靠近壁面主格點， S
K

為格子於壁上之面向量，P 點之速

度為 ，壁面朝向格子內之法線向量

為:

pV
K

S
jSiS

S
Sn yx K

KK
K
K

K )( +−
=−=                 (3.21) 

因此，垂直壁面的速度分量 : 

( ) ( )[ ]jSvSSuiSSvSu
S

nnVV ypyxpyxpxppp

KK
K

KKKK 22
2

1)( +++=⋅=⊥
  (3.22) 

可得平行壁面之速度分量: 

( ) ( )[ ]jSvSSuiSSvSu
S

VVV xpyxpyxpypppp

KK
K

KKK 22
2

1
+−+−=−=′′ ⊥

   (3.23) 

所以壁面之剪應力為 :
n
VS p

δ
µτ

′′
=

KK
K

             (3.24)               

nδ : P 點至壁面之垂直距離 

3.1-6 計算面上質量流率 

為滿足連續方程式質量守恆定律，必須計算面上之速度，在此以

類似 Rhie & Chow 之線性內插法計算。 

將(3.13)式中之壓力項自源項中提出，並將(3.13)式寫成如下的式 

子: p

pp
p P

A
VHV ∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
−=

KK
                    (3.25) 
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其中 
p

C
CC

A

QVA
H

'∑ +
=

K
K

   ； '： 不含壓力之源項        (3.26) Q

 類似(3.25)式之表示方式，格子面上之動量方程式可寫成：  

 f

fp
ff P

A
VHV ∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
−=

KK
                 (3.27) 

其中 f

fp
ff P

A
VVH ∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
+=

KK
            (3.28) 

代入(3.27)式可得： 

 f

fp

f

p
ff P

A
VP

A
VVV ∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
−∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
+= )(

KK
      (3.29) 

上標＂—＂ 表示由控制體積之中心格點 P及另一共面 f 相鄰之 

C 格點內插而得，如下所示： 

( ) ppCpf PwPwP ∇−+∇=∇ 1                       (3.30) 

( ) ppCpf VwVwV
KKK

−+= 1                         (3.31) 

至於
fpA

V
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
可由下式近似之: 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆

ppCpfp A
V

A
V

A
V

2
1

              (3.32) 

所以質量流率可寫為 :    
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( )ffff

fp
fff

fff

SPSP
A
VSV

SVm

KKKK

KK
�

⋅∇−⋅∇⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
−⋅=

⋅=

ρρ

ρ

    (3.33) 

 

3.2. SIMPLE 法則 

 3.2-1. 壓力修正式 

根據 Patankar 所提的 SIMPLE 法則，將前次疊代的壓力 ∗P ，代

入動量方程式中，可解出中心格點 P 之速度場
∗V

K
，此時速度場

及壓力場

∗V
K

∗P 仍不滿足連續方程式，因此需再修正，而修正後之速度

及壓力假設為
∗∗V

K
及 ∗∗P ，根據 Patankar 之假設，其速度修正量及

壓力修正量表示成下面之關係: 

p

pp
p P

A
VV ′∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
−=′

K
        (3.34) 

***
ppp PPP −=′                  (3.35) 

同理，格子面上速度之速度修正式： 

f

fp
fff P

A
VVVV ′∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
−=−=′ *** KKK

      (3.36) 

由(3.36)式代入(3.36)式可得修正之質量流率: 
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 (3 .37) 

此處 是以 over-relaxed 法：d
K δ

δ
K

KK
K

K

f

f

S
S

d
⋅

=

2

            (3.38) 

 

將(3.38)代入(3.37)式得: 

)()()( ''

2

' dSP
A
VPP

S
S

A
Vm f

fp
fpC

f

f
f

p
ff

KK
KK

K
� −⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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∆
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⋅
∆

−= ρ
δ

ρ  (3.39) 

⎥
⎥

⎦
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⎢
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⎡
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⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′∇
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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∆
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′∇

∆

Cpppfp

P
A
VP

A
VP

A
V

2
1

            (3.40) 

令修正後之速度場滿足連續方程式：  ∑ =
f

fm 0**�  (3.41)                   

則可得到壓力修正方程式： 

21 pp
C

CCpp SSPAPA ++′=′ ∑                    (3.42) 

其中  
f

f

fp
fC S

S
A
VA KK

K

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
=

δ
ρ

2

                   (3.43) 

∑=
f

fp mS *
1 �                          (3.44) 

  )(2 dSP
A
VS f

ff p
fp

KK
−⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′∇

∆
= ∑ ρ             (3.45) 

由(3.42)可求得壓力之修正量 P ′ ，可用來修正速度之值及質量流率 
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而求得 及 。 
∗∗V

K ∗∗
fm

3.2-2 求解步驟: 

1.給初始速度 及壓力iu ∗P  

2.解動量方程式得到預測之速度場
∗

pV
K

，並解出面上之速度
∗
fV
K

 

3.由壓力修正式解得 P ′  

4.由速度修正式計算
∗∗

pV
K

及
∗∗

fV
K

等  

5.重覆步驟 2~4，直到獲得收斂解 

一般結構性網格之係數矩陣為只具有數個對角線的 banded 

matrix，而使用非結構性網格之係數矩陣不具此性質，因此，一般常

用之 line solvers 及 Stone＇s SIP 皆不適用，point solvers 雖可用於解

unbanded matrix，但其缺點為收斂速度太慢，在此採用 preconditioned 

conjugate gradient methods。 

對 於 壓 力 修 正 方 程 式 ， 其 係 數 矩 陣 具 對 稱 性 質 ， 因 而 採

ICCG(Incomplete Cholesky Conjugate Gradients)法，而動量方程式因其係

數矩陣不具對稱性質，因此採 BICG(Biconjugate Gradients)法。  
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第四章 結果與討論 

 
4.1  入口長度的計算 

為了使進入管道擴張部分時之流場為完全發展流，則入口處管道

須有足夠的長度，才能使入口的均勻流場在進入管道擴張部分前形成

完全發展流，而由均勻流場至形成完全發展流所需之距離，稱為

entrance length。 

  因此，分別計算高度為 h=1，長度為 60h，高寬比分別為 a=1,3,9,24

之矩形管道，其中高寬比的定義為 a=
W

h
；由於在管道接近璧面處之

流場型態為邊界層流場，因此格點的安排採用非均勻網格，將三個方

向接近璧面處之網格，均以等比級數局部加密；其幾何外形及格點的

建立如圖 4.1 所示；採用中央差分和上風差分混合之法，並取 r=0.5

計算，且速度和壓力皆收斂至
310−

。 

  在本文的計算中，定義管道中最大速度變化小於 1%時的 X 方向

距離作為 entrance length；計算所得結果為：  

1.a=24，Re=225 之 entrance length 為：21.54 最大速度為 1.5 倍入口速

度。圖 4.2 

2.a=9，Re=225 之 entrance length 為：39.95 最大速度為 1.58 倍 
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 入口速度。圖 4.3 

3.a=3，Re=225 之 entrance length 為：45.92 最大速度為 1.82 倍 

  入口速度。圖 4.4 

4.a=1，Re=225 之 entrance length 為：53.31 速度為 2.02 倍入口 

  速度。圖 4.5 

   另外，對於不同高寬比管道之完全發展流的速度分佈曲線，可由 

級數求解得到解析解(Spiga and Morini[24])：其中，完全發展流之 

速度分佈曲線可表示為：  

2

4 2
1,3,5.... m=1,3,5... 

sin( )sin( )16( , )  
( )n

y zn mA wV y z
nm A n m

π π

π

∞ ∞

=

=
+∑ ∑ 2 2

h         (4.1) 

  因此將計算結果之完全發展流的速度分佈曲線和解析解比較，結

果如圖 4.6 所示，解析解所得到之最大速度和計算結果十分接近，但 

由(4.1)式無法計算出實際之質量流率，所以將解析解之質量流率， 

換算為實際之質量流率後，和計算結果有些微差距。 

由上述結果可以得到以下結論： 

a. 當管道之高寬比夠大時(a=24)，最大速度為 1.5 倍入口速度，和 

  假設管道之高寬比無窮大時所得到之解析解的最大速度吻合；而 

  a=1 時(即管道截面為正方形)，最大速度為 2.02 倍入口速度和假 
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  設圓形截面管道達到完全發展流時所得到之解析解的最大速度 

  為 2 倍入口速度接近，即正方形截面管道已接近軸對稱。  

b. 隨著高寬比的增加，最大速度則降低，所需之 entrance length 降

低。 

c. 因此，對於本文所計算之各種不同高寬比之管道，除了在 a=1， 3

管道計算高雷諾數時(Re=150-200)，採用入口管道長度為 50h 外，

其餘不同高寬比之管道均採用入口管道長度為 30h，並且使所有

計算之均勻流場，均能在擴張部前形成完全發展流。 

 

4.2  計算的測試 

  依據前述之數學模式及數值方法，格點的安排採用非均勻網格，

將三個方向接近璧面處以及背階角落處之網格，均以等比級數局部加

密；若所計算之幾何外形長寬高的比例相差太大，會使計算結果較不

易收斂，因此格點的安排採用固定 z 方向格點數，再依長寬高的比

例，分配 x,y 方向格點數。其幾何外形如圖 4.7，格點的建立如表 1

所示。 
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4.2-1 管道擴張部長度之測試 

    為了使擴張部出口速度梯度為零之出口條件不影響所計算之迴 

流區，因此分別計算擴張部管道長度為 30h，40h，50h，60h，Re=225，

A=8 時，擴張部管道長度對於迴流大小的影響。 

而由計算結果得知，如表 2，所有計算管道中之最大迴流長度為

25.6，且擴張部管道長度大於 50h 時，將不影響迴流的大小；因此本

文所計算之所有管道，採用擴張部管道長度 50h，且速度梯度為零之

出口條件，均不會影響迴流的大小。 

 

4.2-2 格點之測試 

    依前述之幾何外形及格點的建立，計算 x,y 方向格點數固定，入

口管道 z 方向格點數分別為 6,8,10,12,14 時，A=8，Re=90 之管道；而

計算結果為 z 方向格點數大於 12 時，計算結果得到之中心截面迴流

大小接近不變，如表(三)。     

    因此本文所計算之所有管道，均採用入口管道 z 方向格點數為

12，x,y 方向格點數依長寬高的比例分配。 
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4.2-3 實驗數據的比對 

  其幾何外形及格點的建立如前述；採用中央差分和上風差分混合

之法，並取 r=0.5 計算，且速度和壓力皆收斂至
310−

，模擬 Fearn 等人

[6]的實驗結果(E=3,A=8)，比對管道中心截面之速度分佈曲線，經由

和 實 驗 數 據 的 比 對 ， 所 得 結 果 如 圖 (4.8) 所 示 ； 計 算 結 果 在

Re=39(Re=26,Fearn[6])，Re=90(Re=60,Fearn[6])時和實驗結果十 

分吻合；而計算結果在 Re=210(Re=140,Fearn[6])時略大於實驗結果；

可能原因為，實驗之流場已接近非穩態流場，因此模擬結果有較大之

誤差。 

 

4.3 雷諾數對流場的影響 

  4.3-1 A=1/3 管道 

以 A=1/3 之幾何外形(即入口管道截面為正方形)，計算不同之

雷諾數，並且計算迴流在中心截面的大小(reattachment length) 

，所得結果如圖(4.9)，隨雷諾數之增加，流場上下迴流的大小完全

相等，而不會產生不對稱性。圖(4.10)為管道中心截面之速度場流

線圖，圖(4.11)為管道中心截面之壓力等值線分佈圖。 

另外，由圖(4.12)，A=1/3，Re=100 管道不同截面之流線圖，管 
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道中之迴流在四週接近璧面處最大，愈接近管道中心則迴流愈小，

即管道之流場已接近軸對稱；經由不同截面之流線圖，可看出管道

流場之立體結構，且由最接近璧面之流線(limiting streamlines) 

，[21]可看出管道流場之分離現象。 

依據流線在幾何上之定義[21]，因流線流動方向不同產生之界

面，可分為兩種：若流線方向是由此界面朝四周流動，稱為 line of  

reattachment [21]，若流線方向是由四周朝此界面流動，稱為 line of 

separation [21]；而流線在幾何上之奇點，可分為兩種：若流線方向

由此奇點向四周流出，稱為節點(nodal point) [21]，若流線方向由四

周朝此奇點流入，則稱為鞍點(saddle point) [21]，且兩個節點之間，

一定會有一個鞍點；而迴流之中心焦點(spiral-focal point) [21]，可分

為兩種：若流線由此中心焦點流入，稱為 attracting spiral-focal point，

若流線由此中心焦點流出，稱為 repelling spiral-focal point，因此在

四周接近璧面處，各會產生 line of reattachment，且在管道兩側接近

璧面處，會產生上下對稱之 attracting spiral-focal point，在管道上下

接近璧面處，各會產生 nodal point of attachment。 
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4.3-2 A=1 管道 

以 A=1 之幾何外形(即擴張部管道截面為正方形)，計算不同之雷

諾數，並且計算迴流在中心截面的大小(reattachment length)。 

所得結果如圖(4.13)，當雷諾數小於臨界值時( Re 103c = )，流場上

下迴流的大小接近相等，且不對稱性隨著雷諾數持續增加而變大，當

雷諾數大於 Re 103c = 時，開始變為一大一小之不對稱迴流；且隨雷諾

數之增加，小迴流趨近於一定值，而大迴流則隨雷諾數之增加而變大 

，圖(4.14)為管道中心截面之速度場流線圖，圖(4.15)為管道中心截面

之壓力等值線分佈圖。 

另外，由圖(4.16)，Re=75，管道不同截面之流線圖，其中：管道

中之迴流和 A=1/3 管道相同，在四週接近璧面處最大，愈接近管道中

心則迴流愈小，即管道之流場已接近軸對稱；且在四周接近璧面處 

，各會產生 line of reattachment，在管道兩側接近璧面處，會產生上下

對稱之 attracting spiral-focal point，在管道上下接近璧面處，各會產生

nodal point of attachment。 

由圖(4.17)，Re=180，管道不同截面之流線圖，其中：由於雷諾

數已大於臨界雷諾數，管道中之迴流開始變為上下不對稱但左右對稱 

；因此在四周接近璧面處，各會產生 line of reattachment，但因迴流大 
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小不同，在管道上下接近璧面處之 line of reattachment 位置不同，在管

道兩側接近璧面處之 line of reattachment，則由上下對稱變為不對稱；

同時，在管道上下接近璧面處之流線，開始產生分離現象，而產生兩

個 nodal point of attachment 及一個 saddle point，而在管道兩側接近璧面

處，除了產生上下不對稱之 attracting spiral-focal point，也因分離現象

而產生一個 saddle point，以及一個 repelling spiral-focal point。 

 

4.3-3 A=4 管道 

  以 A=4 之幾何外形，計算不同之雷諾數，並且經由計算找出最

接近璧面且速度為零之位置，作為迴流長度(reattachment length)；且以

計算管道中心截面之迴流長度，作為討論的依據。 

  所得結果如圖(4.18)，當雷諾數小於臨界值 1Re 66c = 時，流場上下

迴流的大小完全相等，當 Re>66 時，迴流大小開始產生些微的不對

稱，且不對稱性隨著雷諾數持續增加而變大，當雷諾數大於

時，開始變為一大一小之不對稱迴流；且隨雷諾數之增加，小迴流趨

近於一定值，而大迴流則隨雷諾數之增加而變大；雷諾數大於

時，流場中心截面開始產生第三個迴流，隨雷諾數之增加，

最大迴流隨雷諾數之增加而變大，其餘兩個迴流則趨近於一定值；圖 

2Re 68.25c =

3cRe 142.5=
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(4.19)為不同雷諾數時，管道中心截面之速度場流線圖，圖(4.20)為 

管道中心截面之壓力等值線分佈圖。  

 另外,由圖(4.21)，為 Re=45，管道不同截面之流線圖。其中：

因雷諾數尚未達到臨界雷諾數，在四周接近璧面處，各會產生 line of 

reattachment，且皆為對稱；在管道兩側接近璧面處，會產生上下對稱

之 attracting spiral-focal point，nodal point of attachment 及 saddle point，

而在管道上下接近璧面處，則因分離現象產生對稱之 nodal point of 

attachment 及一個 saddle point。 

  由圖(4.22)，為 Re=90，管道不同截面之流線圖，其中：由於雷諾

數已大於臨界雷諾數，管道中之迴流開始變為上下不對稱但左右對稱 

，且在管道中小迴流區之兩側璧面，產生較小之迴流；因此在接近上

璧面處，除了會產生 line of reattachment，同時在=4.5，y=-4.5 及 y=0

處產生 nodal point of attachment；而在接近下璧面處，因兩側璧面產生

之較小迴流的影響，除了會產生 line of reattachment，同時在 y=0，接

近兩側璧面及較小迴流處產生 nodal point of attachment，且分別在兩個

nodal point of attachment 間產生 saddle point；在管道兩側接近璧面處因

產生之較小迴流的影響，除了產生 attracting spiral-focal point，也因分

離現象而產生兩個 saddle point，以及一個 repelling spiral-focal point。 

 

２９ 



  由圖(4.23)，為 Re=150，管道不同截面之流線圖，其中：由於雷

諾數已大於第三臨界雷諾數，管道中之迴流開始變為上下不對稱但左

右對稱，且在管道中小迴流區之兩側璧面產生之較小迴流發展成管道

中第三個迴流區；因此在接近上璧面處，除了會產生 line of 

reattachment，同時在 y=2 及 y=-2 處產生 nodal point of attachment 及在

y=0 處產生 saddle point；而在接近下璧面處，因第三個迴流區的影響，

除了會產生 line of reattachment，在兩個迴流區間產生 line of separation 

，同時產生五個 nodal point of attachment 及三個 saddle point，而在 line 

of separation 上則產生三個 nodal point of separation 及兩個 saddle point。 

  在管道兩側接近璧面處因產生之第三個迴流區的影響，除了產生

attracting spiral-focal point，也因分離現象而產生兩個 saddle point，以及

一個 repelling spiral-focal point。 

 

4.3-4. A=8 管道 

  以 A=8 之幾何外形，計算不同之雷諾數，並且經由計算找出最

接近璧面且速度為零之位置，作為迴流長度(reattachment length)；且以

計算管道中心截面之迴流長度，作為討論的依據。 

  所得結果如圖(4.24),當雷諾數小於臨界值 1cRe 61.5= 時,迴流的 
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大小完全相等，當 Re>61.5 時，迴流大小開始產生些微的不對稱，且

不對稱性隨著雷諾數持續增加而變大，當雷諾數大於 時，

開始變為一大一小之不對稱迴流；且隨雷諾數之增加，小迴流趨近於

一定值，而大迴流則隨雷諾數之增加而變大；當雷諾數大於

時，流場中心截面開始產生第三個迴流，隨雷諾數之增加，最大迴流

隨雷諾數之增加而變大，其餘兩個迴流則趨近於一定值；當雷諾數增

加至 210 時，三個迴流產生明顯的增大，若持續增加雷諾數，流場即

將開始便為非穩態。圖(4.25)為不同雷諾數時，管道中心截面之速度

場流線圖，圖(4.26)為管道中心截面之壓力等值線分佈圖。  

2Re 67.5c =

3cRe 120=

  另外，由圖(4.27-1)，(4.27-2)，為 Re=40，管道不同截面之流線圖。

其中：因雷諾數尚未達到臨界雷諾數，在四周接近璧面處，各會產生

line of reattachment，且皆為對稱；在管道兩側接近璧面處，會產生上

下對稱之 attracting spiral-focal point，nodal point of attachment 及 saddle 

point，而在管道上下接近璧面處，則因分離現象產生對稱之 nodal point 

of attachment 及一個 saddle point。 

  由圖(4.28-1)，(4.28-2)，為 Re=120，管道不同截面之流線圖， 

其中：由於雷諾數已大於臨界雷諾數，管道中之迴流開始變為上下不

對稱但左右對稱，且在管道中小迴流區之兩側璧面，產生較小之迴流； 
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因此在接近上璧面處，除了會產生 line of reattachment，同時在 y=6 及

y=-6 處產生 nodal point of attachment 及在 y=0 處產生 saddle point；而在

接近下璧面處，因兩側璧面產生之較小迴流的影響，除了會產生 line of 

reattachment，同時在 y=0，接近兩側璧面及較小迴流處產生 nodal point 

of attachment，且分別在兩個 nodal point of attachment 間產生 saddle 

point；在管道兩側接近璧面處因產生之較小迴流的影響，除了產生

attracting spiral-focal point，也因分離現象而產生兩個 saddle point，以及

一個 repelling spiral-focal point。 

 由圖(4.29-1)，(4.29-2)，為 Re=180，管道不同截面之流線圖，其

中：由於雷諾數已大於第三臨界雷諾數，管道中之迴流開始變為上下

不對稱但左右對稱，且在管道中小迴流區之兩側璧面產生之較小迴流

發展成管道中第三個迴流區；因此在接近上璧面處，除了會產生 line of 

reattachment，同時在 y=6 及 y=-6 處產生 nodal point of attachment 及在

y=0 處產生 saddle point；而在接近下璧面處，因第三個迴流區的影響，

除了會產生 line of reattachment，在兩個迴流區間產生 line of separation 

，同時產生九個 nodal point of attachment 及七個 saddle point，而在 line 

of separation 上則產生三個 nodal point of separation 及兩個 saddle point；

在管道兩側接近璧面處因產生之第三個迴流區的影響，除了產生 
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attracting spiral-focal point，也因分離現象而產生兩個 saddle point，以及

一個 repelling spiral-focal point。 

  由於壓力為造成流體流動的原因，而且流場中壓力的變化會導致

流體流動方向的改變；由本文的計算結果，如圖(4.11)， (4.15)， 

(4.26)，在不同雷諾數時，管道中心截面之壓力分佈情形；當雷諾數

增大時，在背階角落開始產生壓力的劇烈變化，當雷諾數達臨界值時， 

則開始產生對稱性破壞的現象。 

  對於對稱之流場，在管道出口處時，壓力瞬間下降，且管道上下

之壓力均相等，遠離出口處後，壓力反而變為上升，過了迴流區後壓

力才開始下降；而對於不對稱之流場，在管道出口處時，壓力變為不

對稱，一邊為下降，另一邊則為上升，遠離出口處後，壓力變為上升， 

過了迴流區後壓力才開始下降。 
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4.4  管道高寬比對流場的影響 

  依據前述之數學模式及數值方法，計算不同高寬比突張管道在

Re=90 及 Re=150 時之流場；其幾何外形及格點的安排如圖(4.7)及表(二)

所示。 

  當 Re=90 時，計算結果如圖(4.30)，圖(4.31) 

  1. 當 A 0.08 時，管道中不會產生迴流。 ≤

2. 當 A ≤1.25 時，擴張部中心截面上下璧面之迴流長度皆相等， 

即流場為對稱性流場且迴流長度隨高寬比增加而變大。 

3. 當 1.25≤  A  3.75 時，擴張部中心截面上下璧面之迴流長度 ≤

  變為一大一小，即流場變為不對稱性流場，且較大迴流長度隨 

  高寬比增加而變大，較小迴流長度隨高寬比增加而變小。 

4. 當 A>3.75 時，擴張部中心截面上下璧面之迴流長度為一大一小 

  ，且皆接近於一定值；其中較大迴流長度接近於 10.15，較小 

  迴流長度接近於 3.67。 

由圖(4.32)-(4.34)，分別為 Re=90，不同高寬比時，上下及 

 右側璧面之 limiting streamlines：由上下璧面之 limiting streamlines 

 可知，隨著高寬比的增加，流場在 y 方向開始產生分離現象，當

A=1.67 時，開始產生 nodal point of attachment 及 saddle point,而下 
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璧面在 A 4 時,兩側璧面開始產生較小迴流;而由右側璧面之 ≥

limiting streamlines，當 A=1.67 時，流場在 Z 方向也產生分離現象，開 

始變為一大一小之迴流，且在小迴流之兩側璧面開始產生 nodal point  

of attachment，當 A≥ 4 時，nodal point of attachment 則發展成兩側璧面 

之較小迴流。 

當 Re=150 時，計算結果如圖(4.35)，(4.36) 

1. 當 A 0.08 時，管道中不會產生迴流。 ≤

2. 當 A 1/3 時(即入口管道截面之高度大於寬度)，擴張部中心 ≤

  截面上下璧面之迴流長度皆相等，即流場為對稱性流場，且迴 

  流長度隨高寬比增加而變大。 

3. 當 1/3≤  A  1 時，擴張部中心截面上下璧面之迴流長度變 ≤

  為一大一小，即流場變為不對稱性流場，且較大迴流長度隨高 

  寬比增加而變大，較小迴流長度隨高寬比增加而變小。 

4. 當 1  A ≤  2 時，擴張部中心截面上下璧面之迴流長度則接 ≤

  近一定值。 

5. 當 2≤  A ≤  3 時，擴張部中心截面上下璧面之迴流長度為一 

  大一小，其中較大迴流長度隨高寬比增加而變小，較小迴流長 

  度隨高寬比增加而些微變小。 
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6. 當 3< A< 6 時，管道中在其中一個璧面開始產生第三個迴流， 

  且最小迴流長度接近一定值，其餘兩個迴流長度則隨高寬比增 

  加而變小。 

７.  當 A>6 時，最小迴流長度依然保持一定值，其餘兩個迴流長 

  度則隨高寬比增加而持續增大。 

  由圖(4.37)-(4.39)，分別為 Re=150，不同高寬比時，上下及右側璧

面之 limiting streamlines：由上璧面之 limiting streamlines 可知，當 A=1

時，流場在 y 方向開始產生分離現象，產生 nodal point of attachment

及 saddle point，而在下璧面之 limiting stream lines：A 1.25 時，兩側

璧面開始產生較小迴流，當 A 4 時，兩側璧面之較小迴流發展成管

道中之第三個迴流區；而由右側璧面之 limiting streamlines：當 A=1 時,

流場在 Z 方向也產生分離現象，開始變為一大一小之迴流，且在小迴

流之兩側璧面開始產生 nodal point of attachment，當 A≥ 1.25 時，nodal 

point of attachment 則發展成兩側璧面之較小迴流。       

≥

≥

 

 

 

 

 

 

３６ 



4.5 不同高寬比時之臨界雷諾數 

    在本節中，將針對 A=1，A=4，A=8，2-D 之突張管的臨界雷諾數

作探討，而且分別計算些微不對稱之突張管，探討幾何外形些微不對

稱對臨界雷諾數及流場對稱性的影響；並且分別以中心截面之迴流大

小及速度分歧圖(Bifurcation diagram)作為探討的依據。 

    對於些微不對稱之突張管，其幾何外形之定義為：ε 為管道之不

對稱參數，則管道之不對稱量為：H/2+ε h，且ε =0.05，即擴張部管

道頂端之高度尺寸，增加 0.05，其餘幾何尺寸，則維持不變，如圖

(4.40)。 

 

4.5-1 A=1 突張管 

    在 Re=75-120 範圍內，分別計算對稱及些微不對稱管道，且以等

間距逐漸增加雷諾數，而在臨界雷諾數附近，則以逼近的方式，求出

臨界雷諾數。 

    計算結果如圖(4.41)，圖(4.42)所示，對於對稱管道，隨著雷諾數

增加，迴流大小開始產生些微的不對稱性，但無明顯之臨界雷諾數；

當 Re>103 時，則開始變為明顯之一大一小之迴流，而隨著雷諾數增

加，迴流大小的差距也隨之增加，因此 A=1 管道之臨界雷諾數為 
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Re 103=c 。 

  而對於些微不對稱管道，迴流大小一開始就產生些微的不對稱

性，而隨著雷諾數增加，迴流大小的差距也隨之增加，但無明顯之臨

界雷諾數；而雷諾數大於對稱管道之臨界雷諾數後，則流場開始變為

接近對稱管道。 

    另外，分別計算不同雷諾數時在管道 x=6.375 截面，管道中心處

之高度(Z)方向之速度分量(w)，如圖(4.43)所示，對於對稱管道，由於

可以計算出迴流上下相反之兩個不同解，因此可以得到兩條對稱之曲

線；而對於些微不對稱管道，則只能求出一個不對稱解；計算結果類

似迴流大小之計算結果，當 Re>103 時，開始產生明顯的分歧現象。 

 

4.5-2 A=4 突張管 

    在 Re=45-80 範圍內，分別計算對稱及些微不對稱管道，計算結

果如圖(4.44)，圖(4.45)所示，對於對稱管道，當 Re<66 時，管道中心

截面上下迴流大小均相等，當 Re>66 時，管道中心截面上下迴流大小

開始產生些微的不對稱性，當 Re>68.25 時，隨著雷諾數增加，迴流 
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大小的差距也隨之增加，因此定義 A=4 管道之臨界雷諾數為  1c

2c

Re 66=

， ；而對於些微不對稱管道，迴流大小一開始就產生些微 Re 68.25=

的不對稱性，而隨著雷諾數增加，迴流大小的差距也隨之增加，但無 

明顯之臨界雷諾數；而雷諾數大於對稱管道之臨界雷諾數後,則流場

開始變為接近對稱管道。 

    另外，分別計算不同雷諾數時在管道 x=6.375 截面，管道中心處

之高度(Z)方向之速度分量(w)，如圖(4.46)所示，對於對稱管道，由於

可以計算出迴流上下相反之兩個不同解，因此可以得到兩條對稱之曲

線；而對於些微不對稱管道，則只能求出一個不對稱解；計算結果類

似迴流大小之計算結果，當 Re>68.25 時，開始產生明顯的分歧現象。 

 

4.5-3 A=8 突張管 

    在 Re=40-75 範圍內，分別計算對稱及些微不對稱管道，計算結 

果如圖(4.47)，圖(4.48)所示，對於對稱管道，當 Re<61.5 時，管道中

心截面上下迴流大小均相等，當 Re>61. 5 時，管道中心截面上下迴流

大小開始產生些微的不對稱性，而當 Re>67.5 時，隨著雷諾數增加， 

迴流大小的差距也隨之增加，且雷諾數在 61.5-67.5 範圍內，迴流大小 
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的變化產生震盪的現象，因此 A=8 管道之臨界雷諾數為  1c

c c

Re 61.5=

( ，Fearn 等人[6]；Re 61.3= Re 61.83= ， Schreck and Schafer [18]； 

Re 60.62=c c，Drikakis[22]； Re 62.44= ，Shapira 等人[23])， ； 2cRe 67.5=

而對於些微不對稱管道，迴流大小一開始就產生些微的不對稱性， 

而隨著雷諾數增加，迴流大小的差距也隨之增加，但無明顯之臨界雷

諾數；而雷諾數大於對稱管道之臨界雷諾數後，則流場開始變為接近

對稱管道。 

  另外，分別計算不同雷諾數時在管道 x=6.375(x=22.25，Fearn 等

人[6])截面，管道中心處之高度(Z)方向之速度分量(w)，如圖(4.49)所

示，對於對稱管道，由於可以計算出迴流上下相反之兩個不同解，因

此可以得到兩條對稱之曲線；而對於些微不對稱管道，則只能求出一

個不對稱解；計算結果類似迴流大小之計算結果，當 Re>61. 5 時，開

始產生明顯的分歧現象。 

 

4.5-4 2-D 突張管 

  對於 2-D 之突張管，其幾何外形即為本文之三維突張管之 X-Z 平 

面，但入口長度為 10h，格點安排則將背階角落處以等比級數方式加 
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密，如圖(4.50)所示；而對於 2-D 之突張管，可視為高寬比趨近於無 

窮大之突張管，因此將管道之入口條件設為完全發展流之二次速度分

佈曲線，出口條件為：速度梯度為零，邊界條件為：無滑動邊界條件； 

且對流項之差分方法，採用中央差分法，並且速度及壓力均收斂至 

310− 。 

     在 Re=45-75 範圍內，計算結果如圖(4.51)，圖(4.52)所示，當 

Re<60 時( R ，Fearn 等人[6]；e 61.3=c cRe 61.83= ， Schreck and  

Schafer [18]； ，Drikakis[22] ；ReRe 60.62c = 62.44c = ，Shapira 等人[23])，

管道中心截面上下迴流大小均相等，當 Re>60 時，管道中心截面上下

迴流大小開始產生明顯的不對稱性，而 Re>66.75 後，隨著雷諾數增

加，迴流大小的差距也隨之增加；因此 2-D 管道之臨界雷諾數為

，1c 2cRe 60= Re 66.75= 。 

  另外，計算不同雷諾數時在管道 x=6.375 截面，管道中心處之高

度(Z)方向之速度分量(w)，如圖(4.53)所示，對於對稱管道，由於可以

計算出迴流上下相反之兩個不同解，因此可以得到兩條對稱之曲線；

計算結果類似迴流大小之計算結果，當 Re>60 時，開始產生明顯的分

歧現象。 
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   另外，比較 2-D 及 A=8 突張管在不同雷諾數時中心截面之迴流大

小，及速度分歧圖(Bifurcation diagram)如圖(4.54)，圖(4.55)，結果為中

心截面之迴流大小及臨界雷諾數非常接近，但對於速度分歧圖

(Bifurcation diagram)則有較大之差距；因此，對於 A=8 管道，其中心 

截面之流場已十分接近於高寬比趨近於無窮大時之 2-D 流場。 

   而經由本節的計算結果，隨著高寬比的增加，臨界雷諾數隨之降 

低，如圖(4.56)，且會產生對稱性破壞的臨界高寬比為 A=1/3；當

A>1/3，且雷諾數達臨界值時，流場開始產生對稱性破壞現象。 
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第五章 結論 

 

經由本文之計算結果，可以得到下列結論： 

1. 當管道之擴張比不變時，迴流大小和雷諾數成正比，即增加雷諾 

  數時，會增加流體之黏滯力，而使迴流隨之變大。 

2. 當高寬比 A≤ 0.08 時，管道中不會產生迴流。 

3. 當高寬比 0.08<A≤ 1/3 時，流場皆為對稱性，不會因雷諾數的增加，

而產生不對稱之流場；且管道中除了上下對稱之迴流區，也會產

生左右對稱之迴流區。 

4. 當高寬比 A>1/3 時，當雷諾數達到某一臨界值時，則流場開始失去

穩定性，而使原本為對稱性之流場，變為不對稱，而產生一大一

小之迴流區；且隨高寬比的增加，臨界雷諾數隨之降低，如圖(4.56)

所示；其中：A=1， Re 103c = ；A=4， Re 68.25c = ；A=8， ；

2-D， 

Re 67.5c =

Re 66.75c = 。 

5. 當 A 趨近於無窮大時，即管道之中心截面可視為 2-D 之平面，而

由計算結果得知，A=8 和 2-D 之突張管之臨界雷諾數非常接近，

所以對於 A≥ 8 管道，中心截面可視為趨近於 2-D 平面。 
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6. 對於些微不對稱管道，因管道在高度方向為不對稱，因此產生不 

 對稱之壓力降，而使流場形成上下不對稱；但雷諾數大於對稱管道

之臨界雷諾數時，則因黏滯力的影響遠大於壓力的影響，而使流場

接近於對稱性管道。 
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