
第二章 理論推導 

 本文對梁變形的假設，梁變形機制的描述及梁的統御方程式，構成方

程式及推導方式都與文獻[17]相同。為了文章的完整性，本章中將該梁元素

的推導，簡要敘述如下： 

2.1 基本假設 

在本文的推導中對梁所作的基本假設如下： 

(1) 梁為等斷面且為細長桿件。 

(2) Euler-Bernoulli 假說成立。 

(3) 斷面形心與剪力中心重合。 

(4) 梁斷面變形前後，斷面形狀不變且斷面內的應變可略。 

(5) 斷面軸向之翹曲位移量( Warping Displacement )為扭率與該 

斷面 Saint Venant 翹曲函數之乘積。 

(6) 梁應變均為小應變。 

由假設(2)與假設(4)可知梁元素的變形可由其形心軸的位移、斷面的方

向(即斷面座標)及其翹曲來決定。 

 

2.2 座標系統 

本研究用 Corotational Total Lagrangian Formulation 來描述梁結構之變

形。即在分析時將梁結構分成很多小段，每一小段梁稱為梁元素，然後在

梁元素變形後的位置建立其平衡方程式。對梁元素與梁元素形心軸之交點

稱作節點，並假設外加負荷均為集中負荷且作用於節點上。為了描述整個

系統的變形，本文中定義了以下三個座標系統： 

(a) 固定座標系統︰  ) 3 , 2 , 1 ( =iX g
i

 4



為一總體座標系統(global coordinate system)，結構體所有節點的座標，

系統的邊界條件與平衡方程式及其他座標系統之基底，如元素座標、元素

截面座標等，均在此座標系統上定義。 

(b) 元素座標系統︰  )3,2,1( =ixi

此座標系統是建立在每段梁元素變形後的最新位置上，如圖一所示，

座標原點為節點 1， 軸方向由節點 1 指向節點 2， 及 軸方向在元素變

形前為元素斷面的主軸方向，至於變形後其方向的決定方式是分別將位於

節點 1，2 變形後的斷面繞一個與該斷面之法線及 軸垂直的旋轉軸旋轉一

角度使斷面之法線方向與 軸方向一致(此時並不考慮斷面之翹曲變形，否

則斷面的法線方向無法定義)，然後再以兩斷面主軸方向的角平分線作為

軸及 軸的方向。本文中梁元素之變形及其統御方程式、平衡方程式均在

此座標系統上定義。 

1x 2x 3x

1x

1x

2x

3x

(c) 元素截面座標系統︰  )3,2,1( =ixs
i

此座標系統是建立在梁元素任一變形後的截面上，如圖一所示。但翹

曲變形部分不予考慮。其中 軸垂直截面且通過截面的形心，而 軸與 軸

則分別與該截面之主軸重合。本文中軸向扭轉所導致的翹曲變形，是先在

此座標系統定義，再利用座標轉換關係轉換到元素座標系統上。 

sx1
sx2

sx3

 

2.3 旋轉向量 

為便利後續的說明起見，在此定義“旋轉向量＂代表一有限旋轉。圖二

所示為對一向量 施以一旋轉向量b aφ 而使向量 旋轉到一個新的位置向量

，則b與 存在有以下的關係[25] 

b

b′ b′

 baaab+bb ×+⋅=′ φφφ sin))(cos-(1cos  (2.3.1) 

其中φ表逆時鐘方向旋轉角，a表旋轉軸的單位向量; '. '和'× '表向量的

內積和外積。 
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2.4 梁元素之變形描述 

本文是在元素座標上，描述梁元素的變形，由 2.1 節中的基本假設可

知，梁元素的變形可以由其形心軸的單位長度伸長量(unit extension)、側向

位移及其截面繞形心軸的旋轉決定。所以本文在描述梁元素的變形前，先

描述其形心軸的位移及其斷面的旋轉。 

 本文中 代表行矩陣，}{ )()( , ′=x 代表( )對 x的微分。 

 

2.4.1 梁元素之形心軸的位移 

圖一中 P 為梁元素形心軸上的任一點，令其變形前後在元素座標上的

位置向量分別為 及}00{ x })()()({ xwxvxx pp =r ，其中 x為節點 1 量

至 P 點間的形心軸在變形前的長度， )(,)( xwxv 為 P 點在 軸方向的位

移。P 點在 軸方向的位移u 可表示成 

32 , xx

1x

  (2.4.1) xxxu p −= )(

在本文中 以下式表示 )(xxp

  (2.4.2) xduxx x
np ∫ ++=

0 01 cos)1()( θε

dxwvu x
xx∫ −−++≈

0
2
,

2
,01 )

2
1

2
11( ε  

其中 為節點 1 在 方向上的位移，由元素座標系統的定義可知

。 

1u 1x

01 =u

  (2.4.3) 2/12
3

2
2 )1(cos θθθ −−=n

 
0

2 1
)(

ε
θ

+
′

−=−=
w

ds
xdw                             (2.4.4) 

0
3 1

)(
ε

θ
+
′

==
v

ds
xdv                                (2.4.5) 
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x
ww
∂
∂

=′ ，
x
vv
∂
∂

=′ ， 10 −=
dx
dsε                       )6.4.2(  

在變形後的形心軸上，P 點之單位切線向量可表示成 

}cos{
1

1
23

0
θθθ

ε
−=

+
= n

p

dx
dr

t                       (2.4.7) 

由單位長度伸長量的定義，形心軸的單位長度伸長量 0ε 可寫成 

10 −=
dx
dsε                                         (2.4.8) 

2.4.2 元素座標與元素截面座標之關係 

令 與 分別代表元素座標 方向的單位向量與元素截面

座標 軸方向的單位向量。由座標系統的定義可知，在變形前 軸與 軸

是一致的，而且變形後 是與(2.4.7)式的 重合。所以在本文中假設變形後

的單位向量 ，是由以下兩個旋轉向量連續作用於單位向量

來決定[1]： 

ie )3,2,1( =is
ie ix

s
ix ix s

ix

s
1e t

)3,2,1(1 =ise

)3,2,1( =iie

nθ nn θ=                                           (2.4.9) 

tθ  1θ=t                                            (2.4.10) 

}0{})()(0{ 32
212

3
2
23

212
3

2
22

1

1 nn=++=
×
×

= θθθθθθ
te
ten  

  (2.4.11) 

其中n為垂直 和 t的單位向量，1e nθ 為 和 的夾角，1e t 1θ 為繞 軸的轉角。 t

旋轉向量 作用在 上，將其轉至一中繼位置nθ ie ie′，此時 與 重合，再

將 作用在 ，將其轉至 。若 、 以及 已知，則元素截面座標 就

唯一決定；反之，若 、 已知，則旋轉向量 與 亦唯一決定。 

1e′ t

tθ ie′
s
ie ie nθ tθ

s
ie

ie
s
ie nθ tθ

由(2.3.1)式、(2.4.7)式及(2.4.9)～(2.4.11)式可得 與 的關係可表示如

下[1]： 

ie
S
ie

 7



  (2.4.12) i
s
i eRe  =

  (2.4.13) ][= 21 RRtR

 ba RRR  sin +  cos= 111 θθ  (2.4.14) 

 ba RRR  cos+  sin 112 θθ−=  (2.4.15) 

  (2.4.16) }cos1)cos1(cos{ 32
2
23 nnn nnna θθθθ −−+−=R

  (2.4.17) })cos1(cos)cos1({ 2
3322 nnn nnnb θθθθ −+−=R

其中(2.4.12)式中的 R 是一般所謂的旋轉矩陣同時也是元素座標和元

素截面座標間的轉換矩陣。 

由(2.4.9)～(2.4.11)式可以發現 與 均由nθ tθ )3 ,2 ,1( =iiθ 決定，同樣

地，(2.4.12)式中的矩陣 R亦為 iθ 的函數，所以本文稱 iθ 為旋轉參數，

}{ 321 θθθ=θ 為旋轉參數向量。當 有一微小變量θ }{ 321 δθδθδθδ =θ

時，截面座標會旋轉至一個新的位置，此一新的位置可由截面座標繞

軸分別作微小旋轉)3 ,2 ,1( =ixi =φδ }{ 321 δφδφδφ 而得。 θδ 與 φδ 之關係

可表示如下[1]： 

φδ θTθttttt δδ =][=        21 ba ++  (2.4.18) 

其中 

  }cos/cos/)1({ 32
2
331 nn θθθθθθ −−=t

  }cos/)1(cos/{ 2
23222 nn θθθθθθ −=t

  )/()cos1( 2
3

2
23 θθθθ +−= na

  )/()cos1( 2
3

2
22 θθθθ +−−= nb

(2.4.18)式的反函數可表示如下 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

n

n

ba

θθ
θθδ

cos0
0cos

1
 

2

3θ φδ 1−= T φδ                (2.4.19) 

 8



當旋轉參數 2θ 與 3θ 很小時，(2.4.18)式中的 1−T 矩陣可近似如下式 

 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=−

10
01

221

2

3

23
1

θ
θ

θθ
T  (2.4.20) 

 

2.5 梁元素之位移與應變 

圖一中 Q 點為梁元素中的任意點，P 點為 Q 點在形心軸上的對應點，

即 P 點與 Q 點位於同一斷面上。在元素座標上，Q 點在梁元素變形前後的

位置向量可分別表示如下 

3210 eeer zyx ++=                                  (2.5.1) 

sss
xp zyxwxvxx 321,1321 )()()( eeeeeer +++++= ωθ        (2.5.2) 

其中 、)(xxp )(xv 以及 )(xw 分別是 P 點在  軸上的座標，)3 ,2 ,1=(ixi

dx
d

x
1

,1
θθ = 是沿變形後的形心軸的斷面之軸向扭轉率， ),( zyωω = 為該截面

之 Saint Venant 翹曲函數， 、y z分別是 Q 點在 軸與 軸的座標。 sx2
sx3

將(2.4.12)式代入(2.5.2)式，並利用近似式 2
3

2
2 2

1
2
11cos θθθ −−=n ，可得r在

( i = 1, 2, 3)軸方向之分量 如下[26] ix ix

     332211 eeer xxx ++=

ωθθθθθθθ

θθθθ

)
2
1

2
11()sincos(

)cossin(

2
3

2
2,11312

13121

−−+++

−+=

x

p

z

yxx
  

   
ωθθθθθθθ

θθθθθ

3,11
2
3132

1
2
31322

]sin)
2
11(cos

2
1[

]cos)
2
11(sin

2
1[

xz

yvx

+−−+

−++=
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ωθθθθθθθ

θθθθθ

2,11321
2
2

1
2
21323

]sin
2
1cos)

2
11[(

]sin)
2
11(cos

2
1[

xz

ywx

−−−+

−++=

        (2.5.3) 

本文的應變採用工程應變。為了推導上的方便，本文中先推導出 Green 

Strain )3,2,1,( =jiijε 。再由 Green Strain 求得與其對應之工程應變。由基

本假設(4)，本文僅考慮 1211 , εε 及 13ε 。如果將 zyx ,, 當作獨立變數，則依

Green Strain 的定義 131211 ,, εεε 可表示成 

3
t
1132

t
1121

t
111 2

1,
2
1),1(

2
1 gggggg ==−= εεε                 (2.5.4a) 

  
zyx ∂∂∂
rgrgrg ∂

=
∂

=
∂

= 321 ,,                  (2.5.4b) 

將(2.5.3)式代入(2.5.4)式，並保留 0ε 、旋轉參數及旋轉參數之微分項至二次

項，可得應變為 

2
11

1
1111 εεε +=            

xxxxxx zwyv ,1,,0
1
11 ωθεε +−−=  

)()(
2
1)(

2
1

,,1
2
,1

22
,,,0

2
0

2
11 xxxxxxxx ywzvzyzwyv −+++++= θθεεε

   

2
,

2

2
1

xxvy+ )(
2
1

,,,1,10
2
,

2
,, xxxxxxxxxxxxxx zwyvwzwyzv +−+++ ωθωθε

  

2
,1

2

2
1

xxθω+
  

                                                                (2.5.5a) 

2
12

1
1212 εεε +=  

xy z ,1,
1
12 )(

2
1 θωε −=  
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])([
2
1

,1,1,,,1,,,1,,10,
2
12 xxxyxxxyxxxyxy wzvy θθωωθωθωωθεωε +−−+=    

)(
4
1

,,,, xxxxxx vwwvz −+
 

                                                                (2.5.5b) 

2
13

1
1313 εεε +=  

xz y ,1,
1
13 )(

2
1 θωε +=  

)(
4
1         

])([
2
1

,,,,

,1,1,,,1,,,1,,10,
2
13

xxxxxx

xxxzxxxzxxxzxz

wvvwy

vywz

−+

+−−+= θθωωθωθωωθεωε
 

                                                           (2.5.5c) 

其中 代表)2 ,1= ,3 ,2 ,1=( 1 kjk
jε j1ε 中之k 次項。 

Green Strain 131211 ,, εεε  與工程應變 131211 ,, γγe  間的關係如下： 

                             (2.5.6a) 1)21( 2/1
1111 −+= εe

 2/1
22

2/1
11

12
12 )21()21(

2sin
εε

εγ
++

=                    (2.5.6b) 

 2/1
33

2/1
11

13
13 )21()21(

2sin
εε

ε
γ

++
=                    (2.5.6c) 

當應變很小時(2.5.6)式可以用下列近似式代替 

 2
111111 2

1 εε −=e                                   (2.5.7a) 

 11121212 22 εεεγ −=                                (2.5.7b) 

 11131313 22 εεεγ −=                                (2.5.7c) 

因(2.5.4)式中 Green strain 僅保留到旋轉參數的二次項，所以本文中工

程應變亦僅保留到旋轉參數的二次項。由(2.5.5)式及(2.5.7)式，並保留 0ε 、

x,0ε 、旋轉參數及其微分項到二次項可得 
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2
11

1
1111 eee +=  

xxxxxx yvzwe ,1,,0
1
11 ωθε +−−=  

)()()(
2
1

,1,0,0,1
222

,1
2
11 xxxxxxxxx vwzvwyzye θεεθθ +++−++=  

        )( ,,,0 xxx zwyv ++ ε                                       (2.5.8a) 

 
2
12

1
1212 γγγ +=  

xyz ,1,
1
12 )( θωγ +−=  

22
( ,

,
,

,,10,,1,,1
22

12
xx

x
xx

xxxxxxxx
v

w
w

vzvwz −+++−= θεωθθγ          

),1,1 xxxθωθ+ xxxvyz ,,1θ−                                  (2.5.8b) 

 
2
13

1
1313 γγγ +=  

xzy ,1,
1
13 )( θωγ +=  

22
( ,

,
,

,,10,,1,,1
22

13
xx

x
xx

xxxxxxxx
v

w
w

vywvy +−−++= θεωθθγ  

         xxxxxx wyz ,,1,1,1 ) θθωθ +−                                  (2.5.8c) 

 

其中 代表)2 ,1= (  ,  , 131211 ke kkk γγ 131211 ,  , γγe 中之k 次項。 

將(2.5.8)式中之 131211 ,, γγe 分別作變分可得到下式 

1
11

0
1111 eee δδδ +=  

ωδθδδδεδ xxxxxx yvzwe ,1,,0
0
11 +−−=  

xxxxxx zyzyvzywe ,1
22

,110,01,
1
11 )()()( θδθθεδεθδδ +++++−=  

)( ,,1 xxxx zvyw +−+ δθ xxxxxx yvyvzw ,0,,,0 )( εδδε +++  

)( ,,,0,0, xxxxx zwyvzw +++ δεεδ                  (2.5.9a) 
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1
12

0
1212 δγδγδγ +=  

)( ,,1
0
12 yx z ωδθδγ +−=  

)
2
1()

2
( ,1,,1,

,
,1

2
,

1
12 xxxxx

x
xxx yzzwv

zv
zw θωθδθδδγ −−++−=  

)( ,,10,,
2

,1 xxxxxxxxx yzvzzvwz −+++−+ θωεωδθ         

xxxxxxx zvwzwvz ,,,,,10 2
1

2
1 δδθδε −++ xxx z ,1,1 θωδθ+  

                                           (2.5.9b) 
1
13

0
1313 δγδγδγ +=  

)( ,,1
0
13 zx y ωδθδγ +=  

)
2
1()

2
1( ,,1

2
,,1,,1,

1
13 xxxxxxxxx ywyvyzyvw +++−= θδθωθδδγ  

      xxx vy ,
2

,1 (δθ+ ),,10, xxxxxx yzwyyw +−−+ θωεω  

xxxxxxx yvwywvy ,,,,,10 2
1

2
1 δδθδε +−− xxx y ,1,1 θωδθ−  

                                           (2.5.9c) 

其中 代表)1 ,0= (  ,  , 131211 ke kkk δγδγδ 131211 ,  , δγδγδe 中之k 次項。 

由(2.4.1)~(2.4.6)式可得 

2
,

2
,0, 2

1
2
11 xx

p
x wv

dx
dx

u −−=−= ε                        (2.5.10) 

由(2.5.10)式可得 

2
,

2
,,0 2

1
2
1

xxx wvu ++=ε                               (2.5.11a) 

將上式對 x微分 

xxxxxxxxx wwvvu ,,,,,,0 ++=ε                           (2.5.11b) 

將(2.5.11)式變分可得 
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xxxxx wwvvu ,,,,,0 δδδδε ++=                         (2.5.12a) 

xxxxxxxxxxxxxxx wwwwvvvvu ,,,,,,,,,,0 δδδδδδε ++++=     (2.5.12b) 

2.6 平衡方程式及構成方程式 

本文利用虛功原理在元素座標上推導梁元素的平衡方程式及構成方程

式。圖三所示為梁元素中的一小段，點 a、b 分別表示這一小段梁元素的端

點，x為形心軸變形前的長度。本文採用形心軸在 )3 ,2 ,1( =ixi 軸方向的位

移量 ，旋轉參數),,( 321 wuvuuuui === 0ε ， 1θ ， xx wv ,,  ,  − 及 x,1θ 作為廣

義位移。在斷面上與廣義位移對應之廣義合力為在 )3 ,2 ,1( =ixi 軸方向的

力 、廣義力矩)3 ,2 ,1( =iFi
θ
εA , )3 ,2 ,1( =iM i

θ 及廣義雙力矩(Bimoment) 

θB 。 

若給予端點 a 及 b 一個虛廣義位移 jiu ) (δ , j)( 0δε , j)( 1δθ , jxv ) ( ,δ , 

jxw )( ,δ− ,  ) ( ,1 jxθδ ),,3 ,2 ,1( baji == ，其中 表 在端點j)( )( j 之值，則由

虛功原理可知對應於虛位移，內力所作的虛功 ntiWδ 等於外力所作的虛功

extWδ ，即 

extnti WW δδ =                                           (2.6.1) 

因本文假設梁元素間無外加負荷，所以 extWδ 即為端點 a、b 上內力之廣

義合力所作的虛功， extWδ 可以表示成 

 extWδ  ] [ ,1
b
ax

tt Bθ
θθ δθδδ ++= ∗ FuMu  

dxB
dx
db

a x
tt  ][ ,1∫ ++= ∗ θ

θθ δθδδ FuMu              (2.6.2) 

其中 

       }{ 321
θθθθ

εθ MMMA=∗M                                 (2.6.3) 

                                       (2.6.4) }{ 321 FFF=F

   }{}{ 321 wvuuuu δδδδδδδ ==u                    (2.6.5) 
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  }{ ,,10 xx vw δδδθδεδ θ −=u                         (2.6.6) 

(2.6.2)式表示[  ]內各項在端點 b 之值減掉各項在端點 a 之值。利用

(2.5.12)式，(2.6.2)式可表示成以下的積分式 

extWδ xxxx
b
a xx vMwMMA ,3,2,11,0 )([ δδδθδε θθθθ

ε +−++= ∫  

          1,101, )( δθδε θθ
ε xx MFA +++  

          xxxxxx wMwFFvMvFF ,,2,13,,3,12 )()( δδ θθ −−++−+  

          wFvFuF xxx δδδ ,3,2,1 +++  

        dxBB xxxx  ],1,,1 δθδθ θθ ++                               (2.6.7) 

由基本假設(4)，本文僅考慮 131211  ,  , γγe ，所以(2.6.1)式中內力所作的虛

功可表示成 

                 

(2.6.8) 

dVdVeW b
a

b
a ∫∫ ++= )( 131312121111int δγσδγσδσδ

其中 131211  ,  , σσσ 為工程應力，V 為端點 a ,b 間梁元素變形前的體積

dAdxdV = 。又本文假設材料為彈性材料，所以應力與應變有如下的關係 

1111 Ee=σ                                             (2.6.9a) 

 1212 γσ G=                                             (2.6.9b) 

 1313 γσ G=                                             (2.6.9c) 

其中E為楊氏模數，G 為剪力模數。 

將(2.6.9)式代入(2.6.8)式中可得 

              (2.6.10) dVGdVeeEW b
a

b
a ∫∫ ++= )( 131312121111int δγγδγγδδ

將(2.5.8)式及(2.5.9)式代入(2.6.10)式中，經整理後(2.6.10)式的第一個積

分式可寫成 

∫ ∫
b
a

dAdxee
1111δ  
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∫ −−+=
b
a xxzxxyxp vIwIIA )

2
1({ 2

,
2
,

2
,100 θεδε  

)( ,,,,,0 xxxyxxxzx wwIvvI −−+ δε  

   )( ,,0, xxxzx vIv εδ −+ + −− )( ,,0, xxxyx wIw εδ xxxxzy wvII ,,1 )( −δθ  

   xxxzyyxxxyzzxpx wvI ,,1,,1,10,1 )()([ θααθααθεδθ +−+−+  

   ]
2
1)( 3

,1,1,1 xIxxxzy K θθθαα ωω +++  

    ])(
2
1[ 2

,1,1,1 xzyxxxx I θααθδθ ωωω +++   

])()(
2
1)21[( 1,

2
,1,,0,0, θθααεεδ xxzyxyzzxxzxxzxx wIIvIvIv −−+−−−+   

2
,1,,0,0, )(

2
1)21[( xzyyxxyxxyxx wIwIw θααεεδ +−−−+  

dxvII xxzy  ]})( ,1θ−−                                            (2.6.11) 

其中 A為截面的面積， 

∫∫∫ −+−=== dAzzyyKdAyIdAzI ppIzy
22222 ])()[(,,  

∫∫∫∫ ==== zdAyydAzdAydAz zyyzzy
2233 ,,, αααα  

∫∫∫∫ ==== dAydAzdAdAI zy ωαωαωαω ωωωω
2232 ,,,  

zypyzzy IIIyzdAydAzdA +==== ∫∫∫ ,,, 22 ωαωαωα ωωω  
(2.6.10)式的第二個積分式可寫成 

∫ ∫ +
b
a

dAdx ) ( 13131212 γδγγδγ  

∫ +−=
b
a xxxx Jvw ,1,, 2

1({ θδ yJ )2
,1 xθ  

++ xxxx Jwv ,1,, 2
1( θδ zJ )2

,1 xθ  

xx J ,10,1 )21[( θεδθ −+ 2+ yJ xxxw,,1θ 2+ zJ xxxv,,1θ  

 16



     2− ωJ xxx ,1,1 θθ xxxvJw ,,2
1

+ ]
2
1

,, xxxwJv−  

)( 2
,10 xJθδε −+ )

2
1( ,1,, xxxx Jwv θδ −+ )

2
1( ,1,, xxxx Jvw θδ+  

−+ (,1 xxδθ ωJ dxx )}2
,1θ                                        (2.6.12) 

其中 

∫ −++= dAzyzyJ yz  )( ,,
22 ωω  

=yJ ∫ +−+ )([ ,,
22

zy yzzyz ωω dAy z  ],ωωω ++  

=zJ dAzyzzyy yzy  ])([ ,,,
22∫ +−+−+ ωωωωω  

=ωJ dAyzzy zy  )( ,,
22∫ +−+ ωωω  

對於雙對稱斷面， yα 、 zα 、 yzα 、 、 、 、yJ zJ ωJ ωα y 、 ωα z 、 yωα 、 zωα

及 ωα 的值皆為零。所以(2.6.11)式與(2.6.12)式可分別簡化如下 

∫ ∫
b
a

dAdxee  1111δ  

∫ −−+=
b
a xxzxxyxp vIwIIA )

2
1({ 2

,
2
,

2
,100 θεδε  

)( ,,,,,0 xxxyxxxzx wwIvvI −−+δε )( ,,0, xxxzx vIv εδ −+  

    )( ,,0, xxxyx wIw εδ −+ xxxxzy wvII ,,1 )( −−δθ   

)
2
1( 3

,1,10,1 xIxpx KI θθεδθ ++ )( ,1,1 xxxx I θδθ ω+

])()21[( 1,,,0,0, θεεδ xxzyxxzxxzxx wIIvIvIv −−−−+  

    xxzyxxyxxyxx vIIwIwIw ,1,,0,0, )()21[( θεεδ −−−−+ dx]}  

(2.6.13) 

∫ ∫ +
b
a

dxdA )( 13131212 γδγγδγ  

∫ −=
b
a xxxx Jvw )

2
1({ ,1,, θδ )

2
1( ,1,, xxxx Jwv θδ+  

   xx J ,10,1 )21[( θεδθ −+ xxxvJw ,,2
1

+ ]
2
1

,, xxxwJv−  
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   )( 2
,10 xJθδε −+ )

2
1( ,1,, xxxx Jwv θδ −+ dxJvw xxxx  )}

2
1( ,1,, θδ+  

                                                                    (2.6.14) 

令 

)
2
1(1 2

,
2
,

2
,100 xxzxxyxp vIwIIA

A
−−+= θεε                           (2.6.15) 

將(2.5.13)、(2.6.14)及(2.6.15)式代入(2.6.10)式，則 intWδ 可寫成 

intWδ dAdxGdAdxeeE b
a

b
a

 )( 131312121111 ∫ ∫∫ ∫ ++= γδγγδγδ  

∫=
b
a

AE )({ 00 εδε )( ,,,,,0 xxxyxxxzx wwIvvI −−+δε     

)( ,,0, xxxzx vIv εδ −+ )( ,,0, xxxyx wIw εδ −+ xxxxzy wvII ,,1 )( −−δθ  

)
2
1( 3

,1,10,1 xIxpx KI θθεδθ ++ )( ,1,1 xxxx I θδθ ω+

])()21[( 1,,,0,0, θεεδ xxzyxxzxxzxx wIIvIvIv −−−−+  

       dxvIIwIwIw xxzyxxyxxyxx  ]})()21[( ,1,,0,0, θεεδ −−−−+    

∫ −+
b
a xxxx JvwG )

2
1({ ,1,, θδ )

2
1( ,1,, xxxx Jwv θδ+  

        xx J ,10,1 )21[( θεδθ −+ xxxvJw ,,2
1

+ ]
2
1

,, xxxwJv−  

)( 2
,10 xJθδε −+ )

2
1( ,1,, xxxx Jwv θδ −+ dxJvw xxxx  )}

2
1( ,1,, θδ+  

(2.6.16) 

對一斷面為雙軸對稱之梁，由(2.6.1)式、(2.6.7)式與(2.6.16)式可得下列

方程式： 

 θ
xM ,1 xxxxzy wvIIE ,,)( −−=                                      (2.6.17) 

3,2 FM x −
θ

xxxyxxxx wEICvwF ,,0,1,,1 2
1 εθ +−−=                     (2.6.18) 

 =+ 2,3 FM x
θ

xvF ,1 xxxCw ,1,2
1 θ− xxxz vEI ,,0ε−                       (2.6.19) 
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                                          (2.6.20) 0,3,2,1 === xxx FFF

=+ θθ
xBM ,1 xpIE ,10 θε xC ,10 )21[( θε−+  

3
,1,,,, 2

1]
2
1

2
1

xIxxxxxx EKvwwv θ++−                   (2.6.21) 

=θ
2M ])()21([ ,,0,1,0 xxyxxzyxxy wIvIIwIE εθε +−+−− xxCv ,1,2

1 θ+                  

(2.6.22) 

=θ
3M xxxxzxxzyxxz CwvIwIIvIE ,1,,,01,,0 2

1])()21[( θεθε +−−−−                  

(2.6.23) 
θB xxC ,11θ=                                                     (2.6.24) 

 =1F 2
,10 xCEA θε − θ

ε xA ,−                                         (2.6.25) 

   )( ,,,, xxxyxxxz wwIvvIEA +−=θ
ε                                   (2.6.26) 

其中 )
2
1(1 2

,
2
,

2
,100 xxzxxyxp vIwIIA

A
−−+= θεε ，(2.6.18)與(2.6.19)式中之

為(2.6.25)式的 ， 為翹曲剛度(warping rigidity)，

1F

1F ωEIC =1 GJC = 為扭轉剛

度(torsional rigidity)。 

(2.6.17)~(2.6.26)式中保留變形參數的全部一次項、二次項和部份三次項

(含底線項)。(2.6.17)~(2.6.20)式可視為平衡方程式，(2.6.21)~(2.6.26)式可視

為構成方程式。 

因不同元素在相鄰節點需有相同的節點內力，故需將廣義力矩

)3 ,2 ,1( =iM i
θ 轉換成傳統力矩 )3 ,2 ,1( =iM i (即繞 軸旋轉的力矩)。對應

於傳統力矩 的虛位移為

ix

iM iδφ (見(2.4.18)式)。由(2.4.4)、(2.4.5)式的變分及

(2.5.12a)、(2.4.20)式可得 

φθφθ δδ uTu  =  

=θδ u }{ ,,10 xx vw δδδθδε − , =φδu }{ 3210 δθδθδθδε −  
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= θφT

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+−

−

023

032

23

10
01
2
1

2
110

0001

εθθ
εθθ

θθ
                         (2.6.27) 

由反梯度法則 (Controgradient law)[27]可得對應於 φδu 的力矩向量

及 對 應 於}{ 321 MMMAεφ =
∗M θδ u 的 力 矩 向 量

}{ 321
θθθθ

εθ MMMA=∗M 之關係如下︰ 

  (2.6.28) ∗∗ = θθφφ MTtM

由(2.6.28)式，(2.6.21)~(2.6.26)式即可得傳統力矩在元素座標上的構成

方程式。由(2.4.12)式，將在元素座標上的傳統力矩轉換到元素截面座標上，

即可求得傳統力矩在截面主軸上的構成方程式。由(2.6.17)~(2.6.26)式也可發

現如果僅保存變形參數的一次項，則(2.6.17)~(2.6.26)式就變成一階梁理論用

的平衡方程式及構成方程式。在[17]中發現某些三次項亦不能忽略，否則在

某些情況會造成誤差。所以本文亦保留了[17]中的三次項。 
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