
第三章 挫屈分析 

3.1 問題描述 

如圖四所示之簡支梁在 B 點先受一軸向保守力P作用，然後在 A、B

兩端分別加上一保守力矩M 及 Mλ ， 11 ≤≤− λ 。如圖五所示之懸臂梁在其

自由端先加上一軸向保守力P，然後在加上保守力矩M 及 Mλ ，當M 超過

某一值時，會引起結構的側向扭轉挫屈(Lateral-torsional buckling)，該值則

稱為挫屈彎矩(Buckling moment)。本文中將探討軸力P的大小對挫屈彎矩的

影響。本文中主要在探討軸力為壓力的情況，軸力為拉力的情況僅在附錄(C)

中推導。 

本章中取梁變形前的形心軸為總體座標的 軸，兩個梁截面的主軸為

及 。令 、 分別代表斷面對 及 軸的二次矩，為了方便說明

起見，假設 > 。軸向力

1X

2X 3X yI zI 2X 3X

yI zI P為施加於 軸方向的保守力，彎矩1X M 及 Mλ 為

施加在 平面上。彎矩的施加方式是假設在自由端上有一剛性相接之剛

體圓盤，且圓盤面是在 平面上，圓盤重量不計。此時二個作用無窮遠

處，大小相等，方向相反的保守力透過二條環繞於圓盤上的繩索施加一彎

矩。 

1X 3X

1X 3X

如果作用在無窮遠處的保守力平行於 軸的方向則稱此彎矩為 first 

kind Quasi Tangential Moment 或簡稱為 QT-1 型彎矩(圖六(a))。同樣地，如

果作用在無窮處的保守力平行於 軸方向則稱此彎矩為 second kind Quasi 

Tangential Moment 或簡稱 QT-2 型彎矩(圖六(b)) 。如果 QT-1 和 QT-2 同時

作用，則稱此彎矩為 Semi-Tangential Moment 或簡稱 ST 型彎矩(圖六(c))。

無論是 QT-1 、 QT-2 、 ST 型的彎矩都可表示成力矩的向量形式

，其中

1X

3X

}00{ Mg =M rFM 2= 其中 r 為圓盤之半徑， 為保守力大小，

上標

F

g代表總體座標系統。 
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如果在一自由端施加一δ gφ }{ 321
ggg δφδφδφ= 的微小擾動時( 代

表繞 軸的微小旋轉)對 QT-1 型的彎矩而言，其端點處力臂 之

變化量為 

g
iδφ

iX }00{ r=r

 =r δ δ gφ }0{ 12
gg rr δφδφ −=× r  (3.1.1) 

而力矩變化量為 

  
}200{

}00{}0{22

1

12
g

ggg

rF

Frr

δφ

δφδφδ

=

×−=×= FrM∆

或是寫成 

 } (3.1.2) 00{ 1
gg Mδφ=M∆

所以，QT-1 型的彎矩在端點受到δ gφ 的擾動後，其端點所承受的負荷

變成 

 } (3.1.3) 0{ 1
ggg MM δφ=+ MM ∆

同理，QT-2 型的彎矩在端點受到δ gφ 的擾動後，其端點所承受的負荷

變成 

 } (3.1.4) 0{ 3 MM ggg δφ−=+ MM ∆

同理，ST 型的彎矩在端點受到δ gφ 的擾動後，其端點所承受的負荷變

成 

 }
2
1

2
1{ 13

gggg MMM δφδφ−=+ MM ∆  (3.1.5) 

當負荷小於挫屈負荷時，滿足平衡方程式的變形只有主要平衡路徑，

但當負荷等於挫屈負荷時滿足平衡方程式的變形除了主要平衡路徑還有次

要平衡路徑。 

為了求得挫屈負荷，本文先求出梁結構在某一大小的P和M 作用下的

主要平衡路徑，然後在該平衡位置上加上擾動位移，使其到達一新的變形
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位置，若此新的變形位置也能滿足平衡方程式，則該負荷即為挫屈負荷。

本文與文獻[23]林中的方法一樣。在分析時將梁分成N 個元素(圖七)，共有

1+N 個節點。每個元素在其元素座標上都需滿足平衡方程式及構成方程式

((2.6.17)~(2.6.26)式)，相鄰兩元素在共同節點上都需滿足變形的相容條件及

力的平衡條件，即有相同的位移、旋轉、曲率、軸向扭轉率、合力、合力

矩及廣義雙力矩。梁元素在結構的兩端點都需滿足外加的位移和力的邊界

條件。 

3.2 主要平衡路徑的統御方程式及其解法 

文獻[23]中林推導出梁受軸力及均勻彎矩作用時，梁元素在主要平衡路

徑的統御方程式及解析解，並由結構內部節點變形的相容條件、力的平衡

條件及結構兩端點的位移和力的邊界條件，得出主要平衡路徑的數值解。

本節中將修改文獻[23]的方法，使其可用在梁受軸力及不均勻彎矩作用的情

況。 

本節中僅探討簡支梁受端點彎矩及軸向壓力的情況，簡支梁僅受端點

彎矩的情況，在附錄(B)中說明，簡支梁受軸向拉力及懸臂梁的情況在附錄

(C)和附錄(D)中說明。 

如圖八所示之簡支梁在挫屈前主要平衡路徑的變形僅有在 平面

上的位移，即

31XX

01 === θ
dx
dvv ，所以任一元素在其元素座標上的旋轉參數向

量可以表示成 

}00{ 0
2

0 θ=θ                                         (3.2.1) 

0
,

0

0
,0

2

     

1
sin

x

x

w

w
ds
dw

−≈

+

−
=−==

ε
ϕθ

                                  (3.2.2) 

其中ϕ為梁元素的切線和其元素座標之 軸的夾角，w為在 軸方向的1x 3x
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位移。 

令
ds
dϕκ = 表示梁的曲率，當 1<<ϕ 時，利用近似式 及0

2θϕ ≈ 11 0 ≈+ ε 並

將(3.2.2)式微分一次可得 

 
0

0
2

0
2

1
1
ε

θθκ
+

==
dx

d
ds

d
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−

+
=

0

0
,

0 11
1

εε
xw

dx
d  

3
0

,0
0
,

2
0

0
,

)1()1( ε

ε

ε +
+

+

−
= xxxx ww

xxxx ww ,0
0
,

0
, ε+−≈                      (3.2.3) 

將(2.6.26)式微分一次，並將(3.2.1)式代入其中可得 

])[( 0
,

0
,

20
,, xxxxxxyx wwwEIA +−=θ

ε                              (3.2.4) 

將(3.2.1)、(2.6.15)及(3.2.4)式代入(2.6.25)式可得 

1F 0εEA= 0
,

0
, xxxxy wwEI+                                    (3.2.5) 

將(3.2.1)式代入(2.6.28)、(2.6.18)及(2.6.22)式並採用近似式 11 0 ≈+ε 可得 

 3,2 FM x −
0
,1 xwF−= 0

,,0 xxxy wEI ε+                            (3.2.6) 

                         (3.2.7) =2M ])21([ 0
,,0

0
,0 xxyxxy wIwIE εε +−−

其中 

                                 (3.2.8a) e
z

e
x FFF φφ sincos1 −=

                                               (3.2.8b) PFx −=

  LMFz /)1( λ+=                                       (3.2.8c) 

eφ 表示元素座標 軸和 軸的夾角(見圖九)， 為梁端點在 軸方

向所受的外力，P 為軸向壓力， 為梁端點 B 在 軸方向所受的反作用力，

1x 1X xF 1X

zF 3X

L 為 AB 變形後的弦長，其值與變形有關，需由迭代的方式求得。 為梁元

素在元素座標 軸方向之軸向力，本節中假設其值為負。 

1F

1x

將(3.2.5)式微分一次，並將(2.6.20)式代入其中，可得 
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    =x,0ε )( 0
,

0
,

0
,

0
, xxxxxxxxxx

y wwww
A
I

+−                             (3.2.9) 

將(3.2.9)式代入(3.2.7)式，忽略旋轉參數的三次項，並採用近似式

121 0 ≈− ε ，可得 

=2M 0
,0 )21( xxywEIε−−  

0
, xxywEI−≈                                            (3.2.10) 

將(3.2.9)式代入(3.2.3)式，並忽略旋轉參數的三次項可得 

0
, xxw−=κ                                               (3.2.11) 

將(3.2.11)式代入(3.2.10)式可得 

yEI
M 2=κ                                                (3.2.12) 

將(3.2.9)式代入(3.2.6)式，忽略旋轉參數的三次項可得 

0,2
0
,13 =−− xx MwFF                                     (3.2.13) 

將(3.2.13)式微分一次，並將(3.2.10)、(3.2.12)式及(2.6.20)式代入其中可得 

 0)( 2

2

14

4
=−+

dx
wdF

dx
wdEI y                                  (3.2.14) 

(3.2.14)式為梁元素在主要平衡路徑的統御方程式。本節中假設 為負

值。 

1F

令
2
1

−=
l
xζ ，其中 l 為梁元素的弦長，

2
1

2
1

≤≤− ζ ，則
dx
d

可表示成 

 
ζζ

ζ
d
d

ld
d

dx
d

dx
d 1

==                                      (3.2.15) 

將(3.2.15)式代入(3.2.14)式中可將其無因次化成 

0)( 2

2

14

4

2 =−+
ζζ d

wdF
d

wd
l

EI y                                  (3.2.16) 

(3.2.16)式的通解可表示成 
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0)()( qN ζζ tw =                                         (3.2.17) 

}1cossin{)( ζζζζ aa=N                            (3.2.18) 

                                  (3.2.19) }{ 4321
0 DDDD=q

 
2

1
2

1  )(
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=

yEI
lFa                                        (3.2.20) 

其中 為一負值。 為未定係數，其值必須由邊界條件決定。 1F )4~1( =iDi

圖九中梁元素之兩端節點 的邊界條件可表示如下 )2,1( =jj

 0)()( 21 == ζζ ww                                       (3.2.21) 

 )(1   ,   )(1
2,221,21 ζκζκ ζζζζ w

l
w

l
−

=
−

=                       (3.2.22) 

其中
2
1

1 −=ζ  , 
2
1

2 =ζ  ,  1κ , 2 κ 分別為梁在 1ζ 和 2ζ 的曲率。 

由(3.2.12)式可知 

 
yy EI

M
EI
M 22

2
21

1    ,   == κκ                                   (3.2.23) 

其中 為 在節點 之值。 jM 2 )2,1( =j 2M j

將(3.2.17)式代入(3.2.21)及(3.2.22)式可以得到 

Tκq =0                                                 (3.2.24) 

其中 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎢

⎣

⎡

−−
−

−

=    

11
22

2
cos1

2
cos1

2
sin1        

2
sin1     

2 2

2 aa

aa

a
lT                      (3.2.25) 

 }{ 21 κκ=κ                                           (3.2.26) 

將(3.2.24)式代入(3.2.17)式可得 
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κNTκN )()()( ζζζ t
w

tw ==                              (3.2.27) 

由圖九可知梁元素在節點 )2,1( =jj 的切線和水平線( 軸)的夾角可

表示成 

1X

jej
t ϕφφ −=                                           (3.2.28) 

其中 在(3.2.8)式中已定義， 為(3.2.2)式中的eφ jϕ ϕ在節點 j 之值。 

由圖九的自由體圖，節點 1 的合力矩為 0 及(3.2.23)式可得 

x
e

z
ye FF

l
EI

]cos)([sin 21 φκκφ −−=                      (3.2.29) 

(3.2.29)式中 l 為梁元素的弦長，當 1<<ϕ 時，利用近似式 ϕϕ sin≈ 及

11 0 ≈+ ε ，並將(3.2.27)式代入(3.2.2)式可得 

κN t
wdx

dw ′−≈
+
−

=
01

1
ε

ϕ                                    (3.2.30) 

由(3.2.30)式可得 

κN )( j
t

w
j ζϕ ′−=                                        (3.2.31)

因梁元素在共同的節點上有相同的切線，所以由圖十及(3.2.28)式可以得到 

NiF ititi ,......3,201
)(

2
)1( ==−= − φφ                     (3.2.32) 

j
i

e
i

j
it )()()(, ϕφφ −=                                        (3.2.33) 

其中下標 表示第 個元素，下標 i 表示系統之第 個節點，上標

表示該元素的節點 ，因梁元素在共同的節點上有相同的曲率，

所以在系統節點

)( i )( i i

)2,1( =jj j

)1,,3,2,1( += Nii K 的曲率可用 iκ 表示。由 (3.2.29)及

(3.2.30)式可知元素 之 及 都是)( i e
i)(φ

j
i)(ϕ Nii 1i ,,2,1 , K=κκ 的函數。 +

我們可以將(3.2.32)式寫成如下的向量形式 

 ψ   (3.2.34) 

     

=)(C CF =)( 0

}......,,{ 32 Nκκκ=C  (3.2.35) 
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(3.2.35)式即為梁結構在主要平衡路徑的統御方程式。因本題中
yEI

M
=1κ ，

y
N EI

Mλκ −=+1 為已知，所以不包括在(3.2.35)式中。(3.2.35)式為 1−N 個 1−N

元的非線性聯立代數方程式。 

令 

    (3.2.36) }{ 21
tt φφ−=f

其中 已在(3.2.28)式中定義。若將 f 視為元素的節點內力則(3.2.34)

式中的 可視為系統的節點內力，且可以和一般有限元素法一樣由f 組合而

成；(3.2.34)式中之 可視為系統的不平衡力。 

    當軸向壓力 和端點的彎矩

j
tφ

F

ψ

F M 和 Mλ 為已知時，系統在節點 i 的曲率可

以由(3.2.34)式決定。本文中採用牛頓法解(3.2.34)式，本文中以一個元素(即

1=N )的解析解，作為牛頓法的初解(Predictor)。將(3.2.27)式代入(3.2.11)式，

Ll = 及 代入(3.2.20)式，可得1cos =eφ 1=N 時的曲率如下 

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎡ −
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cos)1(
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sin)1(
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a
a

EI
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a
a

EI
M

yy

ζλζλκ  (3.2.37) 

 2
12

)(
yEI

PLa =   (3.2.38) 

牛頓法中 的改正量可表示成 C

  (3.2.39) 1 −−= TKCδ ψ

 
C
FK
 
 

∂
∂

=T    (3.2.40) 

其中 可視為系統的切線剛度矩陣。 可以由元素的剛度矩陣TK TK k 利

用直接勁度法(direct stiffness method)組合而成。元素的剛度矩陣k 可以由

(3.2.36)式對κ微分求得，並可表示如下 
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其中 
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(3.2.42) 

kwN ,′ 表示(3.2.31)式中 之第wN′ )2,1( =kk 個元素。 
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3.3 梁結構之次要平衡路徑 

本節使用的方法與文獻[23]的方法相同。 

3.3.1 擾動後的元素座標及變形參數 

本節中的推導考慮了簡支梁和懸臂梁兩種情況。當梁結構由 3.2

節中求得之主要平衡路徑上受到擾動位移作用時會達到一個新變形位

置。令梁元素節點 在總體座標上的擾動位移及擾動旋轉向

量為 

)2,1( =jj

   (3.3.1) } ,  , { g
j

g
j

g
j

g
j wvu=u

   (3.3.2) g
jφ } ,  , { 321

g
j

g
j

g
j φφφ=

其中 代表 是在總體座標上定義的， 為梁元素截面在節點

繞 軸的擾動旋轉。梁元素節點

g)( )( g
ijφ j

iX )2,1( =jj 在總體座標上形心軸的擾動

扭轉率為 jβ 。 

由圖九知，在擾動前的平衡位置，元素座標 和總體座標 的關

係表示成 
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cos0sin
010

sin0cos

φφ

φφ
                 (3.3.3) 

其中 為 軸和 軸的夾角，由(3.3.3)式可得 eφ iX ix

jge
g
j uAu =       (3.3.4) 

g
jφ geA= jφ                                              (3.3.5) 

其中 、},,{ jjjj wvu=u jφ },,{ 321 jjj φφφ= 為元素節點

在元素座標 上的擾動位移及擾動旋轉向量，節點扭轉率的擾動量與座標

系統無關，故在元素座標仍為

)2,1( =jj

ix

jβ 。 
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當元素節點受到 及 擾動後，利用文獻[1]中的方法，可以決定擾動

後的元素座標

ju jφ

ix 及節點旋轉參數 ijθ ，其推導過程在附錄 E 中有詳盡的說

明。梁元素受擾動後在任意截面的旋轉向量可表示成 

  (3.3.6) 
}{   

}{ 

,,
0
,1

32
0
21

xxx vww −−≈

+=

θ

θθθθθ

在(3.3.6)式中 xx vw ,,1  , , −θ (或 321 , , θθθ )是由所施加的擾動量造成的，

故為極小量(infinitesimal quantity)即 0 , , ,,1 →− xx vwθ 而 為擾動前的

旋轉參數為一有限量(finite quantity)。由元素座標的定義可知，當梁元

素的數目取的夠多時 為一微小量(small quantity)，即 ，但

仍為一有限量。由以上討論可知(2.6.17)~(2.6.26)式在任一元素上都能

適用。在本文的推導過程中因

0
, xw−

0
, xw− 10

, <<− xw

xx vw ,,1  , , −θ 為極小量，所以僅保留

xx vw ,,1  , , −θ 及其微分至一次項，而 為有限量，故 及其微分項都全

部保留。 

0
, xw 0

, xw

由(2.6.17)~(2.6.26)式中可發現當僅保留至 xx vw ,,1  , , −θ 及其微分的一

次項時，僅 1θ 和 有偶合關係。且由附錄 E 中可發現xv, j1θ 和 j3θ 僅和擾動

位移 )2,1(,, 31 =jv jjj φφ 有關，所以本研究在以後的推導中僅考慮與 1θ 、

有關的統御方程式及擾動量，即取xv, 0,2 =−=== xjjj wwu φ 。所以由附錄

E 可知本節中擾動後的元素座標 ix 與擾動前的元素座標間的關係可表示成 

xAx ee=  (3.3.7) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎣

⎡

−
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∆
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=
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1
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23

23

e

ev
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ee
l

l

A  (3.3.8) 
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其中  

)(
4
1)(

4
1)(

2
1

322311121123
ll

vsvse ∆
−−

∆
−−+= φφφφ  , 12 vvv −=∆  

, 為元素擾動前的弦長。 0
2

0
2sin jjjs θϕ == )2,1( =j l

因本研究以後的推導都是以節點在總體座標上的擾動位移、旋轉

及扭轉率為獨立變數，所以必須將擾動後之元素座標的節點擾動位移

及旋轉參數表示成總體座標之節點擾動量的函數。 

令 和 代表元素的節點擾動位移向量， 代表擾動後的節點參數

向量，並表示如下： 

gu eu θu

                    (3.3.9) },,,,,,,{ 232122131111 βφφβφφ gggggg
g vv=u

                    (3.3.10) },,,,,,,{ 232122131111 βφφβφφ vve =u

 },,,,,,,{ 232122131111 βθθβθθθ vv=u                    (3.3.11) 

其中 和 的分量在(3.3.1)、(3.3.2)、(3.3.4)及(3.3.5)式中已有定義。 gu eu

)2,1(, 31 =jjj θθ 為擾動後節點 的旋轉參數，j )2,1( =jv j 表示元素節點

在擾動後之元素座標j 2x 軸方向的擾動位移。由元素座標的定義可知

0=jv ，因 jβ 和座標系統無關，故在 和ix ix 座標中有相同的值。 

由(3.3.3)~(3.3.5)式可得 

egeg uTu =                       (3.3.12) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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4

4

T0
0T

Tge     (3.3.13) 

4T =  (3.3.14) 

⎥
⎥
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⎤

⎢
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⎣

⎡
−

1000
0cossin0
0sincos0
0001

ee

ee

φφ
φφ

其中 在(3.2.8)式中已有定義，且0為eφ 44× 的零矩陣， 。 2,1=j
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由附錄 E 中可得 jj 31 ,θθ 與擾動量 jjjv 31 ,, φφ 之間的關係，所以(3.3.10)

及(3.3.11)式的關係可表示如下： 

eeuTu θθ =   (3.3.15) 
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eθT  (3.3.16) 

其中  
llll 44

,)(
4
1 21

2

21
sssc

bssa jj
j ++=−=  

3.3.2 梁元素在次要平衡路徑的統御方程式 

本節中除了另有聲明外，所有的變數都是在擾動後的元素座標 ix

中定義。 xv,1 ,θ 在次要平衡路徑之統御方程式的推導和文獻[23]一樣，

其推導的過程如下： 

將(2.6.21)式對 x微分可得 

 xxxxpxpxxxx CIEIEBM ,1,0,10,1,0,,1 2 θεθεθεθθ −++−=  

xxxxxxxxxx vCwvCwC ,
0
,,

0
,,10 2

1
2
1)21( −+−+ θε                (3.3.17) 

將(2.6.24)式對 x微分二次可得 

 xxxxxx CB ,11, θθ =                                           (3.3.18) 

將(2.6.19)式對 x微分，並將(2.6.20)式代入其中，可得 

 )( ,,0,,0,1,3 xxxxxxxxzxxxx vvEIvFM εεθ +−=  
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xxxxxxxx CwCw ,1
0
,,1

0
, 2

1
2
1 θθ −−                             (3.3.19) 

將(2.6.23)式對 x微分二次可得 

xxxxzxxxxzxxxxzxx vIvIvIEM ,,0,,0,,0,3 54[ εεεθ −−−=  

xxxxzvI ,0 )21( ε−+ )]2)(( ,1
0
,,1

0
,1

0
, xxxxxxxxxxxxzy wwwII θθθ ++−−  

)2(
2
1

,1
0
,,1

0
,,1

0
, xxxxxxxxxxxx wwwC θθθ +++               (3.3.20) 

分別將(3.3.17)、(3.3.18)式代入(2.6.17)式及(3.3.20)式代入(3.3.19)式可得 

xxpxxxpxxxx CIECIEC ,1,0,0,100,11 )2(])21([ θεεθεεθ −+−++−  

xxxxxxxxzyxxxx vCwvwIIEvCw ,
0
,,

0
,,

0
, 2

1)(
2
1

−−++ 0=  

(3.3.21) 

xxxxCw ,1
0
,2

1 θ xxxxxxzy CwwIIE ,1
0
,

0
, ]

2
3)([ θ+−−+   

xxxxxxxzy CwwIIE ,1
0
,

0
, ])(2[ θ+−−+ 1

0
,)( θxxxxzy wIIE −−  

xxxxzvEI ,0 )21( ε−+ xxxxz vEI ,,04 ε− xxxxz vFEI ,1,0 )3( −−+ ε  

0,,0 =− xxxxz vEI ε  

(3.3.22) 

其中 x,00  , εε xx,0,ε 及 xxx,0ε 可以由如下方法求得： 

因梁結構僅在端點受軸向壓力 P及彎矩 M ，當保留擾動量到一次

項時，由(3.3.7)與(3.3.8)式知梁元素的軸力和擾動前相同，所以由(3.2.5)

式 0ε 可表示成 

0ε A
wwI xxxxy

p

0
,

0
,−= ε                                       (3.3.23) 

其中 

EA
F

p
1=ε                                          (3.3.24) 
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將(3.3.23)式微分可得 

x,0ε )( 0
,

0
,

0
,

0
, xxxxxxxxxx

y wwww
A
I

+−=                             (3.3.25a)         

 ]2)[( 0
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20
,,0 xxxxxxxxxxxxxxx

y
xx wwwww
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++−=ε                  (3.3.25b)         

 ]34[ 0
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,,0 xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

y
xxx wwwwww

A
I

++−=ε             (3.3.25c) 

(3.3.21)及(3.3.22)式即為 1θ 和 3θ 在次要平衡路徑的統御方程式。 

令 

2
1

−=
l
xζ                                                 (3.3.26) 

將 (3.3.26) 式代入 (3.3.21) 及 (3.3.22) 式中，並使用近似式 11 0 ≈+ ε 及

121 0 ≈− ε ，則(3.3.21)及(3.3.22)式可無因次化成以下的形式 
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其中 
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    (3.3.28) ⎥
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3.3.3 擾動位移的級數解 

本節中採用的方法和[23]一樣，為了本文的完整性，本節重複[23]中的

推導。 

假設(3.3.27)式的解可以表示成下列的級數 

 ∑
∞

=
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

0

1

n
n

n

v
Aζ

θ
  (3.3.29) 

   (3.3.30) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
n

n
n B

A
A

如前節所述， 1θ 和v是定義在擾動後的元素座標 ix 中。 

因(3.3.27)式的為二個聯立的四次線性常微分方程式，所以其解只有 8 個獨

立的未定係數，本節中取 為獨立的未定係數，所以所有的

都可以表示成 的函數，其間的遞迴關係可由以下

的推導求得。由(3.2.17)~(3.2.19)式及(3.3.23)式知(3.3.27)式中的 及其微

分都是

3210 ,,, AAAA

)4( ≥nnA 3210 ,,, AAAA

0
0
2 ,εθ

ζasin 及 ζacos 的函數。因本節中採用了ζ 的多項式作為(3.3.27)式的

級數解所以必須先將 式中的(3.3.28) ,,, TSRQ 表示成以下多項式的形式。 

                (3.3.31) 
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其中 ，本文中 最大取到 5， 為常數矩陣，在附錄0≥m m iiii TSRQ ,,,
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F，G(軸力為壓力)、H，I(軸力為拉力)都有詳細推導。 

將(3.3.30)，(3.3.31)式及 5=m 代入(3.3.27)式中並將其化成 的形式

可得 
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 (3.3.32) 

將(3.3.32)式展開並按照ζ的次方排列可得 
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將(3.3.33)式化成 的排列方式 4−nζ
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由(3.3.27)式可得下列遞迴關係式 

當 時 84 ≤≤ n
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   (3.3.37) 

由(3.3.35)及(3.3.36)式中的遞迴關係式，我們可以將 表示成

的函數，其推導過程如下所述。 

令 

)4( ≥nnA

)3~0( =iiA
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n
jn nATA  (3.3.38) 

比較(3.3.35)和(3.3.38)式可得 

)3~0(   4
4 == jj
j XT   (3.3.39) 

)85(),3~0(    
4

1
≤≤=+= ∑

−

=

−− nj
n

i

in
j

i
n

jn
n

n
j TXXT    (3.3.40) 

由 (3.3.40) 式 的 遞 迴 關 係 及 (3.3.39) 式 即 可 求 出 (3.3.38) 式 中 的

 

當 9  時，令 

)84( ≤≤ nn
jT

≥n

9           
8

0
≥= ∑

=
ni

i

n
in AYA  (3.3.41) 

由(3.3.34)式可得 

9~1           
8

0
== ∑

=

−
− ji

i

jn
ijn AYA  (3.3.42) 

將(3.3.42)式代入(3.3.36)式可得 

  (3.3.43) 

i
i j

jn
i

j
n

j i
i

jn
i

j
nn

AYX

AYXA

∑∑

∑ ∑

= =

−

= =

−=

8

0

9

1

9

1

8

0

=     

比較(3.3.41)式和(3.3.43)式可得 

                (3.3.44) )9(,)8~0(          
9

1
≥== ∑

=

− ni
j

jn
i

j
n

n
i YXY

當 時，由(3.3.36)式可得 9=n

j
j

j
−

=
∑= 9

9

1
99 AXA  (3.3.45) 

由(3.3.43)式可得 
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i
j i

j
i

j AYXA ∑∑
= =

−=
9

1

8

0

9
99  (3.3.46) 

比較(3.3.45)式和(3.3.46)式可得 

  (3.3.47)          
      if      
      if       

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ki
kik

i 0
I

Y

其中 8~0= 8~0 , ki =  , 為I 22× 的單位矩陣，0為 的零矩陣。 22×

由 (3.3.44) 式 中 的 遞 迴 關 係 式 及 (3.3.47) 式 即 可 求 得

((3.3.41)式)。將(3.3.38)及(3.3.41)式代入(3.3.29)式，可將)8~0,9( =≥ inn
iY

},{ 1 vθ 的級數解表示成以下 )3~0( =jAj 的函數 

 ∑
=

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ 3

0

1       
j

j
N
jv

AU
θ

                   (3.3.48) 

∑ ∑
= =

++=
8

4 9m

N

n

n
j

m
j

mjN
j ZTIU ζζ    (3.3.49) 

   (3.3.50) )(
8

4
∑
=

+=
m

m
j

n
m

n
j

nn
j TYYZ ζ

其中 3~0= ,  9 jn ∞≤≤  

本文在數值計算時，是以下式作為 },{ 1 vθ 級數解((3.3.48)式)的收斂準則 

  tolN
j

n
j

E≤

∞

∞

U

Z
                                    (3.3.51) 

其中 為所給定之容許誤差值，tolE ∞     為矩陣的Row sum norm。 

一個矩陣 的Row sum norm的定義如下[28] NN×A

 )(max
1

∑
=

∞ =
N

j
ij

i
AA  

由(3.3.48)式可將 1θ 和 v表示成下列的形式 

qN t
11 =θ   (3.3.52) 
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                                       (3.3.53) qN t
vv =

    (3.3.54) }{ 33221100 BABABABA=q

其中 和 皆為 的行矩陣，本文中稱其為形狀函數。 1N vN 18×

iA )3~0(  , =iBi 為未定係數。其值是由梁元素端點的邊界條件決

定。令 j1θ 、 、jv j3θ 、 jβ 表示 1θ 、v、
ds
dv

=3θ ((2.4.5)式) ，
ds

d 1θβ = 在節

點 之值。 j )2,1( =j

由(3.3.52)和(3.3.53)式可得 

  (3.3.55) qTu qθθ =

  (3.3.56) 
})()()()(

)()()()({

2,12,212

1,11,111

ζζζζ

ζζζζθ

t
s

t
sv

tt
v

t
s

t
sv

tt
vq

NNNN

NNNNT =

其中 已在(3.3.11)式中定義，θu 5.01 −=ζ , 5.02 =ζ 。 

因本文以後的推導都是以節點在總體座標上的擾動位移、旋轉及形心

軸的扭轉率為獨立變數，所以必須將(3.3.52)式及(3.3.53)式中的q表示成 

的函數。 

由(3.3.12)、(3.3.15)及(3.3.55)式可得 

gu

gqguTq =  (3.3.57) 

t
geeqqg TTTT θθ

1−=  (3.3.58) 
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3.3.4 梁元素在次要平衡路徑的節點內力 

因在次要平衡路徑上，梁元素的內力在共同的節點上必須滿足力的平

衡，在兩端的節點必須必須滿足外力的邊界條件，所以本節中首先要將梁

截面在元素座標上的合力、合力矩及雙力矩表示成擾動位移 的函數。在

本節的推導中，所有的擾動量及其微分都僅取到一次項。梁的內力必須在

受擾動後的元素座標

gu

ix 上計算。 

令 

   },,{ 321 jjjj FFF=F  (3.3.59) 

 },,{ 321 jjjj MMM=M  (3.3.60) 

其中 ijF 及 ijM 表示元素節點 )2,1( =jj 在擾動後之元素座標軸

)3,2,1( =ixi 方向的節點力及力矩。 ijF 及 ijM 的計算方法與[23]的方法一

樣，在附錄 J 中有詳盡的推導。 

為了推導上的方便，本研究將 jF 及 jM 的分量表示成在擾動前之元素座

標 上的分量 及 ，由(3.3.8)式可得 ix ijF ijM

 jeejjjj FFF FAF == },,{ 321  (3.3.61) 

 jeejjjj MMM MAM == },,{ 321  (3.3.62) 

所以由(3.3.8)、(3.3.61)、(3.3.62)式可得 

 11 FF =  (3.3.63) 

 233122 eFvFFF −
∆

+=
l

 (3.3.64) 

 33 FF =  (3.3.65) 

 
l

vMMM ∆
−= 211  (3.3.66) 

 22 MM =  (3.3.67) 
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 32323 MeMM +=  (3.3.68) 

 

因本文中僅取到擾動量的一次項，所以(3.3.64)、(3.3.66)及(3.3.68)式中

之 1F 、 3F 及 2M 是採用其在擾動前之值，即(3.2.5)、(3.2.6)及(3.2.7)式 

令 

 }  (3.3.69) ,,,{ 2211
θθ BB eee FFF −−=

 },,,{ 2211
θθ BB eee FFF −−=  (3.3.70) 

 } (3.3.71) ,,{ 312 jjjej MMF=F

 },,{ 312 jjjej MMF=F  (3.3.72) 

其中 ， 、)2,1( =jj eF eF 為元素擾動後的節點內力向量分別表示成擾

動前元素座標上的分量及擾動後元素座標上的分量。 

由(3.3.8)、(3.3.61)、(3.3.62)及(3.3.69)~(3.3.72)式可將擾動後的元素節點

內力表示成 

 eeeee uTFF +=  (3.3.73) 

其中 

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

=

×

×

81

2

81

1

0
T
0
T

T
F

F

ee  (3.3.74) 

FjT 代表 在節點FT )2,1( =jj 之值
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s
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s
F
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ss
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s
M

s
F
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ss
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ss
FF

jj

jj

jjjj

jj

jj

jjjj

t
Fj

llll

llll

T

 
0
2

0
2sin jjjs θϕ ==  

由附錄 J 中的(J.20)與(3.3.73)式可得 

eeeFe uTqNF +=  (3.3.75) 

其中 在附錄 J 中(J.21)式中已有定義， 在(3.3.54)式中已有定義。 FN q

由(3.3.15)、(3.3.55)式可將(3.3.75)式表示成 

 eeeeqFe uTTTNF )( 1 += −
θθ  (3.3.76) 

令 

}{ 23212221311121
θθ BMMFBMMF gggggg

g =F  (3.3.77)  

其中 ,g
jF2

g
j

g
j MM 31 , , )2,1( =jB j

θ 分別為梁元素在節點 沿 軸方向的

內力，繞 及 軸的力矩及雙力矩。 

j 2X

1X 3X

由(3.3.12)式可知 (3.3.77)式及 (3.3.76)式的關係如下： gF eF

egeg FTF =  (3.3.78) 

利用(3.3.12)式可將(3.3.78)式表示成 

 g
t
geeeeqFgeg uTTTTNTF )( 1 += −

θθ  (3.3.79) 
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3.3.5  梁結構的邊界條件 

本文中分析的簡支梁和懸臂梁在兩端點因支承不同而有不同的邊

界條件，但在內部節點則有相同邊界條件，所以本節中將邊界分為兩

端節點和內部節點兩種邊界。本節中以 表示 在系統節點g
i)( )(

)11( +−= Nii 的值且 是在總體座標上定義的， 表示 在第)( g
ij )()( )(

)1( Nii −= 個元素節點 之值，且 是在總體座標上定義的。所

以 代表系統之第 i 個節點在 方向的擾動位移，繞 及

軸的擾動旋轉及形心軸的扭轉率。

)2,1( =jj )(

θβφφ i
g

i
g
i

g
iv ,,3,1,   ,   ,  , 2X 1X

3X , )(,
g

ijv ,  )(,1
g

ijφ ,  )(,3
g

ijφ θβ )(, ij )2,1( =j

代表第 個元素的節點 在 方向的擾動位移，繞 及 軸的擾動旋轉及

形心軸的扭轉率。為了方便說明，本節中令懸臂梁的第一個節點為固定

端，第

i j 2X 1X 3X

1+N 個節點為自由端，本文中僅考慮兩端具有相同邊界條件的

簡支梁。 

梁端點的的邊界條件可以說明如下： 

(1)固定端(第一個節點)邊界條件： 

   0)1(111,1 == gg φφ

   0)1(311,3 == gg φφ

                   0)1(11, == gg vv

0)1(11, == θθ BB (自由翹曲)，或 0)1(11, == θθ ββ (抑制翹曲) 

    (3.3.80) 

(2)自由端第 N + 1個節點 

自由端的邊界條件和施加力矩方式有關(見(3.1.3)~(3.1.5)式)，可分為

QT-1，QT-2 及 ST 來說明 

QT-1： 
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      (3.3.81a) 0)(121,1 ==+
g

N
g
N MM g

N
g
N

g
N MMM )(321,11,3 == ++ φ

QT-2： 

g
N

g
N

g
N MMM )(121,31,1 =−= ++ φ      (3.3.81b) 0)(321,3 ==+

g
N

g
N MM

ST： 

g
N

g
N

g
N MMM )(121,31,1 2

1
=−= ++ φ   g

N
g
N

g
N MMM )(321,11,3 2

1
== ++ φ  

                                                (3.3.81c) 

另外與力矩形式無關的邊界條件有 

                  (3.3.82a)  0      0 )(21,)(221,2 ==== ++
θθ

NN
g

N
g

N BBFF

    

    

        

)(21,

)(21,

)(321,3)(121,1

g
N

g
N

g
N

g
N

g
N

g
N

g
N

g
N

vv

ββ

φφφφ

=

=

==

+

+

++

                    (3.3.82b) 

(3)簡支梁端點邊界條件(第 1 和第 1+N 個節點) 

本文中共考慮了以下四種不同的邊界條件。 

(a)        0)1(311,3 == gg MM 0)(321,3 ==+
g

N
g

N MM

 0)1(11, == θθ ββ          0)(21, ==+
θθ ββ NN           (3.3.83a) 

(b)        0)1(311,3 == gg MM 0)(321,3 ==+
g

N
g

N MM

 0)1(11, == θθ BB         0)(21, ==+
θθ

NN BB              (3.3.83b) 

(c)         0)1(311,3 == gg φφ 0)(321,3 ==+
g

N
g

N φφ

 0)1(11, == θθ ββ         0)(21, ==+
θθ ββ NN              (3.3.83c) 

(d)          0)1(311,3 == gg φφ 0)(321,3 ==+
g

N
g

N φφ

 0)1(11, == θθ BB         0)(21, ==+
θθ

NN BB             (3.3.83d) 

另外四種不同的邊界有以下共同的邊界條件。 
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           (3.3.84) 

0)1(111,1 == gg φφ 0)(121,1 ==+
g

N
g
N φφ

0)1(11, == gg vv 0)(21, ==+
g

N
g
N vv

以上的四種邊界條件在外加彎矩為 QT-1，QT-2 及 ST 時皆適用。 

在簡支梁和懸臂梁的內部節點，即第 2 個到第N 個節點，相鄰元素在

共同節點上必需有一致的變形且滿足力的平衡，其邊界條件可以表示如下 

    (1)位移邊界條件：  

                             (3.3.85a) 

g
i

g
i

g
i

g
i

g
i

g
i

g
i

g
i

g
i

g
ii

gg
i vvv

1,)1(1)(2

1,3)1(31)(32

1,1)1(11)(12

1,)1(1)(2

++

++

++

++

==

==

==

==

βββ

φφφ

φφφ

(2)力邊界條件： 

  
0

0

)1(11)(12

)1(21)(22

=−

=−

+

+

g
i

g
i

g
i

g
i

MM

FF

                             (3.3.85b) 
0

0

)1(1)(2

)1(31)(32

=−

=−

+

+

θθ
ii

g
i

g
i

BB

MM

本文在分析時候將 及 當做獨立變數，所以位

移的邊界條件都可以自動滿足。 

 , , ,3,1,
g

i
g
i

g
iv φφ )1,1( += Nig

iβ
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3.4 挫屈負荷 

將(3.3.78)、(3.3.79)式代入 3.3.5 節中力的邊界條件，即可求得挫屈負荷

的統御方程式。今以懸臂梁固定端為抑制翹曲，外加彎矩為 QT-1 型為例，

說明挫屈負荷統御方程式的形成。將 (3.3.78)、(3.3.79)、(3.3.80)、(3.3.82b)

及(3.3.85a)式代入(3.3.81a)、(3.3.82a)及(3.3.85b)式可得 

  (3.4.1) 141444 }{}{][ ××× = NNNN 0UK

}{}{ 11,311,1 22,32,12 14
θθ βφφβφφ ++++× = N

g
N

g
N

g
N

ggg
N VV LLU  

           (3.4.2) 

其中 之下標分別代表矩陣和向量的維數(dimension)。而}{, ][ N 代表

元素的數目。 ][K 可視為系統的剛度矩陣， 為系統的位移向量。 }{U

對於不同的邊界條件，該統御方程式的維數會有不同，但形式相同，

所以本文中以下式作為挫屈負荷的統御方程式 

  (3.4.3) 0KU =

若(3.4.3)式有非零解時，表示結構在原平衡位置附近還有其他的平衡位

置，也就是發生挫屈。因(3.4.3)式為一齊項式( homogeneous equation )，所

以僅有當剛度矩陣K的行列式值 Kdet 為零時 才有非零的解。而(3.4.3)式

中剛度矩陣

U

K 為彎矩 M 之非線性函數，即 )(MKK = 。因此能滿足

之最小0)(det * =MK *M 即稱為臨界負荷。本文中求臨界負荷的方法和[17]

中的方法一樣，並說明如下： 

在數值程序中則是先給定一個M 初始值 0M ，及迭代增量 M∆ ，然後再

計算對應於 的)3,2,1(  0 L=∆+= IMIMM Kdet ，一直到 Kdet 的值變號，

然後再用二分法求得滿足 0det =K 之 *M 數值。本文中以 

 tole≤maxdet det KK  (3.4.4) 

作為判斷 0det =K 的收斂準則，其中 maxdet K 為計算過程最大的 Kdet ，
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tole 為給定的誤差值。當求得挫屈負荷 *M 後，本文用以下的方法求得挫屈

模態。 

將 分解成 )( *MK

  (3.4.5) ULM KKK =)( *

其中 為一下三角矩陣，其對角線元素皆為 1， 為一上三角矩陣。 LK UK

若 之對角線元素之絕對值在第UK I 行有最小值取挫屈模態第 I 個分量

。將(3.4.3)式改寫成1=IU )14( −N 個聯立方程式，再用高斯消去法求出剩

餘的 )14( −N 個挫屈模態的分量。 
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