
第二章 理論推導 

 

2.1  問題的描述 

如圖一所示，本文考慮一具均勻斷面且雙軸對稱之 Euler 梁，其端點

A 在一稜柱形導槽(Prismatic joint)內以一軸向位移 滑動，同時稜柱形

導槽繞一定點 O 以已知的時間函數

)(tU A

(t)oφ 旋轉，本文中僅考慮平面運動，並

假設接觸面光滑可忽略其摩擦阻力，本文將探討該旋轉滑動梁的動態反

應。本文以共旋轉有限元素法來探討此問題，且將元素分為兩種類型，第

一種為普通梁元素，為全部在稜柱形導槽外或導槽內的元素，本文中的普

通梁元素採用文獻[1]之梁元素的變形機制，該元素在稜柱形導槽內時沒有

側向位移。第二種為部分在導槽內部分在導槽外的元素，本文中稱其為轉

接梁元素。本章中將以梁變形前的軸長為獨立變數以推導普通梁元素及轉

接梁元素。本文主要採用文獻[15]的研究方法，為了說明方便，內容中有

些敘述會與文獻[15]重複。 

 

2.2 基本假設 

本文對普通梁元素及轉接梁元素的推導，作如下的假設 

(1)Euler-Bernoulli 假設成立。 

(2)梁元素的形心軸之單位長度伸長量(unit extension)為一常數。 

(3)梁元素及轉接元素的變形為小變形。 

(4)梁元素及轉接元素的應變為小應變。 

由於本研究中採用共旋轉之全拉格蘭日推導法 (co-rotational total 

Lagrangian formulation)，故只要梁元素數目取的夠多，則假設(3)一定可以

滿足，所以本研究中節點內力中節點參數的高次項可以忽略不計，本文中

元素的節點變形內力僅取到節點參數的二次項，元素的節點慣性內力僅取

到節點參數的零次項。 
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2.3 座標系統 

本研究使用有限元素法，將梁分割成若干個梁元素。本文採用共旋轉 

全拉格蘭日推導法(co-rotational total Lagrangian formulation)，為了描述梁

元素及整個系統的運動與變形，本文中定義了以下三個座標系統： 

(1)固定總體座標系統(global coordinate system)： (圖一) 21, XX

本文中旋轉滑動梁的節點座標、位移、速度、加速度及其他座標系統

之基底，均在此座標系統上定義。 

(2) 元素座標系統(element coordinate system)： (圖二) 21, xx

此座標系統是建立在每一梁元素變形後的最新位置上， 軸通過梁元

素兩端的節點，梁元素的變形、節點內力、及元素的剛度矩陣，均在此座

標系統上定義。 

1x

(3)元素斷面座標系統： (圖二) SS xx 21 ,

        該座標系統的原點剛接在梁斷面的形心上，其 軸在斷面的法線方向

(即形心軸的切線方向)，本文中梁元素的變形角是由本座標系統與元素座

標系統的相對運動決定。 

Sx1

(4)導槽座標系統(prismatic joint coordinate system) : (圖一) BB XX 21 ,

此座標系統建立在導槽的當前位置上，其原點固定於導槽的旋轉中

心， 軸和導槽當前的方向一致。此座標系統為一固定座標系統而非旋

轉座標系統。本文中旋轉梁結構的運動方程式建立在此座標系統，故其節

點座標、節點速度、節點加速度及節點斷面座標均需表示成在此座標系統

的分量。 

BX1

 

2.4 普通梁元素的推導(稜柱形導槽外之元素) 

本文是在元素座標上描述梁元素的變形。由 2.2 節中的基本假設可
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知，梁元素的變形可由其形心軸在元素座標上的位移及其斷面的旋轉決

定。本文中的推導方法和文獻[1]的方法一樣，但採用梁變形前形心軸的長

度為獨立變數。 

 

2.4.1 梁之形心軸的位移 

圖二中P 點的為梁元素形心軸上的任一點，令其變形前後在元素座標

上的位置向量分別為 }0,{x 與 。其中 )},( ),,({ txvtxxp t 為時間， 及),( txxp

),( txv 分別是P點在 與 軸方向的座標。   1x 2x

變形後形心軸的單位切線向量可表示為 

 

                }sin,{cos φφ=t                                                                                (2.4.1) 

 

其中φ為 軸和切線向量 t 的夾角，1x φsin 及 φcos 可表示成如下 

 

                
0

,

1
),(sin

ε
θφ

+
=

∂
∂

== xv
s

txv                                                             (2.4.2) 

                212 )1(
),(

cos θφ −=
∂

∂
=

s
txxp                                                           (2.4.3) 

                
x
vv x ∂
∂

=, ， 10 −
∂
∂

=
x
sε                                                                     (2.4.4) 

 

在方程式(2.4.2)至(2.4.4)中，s 為節點 1 至點 P 間的形心軸在變形後的弧

長，而 0ε 為形心軸的單位伸長量(unit extension)。由 (2.4.3)至(2.4.4)式， 

可以表示成下式 ),( txxp

 

                 dxvutxx x
x

p
212

,0
2

01 )])1[(),( −++= ∫ ε                                           (2.4.5) 
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其中 為節點 1 在 方向上的位移，由元素座標系統的定義，其值為零，

但其變分及對時間的微分並不為零。 

1u 1x

由小變形的假設，利用近似式 )
2
11()])1[( 2

,0
212

,
2

0 xx vv −+≈−+ εε ， (2.4.5)式

可表示成 

 

                  dxvutxx x
x

p )
2
11(),( 2

,0 01 −++= ∫ ε                                                 (2.4.6) 

 

由(2.4.6)式及基本假設(2)可以得到形心軸的單位伸長量 0ε  

     

                    dxv
LL

L L
x∫+

−
= 0

2
,0 2

1lε                                                              (2.4.7) 

                     12 uuL −+=l

 

其中l為梁之形心軸變形後的弦長， 為節點 2 在 方向的位移。 2u 1x

 

2.4.2 梁元素之位移與應變 

圖二中 點為梁元素中的任意點，Q P 點為Q點在形心軸上的對應點，

即P 點與Q點位於同一斷面上。在元素座標上，Q點在梁元素變形前後的

位置向量可分別表示如下 

 

                210 eer yx +=

               21 ]cos),([]sin),([ eer φφ ytxvytxxp ++−=                                   (2.4.8) 

 

其中  ( i = 1, 2 )為在 軸的單位向量。 ie ix
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將 (2.4.2)及 (2.4.3)式代入 (2.4.8)式，在小變形的假設下，利用近似式

2212

2
11)1( θθ −≈− ，可以將位置向量r重新寫成如下 

 

                2
2

1 )]
2
11(),([]),([ eer θθ −++−= ytxvytxxp                                (2.4.9) 

 

本文的應變採用工程應變，為了推導上的方便，本文中先推導出

Green Strain ijε ，再由 Green Strain 求得與其對應之工程應變。Euler 梁中不

為零的 Green Strain 只有 11ε ，可表示成 

 

                      )1(
2
1

1
t
111 −= ggε                                                                      (2.4.10) 

                      
x∂
∂

=
rg1                                                                                    (2.4.11) 

其中上標 t 表示矩陣之轉置。 

將(2.4.9)式代入(2.4.11)式，可得 的分量 和 如下 1g 11g 12g

 

                      xx yvg ,
2
,011 2

11 θε −−+=  

                      xx yvg ,,12 θθ−=                                                                     (2.4.12) 

 

(2.4.2)式中θ對 x的一次微分，可以表示成 

 

                       
)1( 0

,
, ε

θ
+

= xx
x

v
                                                                         (2.4.13) 

 

將(2.4.2)式中的θ及(2.4.13)式中的 x,θ 分別代入(2.4.12)式，可以將 和11g 12g
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重新寫成如下 

 

)1(2
11

0

,2
,011 ε

ε
+

−−+= xx
x

v
yvg  

2
0

,,
,12 )1( ε+
−= xxx

x
vv

yvg                                                           (2.4.14) 

 

將 (2.4.14) 式 代 入 (2.4.10) ， 在 小 應 變 的 假 設 下 ， 利 用 近 似 式

)1(
1

1
0

0
ε

ε
−≈

+
，且保留變形參數及其微分到二次項，可將應變 11ε 表示如

下 

                        2
,

2
,

2
0011 2

1
2
1

xxxx vyyv +−+= εεε                                          (2.4.15) 

                                 

Green Strain 11ε 與工程應變 間的關係如下[25] 11e

 

                         1)21( 21
1111 −+= εe                                                             (2.4.16) 

 

當應變很小時(2.4.16)式可以用下列近似值代替 

 

                          2
111111 2

1 εε −=e                                                                    (2.4.17) 

 

由(2.4.15)式及(2.4.17)式，並保留變形參數及其微分項到二次項，可

得工程應變 如下 11e

 

                            xxyve ,0011 )1( εε −−=                                                       (2.4.18) 
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本文中假設梁元素變形後的形心軸的側向位移 )(xv 為 x 的三次

Hermitian 多項式。因此(2.4.9)式之 )(xv 可表示成 

 

                                             (2.4.19) b
t
b

t vvvvNNNNxv uN=′′= },,,{},,,{)( 22114321

 

                    )2()1(
4
1 2

1 ξξ +−=N ,   )1)(1(
8

2
2 ξξ −−=

LN , 

                    )2()1(
4
1 2

3 ξξ −+=N ,   )1)(1(
8

2
4 ξ+ξ+−=

LN ,                   (2.4.20) 

 

                     
L
x21+−=ξ                                                                               (2.4.21) 

 

其中 ( j = 1, 2 )是 在節點 j 的節點值，jv v jv′則是
x
vv
∂
∂

=′ 在節點 j ( j = 1, 2 )

之節點值， ( i = 1－4)代表形狀函數(shape function)。 iN

 

2.4.3 梁元素之應變變分和位置向量變分及速度和加速度 

因本文用虛功原理及 d’Alembert 原理推導節點內力，所以需要應變的

變分，位置向量的變分及速度和加速度，其推導如下所示。 

將(2.4.18)式變分可以得到 

 

])1([ ,00,011 xxxx vyyve δεδεδεδ −−+=                                 (2.4.22) 

 

將(2.4.7)式變分可以得到 0δε 表示如下 

 

                                                                                  (2.4.23) b
t
ba

t
a GuGu δδδε +=0
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其中 

                          },{ 21 uua =u

                         }1,1{1
−=

LaG                                                                        (2.4.24) 

                         dxv
L

GGGG xbbbbbb ,4321
1},,,{ ∫ ′== NG  

 

將(2.4.19)式對 x的一次微分及二次微分，可分別表示如下 

 

                            b
t

bxv uN′=,

                                                                                                  (2.4.25) b
t

bxxv uN ′′=,

 

將(2.4.19)及(2.4.25)式變分可以得到 

 

                           b
t
bv Nuδδ =

                           b
t
bxv Nu ′= δδ ,

                                                                                               (2.4.26) b
t
bxxv Nu ′′= δδ ,

 

將(2.4.23)、(2.4.25)及(2.4.26)式代入(2.4.22)式，可以將 11eδ 重新寫成如下

所示 

 

                                        (2.4.27) ])1([)1( 0,11 yyve bb
t
bxxa

t
a εδδδ −′′−++= NGuGu

 

由(2.4.9)式可得位置向量 的變分如下 r

 

},{ 21 rr δδδ =r  
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                        δθδδ yxr p −=1                                                                      (2.4.28) 

                        θδθδδ yvr −=2  

 

將(2.4.6)式變分後再將(2.4.23)式代入，可以得到 

 

                          dxvvxux x
x

xp ,0 ,01 δδεδδ ∫−+=

                               dxvvL x
x

xb
t
ba

t
a ,0 ,2

1 δδξδ ∫−
+

+= GuNu                         (2.4.29) 

                         }
2

1,
2

1{ ξξ +−
=aN                                                                (2.4.30) 

 

其中ξ已在(2.4.21)式中定義。  

將(2.4.2)變分可以得到 

 

                       xx vv ,0,0 )1(cos δεδεδθφδφ −+−==                                     (2.4.31) 

           

將(2.4.2)、(2.4.29)及(2.4.31)式代入(2.4.28)式，位置向量的變分 rδ 可以寫

成 

 

      xxx
x

xb
t
ba

t
a vyyvdxvvLr ,00,,0 ,1 )1(

2
1 δεδεδδξδδ −−+−
+

+= ∫GuNu  

      xxx vvyvyvr ,,
2

00
2
,02 )1()1( δεδεεδδ −−−+=                                          (2.4.32) 

 

因為梁元素為小變形，所以 及 在元素較多時都將趨近於零，故在計算

慣性力時，上式中畫底線的項可以忽略，將 (2.4.26)式帶入(2.4.32)式並忽

略加底線的項可得 

v xv,
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                                                                     (2.4.33) b
t
ba

t
a yr NuNu ′−−= δεδδ )1( 01

                    b
t
br Nuδδ =2

           

梁的絕對速度可以由(2.4.9)式中的位置向量對時間做一次微分求得 

 

                      },{ 21 rr &&& =r

                                                               2211 ee rr && +=

                       θ&&& yxr p −=1

                                                                                                  (2.4.34) θθ &&& yvr −=2

 

其中 表示對 時間的微分 )(
.

)(

梁的絕對加速度可由(2.4.34)式對時間微分一次求得 

 

                       },{ 21 rr &&&&&& =r

                          2211 ee rr &&&& +=

 

其中 

                        θ&&&&&& yxr p −=1

                                                                                       (2.4.35) θθθ &&&&&&& yyvr −−= 2
2

 

將(2.4.6)式分別對時間做微分一次及微分二次，可以得到 

 

                        dxvvxux x
x

xp ,0 ,01 &&&& ∫−+= ε

                                                                  (2.4.36) dxvvvxux xx
x

xp )( ,,0
2
,01 &&&&&&&&& +−+= ∫ε
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將(2.4.2)式分別對時間做微分一次及微分二次，可以得到 

 

                        xx vv ,0,0 )1( εεθ &&& −−=

                                                                     (2.4.37) xxx vvv ,0,0,0 2)1( εεεθ &&&&&&&& −−−=

 

將(2.4.7)式對時間做微分一次，可以得到 

 

                          dxvv
L x

L
xa

t
a ,0 ,0

1
&&& ∫+= uGε                                                   (2.4.38) 

 

將(2.4.2)、(2.4.36)、(2.4.37)及(2.4.38)式代入(2.4.35)式，我們可以將加速

度 重新寫成 r&&

 

          dxvvvdxvr x
xxx

L
xa

t
a ∫∫ +−

+
+=

0 ,,
2
,0

2
,1 )(

2
1

&&&&&&&&
ξuN  

                 ])1(2)1[( ,0,,0 ,,0 xxx
L

xa
t
ax vvdxvv

L
vy εε &&&&&&& −+−−− ∫uG  

          2
,0,02 ])1[( xx vvyvr εε &&&&&& −−−=  

                 ]2)1[()1( ,0,0,0,0 xxxx vvvvy εεεε &&&&&& −−−−−                                    (2.4.39) 

 

將上式中含有v或 等位移量之加底線項忽略，可將加速度r重新寫成 xv, &&

 

            ]2)1[(
2

1
,,00

2
,0

2
,1 xa

t
ax

x
x

L
xa

t
a vvydxvdxvr &&&&&&&&&& uGuN −−−−

+
+= ∫∫ εξ  

                                                                                  (2.4.40) 2
,02 ])1[( xvyvr &&&&& ε−−=
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2.4.4 梁元素的節點內力 

本文利用虛功原理及 d’Alembert 原理在座標上求對應於元素節點參數

的元素節點內力。若給端點 j ( j = 1, 2 )一個虛位移 juδ 、 jvδ 和 jδφ ，則由

虛功原理可知，對應於該端點的虛位移、外力所作的虛功 extWδ 等於內力

所作的虛功 intWδ 即 

 

                              intext WW δδ =                                                                   (2.4.41) 

 

在本推導中 extWδ 為元素的節點內力 f 對節點虛位移 qδ 所做的功，可

表示成 

                                                                     (2.4.42) b
t
ba

t
aext fufufq φδδδδ +== tW

其中 

                          },,,,,{ 222111 δφδδδφδδδ vuvu=q  

                          },{ 21 uua δδδ =u  

                          },,,{ 2211 δφδδφδδ φ vvb =u                                                    (2.4.43) 

                            },,,,,{ 2221212111 mffmff=f

                            I
a

d
aa ff fff +== },{ 1211

                            I
b

d
bb mfmf fff +== },,,{ 222121

 

其中 auδ 為軸方向的虛位移， φδ bu 為側向的虛位移， 、 為對應於af bf

auδ 、 φδ bu 的節點力， jφ ( j = 1, 2 )為節點 j 的轉角， ( i = 1, 2 ,  j = 1, 2 )

為節點

ijf

j 在 方向的節點力， ( j = 1, 2 )為節點ix jm j 的力矩， 及 為與

變形有關的節點內力， 及 為與慣性力有關的節點內力。 

d
af d

bf

I
af I

bf

內力所作的虛功又分成虛應變所造成的虛功及將慣性力(質量與負的

加速度之乘積)併入徹體力(body force)所作的虛功，故內力所作的虛功可以
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表示成： 

 

                    θθ
θθ δδδδ b

t
ba

t
a

t fufufq +==intW  

                                                                       (2.4.44) dVdVeEe
V

t
V

rr δρδ ∫∫ += &&1111

其中 

                 },,,,,{ 222111 vvuvvu ′′= δδδδδδδ θq  

                 },,,{ 2211 vvvvb ′′= δδδδδu                                                                (2.4.45) 

                  },,,,,{ 2221212111
θθθθθθ

θ mffmff=f  

                  θθθθθ I
a

d
aa ff fff +== },{ 1211  

                  θθθθθθθ I
b

d
bb mfmf fff +== },,,{ 222121  

 

其中 θδq 為對應於元素虛應變 11eδ 和虛位移 rδ 的節點虛位移， 為對

應於

θf

θδq 的等效節點力， θ
jm ( j = 1, 2 )為對應於虛位移 jv′δ ( j = 1, 2 )的廣義

力矩。 E 為楊氏係數， ρ 為梁的密度，V 為梁在未變形前的體積， 為加

速度。(2.4.44)式中，右式的第一項為應力所作的虛功，第二項為慣性力所

作的虛功。 

r&&

利用(2.4.23)、 (2.4.24)及 (2.4.31)式及 1cos ≈φ 可得 

 

qTq δδ θφθ =                                                                                                   (2.4.46) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−

++−
=

42032
2

2212
2

4131
1

21011
1

1
010000
001000

1
000010
000001

bbbb

bbbb

GG
L

GG
L

GG
L

GG
L

θεθθθθθ

θθθθεθθ

θφT            (2.4.47) 
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其中
01 ε

θ
+

′
= j

j
v

 ( j = 1, 2 )。 

        由反梯度法則 (Contragradient Law) [26]及(2.4.46)式可得 

 

                                                                                                       (2.4.48) θθφfTf t=

 

將(2.4.18)式之 及(2.4.27)式之11e 11eδ 代入(2.4.44)式右邊的第一項，並

保留變形參數到二次項，可以得到應力所做的虛功 

 

dVeEe
V 1111δ∫  

axx
t
a dxvEIEAL Gu ])1([ 2

,00 ∫−−= εεδ  

                                           (2.4.49) ])1([ ,
2

0,0 dxvEIdxvEA xxxb
t
b ∫∫ ′′−+′+ bNNu εεδ

其中 

                                                                                                     (2.4.50) dAyI ∫= 2

 

上式中 A 為梁的斷面積， ( )dx∫ 中的積分範圍是從 0 到L。 

 

將(2.4.40)式之 及(2.4.33)式之r&& rδ 代入(2.4.44)式右邊的第二項，並保

留變形參數對時間的微分到二次項，可以得到慣性力所做的虛功 

 

dVt rr δρ∫
2

1
&&  

dVrrrr ])()[( 2211 &&&& δδ += ∫  

})
2

1({ 0
2
,0

2
, dxdxvdxvAdxA x

x
L

xaa
t
aa

t
a ∫∫∫∫ −

+
+= &&&&

ξρρδ NuNNu  

   })1(2)1({ ,0,
2

0 dxvIdxvIdxvA xba
t
axbb

t
b &&&&&& ∫∫∫ ′−−′−++ NuGNNu ερερρδ
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                                                                                                                      (2.4.51) 

將(2.4.49)及(2.4.51)式代入(2.4.44)式後可求得對應於 auδ 和 buδ 的節點

力向量為 

 
θθθ I

a
d
aa fff +=                                                                                                (2.4.52) 

                                                         (2.4.53) axx
d
a dxvEIEAL Gf ])1([ 2

,00 ∫−−= εεθ

  dxdxvdxvAdxA x
x

L
xaa

t
aa

I
a )

2
1( 0

2
,0

2
, ∫∫∫∫ −

+
+= &&&&

ξρρθ NuNNf                        (2.4.54) 

 
θθθ I

b
d
bb fff +=                                                                                               (2.4.55) 

                                                (2.4.56) dxvEIdxvf xxbxb
d
b ,

2
0,12 )1( ∫∫ ′′−+′= NNf εθθ

                                  (2.4.57) dxvIdxvIdxvA xba
t
axbb

I
b ,, 2 &&&&&& ∫∫∫ ′−′+= NuGNNf ρρρθ

 

        由(2.4.48)式及(2.4.52)–(2.4.57)式並忽略慣性力中節點參數與其對時間

微分的耦合項，可得 

 

                                                                                             (2.4.58) a
d
a AEL Gf 0ε=

                    θI
a

I
a ff =                                                                                      (2.4.59) 

                                                 (2.4.60) dxvEIdxvEA xxbxb
d
b ,0,0 )1( ∫∫ ′′−+′= NNf εε

                    θI
b

I
b ff =                                                                                      (2.4.61) 

 

本文分析旋轉滑動梁時，因假設導槽為剛體且其轉角為已知的時間函

數，故本文中導槽內梁元素節點的位移為對導槽的相對軸向位移，由導槽

座標的定義方式，可知梁元素節點的絕對側向位移和相對側向位移一樣皆

為零，並可表示成 
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}0,0,0,0{},,,{ 2211 =′′= vvvvbu  

導槽內梁元素之節點的絕對側向速度可由導槽的角速度決定，並可表

示成 : 

},v,,v{}v,v,v,v{ 22112211b φφ &&&&&&&&& ≈′′=u  

oj φφ && =                                                                                       (2.4.62) 

oojj Rv φ&& =  

導槽內梁元素之節點側向絕對加速度可由導槽的角加速度，角速度及

節點對導槽的相對軸向速度決定，並可表示成 : 

},v,,v{}v,v,v,v{ 22112211b φφ &&&&&&&&&&&&&&&&&& ≈′′=u  

oj φφ &&&& =                                                                                       (2.4.63) 

o
rel
joojj uRv φφ &&&&&& 2+=  

其中 及 為導槽當前位置的角速度及角加速度， 為元素之節點 j 

( j=1，2 )在當前導槽座標之 軸的座標值， ( j=1，2 )為節點 j 對導槽

的相對軸向速度。 

oφ& oφ&& ojR

BX1
rel
ju&

導槽內梁元素的絕對軸向位移、速度與相對軸向位移、速度相同，軸

向的絕對加速度可表示成 

2
ooj

rel
jj R-uu φ&&&&& =                                                                        (2.4.64) 

其中 ( j=1，2 )為節點 j 的相對加速度。 rel
ju&&

2.5 元素節點變形角之決定(圖三) 

        令 ， ( i = 1, 2 ,  j = 1, 2)為梁元素在第 I 個變形位置時節點 j 在

軸的座標值及斷面座標軸的單位向量，其中第 I 個變形位置代表第 I 個增

量的平衡位置，或是第 I 次迭代後的變形位置。令

I
ijX SI

ije iX

ijX∆ 及 jφ∆ 代表元素第 j

個節點的位移和轉角增量(或改正量) ，則將 ijX∆ 加到 可以得到節點 j 當I
ijX
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前的座標值 ，並可建立當前的元素座標 及求得對應於座標軸的單位

向量 ，將 旋轉一角度

ijX ix

ie SI
ije jφ∆ ，可求得當前節點 j 之斷面座標軸的單位向

量 。在當前變形位置元素節點 j 的變形角S
ije jφ 可由下式決定 

 

                                                                                  (2.5.1) )(sin 311
1 eee ⋅×= − S

jjφ

 

其中 為 軸的單位向量 3e 3x

 

2.6 轉接梁元素的推導(同時介於稜柱形導槽內外之元素) 

如圖四所示為本文提出之轉接梁元素變形後的示意圖，點 1 及 2 為轉

接梁元素兩端點的節點，點 3 位於導槽的端點 C(圖一及圖四)，為轉接梁

元素在導槽內的部分與導槽外的部分的交點。C 點為空間中的一個固定

點，點 3 並非一個固定點，但在當前的變形位置，C 點和點 3 的位置重

合。為了方便稱呼，本文中稱點 1 到點 3 間的轉接梁元素為第一段轉接梁

元素，點 3 到點 2 間的轉接梁元素為第二段轉接梁元素。本文中假設導槽

為剛體，故第一段轉接元素的變形曲線為一直線，本文中假設第二段轉接

元素的變形曲線為一三次 Hermitian 多項式。兩段變形曲線在點 3 有相同

的位置及切線。 

為了描述轉接梁元素的變形及推導其節點內力及剛度矩陣，如圖四所

示，本文中定義兩組元素座標系統於轉接元素當前的變形位置上。座標

21xx 建立於第一段轉接梁元素變形後的最新位置， 1x 軸通過於節點 1 及節

點 3。座標 建立於第二段轉接元素變形後的最新位置， 軸通過於節

點 3 及節點 2。節點 1 僅能在

21xx 1x

1x 軸方向移動，節點 2 可以在 及 軸方向

移動並可轉動。節點 3 的切線在

1x 2x

1x 軸方向，故僅能在 1x 軸方向移動。因節

點 3 的位移及虛位移可以由節點 1、2 的位置及虛位移還有 2.2 節中的基本
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假設(2)決定，所以節點 3 並非一個獨立的節點。本文中提出的轉接梁元素

有兩個獨立節點，即節點 1、2 及 4 個自由度，即 1u 、 、 及2u 2v 2φ (見圖

四)。 

本節中的變數有些和 2.5 節中的變數有相同的名稱但不同的定義，但

應不致引起混淆，為了說明方便亦有些重複之處。 

因本文提出的轉接梁元素未變形的長度為一固定長度 L，所以 L不是

時間的函數，但其第一段及第二段變形前的長度 及 皆為時間的函數，

且有以下的關係式 

1L 2L

 

LLL =+ 21                                                                              (2.6.1) 

 

若節點 1 及 2 的位置及元素斷面座標已知，則第一段及第二段轉接梁元素

的弦長 及 、節點變形角1l 2l 2φ 、 3φ (見圖四)都可以求出。 

 

2.6.1 轉接梁元素之形心軸的應變 

由基本假設(2)，可將轉接梁元素之形心軸的單位伸長量表示成 

11
2

2

1

1
0 −+=−= vLL

εε ll                                                       (2.6.2) 

ξε dvdxv
L x

L
xv ∫∫ −

==
1
1

2
,0

2
,

2 4
1

2
1 2  

  )22(
30
1 2

223
2

3 vvvv ′+′′−′=                                                   (2.6.3) 

)1(sin 0εφ +=′ jjv   ( j = 2, 3 )                                            (2.6.4) 

 

 由(2.6.1)及(2.6.2)式可以求得 
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                         )1( 2
21

1 v
LLL ε

l

l

l

l
−=                                                              (2.6.5) 

                         )1( 2
12

2 v
LLL ε

l

l

l

l
+=                                                             (2.6.6) 

                         12
0 −+= vL

εε
l

ll                                                                   (2.6.7) 

                         21 lll +=                                                                               (2.6.8) 

 

(2.6.5)–(2.6.7)式的推導在附錄 A 中。 

 

2.6.2 轉接梁元素之位移與應變 

第一段轉接梁元素定義於圖四中元素座標 21xx 上，其上的任意點變形

前後的位置向量可分別表示如下 

 

                       210 eer yx +=             10 Lx ≤≤  

                       210121 ])([])1([},{ eer yxvxurr ++++== ε                             (2.6.9) 

 

其中 ie  ( i = 1, 2 )為在 ix 軸的單位向量， 1u 為節點 1 在 1x 軸的位移，依元素

座標的定義方式其值為零，但其變分及微分皆不為零。 )(xv 為形心軸上之

任一點的側向位移，依元素座標的定義其值為零，因導槽的旋轉為已知，

故其變分為零，但對時間的微分不為零。 0ε 已在(2.6.7)式中定義。 

將(2.6.9)式代入(2.4.10)式以及利用(2.4.17)式，並保留變形參數及其微

分項到二次項，可以得到第一段轉接梁元素的工程應變 如下 11e

 

                    011 ε=e                                                                              (2.6.10) 

 

第二段轉接梁元素定義於圖四中元素座標 上，如同 2.4.1 及 2.4.221xx
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節中推導普通梁元素的方法，第二段轉接梁元素上的任意點其變形前後的

位置向量可分別表示如下 

 

                            210 eer yx += 20 Lx ≤≤  

                  2
2

121 )]
2
11(),([]),([},{ eer θθ −++−== ytxvytxxrr p              (2.6.11) 

                  dxvutxx x
x

p )
2
11(),( 2

,0 03 −++= ∫ ε                                              (2.6.12) 

                 )1( 0, εθ += xv                                                                             (2.6.13) 

 

其中  ( i = 1, 2 )為在 軸的單位向量， 為節點 3 在 方向的位移，其值

為零。 

ie ix 3u 1x

將(2.6.11)式代入(2.4.10)式以及利用(2.4.17)式，並保留變形參數及其

微分項到二次項，可以得到第二段轉接梁元素的工程應變 如下 11e

 

                                     xxyve ,0011 )1( εε −−=                                              (2.6.14) 

 

本文中假設第二段轉接梁元素變形後的形心軸的側向位移 )(xv 為 x 的

三次 Hermitian 多項式。因此(2.6.11)式之 )(xv 可表示成 

 

                                             (2.6.15) b
t
b

t vvvvNNNNxv uN=′′= },,,{},,,{)( 22334321

 

其中 ( = 1-4)代表形狀函數(shape function)，且如同(2.4.20)和(2.4.21)式

所示，但將這二式中的

iN i

L置換成 。為了本節中推導的需要，將 重複

列於下式 

2L iN

)2()1(
4
1 2

1 ξξ +−=N ,   )1)(1(
8

22
2 ξξ −−=

LN , 
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               )2()1(
4
1 2

3 ξξ −+=N ,   )1)(1(
8

22
4 ξξ ++−=

LN ,                      (2.6.16) 

 

                    
2

21
L

x
+−=ξ                                                                                (2.6.17) 

 

將(2.6.15)式對 x的一次微分及二次微分，可分別表示如下 

 

                                                                                                    (2.6.18) b
t

bxv uN′=,

                                                                                                  (2.6.19) b
t

bxxv uN ′′=,

 

2.6.3 轉接梁元素之應變變分和位置向量變分 

因本文用虛功原理及 d’Alembert 原理推導節點內力，所以需要應變的

變分，位置向量的變分及速度和加速度，其推導如下所示。 

由(2.6.10)式，並將(2.6.7)式變分，並取到變形參數的一次項可以得到 

 

                       vL
e δεδδεδ

l

ll 2
011 +==                                                         (2.6.20) 

                      } 1 , 1{},{ 212121 −=+−=+= tuuuu δδδδδδδ lll                      

(2.6.21) 

                      ξδδε dvv xxv ∫−=
1
1 ,,2

1                                                                (2.6.22) 

 

將(2.6.18)式變分可得 

 

                                                                              (2.6.23) b
t

bb
t
bxv uΝNu )(, ′+′= δδδ

                          },,,{ 2233 vvvvb ′′= δδδδδu                                                      (2.6.24) 
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                          }0,,0,{ 31
2

2 NN
L

L
b ′′−
=′

δδN                                                    (2.6.25) 

 

因第二段轉接梁元素的形狀函數中， 不是常數，所以(2.6.23)式中需考

慮形狀函數的變分。但因

2L

023 == vv ，所以(2.6.23)式中 。 0=′ b
t

b uΝδ

利用(2.6.1)、(2.6.6)及(2.6.21)式可將(2.6.25)式中 2Lδ 的一次近似式表示

成 

 

                        v
LLLLL δεδδδδ 3

21
2

2
2

212
l

ll
l

l

l
l

l
+−=−=  

                              vc
t
a

LL δεδ 3
21

2

l

ll

l
+= Gu                                                 (2.6.26) 

                        },{ 12
l

l

l

l
=cG                                                                        (2.6.27) 

 

 將(2.6.21)、(2.6.22)及(2.6.23)式代入(2.6.20)式，可得 

 

                                                                       (2.6.28) b
t
ba

t
ae GuGu δδδεδ +== 011

其中 

                      },{ 21 uua δδδ =u                                                                       (2.6.29) 

                      }1,1{1
−=

LaG                                                                           (2.6.30) 

ξdvGGGG xbbbbbb ,
1
1

2
4321 2
},,,{ ∫− ′== NG

l

l                             (2.6.31) 

 

將(2.6.14)式變分，可以得到第二段轉接梁元素應變的變分如下 

 

                      0,,0011 )1( δεδεδεδ xxxx yvvye +−−=                                       (2.6.32) 

 25



 

將(2.6.19)式變分可得 

 

                                                                            (2.6.33) b
t

bb
t
bxxv uΝNu )(, ′′+′′= δδδ

                      },2,,2{ 4321
2

2 NNNN
L

L
b ′′′′′′′′−
=′′

δδN  

                             cL
L N
2

2δ−
=                                                                        (2.6.34) 

 

因 ，所以利用(2.6.34)式可得 023 == vv

 

                     xxb
t

b v
L

L
,

2

2)( δδ −
=′′ uN                                                               (2.6.35) 

 

將(2.6.28)、(2.6.33)、(2.6.34)、(2.6.35)及(2.6.26)式代入(2.6.32)式，並取到

變形參數的一次項可得 

 

                     2,,11 )()1( Lyvyve xxc
t
axxa

t
a GuGu δδδ ++=  

                                                                            (2.6.36) ])1([ 0 bb
t
b y GNu +−′′−+ εδ

 

因為梁元素為小變形，所以 及 在元素較多時都將趨近於零，故在

計算慣性力時變形參數的高次項可以忽略，因此

v xv,

rδ 僅取到變形參數的零次

項，由(2.6.9)及(2.6.28)式並取到變形參數的零次項，可得第一段轉接梁元

素位置向量r的變分如下 

 

},{ 21 rr δδδ =r  

 26



                           xuxur a
t
a )()( 1011 Guδδδεδδ +=+=                                   (2.6.37) 

                           02 =rδ  

 

令 )(xu 表示第一段轉接梁元素在 1x 方向的位移，則由位移的定義及(2.6.9)

式可得 

                              xuxu 01)( ε+=                                                                (2.6.38) 

 

由(2.6.37)及(2.6.38)式可知 

 

                             1ru δδ =                                                                             (2.6.39) 

 

因 )( 23 Luu = ，所以由(2.6.39)及(2.6.37)式可得 

 

                           a
t
aLuu Guδδδ 113 +=                                                          (2.6.40) 

 

由(2.6.11)式的變分並取到變形參數的零次項，可得第二段轉接梁元素位置

向量r的變分如下 

 

},{ 21 rr δδδ =r  

                       δθδδ yxr p −=1                                                                       (2.6.41) 

                       vr δδ =2  

 

將(2.6.12)式變分並取到變形參數的零次項可以得到 

 

                        03 δεδδ xuxp +=                                                                    (2.6.42) 
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由位移的連續性及圖四可知 

              

                          33333 sincos φδφδδ vuu −=                                                   (2.6.43) 

                          33333 cossin φδφδδ vuv +=                                                   (2.6.44) 

 

其中 3uδ 及 3vδ 分別為節點 3 在 及 方向的虛位移。 1x 2x

由(2.6.43)及(2.6.40)式，並取到變形參數的零次項可得 

 

                          )( 12
1

13 uu
L
Luu δδδδ −+=                                                   (2.6.45) 

      33 vv δδ =  

 

將(2.6.28)及(2.6.45)式帶入(2.6.42)中，並取到變形參數的零次項可得 

 

)()( 1
2

2
1 L

x
L
Lu

L
x

L
Lux p ++−= δδδ                                       (2.6.46) 

 

將(2.6.13)式變分並取到變形參數的零次項可以得到 

 

                          xv,0 )1( δεδθ −=                                                                  (2.6.47) 

 

由(2.6.15)式的變分並取到變形參數的零次項可得 

 

                                                                                                   (2.6.48) b
t
bv Nuδδ =

 

將(2.4.32) 及(2.6.46–2.6.48)式分別帶入(2.6.41)式，第二段轉接梁元素位置

向量r的變分可重新寫成下式 
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                      xvy
L
x

L
Lu

L
x

L
Lur ,0

1
2

2
11 )1()()( δεδδδ −−++−=  

                                                                                                  (2.6.49) b
t
br Nuδδ =2

 

2.6.4 轉接梁元素之速度和加速度 

第一段轉接梁元素的絕對速度可以由(2.6.9)式中的位置向量對時間做

一次微分求得 

                              221121 },{ eer rrrr &&&&& +==  

                             xur 011 ε&&& +=                                                                      (2.6.50) 

                             vr && =2  

 

第一段轉接梁元素的絕對加速度可由(2.6.50)式對時間微分一次求得 

 

                             221121 },{ eer rrrr &&&&&&&&&& +==  

                     xur 011 ε&&&&&& +=                                                                      (2.6.51) 

                        vr &&&& =2  

 

因第一段轉接梁元素在導槽內且與導槽作剛體旋轉，故可由剛體運動

學得知(2.6.50)式的v&及(2.6.51)式的v&& 。其中，R 為節點 1 至旋轉固定點 O

的距離，ω為旋轉滑動梁當前的角速度。 

 

由(2.6.7)、(2.6.3)及(2.6.8)式對時間微分，並取到變形參數的一次項可得 

 

                            vL
εε &

l

ll&
& 2
0 +=                                                                   (2.6.52) 

                            a
t
aLuu Gu&&&l& =−= 12                                                          (2.6.53) 

 29



                            },{ 21 uua &&& =u                                                                      (2.6.54) 

                            ∫−=
1
1 ,,2

1 ξε dvv xxv &&                                                              (2.6.55) 

 

其中 已在(2.6.30)式中定義 aG

由(2.6.18)、(2.6.6)及(2.6.26)式，對時間微分，並取到變形參數的一次

項可得 

                                                                                   (2.6.56) b
t

bb
t

bxv uNuN )(, ′+′= &&&

                           }0,,0,{ 31
2

2 NN
L
L

b ′′−
=′

&
&N                                                      (2.6.57) 

                                                                                                    (2.6.58) c
t
aL Gu&& =2

 

其中 已在(2.6.27)式中定義。因cG 023 == vv 所以(2.6.56)式中  0)( =′ b
t

b uN&

將(2.6.52)式代入(2.6.50)式可得 

 

                          xur va
t
a )( 2

11 ε&
l

l
&&& ++= Gu                                                    (2.6.59) 

 

由(2.6.38)式及(2.6.50)式可得 

 

                          1)( rxu && =                                                                               (2.6.60) 

 

由(2.6.60)式及(2.6.59)式可知 

 

                         1
2

113 )()( LuLuu va
t
a ε&

l

l
&&&& ++== Gu                                     (2.6.61) 
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將(2.6.52)式對時間微分，並取到變形參數的零次項可得 

 

                         va
t
a εε &&

l

l
&&&& 2

0 += Gu                                                                (2.6.62) 

                         ∫−=
1
1

2
,2

1 ξε dv xv &&&                                                                     (2.6.63) 

 

將(2.6.62)式代入(2.6.51)式可得 

 

                        xur va
t
a )( 2

11 ε&&
l

l
&&&&&& ++= Gu                                                  (2.6.64) 

 

由(2.6.38)式及(2.6.51)式可得 

 

1)( rxu &&&& =                                                                             (2.6.65) 

 

由(2.6.65)式及(2.6.64)式可知 

 

                            1
2

113 )()( LuLuu va
t
a ε&&

l

l
&&&&&&&& ++== Gu                                  (2.6.66) 

 

第二段轉接梁元素的絕對速度可以由(2.6.11)式中的位置向量對時間做

一次微分求得 

 

                               221121 },{ eer rrrr &&&&& +==  

                                                                                                   (2.6.67) yxr p θ&&& −=1

                                                             yvr θθ &&& −=2
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第二段轉接梁元素的絕對加速度可由(2.6.67)式對時間微分一次並取到

變形參數的零次項求得 

 

                               221121 },{ eer rrrr &&&&&&&&&& +==  

                                                                                          (2.6.68) yxr p θ&&&&&& −=1

                                  yvr 2
2 θ&&&&& −=

 

將(2.6.12)式對時間為分一次，並取到變形參數的零次項可得 

 

                                xuxp 03 ε&&& +=                                                                 (2.6.69) 

 

其中 0ε& 在(2.6.52)式已有定義 

由速度的連續性及圖四，並取到變形參數的零次項可得 

 

                                 333333 sincos uvuu &&&& ≈−= φφ                                         (2.6.70) 

                                 333333 cossin vvuv &&&& ≈+= φφ  

 

其中 3u& 在(2.6.61)已有定義。 

將(2.6.12)式對時間微分二次，並取到變形參數的零次項可得 

 

                                                                                (2.6.71) dxvxux x
xp ∫−+=

0
2
,03 &&&&&&& ε

 

其中 0ε&& 在(2.6.62)式已有定義 

由加速度的連續性及圖四，並取到變形參數的零次項可得 
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                                 333333 sincos uvuu &&&&&&&& ≈−= φφ                                         (2.6.72) 

                                 333333 cossin vvuv &&&&&&&& ≈+= φφ  

 

其中 3u&& 在(2.6.61)已有定義。 

將(2.6.13)式對時間做一次及二次微分，並取到變形參數的零次項可得 

 

                                                                                   (2.6.73) xx vv ,0,0 )1( εεθ &&& −−=

                                                                                            (2.6.74) xx vv ,0, 2 &&&&&& εθ −=

 

將(2.6.56)式對時間微分，並取到變形參數的零次項可得 

 

                                                                                 (2.6.75) b
t

bb
t

bxv uNuN &&&&&& )(2, ′+′=

 

將(2.6.15)式對時間微分二次，並取到變形參數的零次項可得 

 

                                                                                    (2.6.76) b
t
bb

t
bv uNuN &&&&&& )(2+=

                                 },0,,0{ 42
2

2 NN
L
L

b
&

& =N                                                  (2.6.77) 

 

其中 在(2.6.58)式中已有定義 2L&

 

2.6.5 轉接梁元素的節點內力 

本文利用虛功原理及 d’Alembert 原理在元素座標上求出轉接梁元素的

節點內力。若給端點 1、2 一個虛位移 1uδ 、 2uδ 、 2vδ 和 2δφ ，則由虛功原

理可知 

                                 intext WW δδ =                                                                (2.6.78) 
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在本文的推導中 extWδ 為元素的節點內力 f 對節點虛位移 qδ 所做的功，可

表示成 

 

                                                                     (2.6.79) b
t
ba

t
aext fufufq φδδδδ +== tW

其中 

                        },,,{ 2221 δφδδδδ vuu=q  

                        },{ 21 uua δδδ =u  

                        },{ 22 δφδδ φ vb =u                                                                   (2.6.80) 

                        },,,{ 2221211 mfff=f  

                        I
a

d
aa ff fff +== },{ 1211  

                         I
b

d
bb mf fff +== },{ 222

 

其中 1uδ 為節點 1 在 1x 方向的虛位移， 2uδ 、 2vδ 為節點 2 在 及 方向的

虛位移，

1x 2x

2δφ 為節點 2 的虛轉角， 11f 為節點 1 在 1x 方向的力， 、 及

為節點 2 在 及 方向的力及逆時鐘方向的力矩。 及 為與變形有

關的節點內力， 及 為與慣性力有關的節點內力。 

12f 22f

2m 1x 2x d
af d

bf

I
af I

bf

內力所作的虛功又分成虛應變所造成的虛功及將慣性力(質量與負的

加速度之乘積)併入徹體力(body force)所作的虛功，故內力所作的虛功可以

表示成： 

 

                       θθ
θθ δδδδ b

t
ba

t
a

t fufufq +==intW  

                                                                       (2.6.81) dVdVeEe
V

t
V

rr δρδ ∫∫ += &&1111

其中 

                       },,,,,{ 222331 vvuvvu ′′= δδδδδδδ θq  

 34



                       },,,{ 2233 vvvvb ′′= δδδδδu                                                         (2.6.82) 

                        },,,,,{ 2221232311
θθθθθθ

θ mffmff=f  

                        θθθθθ I
a

d
aa ff fff +== },{ 1211  

                        θθθθθθθ I
b

d
bb mfmf fff +== },,,{ 222323  

 

其中 θδq 為對應於元素虛應變 11eδ 和虛位移 rδ 的節點虛位移， 為對

應於

θf

θδq 的等效節點力， θ
2m 為對應於虛位移 2v′δ 的廣義力矩。 E 為楊氏係

數， ρ 為梁的密度，V 為梁在未變形前的體積， r 為加速度。(2.6.81)式

中，等號右邊的第一項為應力所作的虛功，第二項為慣性力所作的虛功。 

&&

利用(2.6.28­ 2.6.31)、(2.4.44)、(2.4.45)、(2.4.47)式及 03 =δφ ，並取到

變形參數的一次項及部分二次項可得 

 

qTq δδ θφθ =                                                                                           (2.6.83) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−

−
=

42
2

032
222

43
2

33
233

3132

1
0100
0010

00
0001

bb

bb

GG
LL

GG
LL

L
L

L
L

θεθθθ

θθθθ

θθ

θφ

l

l

l

l

l

l

l

l

T                           (2.6.84) 

                                                                                                                      

其中
01 ε

θ
+

′
= j

j
v

 ( j = 3, 2 )。 

        由反梯度法則 (Contragradient Law) [20]可得 

                                                                                                       (2.6.85) θθφfTf t=
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(2.6.81)式中的積分包含第一段及第二段轉接梁元素的積分，將

(2.6.10)、(2.6.14)式之 及(2.6.20)、(2.6.28)式之11e 11eδ 代入(2.6.81)式中右邊

的第一項，並保留變形參數到二次項，可以得到應力所做的虛功 

 

dVeEe
V 1111δ∫  

a
L

xx
t
a dxvEIEAL Gu ])1([ 2

0
2
,00 ∫−−= εεδ  

                     },]{)1([ 12
0

2
,

2
0

2

2

l

l

l

ldxv
L
EI L

xx
t
a ∫−− εδu  

])1(
2

[ ,0
2

0,
1
1

2
0

2 dxvEIdvLEA xx
L

xb
t
b ∫∫ ′′−+′+

− bNNu εξεδ
l

l         (2.6.86) 

 

將(2.6.64)、(2.6.68)式之 及(2.6.37)、(2.6.41)式之r&& rδ 代入(2.6.81)式右

邊的第二項之第一段及第二段轉接梁元素，並保留變形參數的微分到二次

項及變形參數的零次項，可以得到慣性力所做的虛功 

 

∫V
t dVrr δρ &&  

])
2

([ 1
1

2
,

2
00

dxdvxAdxA x
L

aa
t
a

L
a

t
a ξρρδ ∫∫∫ −

+= &
l

l
&& NuNNu  

  ])},1({[
0

2
,

1
0

12 dxdxv
L

xL
L

xLA x
x

Lt
a ∫∫

++
−− &ρδu  

   ])1(2)1([ ,000,000
222 dxvIdxvIdxvA x

L
bx

L
b

L
b

t
b &&&&&& ∫∫∫ ′−−′−++ NNNu εερερρδ

                                                                                                                      (2.6.87) 

 

將(2.6.86)及(2.6.87)式代入(2.6.81)式後可求得對應於 auδ 和 buδ 的節點

力向量為 
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θθθ I
a

d
aa fff +=                                                                                        (2.6.88) 

         a
L

xx
d
a dxvEIEAL Gf ])1([ 2

0
2
,00 ∫−−= εεθ

c
L

xxdxv
L
EI G])1([ 2

0
2
,

2
0

2
∫−− ε                                                        (2.6.89) 

        dxdvxAdxA x
L

aa
t
a

L
a

I
a )

2
( 1

1
2
,

2
00

ξρρθ ∫∫∫ −
+= &

l

l
&& NuNNf   

dxdxv
L

xL
L

xLA x
x

L )},1({
0

2
,

1
0

12 ∫∫
++

−− &ρ                                      (2.6.90) 

 
θθθ I

b
d
bb fff +=                                                                                       (2.6.91) 

            dxvEIdvLEA xx
L

xb
d
b ,0

2
0,

1
1

2
0

2)1(
2 ∫∫ ′′−+′=

− bNNf εξεθ

l

l                   (2.6.92) 

              dxvIdxvA x
L

b
L

b
I
b ,0

2
00

22 )1( &&&& ∫∫ ′−+= NNf ερρθ

                                                                  (2.6.93) dxvI x
L

ba
t
a ,00

2))(1(2 && ∫ ′−− NGuερ

 

由(2.6.85)式及(2.6.88)­ (2.6.93)式並忽略慣性力中節點參數與其對時

間微分的耦合項，可得 

 

              },{ 1211
ddd

a ff=f                                                                                  (2.6.94) 

                 )422( 2
232

2
3

2

2
011 θθθθε −++−=

LL
EIAEf d

l

l                                  (2.6.95) 

                 )422( 2
232

2
3

2

1
012 θθθθε −++=

LL
EIAEf d

l

l                                     (2.6.96) 

             θI
a

I
a ff =                                                                                             (2.6.97) 

                                                                                              (2.6.98) },{ 222
ddd

b mf=f
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                 )(6
232

2
22 θθ +=

L
EIf d                                                                      (2.6.99) 

                  )4(
30

)42( 23
20

23
2

2 θθεθθ +−++=
LAE

L
EIm                             (2.6.100) 

             },{},{ 222222
θθ IIIII

b mfmf ==f                                                            (2.6.101) 

 

本文中在計算時將(2.6.95)及(2.6.96)式中含底線之項忽略不計。因節

點 1 在導槽內，故其絕對側向速度、加速度及軸向加速度可分別由

(2.4.62)-(2.4.64)式求得。 

 

2.7 元素的阻尼力 

本文中假設元素的阻尼力 可以表示成[27] vf

 

                                                                                                            (2.7.1) qcf &=v

                                                                                                 (2.7.2) kmc 21 aa +=

 

其中 稱為阻尼矩陣，q為元素的節點速度， 、 為常數，其值由附錄

B 決定， 為梁元素的質量矩陣，k 為梁元素的線性剛度矩陣，本文中普

通梁元素的m是由下列 及 組合而成[28] 

c & 1a 2a

m

am bm

 

               ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
12

6
AL

a
ρm                                                                             (2.7.3) 

                                                                                                (2.7.4) rtb mmm +=

               

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−
−
−

=

22

22

422313
221561354
313422
135422156

420
LLLL

LL
LLLL
LL

AL
t

ρm                                    (2.7.5) 
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⎥
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

−

=

22

22

433
336336
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336336

30
LLLL

LL
LLLL
LL

L
I

r
ρm                                             (2.7.6) 

 

本文中轉接梁元素的 和(2.7.3)式一樣， 為一 的矩陣，是由

(2.7.4)式中對應於第三及第四度的元素組成，但需將

am bm 22×

L改成 。本文中普

通梁元素的線性剛度矩陣是由下列的 和 組合而成[28] 

2L

ak bk

 

                     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

11
11

L
AE

ak                                                                     (2.7.7) 

                     

⎥
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⎢
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−
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=
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4626
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LLLL
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LLLL
LL

L
EI

bk                                           (2.7.8) 

 

本文中轉接梁元素的線性剛度矩陣中 和(2.7.7)是相同， 為一

的矩陣，是由(2.7.8)式中對應於第三及第四度的元素組成，但需將

ak bk

22× L

改成 。 2L

 

2.8 梁元素的剛度矩陣及質量矩陣 

元素的剛度矩陣及質量矩陣可以由元素的節點內力對節點參數與節點

加速度微分而得。因本文中元素矩陣僅用在平衡迭代，故取近似值即可，

本文中的元素剛度矩陣是由 2.7 節的 、 和幾何剛度矩陣 組合而

成，本文採用的 為[28] 

ak bk gk

gk
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⎥
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εk                                     (2.8.1) 

 

    本文中的元素質量矩陣和 2.7 節中的質量矩陣相同。 

 

2.9 系統運動方程式與收斂準則 

    系統的非線性運動方程式可表示成 

 

                         0PFFFΨ =−++= VDI                                                     (2.9.1) 

 

其中Ψ為系統慣性力 、變形力 、阻尼力 及系統外力間的不平衡

力。 、 及 可由 (2.4.58–2.4.61)、 (2.6.94)、 (2.6.97)、 (2.6.98)、

(2.6.101)及(2.7.1)式中的元素節點力、阻尼力從元素座標轉換到導槽座標

後組合而成。 

IF DF VF

IF DF VF

為了描述上的方便，本文中將導槽內節點相對於導槽的位移、速度、

加速度視為獨立變數，將導槽外節點對當前導槽座標的絕對位移、速度、

加速度視為獨立變數。因計算慣性力需要絕對加速度，故需以(2.4.64)式求

得導槽內節點的絕對軸向加速度。 

本文以不平衡力的 Euclidean norm 作為迭代時的誤差量度，本文中採

用的收斂準則為 

 

                            tol
eq

e
N

e ≤=
Ψ

                                                                   (2.9.2) 
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其中 為系統自由度的數目， 是容許誤差值。 eqN tole
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