
第二章 理論推導 

 

 

2.1 問題的描述 

考慮如圖二所示之變斷面雙軸對稱 I 型薄壁梁，其斷面沿著軸

向緩慢變化，梁的軸向與 方向平行且橫斷面在 平面上。

本文中僅考慮均勻厚度的 I 型薄壁梁，文中稱梁斷面在梁壁厚度方向

之中點的連線為輪廓線(Contour)。本文中僅考慮梁的軸向位移及扭轉

造成的側向位移。本文中將探討各種邊界條件的變斷面梁受軸向集中

力、均佈載重的扭轉挫屈負荷及挫屈後的行為，以及在軸力及扭矩同

時作用下的扭轉變形。 

GX1
GG XX 32 −

 

2.2 基本假設 

本文中對於變斷面 I 型梁之有限元素的推導，作如下之假設 

 (1) 梁的形心軸變形後仍為直線。 

 (2) 梁斷面為漸變(slow varying)雙對稱 I 型斷面。 

(3) 梁變形後，其斷面形狀不變，且斷面平面內的應變可以忽略。 

 (4) 元素的變形為小變形。 

由假設(1)及(3)可知梁斷面的側向位移可由該斷面繞形心軸的轉角來

決定。 

 

2.3 座標系統 

本研究使用共旋轉有限元素法，如圖三中先將梁沿其軸方向水

平分割成若干層(Layer)，圖三中斜線部份即代表一個層，再將每一層

元素分割成若干元素，本文中提出的元素有 6 個節點與 20 個自由度(圖

四)且所有的節點均取在輪廓線上，其中節點 1 到節點 4 稱為元素節
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點，每個元素節點有 4 個自由度，即軸向位移及其在軸向、輪廓線之

切線方向及法線方向的變化率；節點 5、6 稱為斷面節點，斷面節點位

於該斷面的形心上，是用來描述斷面繞形心軸的旋轉，每個斷面節點

有兩個自由度，即斷面繞形心軸的扭轉角及扭轉率。為了描述梁元素

及整個系統的變形，本文中定義了以下兩個座標系統： 

(1)固定總體座標系統(Global coordinate system)： (圖二) GGG XXX 321 ,,

結構所有節點的座標、位移、其他座標系統之基底及系統的平

衡方程式，均在此座標系統上定義；其中 軸與梁的形心軸平行。 GX1

(2)元素座標系統(element coordinate system)： (圖四) 321 ,, xxx

      此座標系統是建立在每一元素當前的變形位置上，其決定方式

將在本節中說明，圖四所示的元素座標為元素變形前之元素座標，其

原點與元素節點 1 重合，且 軸與 平行； 軸為通過元素 1 及節

點 2 的方向，元素的變形、節點內力及剛度矩陣都在此座標中定義及

推導。 

1x GX1 2x

令 5φ 、 6φ 為節點 5、6 當前的扭轉角，則元素的剛體轉角可定義

為 

2
65 φφφ +

=R                                         (2.1) 

將變形前之元素座標(見圖五)繞斷面形心軸旋轉一角度 Rφ ，則其新位

置為當前的元素座標，元素斷面節點 )6,5( =jj 的變形轉角可以定義為 

    Rjj φφθ −=                                          (2.2) 

 

2.4 元素之變形描述 

本文是在當前的元素座標上描述元素的變形，元素的變形可由

其沿軸方向的位移及繞梁之形心軸的旋轉來決定。元素斷面(即與 軸1x
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垂直的平面)當前的變形位置可視為由以下兩個旋轉達成： 

1. 元素在變形前的位置繞形心軸轉一個角度 Rφ ((2.1)式)。 

2. 斷面 )6,5( =jj (對應於斷面節點 j 的斷面)繞形心軸分別旋轉一個

角度 jθ (2.2 式)。 

上述第一個旋轉為一剛體旋轉，元素將到達一個新的參考位置

(reference configuration)(見圖五)，元素在此位置沒有變形，當前的元

素座標即再此位置上建立；第二個旋轉為變形旋轉，其大小遠小於 1。 

圖四及圖四中Q點為元素內的任一點，則在參考位置時(即變形

前) 點在元素座標上的位置向量可表示如下 Q

                                            (2.3) 3210 eeer zyx ++=

其中 zyx ,, 為 Q 點在座標 之座標值(圖四)， 為在

軸方向的單位向量。 

321 ,, xxx )3,2,1( =iie ix

Q點之當前位置(current configuration) 即圖五的位置向量可表

示如下 

  10 )( errrRr uCOCO +−+=                              (2.4)     

                                          (2.5) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

θθ
θθ

cossin0
sincos0
001

R

                                 (2.6) 321 eeer CCCO zyx −−−=

其中 u 為 Q 點在 方向的位移，R為旋轉矩陣，1x θ 為對應於 Q 點之斷
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面的變形轉角， 、 為在圖四及圖五中 C 點在 及 軸上之座標

值。 

Cy Cz 2x 3x

將(2.5)及(2.6)式代入(2.4)式可得 

     
[ ]

[ ] 3

21

cos)(sin)(     
sin)(cos)()(
e

eer

CCC

CCC

zzzyy
yzzyyux

+−+−+
+−−−++=

θθ
θθ

          (2.7) 

 

2.5 元素之應變 

本 文 中 對 於 應 變 的 度 量 是 採 用 Green strain ， 並 且 以

)3 ,2 ,1= ,3 ,2 ,1=( jiijε 來表示 Green strain。由基本假設(3)，本文只考

慮 11ε 、 12ε 與 13ε ，並表示如下[32] 

3
t
113

2
t
112

1
t
111

2
1
2
1

)1(
2
1

gg

gg

gg

=

=

−=

ε

ε

ε

                                          (2.8) 

其中 

z

y

x

∂

∂

∂

rg

rg

rg

∂
=

∂
=

∂
=

3

2

1

   (2.9) 

將(2.7)式代入(2.8)、(2.9)式，則可得應變為 
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)
2
11()(

2
1

,,
2
,

22
11 xxx uuzy +++= θε                          (2.10) 

)1(
2
1

2
1

,,,12 xyx uuz ++−= θε                            (2.11) 

)1(
2
1

2
1

,,,13 xzx uuy ++= θε                             (2.12) 

其中 

    Cyyy −=                                          (2.13) 

    Czzz −=                                           (2.14) 

(2.10)-(2.12)式以矩陣形式可表示如下 

     AdHdεεε
2
10 +=+= L                                    (2.15) 

其中 

    { 131211 2   2   }εεε=ε                                       (2.16) 

    { }           ,,,, xzyx uuu θ=d                                     (2.17) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=
y
z

100
010

0001
H                                         (2.18) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ +
=

00
00

)(00

,,

,,

,
22

,

xz

xy

xx

uu
uu

zyu θ
A                           (2.19) 

本文中{ 代表行矩陣。 }

本文中假設元素的軸向位移在梁壁的厚度方向( 軸方向)為線

性變化，所以元素的軸向位移可表示如下： 

3x

                                 (2.20) ),(),(),,( yxzuyxuzyxu BA +=
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其中
0=∂

∂
=

z
B z

uu 為u 在厚度方向的變化率。 

本文中假設 是由元素節點),( yxuA )4,3,2,1( =jj 的軸向位移 及

軸向位移在 及 方向的一次微分

ju

1x 2x jxj x
uu )(,
∂
∂

= 及 jyj y
uu )(,
∂
∂

= 決定，

是由元素節點),( yxuB )4,3,2,1( =jj 的軸向位移在 軸方向的一次微分3x

jzj z
uu )(,
∂
∂

= 所決定。所以 及 可以表示成 ),( yxuA ),( yxuB

                                              (2.21) A
t
AA yxu qN=),(

                                               (2.22) B
t
BB yxu qN=),(

                                  (2.23) },,,{ 4321
AAAA

A NNNNN =

                                      (2.24) }{ 321
A
j

A
j

A
j

A
j ,N,NN=N

                                         (2.25) },,,{ 4321
AAAA

A uuuuq =

                                            (2.26) },,{ ,, yjxjj
A
j uuu=u

                                 (2.27) },,,{ 4321
BBBB

B NNNN=N

                                       (2.28) },,,{ 4,3,2,1, zzzzB uuuu=q

其中 4 ,3 ,2 ,1=j ， 、 為形狀函數， 、AN BN
A
ijN B

jN   ,  3 ,2 ,1( =i  

)4 ,3 ,2 ,1=j 在附錄 B 有說明，本文中假設元素的斷面旋轉角 xθ 是由斷

面節點 )6,5( =jj 的扭轉角 jθ 及扭轉率 jxj x
)(,

∂
∂

=
θθ 決定，所以 )(xθ 可以

表示成 

                                           (2.29) θθθ qN tx =)(
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    { }θθθθ
θ 4321 ,,, NNNN=N                                (2.30) 

    { 6655 , ,  , , , xx }θθθθθ =q                               (2.31) 

其中 代表形狀函數θN
θ
jN (j=1, 2, 3, 4)， θ

jN 在附錄 B 中有詳細說明。 

將(2.20)、(2.21) 、(2.22) 、(2.29)式代入(2.15)式可將應變表示成 

AGqHGqε
2
1

+=                                      

( 2 . 3 2 ) 

其中 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

t
x

t
B

t
yB

t
yA

t
xB

t
xA

z
z

,

,,

,,

00
00
0
0

θN
N
NN
NN

G                                 (2.33) 

{ θqqqq BA= }                                        (2.34) 

其中 , , 在(2.25),(2.28)及(2.31)式中已有定義。 Aq Bq θq

本研究採用虛功原理推導元素節點內力，所以需要應變的變

分，將(2.32)式變分可得 

qBqBBqAGqHGε δδδδδ =+=+= )( 0 L                   (2.35) 

其中 

)( 0 LBBB += ， HGB =0   ，  AGB =L                (2.36) 

 

2.6 元素節點內力之推導 

本文中利用虛功原理在座標上求對應於元素節點參數的元素節
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點內力。令對應於節點虛位移 qδ 的元素節點力為 

                                               (2.37) { θBA ffff        = }

       ，    ，  },,,{ 4321
AAAA

A fffff = },,{ yjxjj
A
j mmf=f 4,3,2,1=j  

       ，  },,,{ 4321 zzzzB mmmm=f },,,{ 6655 BTBT=θf        

   (2.38) 

其中 為節點 j 在 x 方向的力， 及 為在節點 j

對應於

)4,3,2,1( =jf j yjxj mm , zjm

x
u
∂
∂

,
y
u
∂
∂

及
z
u
∂
∂

的廣義力矩， )6,5( =jT j 為節點 j 在 x 方向的扭轉

力矩， 為節點 j 的雙力矩(Bimoment)。 )6,5( =jB j

由虛功原理可得 

                                             (2.39) ∫= V
TT dVσεfq δδ

本文中假設材料為線彈性材料，其應力－應變關係為 

                                                       (2.40) Dεσ =

    { 131211  ,    , }σσσ=σ                                        (2.41) 

                                               (2.42) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

G
G

E

00
00
00

D

其中ε已在(2.16)式定義，E是楊氏係數(Young’s modulus)，G 是剪力係

數(shear modulus)。 

將(2.35)式代入(2.39)式可得元素節點內力向量如下 

∫= V
T dVσBf                                              (2.43) 

將(2.36)、(2.40)式代入(2.43)式可得元素節點內力為(附錄 C 有詳細之
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推導) 

AdGtzAduGtAduEt
A xyACA yAyAA xAxAA ∫∫∫ ++= ,,,,,,

1 θNNNf  

                                                         (2.44) 

AduGtAdGt

AdyGtAduGtAduEt

A yByBA xyB

A xBA BBA xBxBB

∫∫

∫∫∫

+−

++=

,,

3

,,

3

,,,

3
1

1212
    

12

NN

NNNf

θ

θ
   (2.45) 

AduGt

AduGtzAdyGt

AdGtzGtAduyGt

A yBx

A yAxCA xx

A xxCA Bx

∫

∫∫

∫∫

−

++

++=

,,

3

,,,,
2

,,
2

3

,
1

12
    

    

)
12

(

θ

θθ

θθθ

θ

θ

N

NN

NNf

     

(2.46)    

AduEt

AduuGtAduGtAduGt

AduGtAduEtAduuGt

AduGtzAduGtAduGtz

AdyEtAdEtzEt

AduyGtAduGt

A xBxA

A yBxByAA xBxyAA yBxA

A yBxxAA xAxAA xAyAyA

A xAxyACA yAxAA yAxxAC

A xxAA xxA
C

A xBxAA BxAA

∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫

∫∫

+

+−+

−++

+++

+++

+=

2
,,

3

,,,

3

,,,

3
2

,,

3

,,,

3
2

,,,,,

,,,
2

,,,,,

2
,,

22
,,

23

,,
2

,
2

8
    

61212
    

122
32    

    
2

)
224

(    

N

NNN

NNN

NNN

NN

NNf

θ

θ

θθ

θθ

θ

                                                          (2.47)  
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AduzGtAduGt

AduyGtAduzGt

AduGtAduyGt

AduGtAduGtAdzEt

A yBxxB
C

A xAxyB

A xAxBA yBxxB
C

A xAxyBA xAxB

A xAzBA yAxxBA xxB
C

B

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫∫

+−

++

−+

+−−=

,,,

3

,,,

3

,,,,,

3

,,,

3

,,

,,,,

3
2
,,

3
2

1212
    

12
    

12
    

2
1212

θθ

θθ

θθ

θθθ

NN

NN

NN

NNNf

   

AduuEt

AduuGtAduzGt

AduuGtAduuGt

A xBxAxB

A xByAyBA xBxyB
C

A yBxAyBA yByAxB

∫

∫∫

∫∫

+

++

++

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,,

3

4

612

66

N

NN

NN

θ    

(2.48) 

AduuzGtAduuGt

AduzEtAduuGt

AduuGtzAduyEt

AduEtzEtAduuyGt

A yBxBx
C

A xByAx

A xxBx
C

A yBxAx

A xAyAxCA xxAx

A xxAxCA BxAx

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

+−

−−

++

++=

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,,,,,

,,,
2

3

,,
2

1212
    

612
    

    

)
12

(

θθ

θθ

θθ

θθθ

θ

θ

θ

NN

NN

NN

NNf

 

                                                         (2.49) 

AdyEtAdyEtzEt

AdEtzzEtEt

A xxA xxC

A xx
CC

∫∫

∫

+++

++=

3
,,

43
,,

22
3

3
,,

4235
3

2
)

12
(    

)
24160

(

θθ

θ

θθ

θθ

NN

Nf
            

                                                          (2.50) 

(2.44)-(2.50)中 、 及 代表元素內力的 k 次項。本文中元素節點內

力保留至節點參數二次項及

k
Af

k
Bf

k
θf

x,θ 的三次項，t 為元素厚度。本文中元素

的節點內力((2.44)-(2.50)式)都是用 55× 的高斯積分來計算。 
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2.7 元素剛度矩陣 

元素的剛度矩陣可由元素節點內力向量 對節點參數q 微分求

得並可表示成 

f

q
fk
∂
∂

=                                                     (2.51) 

將(2.43)式代入(2.51)式可將元素的剛度矩陣表示成(詳見附錄 C) 

∫ ∫∫∫ +=
∂
∂

+
∂
∂

=
V V

TT
V

T
V

T
dVdVdVdV DBBSGG

q
σBσ

q
Bk      

                                                                (2.52) 

其中 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

=

11
22

13

12

131211

)(000
000
000
0

σ
σ
σ

σσσ

zy

S                     (2.53) 

將 (2.33)、(2.34)、(2.36)、(2.42)及(2.43)代入(2.52)式可求得元

素剛度矩陣，元素剛度矩陣可由下列次矩陣

組合而成，亦即 

,,,,,, θθθθ kkkkkk bbbaabaa

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

θθ

θ

θ

k
kk
kkk

k
.sym

bbb

aabaa

                               (2.54) 

其中 

∫∫ +=
A

t
xAxAA

t
yAyAaa dAEtdAGt ,,,, NNNNk  
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∫∫
∫∫

++

++

A yA
t

xAyAA yA
t

yAxA

A x
t

xAyAA Cx
t

yAxAC

dAuGtdAuGt

dAGtzdAGtz

,,,,,,

,,,,,,

22 NNNN

NNNN θθ
 

 ∫∫ ++
A xA

t
xAxAA xA

t
yAyA dAuEtdAuGt ,,,,,, 32 NNNN

                                                     (2.55) 

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

++

++

−−

+=

A xB
t

xBxAA xB
t

yByA

A yB
t

xByAA yB
t

yBxA

A x
t

xByAA x
t

yBxA

A x
t
BxAA B

t
BxAab

dAuEtdAuGt

dAuGtdAuGt

dAGtdAGt

dAyGtdAuGt

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,,

46
      

66
      

1212
      

2

NNNN

NNNN

NNNN

NNNNk

θθ

θ

 

                                                        (2.56) 

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

−−

++

+++

+=

A xB
t

xyAA yB
t

xxA

A xA
t

xyACA yA
t

xxAC

A x
t

xxAA x
t

xxAC

A B
t

xxAA
t

xyACa

dAuGtdAuGt

dAuGtzdAuGtz

dAyEtdAEtzEt

dAuyGtdAGtz

,,,

3

,,,

3

,,,,,,

,,,
2

,,,
2

3

,,,,

1212
       

       

)
12

(       

θθ

θθ

θθ

θθθ

θθ

NNNN

NNNN

NNNN

NNNNk

         

                                                                (2.57) 

∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫∫

+

++

++

++

++=

A xA
t

xBxB

A xA
t

yByBA xA
t
BB

A yA
t

xByBA yA
t

yBxB

A x
t

xByB
C

A x
t

yBxB
C

A
t

xBxBA
t

yByBA
t
BBbb

dAuEt

dAuGtdAuGt

dAuGtdAuGt

dAzGtdAzGt

dAEtdAGtdAGt

,,,

3

,,,

3

,

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,

3

,,

3

4
      

6
2      

66
      

1212
      

1212

NN

NNNN

NNNN

NNNN

NNNNNNk

θθ

 

                                                        (2.58) 
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∫∫

∫∫

−−

−=

A yA
t

xxBA x
t

xxB
C

A
t

xyBA
t

xBb

dAuGtdAzEt

dAGtdAyGt

,,,

3

,,,

3

,,

3

,

126
       

12

θθ

θθθ

θ NNNN

NNNNk
 

∫∫

∫∫

++

−

A xB
t

xyB
C

A yB
t

xxB
C

A xA
t

xyBA xA
t

xB

dAuzGtdAuzGt

dAuGtdAuyGt

,,,

3

,,,

3

,,,

3

,,

1212

12

θθ

θθ

NNNN

NNNN
 

                                              (2.59) 

AdyEt

AdyEtzEt

AdEtzzEtEt

dAuzEtdAuyEt

dAuEtzEt

dAyGtdAGtzGt

A x
t

xx

A x
t

xxC

A x
t

xx
CC

A xB
t

xx
C

A xA
t

xx

A xA
t

xxC

A A
t

xx
t

xxC

∫

∫

∫

∫∫

∫

∫ ∫

+

++

+++

−+

++

++=

2
,,,

4

2
,,,

22
3

2
,,,

4235

,,,

3

,,,
2

,,,
2

3

,,
2

,,
2

3

2
3      

)3
4

(      

)
2

3
4

3
160
3(      

6
      

)
12

(      

)
12

(

θ

θ

θ

θθ

θθ

θθ

θθθθ

θθ

θθθθθθ

NN

NN

NN

NNNN

NN

NNNNk

 

(2.60) 

本文中元素剛度矩陣((2.55)-(2.60)式)都是用 55× 的高斯積分來計算。

為了方便，本文中將節點位移及內力重新排成 

{ }θquuuuq  , , , , 4321
EEEE

E =                            (2.61) 

 { }zj
A
j

E
j u, , uu =                                      (2.62) 

 { }θffffff ,,,, 4321
EEEE

E =                               (2.63) 

 { }zj
A
j

E
j m , ff =                                      (2.64) 
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其中 , 分別在 (2.26),(2.31)式中已有定義，

, 在(2.38)式中已有定義， 為對應於需位移

)4,3,2,1( =jA
ju θq

)4,3,2,1( =jA
jf θf Ef Eqδ 的節

點內力，令 為對應於 的切線剛度矩陣， 可以由(2.54)式之次矩

陣用直接剛度法重新組合而成。 

Ek Eq Ek

因為系統平衡方程式是定義於總體座標系統中，所以元素切線

剛度矩陣 需經下列的座標轉換，方可組合成系統矩陣。 Ek

t
GEEGE

G
E TkTk =                                            (2.65) 

其中 

      

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

×

××

×××

×××

×××××

××××

×××××××

×××××

4

43

4131

433313

413131

4333133313

41313131

43331333133313

4131313131

1

01

001

0001

I
0A
00
000A
000
00000A
0000
0000000A
00000

T

GE

GE

GE

GE

GE

.sym

                                                               (2.66) 

其中 是一 m×n 階的零矩陣、 為總體座標與元素座標間之轉換

矩陣， 為 單位矩陣。 

nm×0 GEA

4I 44×

 

2.8 元素等效節點外力 

當梁的兩端受軸向均佈載重 p時，其等效節點力可由對應元素
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之等效節點力疊加而成。如圖六(a)所示為一元素在其 I , J ( I , J =1 , 2

或 3 , 4)節點的斷面上所受均怖載重 p作用， 圖六(b)表示該分佈載重

在節點 I、J 之等效節點力 IF 、 JF 與彎矩 IM 、 JM ，由虛功原理可得： 

                                     (2.67) IJ
t
IJA IJu dAp Fqδδ =∫

}

                                        (2.68) },,,{ ,, yJJyIIIJ uuuu=q

                                (2.69) { JJIIIJ MFMF=F

其中 IJuδ 為斷面上的軸向虛位移， 為節點的虛位移， 為對應於

的等效節點力。 在附錄 D 中有詳盡的推導，並可表示成 

IJqδ IJF

IJqδ IJF

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−==
122122

22
IJIJIJIJ

JJIIIJ
LLLLptMFMFF  

                                                   (2.70) 

其中 t 為斷面厚度， 為節點 I J 距離。將 I 型梁斷面離散成 6 個與 12 IJL

個元素時，斷面之等效節點力在附錄 D 中有完整的表示。 

 

2.9 系統平衡方程式與收斂準則 

在固定總體座標系統中定義的非線性平衡方程式，可表示為 

    0=−= PFΨ                                        (2.71) 

其中Ψ為不平衡力向量，F為系統節點內力向量，P表示系統節點外力

向量。若僅考慮單一負荷參數的外力，P可以表示成 refPP λ= ，其中λ

為負荷參數， 是一參考負荷向量。F可由(2.67)式之元素節點內力refP
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向量，由元素座標轉換到固定總體座標上組合而成，P可由與元素節點

作用力組合而成。 

本文以不平衡力向量 的 weighted Euclidean norm 作為迭代

時的誤差度量，而且收斂準則表示為 

Ψ

 

 tole
N

e ≤=
P

Ψ
 (2.72) 

其中N 表離散系統的自由度數， 是一給定的容許誤差值，本文例題

中使用

tole

610−=tole 來做計算。 

 

2.10 挫屈準則 

      本文中以系統切線剛度的行列式值為零當做挫屈的準則，為了

求得挫屈負荷，令 )(λTK 為表示關於負荷參數λ的切線剛度矩陣，則

挫屈狀態可表示為 

    0)(det)( == λλ TKD                                  (2.73) 

假設 NBλ 為(2.73)式之最小根，則 NBλ 即為挫屈狀態下之負荷參數。 
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