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摘 要 

在建立受控系統數學模型，再怎麼精確的鑑別一個系統，我們所得到的也僅是一個

“近似”於實際系統的數學模型。因此我們希望利用一種控制器設計，能夠接受系統數學

模型建立時所產生的不確定性，在一個可容許的誤差範圍內，設計控制器來達到良好的

控制效果。藉由這個觀念，本篇論文採用“normalized left coprime factorization＂的方式

來考慮系統數學模型建立時產生的不確定性，目的就是為了要利用 ∞H 設計出來的控制

器容許在我們數學系統建立時所造成的誤差，而依然能提供穩定的控制效果。在控制器

的設計上，我們採用“Loop Shaping Design Procedure＂的方式來設計控制器；接著以倒

單擺的系統，用以作為設計控制器的觀察對象，觀察在 ∞H 控制器下，倒單擺穩定以及

效能的情況，用以探討此種控制理論的可行性以及優缺點。並且考慮到一般的實際受控

系統都為多自由度的系統，所以我們在此篇論文中也將會對多自由度系統的控制器作一

設計(雙自由度的設計)，希望能達到預期的效果。 
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Abstract 

In modeling the controlled plant, the mathematical model is at best the approximation to 

the actual system.  This motivates the authors to design a controller which is able to accept 

the uncertainty produced by the mathematical model to enhance the performance of the 

controller in acceptable tolerance range.  In this monograph, the concept of the “normalized 

left coprime factorization” to design a ∞H controller is therefore adopted for considering 

problem of uncertainty of the model system.  The purpose for applying the ∞H controller in 

this paper is to tolerate the modeling error and further maintain a stable control performance. 

After that, the“Loop shaping design procedure＂method is in use to design the controller. In 

this work, the experimental objective of the ∞H design will be the inverted pendulum system.  

By looking into the performance of the inverted pendulum system, the authors will discuss 

feasibility, advantages and disadvantages of the control theory. 
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第1章  緒論 

1.1 前言 

在控制理論設計之前，我們都必須先給定受控系統的模型( plant model)。然而，當

我們要得到一個實際物理系統的模型時，我們所計算出的線性數學模型和實際的物理系

統之間一定會有誤差的問題存在。通常造成誤差的原因有兩種： 

 利用線性化模型模擬非線性化的實際物理系統； 

 決定參數時，參數的選擇亦會影響誤差。 

為了减少這些誤差，有很多方式可以採用；在這篇論文中我們將採用的方法是由

Duncan McFarlane 和 Keith Glover 在 1990 年[1]所提出的 ”Robust Control with 

Normalized Coprime Factorization” 以及”Loop shaping design procedure” 方式設計控制

器，並且採用雙自由度( 2-degree-of-freedom )作為討論。 

在系統方面我們採用了倒單擺 ( Inverted Pendulum) 系統，因為倒單擺本身有著不

穩定性 ( unstability ) 和非線性 ( nonlinearity ) 的特性，因此常被用來驗證控制法則；

而倒單擺通常可應用在火箭發射以及天車的定位系統，使火箭或天車能準確的定位在垂

直的位置上。 
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1.2 文獻回顧 

Vidyasagar 在 1985 年提出了 “comprime factorization” 的控制架構，考慮控制器 

robust stabilization 的問題；而用 “normalized coprime factorization” 方式來拆解的控制

架構可以利用 Zames 在 1981 年提出的利用 ∞H optimization 方式來找到一個控制器滿

足所需要達到的 robust stability 要求。 

而在解 ∞H optimization 問題會採用到 Nehari extension 的方式，或是使用γ 疊代

(γ -iteration)；由 Nehari extension 的方式或是γ 疊代可以由求解 ∞H norm 的最佳解

(optimal solution)或是次佳解(sub-optimal solution)來求出合適γ 值，進而設計出控制器。 

本篇論文控制器設計程序採用 McFarlane 和 Glover 提出了的設計程序的方式[1]，稱

為 Loop Shaping Design Procedure (簡稱為 LSDP)，其細節將在第三章部分討論，並且在

第四章討論我們控制器設計的步驟。 

在倒單擺控制文獻方面，我們參考了利用 Fuzzy 設計控制器控制倒單擺[11]以及利

用 PID 設計控制器來控制倒單擺，也有利用混合方式設計控制器[12]；在前人的文獻中

我們發現，倒單擺的實驗，若要使單擺能直立以及定位成功，一般而言，必須先考慮單

擺角度直立問題，接著才考慮台車位置的定位效果；依照此方式，我們在第五章模擬以

及第六章實驗時，也會依照這個方式，先考慮單擺直立的效果，接著再設計台車定位的

效果。 

1.3 研究方法 

本篇論文的研究方式是先得到倒單擺的線性模型架構，利用 Vidyasagar 所 

提出的方式，拆解使其成為 “normalized coprime factor”的形式，目的是為了考慮以線性

方式得到的系統所造成的不確定性 (uncertainty)；經由解 riccati equation 以及γ 疊代

(γ -iteration )方式來得到合適的γ 值，再利用 Loop Shaping Design Procedure 設計出控制
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器；最後將控制器拆解為 observer 控制器。之後再探討此方法所得到控制器對控制倒單

擺的穩健穩定性 ( robust stability)、性能 (performance)以及定位效果。 

1.4 研究目的 

本篇論文的研究目的在利用兩個自由度(2-degree-of-freedom) ∞H 方式設計控制器，

並且加以改良設計；接著利用 matlab 的 simulink 模擬，觀察控制器之效能並且參考前人

所設計的控制器作為比較，進而討論其效能；之後，進行實際的實驗，將設計出的控制

器套用在倒單擺系統，觀察應用在實際系統上面的成效。 

1.5 內容大綱 

本文共分為七章； 

 第二章中推導出直立一維倒單擺以及直流馬達之動態模型，作為受控之參考模型。 

 第三章中將會對 coprime factor 拆解、normalized coprime factor 理論、設計出控制

器以及 Loop shaped design procedure( LSDP )做一介紹。 

 第四章是針對實際倒單擺系統，採取 ∞H 方式設計控制器的步驟設計出控制器。 

 第五章是模擬與分析，利用 matlab 軟體中的 simulink 工具來模擬雙自由度的情況，

並討論此理論應用於倒單擺模型上所得到的穩健穩定( robust stability )以及效能

( performance )，討論其效果。 

 第六章為實驗方式以及問題討論。 

 第七章的部分為結論，將對此方法，以及結果做一總結以及探討。 
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第2章  倒單擺物理系統及線性模式推導 

第二章中，我們先介紹基本的倒單擺以及馬達的物理方程式推導。2.1 節我們首先

介紹倒單擺方程式的推導；2.2 節中我們推導出電流驅動馬達的轉移函數，以作為模擬

時的參考。 

2.1 倒單擺物理系統的推導 

我們採用之倒單擺其架構圖以及方向定義如下： 

 

圖 2-1 倒單擺方程式推導架構圖 

其中我們定義的參數如下： 

 M 為台車質量； 

 m 為單擺質量； 

 F 為外力； 

 l  為桿長的一半； 
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 θ為單擺相對直立點的角度； 

 fx 為摩擦力； 

 b 為摩擦係數； 

 I 為轉動慣量(單擺上 O 點)； 

 

利用 x 方向力平衡，可得方程式 

( ) xfFmlmlxmM −=−++ θθθθ sin2cos &&&&&                (2-1) 

利用 O 點轉矩平衡，可得方程式 

0sincos =−+ θθθ mgllxmI &&&&                               (2-2) 

其中的轉動慣量為 

( ) ( ) 2
3
422

12
1 mllmllmI =+=                  (2-3) 

將(2-3)式代入(2-2)式可得 

0sincos2
3
4

=−+ θθθ mgllxmml &&&&                     (2-4) 

(2-4)式經過化簡可得 

0sincos
3
4

=−+ θθθ gxl &&&&                (2-5) 

接著我們考慮小角度範圍，θ的角度約為 o5 之內的角度，目的是為了將我們所求得

的方程式線性化；在這角度範圍下會有以下特性： 

0,1cos,sintan ≈≈≈≈ θθθθθ &  

因此將上述線性特性代入方程式(2-1)和(2-5)式可得 
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( ) xfFmlxmM −=++ θ&&&&                  (2-6) 

0
3
4

=−+ θθ gxl &&&&                  (2-7) 

利用(2-6)式以及(2-7)式我們可以得θ&& 與 x&& 的表示式 

( )
( )mMlml

gmMxfF

+−

+−−
=

3
4
)( θθ&&                (2-8) 

( ) ( )mMm

xfF

mMm

mgx
+−

−
−

+−
=

3
4

)(
3
4

3
4

θ
&&                 (2-9) 

假設摩擦係數是與速度線性關係，則摩擦力可表示為 

xbxf &=                   (2-10) 

利用(2-8)、(2-9)、(2-10)式，我們可以得到系統的 state-space 表示式 

( )

( )
( )

( )

( )

F

mMlml

mMmx
x

mMlml

gmM

mMlml

b

mMm

mg

mMm

b

x
x

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

+−

−

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

+−

+−

−

+−+−=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
4

1
0

3
4

3
4

0

0

3
4)(

3
40

1000

0

3
4)(

3
4

3
4

0

0010

θ

θ

θ

θ
&

&

&&

&

&&

&

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

θ

θ
&
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0100
0001

               (2-11) 

其中的四個狀態分別為： 

 x ：台車位置 

 x&：台車速度 
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 θ：單擺相對直立點的角度 

 θ&：單擺的角速度 

註1 

2.2 馬達物理系統之數學模式 

在第 2.1 節中，我們所推導的是傳統的倒單擺物理系統數學模式，在模擬時，我們

為了使我們系統數學模式逼近真實系統的數學模式，因此我們針對馬達系統作一分析；

再此我們選用直流馬達作為模擬使用。參考文獻[9]，直流馬達等效電路圖如下： 

 

圖 2-2 電樞控制直流馬達等效電路圖 

其中 

Ra：電樞電阻(Ω) 

La：電樞電感( H ) 

ia ：電樞電流 (A) 

if ：場電流(A) 

e ：電樞電壓(V) 

                                                 
1參考文獻[9]中 Gene F.Franklin & J. David Powell 的 Feedback Control of Dynamic Systems 所推導的倒單擺

方程式，對照比較，我們所推導的方程式由於角度正負號的定義不同，推導出來會有些不同；參考文獻[2]
中 D.J.Walker 的系統，其方程式推導定義相同，所得到的方程式也相同，可用來證明我們推導的正確性。 
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eb：反電動勢(back emf) (V) 

T ：馬達力矩 )( Nm ⋅  

θ：馬達承軸(motor shaft)的角位移(rad ) 

J ：在馬達承軸端的等效慣量(包括馬達與負載) )2( kgm ⋅  

B ：在馬達承軸端的等效黏滯摩擦係數或阻尼係數(包括馬達與負載)(Nm/rad/sec ) 

利用 

1、空氣間隙磁通量正比於場電流： 

fifk ⋅=φ                  (2-12) 

其中 fk 為比例常數 

2、馬達力矩正比於電樞電流與間隙磁通量的乘積： 
 

aiTkaififkkaikT ⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅= 11 φ             (2-13) 

其中 1k 為比例常數、 Tk 為馬達力矩常數 

3、馬達反電動勢 

dt
d

bkbe θ
⋅=                    (2-14) 

可得到電樞電路的電樞方程式 

ebeaiaR
dt

adiLa =++2                  (2-15) 

以及負載力矩方程式 

aifkT
dt
dB

dt
dJ ⋅==+

θθ
2

2
                (2-16) 

對馬達反電動勢(2-14)取拉式轉換，令其初始值為零 

)()( ssbksbE θ⋅⋅=                   (2-17) 
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對電樞電路方程式(2-15)取拉式轉換，令其初始值為零 

)()()()( sbEsEsaIaRsaL −=+                (2-18) 

對負載力矩方程式(2-16)取拉式轉換，令其初始值為零 

)()()()( 2 sIksTsBsJs aT==+ θ                  (2-19) 

利用式(2-17)、式(2-18)、式(2-19)，我們可得到直流伺服馬達的方程式，完整的方塊圖

如下： 

 
圖 2-3 電樞控制直流馬達方塊圖 

下表為各參數的參考值： 
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表 2-1 參數值 

 

馬達系統以及倒單擺系統的開迴路架構可由下圖表示： 

 

 

圖 2-4 系統開迴路方塊圖 

其中 r 為馬達驅動輪半徑、V 為輸入電壓、T 為力矩、f 為力；X 以及θ為單擺輸出值。 
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第3章  coprime factorization 理論介紹 

在第三章中我們會依序介紹本篇論文使用到的理論，內容主要可以分為一下幾個部

分： 

3.1 節介紹 ‘coprime factor’ 的拆解方式以及介紹 ”Linear Fractional 

Transformations” 中的 “Lower Linear Fractional Transform” 和 “Upper Linear Fraction 

Transform” 的形式；3.1.1 將介紹 normalized LCF 的表示方式以及拆解方式； 

3.2 節介紹 normalized LCF 系統控制器的設計；3.2.1 我們會以穩健穩定( robust 

stability )的角度去考慮控制器的設計；3.2.2 我們會介紹我們解 normalized LCF 系統控制

器的方法以及結果；3.2.2.1 介紹所謂的 Nehari extension 方法；3.2.2.2 介紹γ 疊代的方法；

3.2.3 藉由求出的γ 值，可代入 Glover 與 Mustafa 所推導出 normalized LCF 系統控制器方

程式，求得控制器的解。 

3.3 節對本論文使用的 Loop Shaping Design Process(簡稱 LSPD )作一介紹，以及此

時加入補償的 weightings 後，對考慮效能( performance )的控制器作一說明。而拆解為

observer 控制器的方式我們在第四章第四節做一討論。 
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3.1 coprime factorization 以及 Linear Fractional Transformations 

Vidyasagar 在 1985 年時提出了 “coprime factorization” 的基本架構(參考文獻[3] )，

可用下面的式子來表示： 

NMG ~~ 1−=                   (3-1) 

其中 G 稱為 “nominal plant”，在本篇論文裡也就是我們推導出來的直流馬達以及倒單擺

線性方程式，而 NM ~,~
稱為 G 的 “left coprime factorization”( LCF )。同樣地，也可以拆解

成相似的式子如下： 

1~~ −= NMG                     (3-2) 

此時 NM ~,~
稱為 G 的 “right coprime factorization”( RCF )。由於兩者的方式相似，

本篇論文內容均以 left coprime factorization 為拆解方式；但拆解為 “right coprime 

factorization” 的結果和拆解為 left coprime factorization 是相同的。 

接著我們考慮不確定性( uncertainty )以 left coprime factorization 表示的方式。我們

可以把考慮不確定性( uncertainty )的系統 ∆G  表示為下面的式子： 

)~()~( 1 NNMMG ∆+∆+= −
∆                 (3-3) 

其中 NM ∆∆ , 分別是穩定的轉移函數，表示系統的不確定性( uncertainty )；其限制為

[ ] ε<∞∆∆ MN , 。其中ε 稱為穩定限度( stability margin )，反應出系統可接受干擾的範圍。 

接著考慮加入不確定性系統時通常會有幾種選擇的方式，分別為相加型不確定性

( additive uncertainty )系統、相乘型不確定性( multiplicative uncertainty )系統以及 coprime 

factorization 型不確定性系統，其架構圖分別如下： 
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圖 3-1 相加型不確定性( additive uncertainty )系統 

其中 A∆ 為相加型的不確定性；G 為系統模型；K 為控制器。 

 

圖 3-2 相乘型不確定性( multiplicative uncertainty )系統 

其中 p∆ 為相乘型不確定性；G 為系統模型；K 為控制器。 
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圖 3-3  coprime factorization 型不確定性系統 

我們在本篇論文中所使用的均為 coprime factorization 型不確定性系統的架構圖，這

種方式比起前二者的好處在於：利用 normalized left coprime factorizations 不確定性方式

拆解之後，G 與 ∆G 右半平面的極點位置和個數可以不同。其中不確定性( uncertainty ) 表

示為 ],[ NM ∆∆=∆ 。 

討論完三種加入不確定性的方式後，我們現在針對第三種方式，也就是討論加入

normalized left coprime factorizations 不確定性之後的系統 ∆G ，其架構圖可表示為： 

 

 

圖 3-4 加入不確定性後的模型以 normalized LCF 拆解架構圖 
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 而加入了不確定性( uncertainty )的模型可利用輸入(w、u)對輸出(z1、z2、y)依照圖 3-4

推導出轉移函數： 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

u
w

P

y

z

z

2

1
                   (3-4) 

其中的 P 稱為標準模型( standard plant )，可表示為： 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−

−

GM
GM
I

PP
PP

P
1

1

2221

1211

~
~
0

             (3-5) 

接下來我們介紹 Linear Fractional Transformations ( 簡稱 LFT )，LFT 在控制理論

中常被用在 ∞H 最佳解的問題上，而其架構是可以呈現各種的回授設計；本篇論文主

要使用到的定義有下面兩種： 

 Lower Linear Fractional Transformation ( 簡稱 LLFT )，其架構圖為： 

 

圖 3-5  Lower Linear Fractional Transformation 架構圖 

圖中的 G 為系統轉移函數；K 為控制器；w 為干擾輸入( input disturbance )；z 為干

擾輸出( output disturbance )；u 為系統輸入( plant input )；y 為系統輸出( plant output )。 
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在這種架構下的轉移函數被定義為： 

21
1

221211
2221

1211 )(, GKGIKGGK
GG
GG

FL
−−+≡⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡               (3-6) 

其中的限制是整個 LLFT 系統沒有右半面的極點，也就是符合 0)det( 22 ≠− KGI 、 ),( KGFL

是穩定的。 

 Upper Linear Fractional Transformation ( 簡稱 ULFT )，其架構圖為： 

 

圖 3-6  Upper Linear Fractional Transformational 架構圖 

其中∆表示系統的不確定性。 

在這種架構下的轉移函數被定義為： 

12
1

112122
2221

1211 )(, GGIGG
GG
GG

FU
−∆−∆+≡⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡                 (3-7) 

其中的限制為整個 ULFT 系統沒有右半面的極點，也就是符合 0)det( 11 ≠∆−GI 、 ),( ∆GFU

是穩定的。 
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3.1.1 normalized left coprime factorization 與其拆解方式 

由式(3-1)知，我們拆解 nominal plant 成 left coprime factorization 的方式可能不只

一種，為了使拆解的方式固定，在這裡我們使用了唯一性的拆解，由 Vidyasagar 在 1988

年所提出(參考文獻[4] )，稱為 “normalized left coprime factorization”，其特性如下： 

 ∞∈RHNM ~,~
， ),(

~~
NM 為 G 之 normalized left coprime factorization 若且唯一的條件

為： 

1) NM ~,~
為 G 的 left coprime factorization； 

2) ),(
~~
NM 符合下式 

 IMMNN =+ ** ~~~~                   (3-8) 

為了統一我們的拆解方式、以及在之後方便利用前人研究所推導出的方程式，因此

採用這種 normalized 方式來拆解。 

Normalized left coprime factorization 的拆解方式由 Vidyasagar 在 1988 年提出(參考

文獻[4] )，其解法如下所述： 

假設(A,B,C,D)是系統 G 的狀態方程式，則有以下的關係式： 

DBAsICsG +−= −1)()(                (3-9) 

Vidyasagar 提出 normalized coprime factorization 可依照以下的式子拆解得到： 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
= −−− 2/12/12/1

~,~
RDRCR

HHDBHCA
MN             (3-10) 

其中的 H 定義為 
1** )( −+−≡ RBDZCH                (3-11) 
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Z 是 Generalized Filtering Algebraic Riccati Equation (GFARE) 的解2，而 *DDIR += 。 

3.2 控制器設計 

3.2.1 穩健穩定(robust stability)控制器設計 

控制器設計的基本架構圖可用下圖表現出： 

 

圖 3-7 控制器設計的架構圖 

利用 3.1 節我們推導出了 left coprime factorization 標準模型 P( standard plant )的表示

方式(在此即為加入不確定性的系統 ∆G )，再利用 LLFT，依照圖 3-7 我們可以根據式(3-5)

以及式(3-7)得到下面的轉移函數關係式： 

                                                 

2 Generalized Control Algebraic Riccati Equation (簡稱 GCARE) 方程式如下： 

0)()( 1**1*1**1 =+−−+− −−−− CRCXBXBSCDBSAXXCDBSA  
 
Generalized Filtering Algebraic Riccati Equation (簡稱 GFARE) 方程式如下： 

0)()( *11***1*1 =+−−+− −−−− BBSCZRZCCDBSAZZCDBSA  

其中
*DDIR += ， DDIZ *+= 。 
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 考慮其穩健穩定性( robust stability )： 

在式(3-12)中，控制器 K 能夠穩定加入不確定性的系統 )~()~( 1 NNMMG ∆+∆+= −
∆ 成

立的條件為： 

(a) 控制器要能穩定未加入不確定性的系統 G( nominal plant )； 

(b) 我們所得到的 LLFT 要小於一個限制的ε(stability margin)的倒數，可表示

如下：3 

1
11

11

~)(

~)( −

∞

−−

−−

≤
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
ε

MGKI

MGKIK
            (3-13) 

在式(3-13)我們可以發現，在考慮穩健穩定( robust stability )時，利用這種拆解成 left 

coprime factorization 的系統，可將問題變成解 ∞H 範數( ∞H norm )的問題；也就是解轉移

函數的最大特徵值( maximum singular value )。 

如果我們未將系統 G 拆解為 normalized LCF 的形式，則接下來解控制器就沒辦法代

入標準的型式；在本篇論文中我們則分別利用 riccati equation 的解以及疊代方式來求

γ，下兩小節中我們將介紹γ 疊代(γ -iteration)的方法以及Nehari extension的方式來解γ

                                                 
3 參考文獻[1]中，pp. 37~38 之推導。 
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值。 

3.2.2 以 normalized LCF 拆解系統時控制器的解 

當我們把系統拆解為 normalized LCF 時，其最大的好處是控制器有一標準解

(3-21)。其中γ 值可以用γ 疊代(γ -iteration)的方式或是利用 Nehari extension 的方式來求

解γ 。以下我們對 Nehari extension 以及γ 疊代(γ -iteration)方法作一介紹。 

3.2.2.1 Nehari extension 方法介紹 

概略的說，Nehari extension 的方式會包含兩個轉移函數，R、Q；R 是一個不穩定的

轉移函數( unstable transfer function)，Q 是一個穩定的轉移函數( stable transfer function)，

而我們根據選擇 Q，使得( R+Q )的 ∞H 範數( ∞H norm)越小越好；可用下式來表示： 

α≤+
∞

QR                    (3-14) 

其中α 值
H

R*> 4。 

Glover 在 1984 年提出，當等號成立時，Nehari extension 可表示為如下： 

HRHQ
RQR *inf =+

∞∈ ∞

                 (3-15) 

其中 ∞RH 是指轉移函數的極點均不在右半平面5。 

在式(3-15)中當等號不成立時，我們稱其為次佳( sub-optimal ) Nehari extension，而當等

號成立時稱為最佳( optimal ) Nehari extension。 

                                                 
4 

H
R*

其中
*R 表示 complex conjugate transpose，

H
• 表示 Hankel norm，參考文獻[1]。 

5 ∞RH 是指轉移函數的極點不在右半平面( RHP )； 

∞RL 是指轉移函數的極點不在虛軸( imaginary axis )上。 
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3.2.2.2 利用γ 疊代的方式來求解γ 值 

參考文獻[1]第三章所提到的方式來疊代，在此作一簡單介紹。首先我們先選定一最

大γ 值(γ max )與最小γ 值(γ min )作為參考，步驟如下： 

step1：令
2

minmax γγγ +
= ，檢查 )(2 ZX ⋅> ργ 是否成立；(X、Z 為 riccati equation 的解，

)( ZX ⋅ρ 表示 ZX ⋅ 的最大特徵值(eigenvalue)加 1)6 

step2：若成立，則此時γ max=γ ， 2
minmax γγγ +

=new ，再檢查 )(2 ZXnew ⋅> ργ 是否成立； 

   若不成立，則表示γ 值已經無法滿足 )(2 ZX ⋅> ργ 。 

Step3：若 )(2 ZXnew ⋅> ργ 成立，則此時再令 newγγ =max ，回到 step2，繼續檢查； 

最後，可以得到 )(2 ZXm ⋅> ργ ， )(2
1 ZXm ⋅<+ ργ ，則 mγ 即為最小的γ 值。 

 

3.2.3 拆解為 normalized LCF 系統其控制器的解 

利用 Nehari extension 方式解 normalized coprime factorization 系統的控制器時，我

們的方式是找到轉移函數為以下形式作為 R 轉移函數，其形式如下： 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡−
=

*

*

~

~

M

N
R                  (3-16) 

接著我們把 K 拆解為 1−=UVK ( right coprime factorization )的形式，利用 Nehari extension

我們可得到如下的式子： 

                                                 
6 當γ為最小值時，滿足 )(12 ZX ⋅+= λγ ，參考文獻[1]第 4.3.2 小節。 
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⎤
⎢
⎣
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡−
γ

V
U

M

N
               (3-17) 

和式(3-14)比較，此時 2/12 )1( −−= γα 。 

此時控制器 K 亦會滿足(3-13)式的情況： 

γ≤−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∞

−− 11 ~)( MGKI
I
K

                 (3-18) 

利用 Doyle 在 1988 年(參考文獻[1] )所推導出的結果，我們可以得到一個確切的γ 解： 

)max(12
max

2
min ZXλεγ +== −                 (3-19) 

其中的 X、Z 分別為 GCARE 與 GFARE 的解。 

 利用γ 求控制器解的方式 

經由上面兩小節的其中一種方式求得的γ 值，利用 Glover 和 Mustafa 在 1989 年(參

考文獻[5])提出了控制器的解法，其控制器可表示為： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+++

=
−−

**

*1*
1

2*1*
1

2 )(
DXB

ZCWDFCZCWBFA
K

γγ
           (3-20) 

其中的 X、Z 分別為 GCARE 與 GFARE 的解；F 與 W1 分別為： 

)( **1 XBCDSF +−= −                  (3-21) 

)( 2
1 IXZIW γ−+=                (3-22) 

其中 DDIS *+= 。  

將γ 值以及已知的 F、W1、X、Z 代入，即可得到控制器。在這節提到解 normalized 
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LCF 系統控制器的方式，是利用解兩個 Algebraic Riccati Equtions 的解來求得γ 值，再帶

入式(3-20)標準的控制器解設計出控制器 K。所以我們所採用的方式是先將系統拆解為

normalized LCF，接著解兩個 riccati equation 之後，再使用疊代的方式來求γ 值，帶入式

(3-20)得到控制器。 

3.3 Loop Shaping Design Procedure 介紹 

Loop shaping design procedure 是本篇論文所採用的主要方法，利用這個方式的好處

在於，對 normalized LCF 的架構而言，我們可以同時考慮穩健穩定( robust stability )和效

能( performance )的問題，確保閉迴路系統的穩定，並且得到確切的 maxε 解。 

3.3.1 Loop Shaping 方法介紹 

Loop shaping 的最大好處是，我們可以利用開迴路( open-loop )轉移函數的最大特徵

值來得知閉迴路( closed- loop )轉移函數的最大特徵值；換句話說，我們可以在開迴路設

計一控制器來使閉迴路達到穩健穩定( robust stability )或是效能( performance )上的需

求。可用以下圖示表示之： 

 

圖 3-8 閉迴路系統 
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圖 3-9 開迴路系統 

在圖 3-8 中，( i )、( ii )分別代表一個分裂點( break point )，由( i )到( ii )可看為由系

統的輸入干擾( input disturbance )到系統輸出( plant output )，其轉移函數可寫為

))(( 1GGKI −− ，而最大特徵值可表示為 ))(( 1GGKI −−σ 7。以下為一些有會用到的輸入輸

出其最大特徵值的表示法： 

 

圖 3-10 系統輸入、輸出，以及輸入干擾和輸出干擾的相對位置圖 

利用此圖我們可以求的一些輸入輸出轉移函數，將其整理如下： 

表 3-1 系統輸入、輸出，以及輸入干擾和輸出干擾所形成的轉移函數最大特徵值 

轉移函數最大特徵值 輸入與輸出的相關位置 

))(( 1−−GKIσ  由輸出干擾( output disturbance )到系統輸出( plant 

output ) 

))(( 1−− KGIσ  由輸入干擾( input disturbance )到系統輸入( plant input )

                                                 
7 )(•σ 表示最大特徵值， )(•

−
σ 表最小特徵值。 
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))(( 1−−GKIKσ  由輸出干擾( output disturbance )到系統輸入( plant 

input ) 

))((/1 1−−GKIKσ  設計閉迴路穩定時，不確定性相加( additive )型系統最

大可接受的干擾程度 

))(( 1GGKI −−σ  由輸入干擾( controller input disturbance )到系統輸出

( plant output ) 

))((/1 1GGKI −−σ  設計閉迴路穩定時，不確定性相加型系統( additive 

plant )控制器最大可接受的干擾程度 

))(( 1−−GKIGKσ  由控制器輸入干擾( controller input disturbance )到系統

輸出( plant output ) 

))((/1 1−−GKIGKσ  設計閉迴路穩定時，不確定性相乘型系統( multiplicative 

plant )最大可接受的輸出干擾程度 

))(( 1GGKIK −−σ  由輸入干擾( input disturbance )到控制器輸出( controller 

output ) 

))((/1 1GGKIK −−σ  設計閉迴路穩定時，不確定性相乘型系統( multiplicative 

plant )最大可接受的輸入干擾程度 

接著我們針對靈敏性( sensitivity )、相加型不確定性的穩健度( robustness in the face 

of additive uncertainty )、補充靈敏度( complementary sensitivity )、減低輸入干擾對輸出

干擾的影響( rejection of plant input disturbances at the plant output )所得到的轉移函數的

特徵值作一討論： 

(a) 靈敏性( sensitivity )：使干擾輸出( output disturbance )到系統輸出( plant output )的轉

移函數之最大特徵值降到最低得到；也就是表 3.1 中的 ))(( 1−−GKIσ 項，其推導如下： 

)(
1

1)(
1

)(
1))(( 1

GKGKGKI
GKI

−−−

− ≈
−

≤
−

=−
σσσ

σ            (3-23) 
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近似時的條件為開迴路的最小特徵值要遠大於 1，也就是 1)( >>
−

GKσ ； 

(b) 相加型不確定性的穩健度( robustness in the face of additive uncertainty )：藉由降低表

3.1 中的 ))(( 1−−GKIKσ 最大特徵值得到，可表示如下： 

)(
1

1)(
)())(( 1

KGK
KGKIK

σσ
σσ ≈

−
≤−

−

−               (3-24) 

近似時的條件為開迴路的最大特徵值要遠小於 1，也就是 1)( <<GKσ ； 

(c) 補充靈敏度( complementary sensitivity )：使感應器靈敏度( sensor noise )到系統輸出

( plant output )的轉移函數之最大特徵值降到最低得到；也就是表 3.1 中的

))(( 1−−GKIGKσ 項，其表示如下： 

)(
1))((

1))(( 1
1 GK

GK
GKIGK σ

σ
σ ≈

−
≤− −

−

−             (3-25) 

近似時的條件為開迴路的最大特徵值要遠小於 1，也就是 1)( <<GKσ ； 

(d) 減低輸入干擾對輸出干擾的影響( rejection of plant input disturbances at the plant 

output )：可藉由降低表 3.1 中的 ))(( 1GGKI −−σ 得到，可表示如下： 

{ }GGKIGKGGKI 1111 )())(())(( −−−− −=− σσ  

)(
1)( 1

K
K

−

− =≈
σ

σ                   (3-26) 

近似時的條件為開迴路的最小特徵值要遠大於 1，也就是 1)( >>
−

GKσ ； 

其中值得注意的是，其中(a)、(d)項是和效能( performance )相關，其條件均為

1)( >>
−

GKσ ；而(b)、(c)項是和穩健穩定( robust stability )相關，其條件均為 1)( <<GKσ 。
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由這結果我們可以推斷出，要在所有的頻率下都達到最好的穩健穩定( robust stability )

和效能( performance )是不可能的；要達到最好的穩健穩定( robust stability )就會造成效

能( performance )降低，反之亦然。但是我們仍然可以達到設計上的需要；例如一般在

低頻時( ),0( Lωω∈ )，效能( performance )是比較重視的部分，因此我們在此時可以選擇

1)( >>
−

GKσ ，使效能( performance )滿足需求；而在高頻時( ),( ∞∈ Uωω )，穩健穩定

( robust stability ) 是比較重視的部分，因此我們在此時可以選擇 1)( <<GKσ ，使穩健穩

定( robust stability )滿足需求。因此我們的開迴路設計的頻域範圍可用下面的圖形說明： 

 

圖 3-11 開迴路的特徵值( singular value )限制情形8 

我們控制器開迴路設計的特徵值( singular value )範圍必須在圖 3-11 )(GK
−
σ 和 )(GKσ 之

間。 

                                                 
8 圖 3-11 中 L(ω)和(0~ωL)的區域表低頻範圍；U(ω)和(ωU~∞)的區域表高頻範圍。 
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3.3.2 Loop shaping design procedure( LSPD )設計程序 

在這節中，我們介紹的 LSPD 方式設計迴路系統，其設計方式主要可以分為三個步

驟： 

(a) Loop shaping：首先在我們的系統模型 G 前(pre-)以及後(post-)加入補償的 weighting，

可以由下圖表示出： 

 

圖 3-12  shaped plant 

加了補償 weightings 之後的系統 SG 稱為 ” shaped plant”， 可表示為 12GWWGS = ；而增

加補償 weightings 之後的好處是控制器可以同時考慮到系統效能( performance )以及穩

健穩定( robust stability )的問題。此處我們假設 W1，W2 的選擇不會使 SG 產生隱藏的不

穩定情況( unstable hidden modes )。 

(b) 穩健穩定( robust stability )與效能(performance)： 

 考慮其穩健穩定( robust stability )性： 

 計算 maxε ，如果 1max <<ε ，則回到第一步驟重新調整 weightings；原因是如果 maxε

太小的話我們無法同時滿足穩健穩定( robust stability)、效能( performance )以及

穩健的閉迴路穩定( robust closed-loop stability )。 

 選擇一個ε ，使 maxεε ≤ ，此時利用 3.2.3 節控制器設計的方法可得到一個控制

器 ∞K ，可以滿足 SG 穩健穩定( robust stability )。其表示法如下： 
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              (3-27) 

控制器 ∞K 以及系統 SG 的架構如下： 

 

圖 3-13  Loop shaped design procedure 加入控制器的架構圖 

 考慮其效能( performance )性： 

由(3-28)式我們可以同樣設定一個效能( performance )參數γ ，因為加入了 weightings

後，使我們控制器能滿足效能( performance )需求；其式子可表示為： 

γ≤
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−

∞

−−

−−
∞

11

11

~)(

~)(

SS

SS

MKGI

MKGIK
               (3-28) 

其中的γ 代表效能( performance )參數；值得注意的是γ ×ε≦1，因此我們若為了增加

效能( performance )，選擇γ >>1，則此時ε<<1，也就是說穩健穩定( robust stability )會

變差；反之亦然。 

在這附註提到，當控制器 K 會使 ∞H 範數( ∞H norm )產生最小值時，會有下式最佳

解( optimal solution )的情況成立： 
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               (3-29) 

此時εmax 稱為最大穩定限度( maximum stability margin )，而此時相對的γ 會有最小值

(=γ min) ，此時γ min 與εmax( maximum stability margin )會有互為倒數的情形。 

(c) 最終控制器( final controller )： 

接著將 weighting 項轉移到控制器 ∞K ，我們可以得到最終的控制器( final controller )，可

表示為： 

 

圖 3-14 最終控制器( final controller )的表示形式 

在系統輸入( plant input )，也就是圖中( i )的位置，可將轉移函數表示為 GWKW 21 ∞ ；而在

系統輸出( plant output )，也就是圖中( ii )的位置，其轉移函數可視為 21 WKGW ∞ 。由圖 

3-11 我們可以得到一個相對的圖形，下圖中表示出 shaped 系統與加入控制器後系統的

特徵值限制： 
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圖 3-15  shaped 與加入控制器後系統的最大特徵值限制 

我們可以比較圖 3-11 與圖 3-15，在高、低頻時，根據 D.C. McFarlane 與 K. Glover 在

參考文獻[1]所提到，會有下列特性： 

 在低頻時，當控制器 ∞K 滿足( 3-27 )式： 

γ≤−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∞

−−
∞

∞ 11 ~)( SS MKGI
I
K

               (3-30) 

其中 )~,~( SS MN 是 GS 的 normalized LCF，且 GS 為方陣，則可訂出控制器在低頻時的特徵

值範圍如下： 

1))(()1(

)1())((
))(( 2/12

2/12

+−

−−
≥

−

−
∞− ωσγ

γωσ
ωσ

jG

jG
jK

S

S
              (3-31) 
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其中限制為 2/12 )1())(( −>
−

γωσ jGS ；而當 2/12 )1())(( −>>
−

γωσ jGS  時，可以得到 

 2/12 )1())(( −
∞−

−≥ γωσ jK                   (3-32) 

 同樣地，在高頻時，當控制器 ∞K 亦須滿足( 3-27 )式： 

γ≤−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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−−
∞

∞ 11 ~)( SS MKGI
I
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               (3-33) 

我們可以得到相似的結果： 

))(()1(1
))(()1())(( 2/12

2/12

ωσγ
ωσγωσ
jG
jGjK

S

S

−−
+−

≤∞              (3-34) 

其中限制為 2/12 )1())(( −−< γωσ jGS ；而當 2/12 )1())(( −−<< γωσ jGS  時，可以得到 

 2/12 )1())(( −≤∞ γωσ jK                  (3-35) 

最後我們這裡引用一些M.C. McFarlane與K. Glover[1]推導出表 3-1中所提到的輸入輸

出的轉移函數，它們的頻域範圍如以下所示： 

)()()~())(( 21
1 WWMGKIK S σσσγσ ≤− −              (3-36) 

)()~())(( 2
1 WcMGKI Sσγσ ≤− −                (3-37) 

)()~())(( 1
1 WcNGGKIK Sσγσ ≤− −               (3-38) 

)()(
)~())((

21

1

WW
NGGKI S

−−

− ≤−
σσ

σγσ                (3-39) 

)()~(1))(( 1
1 WcNKGI Sσγσ +≤− −               (3-40) 

)()~(1))(( 2
1 WcMKKGIG Sσγσ +≤− −              (3-41) 
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其中 )~,~( SS MN 是 GS 的 normalized LCF，而 )(•c 定義為 )(/)( ••
−
σσ ，也就是最大特徵值除

以最小特徵值。 

第三章中我們介紹了我們本篇會使用的基礎理論架構，第四章中我們將會討論

observer 控制器以及對倒單擺系統的設計方式。 
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第4章  倒單擺系統鑑別以及控制器設計步驟 

 在本章中，我們先利用系統鑑別方式將馬達、驅動器以及台車速度鑑別出，連結台

車與單擺，導出倒單擺的系統；接著再針對控制器設計的步驟作一討論。最後一節我們

介紹改變 observer 控制器極點位置，但是對γ 不產生影響的方式。 

4.1 節我們先介紹使用的設備，包括了馬達、驅動器以及倒單擺系統； 

4.2 節中我們討論系統鑑別之方式以及結果； 

4.3 節中我們介紹控制器設計步驟以及注意事項； 

4.4 節對改變 observer 控制器極點位置作一介紹。 
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4.1 設備介紹 

 本論文所實驗之實驗硬體機構實體圖，如下圖所示： 

 

圖 4-1 倒單擺機台硬體圖 

圖 4-1為倒單擺硬體平台全貌，馬達位於左側，利用皮帶及齒輪帶動台車移動，台

車前端可更換長短單擺。台車及馬達上共有兩個編碼器，分別為位置以及角度的編碼

器；編碼器將角度以及位置的訊號傳送到驅動器之後，再傳送至DSP卡上(本實驗所使用

的DSP控制卡為加拿大syscor公司出產，內部採用德州儀器所生產的TMS320F243定點運

算晶片)，接著經由RS-232傳送回電腦，可在電腦上讀取real-time的資料。 

圖 4-2 為台車及裝載上面之單擺角度編碼器： 
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圖 4-2 台車、連接單擺處和位置編碼器 

台車連接皮帶以及滑軌，台車上載有單擺、角度編碼器以及連接單擺的轉軸機構，

角度編碼器解析度，經過量測，1m可分為4000個單位(counter)9。 

圖 4-3 為倒單擺之伺服馬達及傳動機構： 

 

圖 4-3  AC 伺服馬達以及傳動機構 

馬達型號為 TBL-iII series AC servo Motor，馬達定格轉速3000rpm，額定相電流

2.2A；馬達編碼器為光學增量型、主電源為三相AC 220V；馬達與台車以皮帶連接，經

                                                 
9 在此 counter 指的是編碼器的值，我們將其一單位令為一 counter。 

角度編碼器

單擺 

轉軸機構 

位置編碼器 

馬達
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由圖中的齒輪帶動台車。圖 4-3 中馬達連接的兩條線分別為馬達的電源以及台車位置

的編碼器，其解析度大小與角度編碼器相同，經過量測，一圈為4000個單位(counter)。 

圖 4-4 為控制系統連接模組，搭載伺服馬達驅動器： 

 

圖 4-4 馬達驅動器 

驅動器型號為J15C，驅動器的規格設計可以選擇位置、速度、扭力模式三種，但經

過我們測試結果，只有速度模式可以正常使用。 

圖 4-5 為DSP運動控制卡及AD/DA卡： 

 

圖 4-5  DSP 控制卡以及 DA 卡 

驅動器 

DSP 控制卡 AD/DA 卡
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運動控制卡接收位置以及台車的編碼器值，經由內部 DSP 晶片的運算，將控制電

壓由 DA 卡輸出(圖 4-5 右下框框所圈的兩條線)，而 DSP 內部的資訊，如角度、位置、

控制輸出值…等，可經由 RS-232 傳至電腦，即時顯示出來。 

4.2 實際實驗系統的數學模式鑑別 

 在第 2 章中，我們所推導的是理論的倒單擺物理系統數學模式，在實際實驗時，我

們必須考量實際系統的數學模型，包含了驅動器、馬達、以及倒單擺機台本身的數學模

型，因此我們採用系統鑑別來得到接近真實控制的數學模型；我們所採用的鑑別方法

是：將控制輸入訊號給予一個 PRBS ( pseudo random binary process )的指令，再依照所

得到的輸出，來鑑別出接近我們實驗的真實物理系統的數學轉移函數；之後，再給予各

種訊號輸入來作為比對以及驗證；以下將對此鑑別方式以及鑑別的結果作一討論。 

4.2.1 鑑別之系統 

我們所鑑別的系統部分包含驅動器，馬達以及倒單擺台車系統，而其鑑別的圖形如

下圖所示： 

 
圖 4-6 系統鑑別訊號流程 

其中 

v：PC 端的命令輸入。 

x：PC 端得到的位置。 

圖 4-6 中，由 PC 端先給予驅動器一個電壓命令，此命令經由 RS232 傳至 DSP 控制卡

上；接著經過馬達驅動器驅動馬達，控制倒單擺台車，然後由位置編碼器得到位置傳至
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DSP 控制卡上，再經由 RS232 傳回 PC 端。 

 在鑑別時，輸入單位為相對應電壓的數值 1=0.3052mV，而輸出的單位為光學編碼

器所讀到的累計數值，經由實驗我們測得角度編碼器的 1 值相對於實際角度 0.09o，位

置編碼器的 1 值則相對實際位置為 0.00025m；我們使用的馬達為 AC 伺服馬達，並採用

速度模式(velocity mode)來進行實驗，因為我們鑑別的轉移函數為電壓命令到度的轉移

函數，因此我們利用一個α-βfilter 將量測到的位置輸出經過計算，可估計出它的速度

響應，架構圖如下： 

 

圖 4-7 系統鑑別訊號流程 II 

其中： 

v：PC 端的命令輸出(為速度指令)。 

x&：位置訊號經由α-βfilter 所估測到的速度值。 

圖 4-7 中的流程和圖 4-6 類似，唯一的差別就是將位置編碼器傳回 PC 端的位置值，再

經過一個α-βfilter 處理；經由α-βfilter，可將我們量測的位置評估出速度，而採用α

-βfilter 的目的主要在於作為微分器使用，可將訊號的高頻雜訊過濾掉；經由此步驟，

我們可得到速度命令所得到的速度響應，作為我們系統鑑別的輸入與輸出。α-βfilter

的頻寬可藉由改變α、β的值而有所不同。 

4.2.1.1 PRBS (pseudo random binary sequence) 

 我們鑑別系統所使用的命令，是給予一個 PRBS 作為輸入，PRBS 指的是一個由 0、

1 指令組成的訊號，而 0 或 1 的長度為隨機出現，其訊號圖如圖所示： 
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圖 4-8  PRBS 訊號圖 

使用 PRBS 訊號的目的在於激發出系統高頻的響應，是一種隨機的數位序列,其序列

的長度通常都是(2^N)-1,而 N 為整數；由於 1、0 的命令對硬體而言，改變量太小，為了

易於觀察輸出情況，以及得到輸出訊號，我們將訊號值加上一個常數放大以及位移來達

到如下的訊號進行實驗： 

 

圖 4-9 修改過後之 PRBS 訊號圖 

目的在於使台車盡量在軌道範圍內能以較大的速度震盪；而較快的速度對鑑別而言會比

較容易鑑別轉移函數，而鑑別出的轉移函數相對的也會較為準確。 

4.2.1.2 電壓對速度鑑別之結果 

利用 PRBS 輸入訊號的圖形如下： 
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圖 4-10  PRBS 鑑別輸入以及位置輸出圖 

經過α-βfilter 之後所估出的速度，其圖形如下： 

 

圖 4-11 經過α-βfilter 估測速度值 

利用 matlab 的系統鑑別，給予上述的 PRBS 輸入訊號和量測編碼器位置再經過處

理的速度輸出，我們可以求得一個適當的數學系統來作為實際機台的數學模型： 

matlab 中的系統鑑別介面如下： 
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圖 4-12  matlab 系統鑑別使用者介面 

給予相同的輸入電壓，比較實際機台量測得的速度以及鑑別出的模型，響應圖形如下： 

 PRBS ±2000 輸入的速度比較圖 

 

圖 4-13  PRBS ±2000 訊號輸入以及速度輸出響應圖 

由圖 4-13 速度輸出響應圖可以看出鑑別出的速度與實際的速度，兩者十分接近。 
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 Square 方波±2000 輸入的速度比較圖 

 

圖 4-14 方波電壓訊號輸入以及對速度的響應圖 

同樣地，由圖 4-14 我們也可看出給予方波電壓輸入，鑑別的速度輸出和實際量測的速

度響應非常接近。可以用來驗證我們鑑別出系統數學模式的正確性。 

經過多組數據的實驗比較，我們鑑別出電壓到速度響應的轉移函數如下： 

4477.9338.5
)12.22(143.2

2 ++
+

=
ss

s
V
X&                (4-1) 

由於我們使用的馬達驅動器只能在速度模式下作用，而且馬達以及驅動器參數的值

並不確定的情況下，為了能夠將角度的也利用鑑別出的轉移函數，推導出輸入與角度的

關係式，我們採用一個將輸入假設為一個 Force command 的方式來推導輸入與角度的關

係，接著在下一小節中介紹。 

4.2.2 Force command 對加速度的轉移函數 

為了使之前鑑別出的系統能與角度相結合，建立出完整的倒單擺模型，我們假設一

個虛擬的力，也就是這裡所提到的 Force command，利用 Force command 對加速度的關

係式，並且利用已知的方程式(2-7)，得到加速度和角度的關係。推導出 Force command 對
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角度的關係式，可以得到 Force command 對位置以及角度的轉移函數，並且用此轉移函

數作為我們的受控系統，作為模擬以及實驗的依據。Force command 對加速度鑑別的架

構圖如下：

 

圖 4-15  Force command 對加速度的鑑別架構圖 

上圖中，Transfer function 是利用 PRBS 鑑別出的電壓對速度的轉移函數；Derivative

為α-βfilter，在此作為微分器使用；由於馬達為速度模式，因此必須給予相對於某個速

度的電壓命令，而我們使用的 Force Command 可視為一個變速度的命令，因此在力量輸

入的命令之後，加入一個積分器，將我們的力量命令作一積分後，可視為一個變速度的

命令，再輸入鑑別出的電壓對速度轉移函數，得到速度；最後再通過一個α-βfilter，作

為微分用，也就是將速度輸出轉為加速度。經過此架構，可以將一 Force command 至加

速度的轉移函數設計出來，得到我們所需要的力量對加速度的轉移函數；但 Force 

command 並非真實的推力，而是相對於真實推力的一個值，Force command 和真實的推

力相差的一個常數的比值。鑑別出的轉移函數如下： 

2895)  28.16s   (s^2 9.386)  5.479s   (s^2 9.883)  6.287s   (s^2
2404)  39.9s   (s^2 869.7)  54.56s   (s^2 40.24)-(s 0.021275-
++++++

++++
=

F
X&&       (4-2) 

極零點位置如下圖： 
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Command 
Integral 

Volt  

Command

Transfer 

Function

Derivative 

Velocity

Acceleration
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圖 4-16  Force command 對加速度轉移函數之極零點位置 

轉移函數共有三對共軛極點以及兩對共軛零點和一個非極小相位的零點，位置如下： 

極點位置(poles)：-14.0800 +51.9303i、 -14.0800 -51.9303i； 

-2.7395 + 1.3650i、 -2.7395 - 1.3650i； 

  -3.1435 + 0.0375i、-3.1435 - 0.0375i； 

零點位置(zeros)： 40.2400 (non-minimum phase zero) 

     -19.9500 +44.7884i、-19.9500 -44.7884i； 

 -27.2800 +11.2027i、-27.2800 -11.2027i； 

為了比較非極小相位零點的影響，我們將轉移函數極小相位的零點消去，並且補償

DC gain 值，可得到不含極小相位的系統轉移函數，其轉移函數如下： 

2895)  28.16s   (s^2 9.386)  5.479s   (s^2 9.883)  6.287s   (s^2
2404)  39.9s   (s^2 869.7)  54.56s   (s^2 0.85611

++++++
++++

=
F
X&&       (4-3) 

比較給予鑑別系統相同輸入得到的加速度和實際系統量測的加速度，給予系統 ±

20000 的 Force command 輸入，如圖 4-17 所示；經過積分之後的電壓命令輸入如圖 4-17
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所示；比較鑑別系統與實際量測的加速度響應，我們分別模擬出非極小相位轉移函數、

極小相位轉移函數以及實際量測到的加速度值，其圖形如圖 4-18 所示；在此我們給予

的輸入訊號起始處約有三秒鐘的零值，其原因是由於我們實驗時，一開始程式的啟動會

造成台車振動的現象，可由圖 4-18 中實際量測到的加速度看出。 

 

圖 4-17  Force command 輸入以及經過積分後的電壓命令 

 

圖 4-18 加速度比較 

 圖 4-18 中，三條訊號線分別表示實際量測到的加速度、非極小相位轉移函數的加

速度響應以及為極小相位轉移函數的響應。觀察加速度響應發現，除了一開始機台因為

程式啟動而造成的震盪現象(一開始有震盪現象的訊號線為實際量測到的加速度，而另
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外兩條訊號線，也就是極小相位以及非極小相位模型的加速度曲線幾乎是重合的情

況)，以及最後結束時的跳動現象外，我們鑑別出的轉移函數，無論是極小相位亦或是

非極小相位的轉移函數，其響應均相當，也和實際量測到的加速度吻合，驗證了我們鑑

別所得到轉移函數的正確性。 

利用 ∞H 方式求解之控制器，其階數與受控系統是相同的；為了降低受控系統的階

數，我們將所得到的 Force command 對加速度的轉移函數降階，降階的方式是利用參考

文獻[6](11.8 節)所提到的方式，降階後的轉移函數如下所示： 

77.922.11372.5377.11
5.6187.270803.00188.0

234

23

++++
++−−

=
ssss
sss

F
x&&             (4-4) 

其極零點圖形如下： 

 

圖 4-19 降階後的轉移函數極零點位置 

降階後的轉移函數共有一對共軛極點、兩個實數極點、一對共軛零點以及一個非極小相

位的零點，位置如下： 
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極點位置(poles)：  -2.7290 + 1.3981i、-2.7290 - 1.3981i、-3.4615、-2.8504； 

零點位置(zeros)：44.9919、-24.6316 +11.6759i、-24.6316 -11.6759i； 

 同樣的，我們給予相同的輸入，比較降階後的轉移函數所得到的加速度和實際量測

到的機台加速度作一比較，加速度響應圖形如下： 

 

圖 4-20 降階後的加速度響應比較圖 

 同樣的，圖 4-19 中的三條訊號線為實際量測到的加速度、非極小相位轉移函數的

加速度響應以及極小相位轉移函數的響應。我們發現降階後的轉移函數響應和實際加速

度響應依然是相當吻合；但若是將系統再降為三階或是二階的話，響應就和實際系統相

差甚遠，訊號圖形就有相當的差異；為了利用最少的接數能逼近我們鑑別的系統，我們

選擇四階的轉移函數，作為我們 Force command 對加速度的轉移函數。 

4.2.3 Force command 到位置以及角度的轉移函數 

在 4.2.2 節中，我們鑑別出 Force command 至加速度的轉移函數模型，為了將角度與 Force 

command 的轉移函數結合在一起，將其轉移函數作以下的推導，目的在求出 Force 

command 到位置以及角度的轉移函數。 
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式(4-4)是我們所得到的 Force aommand 對加速度的轉移函數，式(2-7)為加速度對單擺角

度以及角加速度的關係式，可將其轉換為： 

308.3
3375.0

2 −
−

=
sx&&

θ                     (4-5) 

加速度與位置的關係為兩次積分： 

2
1
sx

x
=
&&

                      (4-6) 

因此我們藉由 Force command 對加速度的轉移函數以及式(4-5)、式(4-6)，可以分別推導

出 Force command 對位置以及對角度的轉移函數： 

)402.9458.52^)(461.3)(85.2(2^
)73316.492^)(88.44(0188.0

++++
++−−

=
sssss

sss
F
x              (4-7) 

)402.9458.52^)(461.3)(85.2)(1819.1)(1819.1(
)73316.492^)(88.44(006345.0

+++++−
++−

=
ssssss

sss
F
θ       (4-8) 

Force command 對位置以及角度的轉移函數分別有四個相同的極點以及三個相同的零

點，因此我們可以利用 flow chart 將相同的狀態共用，得到簡化的 state space： 
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其中 xx &&=4 、 xx &=5 、 xx =6 、 θ&=7x 、 θ=8x ，利用此 state space 作為我們的受控系統

來進行模擬。flow chart 流程以及詳細內容可參考附錄 A。 

4.3 2-DOF 控制器設計之流程以及步驟 

本小節中我們介紹整個控制器設計的流程，以及設計時需要注意的細節部分；控制

器的設計流程圖如下： 
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圖 4-21 控制器求解之流程圖 

設計步驟如下： 

 步驟一：選擇 weighting，並且求出加入 weighting 後 shaped plant 的特徵值(singular 

value) 
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圖 4-22 原來系統以及加入 weighting 系統的特徵值圖形 

在此利用 matlab 中的 loop shaping design procedure 的工具- lsdp toolbox，來得到

shaped plant；此 toolbox 並非 matlab 內建，而是參考文獻[8]所設計的 GUI 介面來使用。

G 為原 nominal plant 的 singular value 值，Gs 為 shaped plant 的 singular value 值，W1 為

pre-weighting 的 bode plot。利用此 toolbox 可簡化得到 shaped plant 的方法。以倒單擺系

統而言，系統本分為一個輸入(電壓命令)兩個輸出(台車位置、單擺角度)，因此

pre-weighting ( W1 )階數為 [ ]11× 的轉移函數，post-weighting ( W2 )階數則為 [ ]22× 的轉移

函數；利用此介面的好處在於可以在選擇完 weighting 之後，立即得到 shaped plant 的

singular value 圖形，觀察圖形是否合乎要求，減少我們選擇 weighting 所需要的時間。 

 步驟二：找出加入 weighting 系統( shaped plant )的頻寬； 
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圖 4-23 利用加入 weighting 系統的特徵值圖形找出頻寬 

利用特徵值的 cross-over frequency，我們可以評估出此時的頻寬(圖中約為 7rad/s = 

1.11Hz)；利用此頻寬，作為設計參考模型( reference model )的頻寬值；此頻寬值的範圍

對控制器也有影響，我們將在 4.2、4.3 以及 4.4 小節討論各階 weighting 時，對此頻寬作

一討論、比較。 

 步驟三：給定一個二階系統作為參考模型( reference model )，可以使整個閉迴路響

應逼近此 reference model，完整的架構圖可參考圖 4-24。參考模型形式如下： 

22

2

2 nn

n
r ss

M
ωζω

ω
++

=                      (4-10) 

其中有兩個參數值要決定，一個是 damping ratioζ，一個是 nω ； 根據參考文獻[2] ，

damping ratio 取決於台車位置的最大位移量，可由下式表示； 
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2/12 )1/( ζπζ −−= eX                    (4-11) 

因此ζ可表示為 

2/1

22

2

))((ln
)(ln

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
π

ζ
x

x                      (4-12) 

其中的 x 為台車的最大位移量預設為 0.1(m)，由(4-13)可得到ζ約為 0.5912。 

nω 則是要觀察加入 weighting 之後，根據 shaped plant 的頻寬來決定；以上例而言，

shaped plant 的頻寬是 7 rad/s，所以我們也要將 reference model 頻寬取在該值附近，此時

的 nω 值我們發現也大約為 7 rad/s。值得注意的是，我們利用 nω 值設計 reference model

的頻寬，但其本身值和台車的最大速度也有相關性(參考文獻[2])，完整的推導可參考附

錄 B。 

 步驟四：求出 normalized left coprime 系統( generalized plant P )； 

利用加入 weighting 的 shaped plant 解兩個 riccati equation： 

0)()( 1**1*1**1 =+−−+− −−−− CRCXBXBSCDBSAXXCDBSA         (4-13) 

0)()( *11***1*1 =+−−+− −−−− BBSCZRZCCDBSAZZCDBSA        (4-14) 

根據 riccati equation 的解 X、Z、shaped plant 以及 reference model，我們可以依照下面的

架構圖，先將系統拆解為 normalized left coprime 形式：
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圖 4-24 兩自由度的 ∞H 控制器架構圖 

由[r,Φ, u]到[u, y, z,β, y]的關係可以得到 normalized left coprime 的系統，此系統一般稱

為 generalized plant P，其形式如下：( sG 為 shaped plant 的狀態矩陣， rG 為 reference model

的狀態矩陣，並且 sG 可拆解為 ss NM 1− ) 
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其中，ρ=1、 *
SSS DDIR += ； 

 步驟五：得到了 generalized plant P 之後，可依照式(3-12)我們可得到； 
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我們在此利用γ 疊代求出 H∞的 output feedback 控制器，而疊代方式可以利用 matlab

中的 hinfsyn 指令來求得γ 疊代的解；將γ 解帶入式(3-20)： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+++

=
−−

**

*1*
1

2*1*
1

2 )(
DXB

ZCWDFCZCWBFA
K

γγ
         (4-18) 

可得到控制器 K；利用此方式求出的控制器 K10，可表示為 [ ]21 KKK = ，簡化的

架構圖如下： 

                                                 
10 為了統一我們的稱呼，以下都將式(4-18)求出之控制器統稱為 output feedback 控制器。 
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圖 4-25  H∞ output feedback controller 

之後將 weighting 和控制器結合才算完整的 output feedback 控制器的設計： 

 

圖 4-26 加入 weighting 的 output feedback controller 

至此，我們已經求出了 output feedback 控制器；我們參考文獻[2]、[6]將 output 

feedback 拆解為可觀測控制器( observer controller )11。 

4.3.1 Observer 控制器 

我們得到的 Output feedback 控制器，其架構圖可簡化如下： 
                                                 
11 為了統一我們的稱呼，以下都將可觀測控制器統稱為 observer 控制器。 
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圖 4-27  H-infinite output feedback controller 

參考文獻[2]、[6]，我們所採用的是 observer 控制器，因此要將求出的 output feedback

控制器轉換為 observer 控制器；observer 控制器架構如下圖所示： 

 

圖 4-28  observer 控制器架構圖 

 我們將 H∞方式求出的 output feedback 控制器拆解為 observer 控制器，Gu 與 Gy 分

別為拆解出的 observer 控制器，比較其轉移函數。原控制器為： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+++
=

0F
LLDFLCBFA

K              (4-19) 

上式為將 D=0 代入式(4-18)的結果，並且令 XBF *= 、 ZCWL 1*
1

2 −
−= γ 的結果。 

將其拆解為 observer form 可得(參考文獻[10]第 3.3 節)： 
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Gy                (4-21) 

拆解為 observer 後，圖 4-28 架構的控制器都可求出，即完成我們二階控制器的設計。 

4.4 改變 observer 控制器極點位置 

最後一小節我們討論改變 observer 控制器極點，且對γ 不產生影響的方式作一介紹。 

observer 控制器架構圖，可等效於下圖： 

 

圖 4-29  observer 控制器等效圖 

其等效之方程式推導為： 

yGuGrKu yuP ⋅+⋅+⋅=                (4-22) 

yGrKuG yPu ⋅+⋅=− )1(                (4-23) 

)()1( 1 yGrKGu yPu ⋅+⋅−= −               (4-24) 

在上式中我們加入一 H 轉移函數(H 轉移函數必須為穩定)： 

)()1( 11 yGrKHHGu yPu ⋅+⋅−= −−              (4-25) 

加入 H 不會改變整個系統的輸入輸出，經過整理： 

)())1(( 1 yGHrKHGHu yPu ⋅⋅+⋅⋅−= −             (4-26) 
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此時的架構圖可以表示為： 

 

圖 4-30 加入 H 轉移函數後的 observer 控制器等效架構圖 

由上圖以及式(4-23)、式(4-24)以及式(4-25)可知 

11* ))1(()1( −− −=− uu GHG               (4-27) 

uu GHHG ⋅+−=1*                 (4-28) 

我們利用 H 轉移函數可以改變原來 observer 控制器(Gu、Gy)的極點位置，且在此情

況下控制器仍然滿足式(3-18)： 

γ≤−⎥
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⎢
⎣

⎡

∞

−− 11 ~)( MGKI
I
K

                (4-29) 

依照此方法設計 H 轉移函數，我們可以改變 observer 控制器的極點，而仍然滿足式

(4-29)中的 ∞H norm 小於γ 值的條件。整個控制器的設計介紹到此告一段落，接著在第五

章我們介紹模擬結果，模擬中也採用第四章最後一小節的方法來比較加入 H 轉移函數對

響應的影響。 
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第5章  模擬結果以及討論 

在本章中，我們討論在各種的 weighting 設計下，利用倒單擺系統的特徵值變化情

況、γ 值以及模擬的響應效果，來比較各情況下的所求得之控制器，其效能之優劣。 

5.1 節我們討論常數 weighting 的效能； 

5.2 節我們討論一階 weighting 的效能； 

5.3 節我們討論二階 weighting 的效能。 

5.4 節我們利用 4.4 節中所提到加入 H 轉移函數對所求出的控制器進行模擬，將其作一

比較，以及討論。 

5.5 節中，我們將求出之控制器以及響應，與 walker 設計出的控制器以及其響應作一比

較，討論優劣。 
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5.1 常數 weighting 設計 

常數 weighting 在此指的是 pre-weighting 的形式，我們選擇一常數作為 weighting 來

討論其效果。而 post-weighting 我們在本篇論文中僅用常數來做改變(目的在改變輸出比

重)。在常數 weighting 中，改變 weighting 值，我們得到的γ 值情況如下表所示： 

表 5-1 常數 weighting 下的γ 值情況12 

 W2=(1；1) W2=(1；2) W2=(1；10) W2=(1；100) 模擬出之最佳γ 值

W1=10 γ =81.1039 γ =50.4304 γ =30.1725 γ =29.0802 γ =27.9003 
W1=100 γ =59.4289 γ =46.6878 γ =35.0723 γ =33.5971 γ =33.3257 
W1=1000 γ =53.9483 γ =47.7668 γ =37.9321 γ =33.7923 γ =32.9122 
W1=500 γ =50.0520 γ =47.5792 γ =37.4778 γ =34.2104 γ γ =31.3964 

在常數 weighting 下所求出的γ 值，可以由表 5-1 發現最小值約在 27.9003；距離可

實現的理想值(γ <5)相差有一段距離。原因是當 weighting 為常數時，我們對系統改變僅

在於開迴路的 dcgain 值，對系統特徵值的影響如下圖： 

                                                 
12 W2=(1:10)表示 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

=
100
01

2W ，也就是指台車位置輸出的比重為 1，單擺角度輸出的比重為 10。對倒

單擺而言，單擺角度控制的比重，要高於台車位置的比重。 
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(W1=10)         (W1=100) 

 
(W1=500)        (W1=1000) 

 

圖 5-1 加入各種常數 weighting 的特徵值改變情況 

由上圖可知，常數 weighting 對系統的特徵值形狀改變不大，weighting 設計方式選

擇不多，因此無法在常數 weighting 的範圍之中求得一個小於 5 的γ 值。 

5.2 一階 weighting 設計 

一階 weighting 在此指的是 pre-weighting 的形式，我們選擇一階轉移函數作為

weighting 來討論其效果。在一階 weighting 中，改變 weighting 值，將其以各頻寬分類，

可得到各頻寬之間的γ 值： 
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將頻寬分為 3~4rad/s、4~5 rad/s、5~6 rad/s 以及 6~7 rad/s，各選出一組觀察： 

 3~4 rad/s：γ = 10.2575、
1739+s

0.06633)+(s 1310.91541=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

200
01

2W  

其特徵值圖形如下： 

 

圖 5-2  γ =10.2575 之特徵值圖形 

 4~5rad/s：γ =9.0385、
313.4+s

0.2154)+(s 72.73791=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1000
01

2W  

其特徵值圖形如下： 
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圖 5-3  γ =9.0385 之特徵值圖形 

 5~6rad/s：γ = 11.6165、
348.8+s

0.4725)+(s 738.27311=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

200
01

2W  

其特徵值圖形如下： 

 

圖 5-4  γ =11.6165 之特徵值圖形 
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 6~7rad/s：γ = 12.6688、
640+s

0.2766)+(s 2313.88131=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01

2W  

其特徵值圖形如下： 

 

圖 5-5  γ =12.6688 之特徵值圖形 

利用一階 weighting 作設計我們可以選擇一個極點與零點作調整，再依據特徵值的

圖形來調整我們所選擇的極點與零點，最後求出γ 值判斷其是否可行(γ 是否小於 5)。在

此我們明顯發現，一階設計時γ 值雖然未能找到小於 5，但比起在常數 weighting 設計的

值小很多；而特徵值的圖形和常數 weughting 比較起來，也能夠依照我們選擇的極零點

有所改變，weighting 設計的方式明顯的增加，因此我們再進一步的利用二階 weighting

來設計。 

5.3 二階 weighting 設計 

二階 weighting 在此指的是 pre-weighting 的形式，我們選擇二階轉移函數作為

weighting 來討論其效果。在二階 weighting 設計中，依照一階 weighting 設計的步驟，我

們也把頻寬分區域來討論，得到各頻寬之間的γ 值： 
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二階 weighting 中，將頻寬分為 1~2 rad/s、2~3 rad/s、3~4 rad/s、4~5 rad/s 以及 5~6 rad/s

做觀察： 

 1~2rad/s：γ = 7.4710、
1.331e004) + 83.89s + (s^2

0.06633) + 0.2845s + (s^2 2005.97531=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W  

其特徵值圖形如下： 

 

圖 5-6  γ =7.4710 之特徵值圖形 

 2~3 rad/s：γ = 5.6321、
2.239e004) + 152.9s + (s^2

0.5259) + 1.147s + (s^2 4256.66791=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W  

以及 γ = 5.6625、
3191) + 55.23s + (s^2

0.4897) + 1.027s + (s^2 651.55861=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W  

其特徵值圖形分別如下： 
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圖 5-7  γ =5.6321 以及γ =5.6625 之特徵值圖形 

 3~4 rad/s：γ = 4.5340、
5.959e004) + 168.3s + (s^2

0.3953) + 0.977s + (s^2 6150762.9311=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W  

以及 γ = 5.1635、
1.648e004) + 117.6s + (s^2

0.3427) + 0.8876s + (s^2 4810.28211=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W  

其特徵值圖形分別如下： 

 

圖 5-8  γ =4.5340 以及γ =5.1635 之特徵值圖形 
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 4~5 rad/s：γ = 4.8664、
2.239e004) + 152.9s + (s^2

0.1778) + 0.6547s + (s^2 12589.25411=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W

  以及 γ = 5.4473、
1261) + 37.65s + (s^2

1.77) + 1.575s + (s^2 71.23821=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1000
01

2W  

其特徵值圖形分別如下： 

 

圖 5-9  γ =4.8664 以及γ = 5.4473 之特徵值圖形 

 5~6 rad/s：γ =4.4188、
8.516e004) + 423.5s + (s^2

0.1174) + 0.4832s + (s^2 72521.22251=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W  

以及γ = 4.4854、
3.883e004) + 280.5s + (s^2

0.1174) + 0.4832s + (s^2 33065.86171=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W  

其特徵值圖形分別如下： 
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圖 5-10  γ =4.4188 以及γ = 4.4854 之特徵值圖形 

在二階 weighting 的設計下，我們可以觀察出在 3~4 rad/s、4~5 rad/s 以及 5~6 rad/s

都有γ 值小於 5 的情況出現，也就是滿足我們設計的條件；在這些滿足γ 值情況下，我

們將γ 、reference model 以及 shaped plant 帶入式(4-13)以及式(4-14)： 

0)()( 1**1*1**1 =+−−+− −−−− CRCXBXBSCDBSAXXCDBSA        (5-1) 

0)()( *11***1*1 =+−−+− −−−− BBSCZRZCCDBSAZZCDBSA         (5-2) 

可以得到解 X、Z，經由疊代求出γ 再帶入式(3-20) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+++

=
−−

**

*1*
1

2*1*
1

2 )(
DXB

ZCWDFCZCWBFA
K

γγ
             (5-3) 

可以得到 output feed back 控制器(其中 A,B,C,D 為 shaped plant 的 state-space)；之後將控

制器拆解為 observer 控制器，如式(4-20)、式(4-21)： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

0F
BLCA

Gu                 (5-4) 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −+
=

0F
LLCA

Gy                 (5-5)

  

可得到 2 degree of freedom 的控制器。接著我們利用 matlab simulink 來模擬，模擬架構

圖如下所示： 

 

圖 5-11  matlab simulink 模擬架構圖 

W1、W2 分別為 pre-weighting 和 post-weighting；kp 為 prefilter；Gu、Gy 分別為輸

入和輸出的 observer 控制器；u 為輸入、y 為輸出(台車位置跟單擺角度)。Cart position

為台車位置定位，我們將其定位在 0 的位置上。 

經由各階控制器的設計我們所設計出γ 值小於 5 的控制器，均在二階 weighting 下

所設計出，因此在模擬時，我們選擇 5.3 小節中，滿足γ 值小於 5 所求出來的控制器進

行模擬，共有 4 組滿足，利用其最佳值來做模擬；並且利用 4.4 節所提到之 H 轉移函數，

改變 observer controller 的極點，討論加入 H 轉移函數與未加入的響應值比較。 

5.4 模擬的結果 

在 5.3小節中，滿足γ 值小於 5的共有四組，分別為 3~4 rad/s中的γ =4.5340，4~5 rad/s
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中的γ =4.8664 以及 5~6 rad/s 中的γ =4.4188、γ = 4.4854。在本節中利用其中最佳值，也

就是 5~6 rad/s 中的γ =4.4188，求出的控制器來作為模擬依據。 

 頻寬 5~6 rad/s：γ =4.4188，利用不同初始值做討論，分為 I、初始值 x=0、θ=50；

II、初始值 x=100、θ=0 以及 III、x=100、θ=50。(位置 100 的值相當於 2.5cm，角

度 50 的值相當於 5 度) 

台車位置、單擺角度以及電壓輸出響應模擬如下： 

I、給予系統初始值 x=0、θ=50 

響應(圖中 x 為台車位置，θ為單擺角度)  電壓輸出13 

 

圖 5-12  最佳γ 值時的模擬響應圖 I 

註：以下的模擬圖形中，橫座標為時間，縱座標為 counter 的值。 

II、給予系統初始值 x=100、θ=0 

響應(圖中 x 為台車位置，θ為單擺角度)  電壓輸出 

                                                 
13 機台本身的輸入電壓訊號上限為±32768 (相對於±10V )，其設定的安全上限為±16500。 
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圖 5-13  最佳γ 值時的模擬響應圖 II 

 

III、給予系統初始值 x=100、θ=50 

響應(圖中 x 為台車位置，θ為單擺角度)  電壓輸出 

 
 

圖 5-14  最佳γ 值時的模擬響應圖 III 

觀察台車位置以及單擺角度的響應，比較各種初始值下模擬所產生的電壓值可以發

現，當我們給予系統位置初始值的情況，震盪現象會比較大；而只有角度初始值時，電

壓震盪的情況會比較小。而觀察模擬的情況，台車位置穩定約在 5 秒左右，角度值約在

3~4 秒左右；改變 post-weighting 的值目的在於改變輸出的比重，在這模擬的情況下我們
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設計選用 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W ，也就是台車位置的比重為 0.1，單擺角度的比重為 10。電壓

輸出值硬體極限在+10V~ -10V 之間，相對應的數值範圍為 +32768 ~ -32768；機台的保

護電壓數值範圍為 +16500 ~ -16500(約 +5V ~ -5V 之間)，因此模擬時也必須將電壓限制

在 +16500 ~ -16500 之間。 

5.4.1 加入改變 observer 控制器極點的 H 轉移函數模擬 

參照 4.4 節的方式，我們加入一個 H 轉移函數，將原來控制器極點的位置轉移到指

定的位置，選用的控制器為利用二階 weighting 設計，頻寬在 5~6 rad/s 之間，γ =4.4188

之控制器；在此我們將極點位置轉為距離原來 5 倍遠的地方觀察(控制器的實際值收錄

至附錄 C 中)。相對應的模擬結果如下： 

I、給予系統初始值 x=0、θ=50 

響應(圖中 x 為台車位置，θ為單擺角度)  電壓輸出 

 

圖 5-15  最佳γ 值改變 observer 控制器極點時的模擬響應圖 I 

與未加入 H 轉移函數的響應比較圖：(其中虛線代表未加入 H 轉移函數改變極點的

響應，而 x、θ分別代表改變轉移函數極點之後的台車位置與單擺角度值) 
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圖 5-16  加入 H 轉移函數與未加入 H 轉移函數的響應比較圖 I 

II、給予系統初始值 x=100、θ=0 

響應(圖中 x 為台車位置，θ為單擺角度)  電壓輸出 

 

圖 5-17  最佳γ 值改變 observer 控制器極點時的模擬響應圖 II 

與未加入 H 轉移函數的響應比較圖：(其中虛線代表未加入 H 轉移函數改變極點的

響應，而 x、θ分別代表改變轉移函數極點之後的台車位置與單擺角度值) 
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圖 5-18  加入 H 轉移函數與未加入 H 轉移函數的響應比較圖 II 

III、給予系統初始值 x=100、θ=50 

響應(圖中 x 為台車位置，θ為單擺角度)  電壓輸出 

 

圖 5-19  最佳γ 值改變 observer 控制器極點時的模擬響應圖 III 

與未加入 H 轉移函數的響應比較圖：(其中虛線代表未加入 H 轉移函數改變極點的

響應，而 x、θ分別代表改變轉移函數極點之後的台車位置與單擺角度值) 
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圖 5-20  加入 H 轉移函數與未加入 H 轉移函數的響應比較圖 III 

觀察加入 H 轉移函數的模擬響應，將 observer 控制器極點改變到 5 倍遠的位置後，

我們發現響應的震盪現象減少很多。 

I、初始值 x=0、θ=50 的情況下：將控制器的極點改到 5 倍遠處之後，感覺響應並沒有

改善，因為原來響應震盪並不大，因此依照圖形比較，效果沒有很明顯。 

II、初始值 x=100、θ=0 的情況下：極點移到 5 倍遠處的控制器明顯的有改善響應的震

盪現象，尤其是對台車位置的震盪現象改善，效果很好。 

III、初始值 x=100、θ=50 的情況下：極點移到 5 倍遠處的控制器也是很明顯的將台車

位置以及單擺角度的震盪現象改善，由圖 5-20 明顯的可以看出，加入 H 轉移函數的響

應明顯的要比未加入 H 轉移函數的響應平滑很多。 

由響應比較圖中我們也可以觀察出，加入 H 轉移函數可以改善響應的震盪現象，但

是響應的時間並不會改變，台車位置與單擺角度穩定的時間仍然和未加入 H 轉移函數時

相同。之後我們試著改變 H 轉移函數，將 observer 控制器的極點改變到 10 倍遠的位置
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觀察，響應和 5 倍遠的位置沒有太大的改變，響應時間也沒有改變；因此改變 observer

控制器極點位置有可以降低震盪的好處，但不能使響應收斂加快。 

5.5 控制器比較 

為了比較我們設計出控制器的效果，我們參考利用相同設計，但是未拆解成 Observer

控制器的 ∞H 2-degree-of-freedom 設計，也就是參考文獻[2]中，D.J. walker 的設計來做一

比較。針對文獻中的倒單擺系統，比較 Walker 設計方式與我們的設計方式，討論其響

應以及控制器的效能。 

首先，為了比較兩者效能，我們直接選用Walker的選擇weighting以及參考模型( reference 

model )來做為參考，其所選擇的 weighting 如下： 

0288.161=W ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

20
01

2W  

在此，W2 的選擇表示單擺角度輸出的比重比台車位置輸出大一倍；在 1.2 節文獻回顧

中有提到，一般倒單擺的設計，單擺角度的直立的比重會比較大；也就是說控制器的設

計對於單擺角度的控制需比較靈敏。 

而參考模型( reference model )如下： 

29.5714.2
29.5

2 222

2

++
=

++
=

ssss
M

nn

n
r ωζω

ω             (5-6) 

其中 3.2=nω rad/s，而ζ ( damping ratio)=0.59； 

由於 Walker 也是採用 2-degree-of-freedom 來設計，不同的差別在於我們將控制器拆解為

Observer 控制器，而 Walker 是用 Output feedback 控制器，但是在選擇 weighting 以及參

考模型時，並不會有差別，因此我們即利用它所設計的 weighting 以及參考模型來設計；
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這樣也比較可以看出將控制器拆解為 Observer 控制器之後的差別。接著，我們就針對二

種方式設計來討論，作一比較。 

我們先觀察 Walker 所設計的控制器架構： 

 

圖 5-21  Walker 控制器架構圖 

Walker 所利用的系統為 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

−

=

000010
001000

1000600001403500
000100
0221.480075829.00
000001
055.12000420.260

G           (5-7) 

系統本身的極點位置為： 

0,-115,±4.96,-5885 

其中-5885 的極點為電器特性所造成的，因此以系統開迴路而言，有一個不穩定的極點

位置在 4.96。 
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其控制器轉移函數的特徵方程式為： 

)87.137.1)(44.1)(86.9)(14.154)(98.960( jsssss ±++−++         (5-8) 

控制器本身有一個不穩定的極點， 86.9=s ； 

我們利用拆解為 Observer 控制器的方式設計： 

 

圖 5-22 拆解為 Observer 控制器的架構圖 

Observer 控制器轉移函數的特徴方程式為： 

1.152)(s 3.674)(s 6.608)(s 115)(s 885)(s +++++            (5-9) 

控制器本身並沒有不穩定的極點；因此，我們將控制器拆解為 observer 控制器的方式，

可以避免控制器開迴路的極點位置在右半平面，可使控制器的開迴路極點的位置在左半

平面，也就是可以使得控制器本身是穩定的。 

接著以模擬的方式來比較，Walker 是採用利用台車定位來觀察角度以及台車的響應，其

中台車位置以及單擺角度的初始值均在 0 的位置，響應圖如下所示： 
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圖 5-23  Walker 模擬-台車定位至 0.05m 的響應 

 
 

圖 5-24  Walker 模擬-台車定位至 0.05m 時單擺角度的響應 
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圖 5-25  Walker 模擬-台車定位至 0.6m 的響應 

 

圖 5-26  Walker 模擬-台車定位至 0.6m 時單擺角度的響應 
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 因此我們利用相同的數學模型下，將控制器拆解為 observer 控制器的方式，來作為

模擬；將台車定位置 0.05m 以及 0.6m 的位置，而台車位置與單擺角度的初始值都在 0

的位置，模擬的情況如下： 

 

圖 5-27  Observer 控制器-定位至 0.05m 的台車位置模擬圖 

 

圖 5-28  Observer 控制器-定位至 0.05m 的單擺角度模擬圖 
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圖 5-29  Observer 控制器-定位至 0.6m 的台車位置模擬圖 

 

圖 5-30  Observer 控制器-定位至 0.6m 的單擺角度模擬圖 
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比較兩者的響應： 

 

圖 5-31  Observer 控制器-定位至 0.05m 的響應比較圖 

 

圖 5-32  Observer 控制器-定位至 0.6m 的響應比較圖 

觀察控制器響應，拆解為 Observer 控制器與原來 Walker 未拆解的比較，由於拆解為

Observer 控制器後，系統的輸入與輸出並不會改變，在台車位置以及單擺角度初始值均

為 0 的情況下，響應幾乎相同。而在初始值均為 0 的情況下加入 4.4 節所提到的 H 轉移

函數，對響應影響不大；以下我們利用改變初始值的方式，來討論加入 H 轉移函數對響

應影響。加入 H 轉移函數的架構圖可參考圖 4-30 加入 H 轉移函數後的 observer 控制器

等效架構圖中的架構。 

在此由先前的經驗，我們將 Observer 控制器的極點移到五倍遠處，也就是選擇： 
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5.76)18.37)(s33.04)(s575)(s4425)(s(s
1.152)(s 3.674)(s 6.608)(s 115)(s 885)(sH
+++++
+++++

=                 (5-10) 

接著我們利用不同台車位置以及單擺角度的初始值，來討論加入 H 轉移函數的效能。 

在此，我們將初始值分別設為：I、台車初始值為 0.1m，單擺角度為 o5 ，定位至 0.6m；

II、台車初始值為 0.1m，單擺角度為 o0 ，定位至 0.6m；III、台車初始值為 0 m，單擺角

度為 o5 ，定位至 0.6m；IV、台車初始值為 0.1m，單擺角度為 o5 ，定位至 0 m；觀查這

四種初始值下的響應情況。 

I. 將台車初始值設為 0.1m，單擺角度設為 o5 ，定位至 0.6m 

 未加 H 轉移函數之響應為： 

 

圖 5-33 初始值 0.1mx = ， o5=θ ，定位至 0.6m，未加 H 之響應圖 
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 加入 H 轉移函數的響應為： 

 

圖 5-34 初始值 0.1mx = ， o5=θ ，定位至 0.6m，加入 H 之響應圖 

 二者的比較圖如下： 

 

圖 5-35 初始值 0.1mx = ， o5=θ ，定位至 0.6m 之響應比較圖 
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II. 將台車初始值設為 0.1m，單擺角度設為 o0 ，定位至 0.6m 

 未加 H 轉移函數之響應為： 

 

圖 5-36 初始值 0.1mx = ， o0=θ ，定位至 0.6m，未加 H 之響應圖 

 加入 H 轉移函數的響應為： 

 

圖 5-37 初始值 0.1mx = ， o0=θ ，定位至 0.6m，加入 H 之響應圖 
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 二者響應比較： 

 

圖 5-38 初始值 0.1mx = ， o0=θ ，定位至 0.6m 之響應比較圖 

III. 將台車初始值設為 0 m，單擺角度設為 o5 ，定位至 0.6m 

 未加 H 轉移函數之響應為： 

 

圖 5-39 初始值 0mx = ， o5=θ ，定位至 0.6m，未加 H 之響應圖 



- 90 - 

 加入 H 轉移函數的響應為： 

 

圖 5-40 初始值 0mx = ， o5=θ ，定位至 0.6m，加入 H 之響應圖 

 二者響應比較： 

 

圖 5-41 初始值 0mx = ， o5=θ ，定位至 0.6m 之響應比較圖 
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IV. 將台車初始值設為 0.1m，單擺角度設為 o5 ，定位至 0 m 

 未加 H 轉移函數之響應為： 

 

圖 5-42 初始值 0.1mx = ， o5=θ ，定位至 0m，未加 H 之響應圖 

 加入 H 轉移函數的響應為： 

 

圖 5-43 初始值 0.1mx = ， o5=θ ，定位至 0m，加入 H 之響應圖 
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 二者響應比較： 

 

圖 5-44 初始值 0.1mx = ， o5=θ ，定位至 0m 之響應比較圖 

觀察發現，加入 H 轉移函數和未加入 H 轉移函數的響應，在初始值改變的情況下，

加入 H 轉移函數對控制器響應的確會有改善，當我們將初始值定在非 0 的位置時，加入

H 轉移函數的響應振盪會較小，在 I、II、III 的情況下，我們可以很明顯的觀察出這種

效果；而在 IV 的情況下，定位位置與台車位置初始值與 I、II、III 比較，相差較小，因

此效果較不顯著。因此使用 H 轉移函數，最佳時機應該是當初始值與定位值差距到一定

程度時，可觀察到的效果最顯著。 

最後，以控制器而言，Walker 所設計出的控制器本身會有一個右半平面的極點，控

制器本身是不穩定的14；而我們設計出的控制器本身的極點都在左半平面，因此控制器

本身是穩定的。 

 

                                                 
14 在此是指控制器本身開回路不穩定，但整個閉回路仍然是穩定的。 
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第6章  實驗與討論 

第 6 章主要是針對 DSP 與電腦連結的方式以及硬體實驗內容做一介紹。首先將對 PC

端介面、DSP 晶片的編譯方式先做一介紹，主要內容為 DSP 晶片本身的編譯方式以及

介面規劃；接著再介紹控制器程式的流程以及實驗的架構方式；最後我們討論實驗所遇

到的問題。 

6.1 節介紹 DSP 控制卡的程式撰寫流程與 DSP 晶片的編譯方式； 

6.2 節介紹 PC 端介面與 DSP 連結的方式、利用 matlab 內部工具的設定方式以及程式

架構與需要注意的事項； 

6.3 節說明實驗的方式以及遭遇問題。 
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6.1 程式的撰寫流程以及工具介面 

在這節中，將說明程式撰寫的流程架構、DSP 控制卡程式的發展環境以及所使用的

編譯介面。 

6.1.1 DSP 控制卡 C 語言撰寫格式 

DSP 控制卡中，C 語言的撰寫格式，如果以方塊圖的方式表示，可參照圖 6-1。參

考文獻[12]，其中主要架構可區分成程式檔頭宣告，傳輸參數設定區，程式內部參數設

定區，主程式模組，online_loop 程式模組，offline_loop 程式模組，main_loop 程式模組，

與控制實現模組。而在實現控制器時，我們要注意的是傳輸參數設定與控制實現模組，

其餘大部份均為既定的格式；其中程式檔頭宣告包含了我們所使用的.h 檔案；main_loop

程式模組主要是執行 4KHz 的中斷；迴路控制模組主要是啟動伺服迴路控制；online_loop

主要是設定取樣頻率。接著我們對傳輸參數設定與控制實現模組這兩個模組作一簡單介

紹： 
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圖 6-1 控制程式模組化關係圖 

 傳輸參數設定區： 

本區定義 C 語言程式模組與 DSP 程式模組聯結參數的固定位址，分成三種類型，

一為模組輸入，ex.命令輸入；二為模組輸出，ex.台車位置；三為模組內部的參數設定，

ex.控制器的參數設定。需要注意的是 DSP 控制卡中可以設定的變數位置由 0x8000 至

0x807f 共 128 個位置可供使用者使用。 

 控制實現模組： 

此模組為使用者實現控制理論法則之處，使用者可將控制程式置於此區；亦即將第

4 章中所求出的控制器，放在這個部分實現。 
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6.1.2 DSP 控制卡程式編譯介面發展環境 

撰寫控制程式時，使用 TI 所提供的 C 語言編輯器，進行 DSP 控制程式的發展，該

介面是使用 DOS 發展環境，因此先在 DOS 的環境下建立一批次檔並執行之，以設定程

式使用工具的搜尋路徑，以及設定執行程式的位置；設定好路徑之後，接著在 DOS 的

環境下，將可能用到如程式編輯(edit)，編譯(compile)，均整理集中在命名為 dsp24x.bat

的批次檔中。批次檔執行的畫面如下： 

 

圖 6-2 在 DOS 模式下的編譯介面 

主要是利用此介面來做程式的編譯工作，將完成的控制器寫成 C 檔案後，在此介面下選

擇[4](compile file)的選項，即可完成轉譯工作，若轉譯過程正常，沒有錯誤出現，則會

出現下圖中完成的訊息： 
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圖 6-3 編譯完成時的訊息 

轉譯完成後，會再執行的資料夾中產生一個.out 檔，可經由 RS232 將檔案傳送至 DSP

控制卡上，即可使 DSP 控制卡依照我們所規劃的控制程式來作動。 

6.2 PC 端介面與 DSP 連結 

PC 和 DSP 連結主要是利用 matlab 中 simulink 的 S-function 方塊，而 C 語言程式模

組與 DSP 控制卡內建的的程式模組，均寫在 DspC.dll 的函式中，我們設計的 simulink

介面，主要的目的在於作為 DSP 控制卡透過 RS-232 與 PC 溝通的管道；接著我們將介

紹整個 PC 端介面的設定，以及和 DSP 控制卡溝通的方式。6.2.1 小節中介紹 S-function

的設定； 6.2.2 小節對我們整個 PC 端的介面做一整理。 

6.2.1 S-function 的設定 

本節說明如何在 simulink 的環境中，建立我們所需要的功能方塊。在 matlab 的

simulink 工具中，點選 S-function 的方塊。方塊介面有兩個參數需要設定，一個是使用

的函數名稱，在此我們使用 DspC.dll；一個是傳輸參數的設定，為上一節所提到，最多
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可使用 128 個傳輸參數。在設定 S-function 的介面參數時，依據 DspC.dll 函式的設定，

有幾個部分需要注意： 

 每個自定的 S-function 方塊可傳輸的參數總數目，最多為 10 個，不足時個時要補零，

如果所使用的傳輸參數多於 10 個，則必須另開 S-function。 

 輸入參數的格式設定為[位置,旗標]。旗標設定為 30+n，n=1,2,3…，第一個輸入 n=1，

第二個輸入 n=2，依此類推；如[32768,31]表示第一個輸入值的位置是 32768。 

 輸出參數的格式設定為[位置,旗標]。旗標設定為 40+n，n=1,2,3…，第一個輸出 n=1，

第二個輸出 n=2，依此類推；如[32769,41]表示第一個輸出值的位置是 32769。 

 內部調整參數格式設定為[變數名,位置]。如[ccmd,32770]表示內部參數 ccmd 值的儲

存位置是 32770。 

 

圖 6-4  S-function 函數以及傳輸參數設定 

介面參數設定完之後，還必須設定內部參數的資料，點選 Edit Mask s-function，可

以對內部的參數、s-function 的圖示以及註解作一設定。 
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圖 6-5 設定 s-function 圖示、參數以及註解 

6.2.2 PC 端控制介面 

在本節中我們將介紹利用 6.2.1 節中 s-function 的設定與 DSP 控制卡連結，所設計出在

PC 端的控制介面，其介面如下圖所示： 
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圖 6-6  PC 端訊號接收介面 

其中 

cart bias 為設定台車定位的位置； 

cart  為即時的台車位置輸出顯示； 

pend  為即時的單擺角度輸出顯示； 

pout  為即時的電壓命令輸出顯示； 

o1~o5 為檢查程式內部參數值用，用來確認程式的正確性。 

6.2.3 程式架構以及注意事項 

 程式架構部份 

我們利用 ∞H 方式所求出來的控制器，拆解為 observer 控制器後的程式架構圖如下： 
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圖 6-7 控制器程式架構 

 G：nominal plant 

 K1：prefilter 

 Ku：observer 

 Kx：台車位置輸入控制器 

 Ktheta：單擺角度輸入控制器 

 W1：pre-weighting 

 W2：post-weighting 

 
S
1
為積分器 

其中 Ku、Kx 以及 Ktheta 為 observer 控制器，分別均為八階轉移函數15。 

 注意事項 

I. 控制訊號的方向定義：我們在推導倒單擺方程式時，台車位置以及單擺角度方向的

定義如下圖所示： 

                                                 
15 利用 ∞H 設計出的控制器，控制器階數會和系統皆數相同；以本篇論文而言，shaped plant 為八階，因

此求出的控制器本身也是八階大小。 
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圖 6-8 推導時的方向定義 

    但硬體上的定義有些不同，其定義如下圖所示： 

 

圖 6-9 實驗時的方向定義 

    因此在撰寫程式時，必須注意其正負值。 

II. 控制器拆方式：我們所設計出的控制器分別各為八階大小，在此我們參考文獻[7]

中的並聯方式，將控制器拆解為四個二階並聯；如下圖所示： 
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圖 6-10 控制器高階實現時的並聯方式 

III. 積分項的實現方式：參考文獻[7]使用 backward difference 積分法，也就是將
S
1
在實

現時利用 11
1

−−
=

z
T

S
帶入。 

依照此節所提到的架構以及注意事項，我們將控制器程式建立在 6.1.1 節中提到的控制

實現模組中。 

6.3 實驗遭遇之問題 

在實驗時，硬體遭遇了許多問題，再此我們一一將問題作一說明以及討論： 
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A. 單擺轉動磨擦力問題：單擺角度在轉動時，我們發現軸承部分的轉動摩擦力過大，

測試結果約在±20 個 counter(相對於± o2 之間)單擺的角度都還可以維持平衡；位置

如下圖所示： 

 

圖 6-11 單擺轉軸圖 

若要減少摩擦力的影響，最好的方式是經由加工，可使軸承間的磨擦力大為減小。 

B. 取樣頻率問題：DSP 控制卡上的取樣頻率時間，設定為 100Hz，我們試著改變 6.1.1

中所提到的 online_loop 中的取樣頻率參數，改變其取樣頻率的時間；但發現最多可

將取樣頻率提高至 200Hz 左右；若試著選取更高的取樣頻率，我們發現取樣頻率仍

然維持在 200Hz 左右，無法在往上提昇。 

C. 速度模式實驗問題：由於驅動器無法使用力矩模式，因此我們利用 4.2 節的鑑別方

式，假設一個 Force command 來作為輸出，但是實際的電壓值仍須經過積分，我們

發現經過積分的訊號和實際的電壓速度命令輸出值，會有 o90 的相位落後現象，造

成實驗上的很大困難，如下圖所示： 
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圖 6-12  Force command 和實際電壓速度命令的訊號圖 

利用這種 Force command 的方式在實作上會有困難，因此改善的方式可以將驅動器換為

可以使用力矩模式的驅動器來實驗，輸出即為力量，可以改善輸出訊號的落後現象。 
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第7章  總結與未來發展 

I. 對倒單擺系統而言，我們利用 ∞H 設計出的控制器，在模擬中可以看出，控制器可

以有效的使單擺角度以及台車位置都到達我們要求的位置(單擺到達 o0 ，台車定位

到 0 的位置)；然而在實現上，觀察我們的模擬情況，台車達到穩定的時間約為 5

秒，角度達到穩定的時間約為 3~4 秒，在實際控制時，這樣的穩定時間對倒單擺

而言，效果並不良好，實現上也有困難；我們設計控制器依照鑑別的系統設計，

由於鑑別出的系統本身頻寬過低(約 0.31Hz)，因此設計控制器的頻寬大多也在

1~2Hz 之間，如果能得到實際的馬達參數以及系統參數，實際頻寬會比較大，求

出來的控制器響應相對的也會比較快。 

II. 在 3.1 節中提到 ∞H 控制器可以接受系統本身的不確定性(uncertainty)，但若是設計

系統和實際的系統相差太多，超出 robust 可接受的範圍，控制器也就無法有效的

達到良好的控制效果；因此在設計控制器之前，確定系統的數學模型，對 ∞H 控制

器設計是很重要的一項工作。 

III. 由 4.4 小節中，我們採用的 H 轉移函數，改變 observer 控制器的極點方式，在 5.4.1

小節中，將此方式套用至我們的系統來做模擬，可以發現有效的對響應的震盪現

象作改善，最大的優點是在於不會影響我們求出的γ 值，也就是不影響我們利用

∞H 方式設計出控制器的效能。 

IV. 本篇中的實驗，由於硬體設備的限制，馬達只能在速度模式下作動，對於我們的

控制訊號有很大的影響；在 4.2 節中我們所鑑別出的系統，是利用一個虛擬的力矩

模式作為鑑別出的系統，而力矩模式和速度模式在輸出時會有一個積分項的差

異，造成訊號會有遲緩(delay)，使得實驗無法達成；若能將驅動器改用力矩模式，

可改變本篇論文 4.2 節中，鑑別系統的假想力，直接使用力矩模式的馬達驅動器控

制馬達，以力矩作為輸出，對實際實驗將有很大的幫助。 
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附錄 A 利用 flow chart 得到轉移函數 

Force command 對加速度以及 加速度對位置和角度的轉移函數如下： 
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Flow chart 如下： 
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其中： 

xx &&=4 、 xx &=5 、 xx =6 、 θ&=7x 、 θ=8x  

位置狀態為 X6、角度狀態為 X8 
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附錄 B  reference model 中 nω 與最大速度的相關性 

二階的參考模型( reference model ) 

22

2

0 2 nn

n

ss
M

ωζω
ω

++
=  

由最大過衝量( maximum overshoot )可得到ζ 

2/12 )1/( ζπζ −−= eX  
2/1

22

2

))((ln
)(ln

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
π

ζ
x

x  

利用步階響應 step response (for 10 << ζ ， 0>nω ) 

sss
sX

nn

n 1
2

)( 22

2

×
++

=
ωζω

ω  

)
1

tan1sin(
1

1)(
2

12

2 ζ
ζ

ζω
ζ

πζ −
+−

−
−= −

−

tetx n

t

 

微分後 

))1sin(()exp(
1

)( 2/12

2
tttv nn

n ωζζω
ζ

ω
−−

−
=  

再微分求最大值(d/dt=0) 

ζ
ζωζ

2/12
2/12 )1())1tan(( −

=− Tn  

2/122/12 )1())1sin(( ζωζ −=− Tn  

2/121
2/12 )1(sin

)1(
1 ζ

ωζ
−

−
= −

n

T  

帶入 v(t)可得 
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))1(sin
)1(

exp()( 2/121
2/12max ζ

ζ
ζω −

−
−

= −
ntV  

因此 

))1(sin
)1(

exp()( 2/121
2/12max ζ

ζ
ζω −

−
= −tVn  

nω 和速度的最大值有上式的關係。 

參考模型( reference model )和最大速度的關係為參照參考文獻[2]中所提出，在此將公式

推導並整理完整。 
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附錄 C 模擬時控制器的實際值 

將 5.45.4.1 兩小節模擬的實際控制器數值，收錄在此。 

1、weighting：
8.516e004) + 423.5s + (s^2

0.1174) + 0.4832s + (s^2 72521.22251=W 、 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

100
01.0

2W ； 

2、reference model：ζ選用 0.6， nω 選用 6，
362.7

36
2 ++

=
ss

M r ； 

3、利用 matlab hinfsyn 指令所求出的 output feedback 控制器為，再利用式(4-20)、式(4-21)

可得到 observer 控制器，其值如下： 

36.91) + 5.822s + 48.56)(s^2 + 13.21s + (s^2 0.2229) + 0.6912s + (s^2 0.05135) + 0.3199s + (s^2
136) + 13.25s + (s^2 0.1143) + 0.4812s + (s^2 0.1767)-(s 0.2335)+(s 12.44)+(s 2.012-

=uG

36.91) + 5.822s + 48.56)(s^2 + 13.21s + (s^2 0.2229) + 0.6912s + (s^2 0.05135) + 0.3199s + (s^2
42.08) + 6.549s + (s^2 54.33) + 13.99s + (s^2 0.1397) + 0.5293s + (s^2 0.1078)+(s 0.91384

=yG  

prefilter：
2500) + 82.61s + (s^2

83.03)+(s -0.042416
=Kp  

4、H 轉移函數選擇將原來的 pole 位置轉移至 5 倍遠之處 
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左圖為 uG 與 yG 極點的原位置，其值為： 

-6.6050 + 2.2213i、-6.6050 - 2.2213i；-2.9110 + 5.3325i、-2.9110 - 5.3325i； 

-0.3456 + 0.3217i、-0.3456 - 0.3217i；-0.1600 + 0.1605i、-0.1600 - 0.1605i； 

右圖為將 uG 與 yG 極點移至 5 倍遠處，其值為： 

-33.0250 +11.1063i、-33.0250 -11.1063i；-14.5550 +26.6627i、-14.5550 -26.6627i； 

-1.7280 + 1.6083i、-1.7280 - 1.6083i；-0.7998 + 0.8026i、-0.7998 - 0.8026i； 

此時選擇的 H 轉移函數為

1.284) + s 1.6 + 5.573)(s^2 + s 3.456 + 922.7)(s^2 + s 29.11 + 1214)(s^2 + s 66.05 + (s^2
36.91) + 5.822s + 48.56)(s^2 + 13.21s + (s^2 0.2229) + 0.6912s + (s^2 0.05135) + 0.3199s + (s^2

=H
 

參考式(4-28) uu GHHG ⋅+−=1* ，可求出 *
uG ： 

922.7) + 29.11s +  (s^2 1214) + 66.05s +  (s^2 5.573) + 3.456s +  1.284)(s^2 + 1.6s +  (s^2
 586.8) + 25.65s +  (s^2 5.575) + 3.458s +  (s^2 1.284) + 1.6s +  23.81)(s^2+(s 80.1729* =uG  

最後利用圖 5-11  matlab simulink 模擬架構圖以及圖 4-30 加入 H 轉移函數後的

observer 控制器等效架構圖來進行模擬，即可得到我們 5.4 節中的響應。 
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