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摘  要 

 
本研究的主要目的是以一致性共旋轉法推導一個薄壁開口梁元素，並

將其應用在梁結構的自由振動分析及幾何非線性動態分析。 

本文中推導的梁元素有兩個節點，每個節點有七個自由度，本研究用

傳統的力、力矩及雙力矩為廣義的節點力。本文中將元素節點定在元素兩

端斷面的剪心，並取剪心軸當作描述元素變形的參考軸。本研究在一移動

元素座標上描述元素的變形，本研究用三個旋轉參數描述元素斷面在移動

元素座標上的方位，但用對固定座標的旋轉向量描述元素間共同節點的旋

轉。本研究在梁元素當前的變形位置上，利用元素節點的座標及斷面方位

建立一個移動元素座標並決定元素節點的旋轉參數，對應於元素節點旋轉

參數擾動量的廣義節點力為一廣義力矩，為推導傳統力和力矩與該廣義力

矩的關係，本研究在一個與當前的移動元素座標重合的固定元素座標上，

推導出元素節點在當前固定元素座標的擾動位移和擾動旋轉與元素節點旋

轉參數的擾動量的關係。本研究利用元素節點在當前固定元素座標的位移

和旋轉及其擾動量、速度、加速度、角速度、角加速度，推導出移動元素

座標的角速度及角加速度及元素節點的變形參數對時間的一次及二次微

分。本研究利用虛功原理和 D’Alembert原理，以及完整的幾何非線性梁理

論的一致性二次線性化在當前的固定元素座標推導元素節點變形力及慣性

力，本研究中保留了變形力中撓曲、扭曲及軸向變形間之耦合項、軸向扭

轉率的三階項、慣性力中速度間的耦合項。為了推導上的方便，本研究用

虛功原理推導梁元素節點變形力時，先推導出廣義節點力矩，再用
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controgradient law 求得傳統節點力和力矩。本研究在推導元素節點在當前

固定元素座標的擾動位移和擾動旋轉與元素節點旋轉參數的擾動量的關係

時，保留了值為零的節點位移及旋轉向量，故可由元素節點變形力對節點

參數微分求得元素切線剛度矩陣。本研究推導元素的節點慣性力時，先將

元素擾動位移表示成當前固定元素座標的擾動位移和旋轉之函數，故可直

接求得元素的節點慣性力，元素的一致性質量矩陣 (consistent mass matrix) 

可由元素節點的慣性力對元素節點的加速度微分求得。 

本研究採用基於弧長法和牛頓-拉福森法的增量迭代法解非線性平衡方

程式，本研究採用次空間法(Subspace Iteration Method)解梁結構的自然頻

率及振動模態。本文應用 Newmark 直接積分法和牛頓-拉福森法的增量迭

代法解非線性運動方程式。本研究以數值例題探討不同斷面、邊界條件及

負載對開口薄壁梁之自然頻率、振動模態及幾何非線性之動態反應之影

響，以說明本研究提出之非線性開口薄壁梁元素的正確性及有效性，並驗

證文獻上梁結構之自然頻率及幾何非線性之動態反應之正確性。 
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                                               ABSTRACT 

A consistent co-rotational finite element formulation for the free vibration 

analysis and geometric nonlinear dynamic analysis of thin-walled beams with 

generic open section is presented.  The element developed here has two nodes 

with seven degrees of freedom per node.  The element nodes are chosen to be 

located at the shear centers of the end cross sections of the beam element and the 

shear center axis is chosen to be the reference axis.  The deformations of the 

beam element are described in a current moving element coordinate system 

constructed at the current configuration of the beam element.  Three rotation 

parameters are used to describe the orientation of the beam cross section in the 

moving element coordinate system.  However, the rotation vector is used to 

describe the element nodal rotations in fixed coordinates.  The values of the 

nodal rotation vectors are reset to zero at current configuration.  The element 

equations are derived in a fixed current element coordinates which are 

coincident with the current moving element coordinates.  The perturbed moving 

element coordinates and the variation of the element nodal rotation parameters 

corresponding to the perturbation of element nodal displacements and rotations 

referred to the current fixed element coordinates is consistently determined 
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using the first order linearization of the way used to determine the current 

element coordinates and element nodal rotation parameters corresponding to the 

incremental element nodal displacements and rotations referred to the global 

coordinates.   The angular velocity and acceleration of the current moving 

element coordinates and the first and the second time derivative of the element 

nodal rotation parameters are consistently determined using the current element 

nodal displacements and rotations, nodal velocities and accelerations, and nodal 

angular velocities and accelerations.  The element deformation and inertia nodal 

forces are derived using the virtual work principle, the d’Alembert principle, and 

the consistent second order linearization of the fully geometrically nonlinear 

beam theory.    In element nodal forces, all coupling among bending, twisting, 

and stretching deformations of the beam element is considered.  For 

convenience, in the derivation of the element deformation nodal force, the 

generalized nodal moments corresponding to the variation of the nodal rotation 

parameters are derived first, and then transformed to the conventional moments 

and forces using controgradient law.  Because the element nodal displacements 

and rotations with value of zero are retained in the relationship between the 

variation of the element nodal rotation parameters and the variation of element 

nodal displacements and rotations, the element tangent stiffness matrix may be 

obtained by differentiating the element deformation nodal force with respect the 

element nodal parameters. 

An incremental-iterative method based on the Newton-Raphson method 

combined with constant arc length of incremental displacement vector is 

employed for the solution of nonlinear equilibrium equations.  The subspace 

iterative method is used for the solution of natural frequencies and vibration 

modes for the free vibration of beam structures.  An incremental-iterative 

method based on the Newmark direct integration method and the Newton-

Raphson method is employed for the solution of nonlinear equations of motion.   

Numerical examples are presented to investigate the accuracy and efficiency of 
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the proposed method.  The effect of different cross sections, boundary 

conditions and different loads on the natural frequencies, vibration modes, and 

nonlinear dynamic behavior of three dimensional thin-wall beam structures are 

also investigated through numerical examples. 
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第 一 章  導 論 

 
梁在結構工程系統中，長久以來一直扮演著非常重要的角色，在機

械、航空太空、建築、車輛及土木工程中皆有很廣泛的應用。有些結構如

飛機、太空船、船舶等，為了減輕重量而使用了高強度材料及薄壁斷面。

這些結構在使用中，常受不同形式及大小的負載，並伴隨著高速旋轉、振

動及大變形，所以在結構設計及分析時，便必須考慮結構的幾何非線性的

靜態及動態反應、挫屈負荷、及其在不同負載及轉速下的自然振動頻率。

開口薄壁梁斷面的剪力中心與形心位置通常不是一致，故即使是線性動態

分析，其撓曲及扭曲的運動方程式是耦合的[1]，當開口薄壁梁在大變形或

高速旋轉時，其撓曲、扭曲及軸向變形間及速度間的耦合效應應不能忽略

[2, 3]，否則無法求得其正確的靜態及動態反應、挫屈負荷、自然振動頻

率。因線性梁理論無法考慮這些耦合效應，所以薄壁梁的平衡方程式、挫

屈統御方程式、運動方程式、負載下的梁或旋轉梁的振動方程式都需使用

非線性梁理論推導，即使是旋轉梁線性振動的統御方程式[4]及線性挫屈分

析的統御方程式[5]，也必需是由非線性梁理論的一致線性化推導[2-8]才能

得到正確的統御方程式及結果。在探討薄壁梁結構在負載下的自然振動[3, 

9, 10]時，應指對該負載下之靜態平衡點的微小振動，故靜態的變形對結

構切線剛度的影響不能忽略，否則無法求得正確的振動頻率。因挫屈有時

候並不代表失效(failure)，薄壁梁結構在挫屈後的行為及振動特性也是值得

探討的[10]。 

文獻上有許多薄壁梁理論及數值方法被提出，其中大部分是薄壁梁的

幾何非線性靜態分析及挫屈分析[7, 8, 11-36]，其中[33-36]用 corotational 

formulation 推導一個含翹曲剛度並考慮翹曲、扭曲及軸向變形間耦合效應

之三維 Euler 薄壁梁元素，探討薄壁梁的幾何非線性靜態反應及挫屈負

荷，其結果相當精確。薄壁梁無負載的自由振動分析[1, 10, 37-50]比較

少。文獻[37]中使用有限元素法來分析開口薄壁梁的耦合自由振動，並考

慮薄壁梁的翹曲剛度。文獻[38-44, 48, 49] 使用 Dynamic stiffness method進

行開口薄壁梁的自然振動分析，求得自然頻率及振動模態，其中文獻[38, 
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40]忽略翹曲剛度。文獻[43]以文獻[40]理論為基礎且包含翹曲剛度矩陣，

探討翹曲剛度對開口薄壁梁之自然頻率的影響，並以例題說明忽略翹曲剛

度將造成自然頻率極大的誤差，但文獻上都是假設軸向振動是獨立的，故

僅考慮側向及扭轉振動間的耦合，當梁在鉸接端的軸向位移受到拘限時，

若拘限點不是梁斷面的形心時，軸向振動和側向及扭轉振動應是耦合的，

故本研究擬探討薄壁梁在不同邊界條件下的自由振動。結構在使用時，通

常受到各種形式及大小的負載，故薄壁梁結構在負載下自然振動的特性應

很重要，但這方面的文獻不多[3, 9, 10, 39, 42, 44, 48, 49]，文獻[9, 10, 39, 

42, 44 , 48-49]探討軸向負載對開口薄壁梁耦合的自然頻率的影響，文獻[9]

考慮了偏心軸向負載，但沒有考慮該負載造成的側向變形對自然頻率的影

響。文獻[10]考慮了挫屈前及挫屈後的變形對自然頻率的影響，但文獻[10]

僅考慮簡單的邊界條件且其運動方程式並非由完整之非線性梁理論推導，

其結果的準確性仍須以較正確的梁理論求得之結果來驗證。旋轉梁的穩態

解可視為梁在慣性力作用下的靜態平衡點，文獻 [3]推導出三維旋轉

Timoshenko 梁以穩態解為平衡點之側向、軸向及扭轉振動正確的線性運動

方程式，並探討其自然頻率及振動模態，但文獻[3]僅考慮雙對稱薄壁梁，

故本研究擬用完整的非線性梁理論探討不對稱薄壁梁在負載下的自由振

動，以補足文獻上的不足。梁之幾何非線性動態分析的文獻很多[51-74]，

文獻[51-53]梁挫屈後的非線性振動，但僅考慮矩形斷面。文獻[56]利用 

corotational formulation 提出一簡單有效的梁元素及數值程序來分析三維梁

的動態問題，但其梁元素並非由完整之非線性梁理論推導，所以其變形力

和慣性力中並不能包含全部的耦合項。文獻[2]採用 corotational formulation

及完整之幾何非線性梁理論推導梁元素，分析三維梁的幾何非線性動態反

應，由[2]之例題可發現其結果相當精確，但文獻[2]沒有考慮梁斷面的翹

曲剛度及剪力中心與形心不一致的問題。 

對任意斷面之開口薄壁梁，文獻上似乎仍欠缺完整的非線性運動方程

式，故本研究擬考慮梁斷面的翹曲剛度及剪力中心與形心不一致的開口薄

壁梁，用有限元素法推導一不對稱開口薄壁梁元素的非線性運動方程式，

以探討薄壁梁結構的自然振動及其對負載下之靜態平衡點的自然振動、還
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有其幾何非線性動態反應及其在挫屈後的非線性振動。 

 

開口薄壁梁結構運動時的耦合效應包括變形間、慣性(速度)間、及慣

性(速度)與變形間的耦合，其變形分為撓曲、扭轉、扭轉翹曲及軸向變

形。為了正確地考慮開口薄壁梁各種的耦合效應，在推導其運動方程式時

必須使用開口薄壁梁正確的變形機制，其中包括了正確地描述梁斷面的有

限旋轉及考慮有限旋轉的非向量特性，即使不考慮材料非線性，開口薄壁

梁的運動方程式仍為一高度的非線性方程式，但該非線性為幾何非線性，

幾何非線性主要是由剛體旋轉造成，若將剛體旋轉從總位移中去掉，則剩

下的位移為小變形及小旋轉。此時若去掉運動方程式中的高次非線性項，

可使運動方程式大幅地簡化，但仍可保持分析結果的精度。文獻上一般採

用共旋轉法[2, 5, 7, 8, 33-36, 56]除掉剛體旋轉，即將梁分割成數個元素，

然後在每一梁元素當前的變形位置上建立一元素座標。每一梁元素的變

形、節點內力、運動方程式都是建立在該元素座標上。文獻[33-36]中提出

一開口薄壁梁正確的變形機制，定義了三個旋轉參數及建立一套描述梁斷

面的有限旋轉的方法以決定變形後斷面座標之方位，該變形機制能夠正確

地考慮撓曲、扭曲與軸向變形的耦合效應，[33-36]中探討薄壁梁的幾何非

線性靜態反應及挫屈負荷，其結果相當精確，文獻[36]中之不對稱薄壁梁

元素考慮了梁斷面的翹曲剛度及剪力中心與形心不一致的問題，但文獻

[33-36]都沒有考慮動態效應。文獻[2]採用 corotational formulation 及完整

之幾何非線性梁理論，利用虛功原理、d’Alembert 原理推導梁元素的運動

方程式，並探討三維梁的幾何非線性動態反應，由[2]之例題可發現其結果

相當精確，文獻[2]的方法能夠正確地考慮撓曲、扭曲與軸向變形及慣性間

之耦合的效應，但文獻[2]沒有考慮梁斷面的翹曲剛度及剪力中心與形心不

一致的問題。 

文獻[2, 33-35] 用虛功原理推導元素節點力時，都視梁元素當前的元素

座標為一固定的局部座標，當元素受到擾動節點位移及旋轉作用時，在該

元素座標上定義擾動前及擾動後的元素節點旋轉參數，所以元素節點旋轉

參數的擾動量僅與擾動節點旋轉有關，與擾動節點位移無關，在推導上很
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方便，且因定義在固定元素座標的元素節點參數(節點位移及節點旋轉參

數)包含了剛體運動的效應，故由元素節點內力對元素節點參數的微分及

可求得元素的切線剛度矩陣。文獻[2]還在當前的固定元素座標定義元素節

點參數對時間的微分，故元素節點參數對時間的一次微分為元素節點的速

度及角速度，元素節點參數對時間的二次微分為元素節點的加速度及角加

速度，故文獻[2]在當前的固定元素座標上推導元素節點的慣性力與在慣性

座標上推導元素節點的慣性力[57, 59]一樣簡單。因文獻[2, 33-35] 在元素

受到擾動前的當前變形位置上建立當前的元素座標及定義當前的元素節點

參數，但並非在元素受到擾動後的變形位置上建立擾動後的元素座標及定

義擾動後的元素節點參數，即擾動前後元素節點參數的定義方式不一致。

一般文獻上[22-24]的共旋轉法，將梁元素當前的元素座標為一移動的局部

座標，即擾動前後元素節點參數的定義方式一致，故本文中稱文獻[2, 33-

35]的方法為「廣義共旋轉推導法」，稱一般文獻上[22-24]的共旋轉法為

「一致性共旋轉推導法」。文獻[36]中提到文獻[33, 34]的元素節點力中，

因擾動前後元素節點參數的定義方式不一致，有少數變形參數的二次項無

法滿足力矩的平衡，但這些項在元素增多時會趨近於零，由文獻[8, 33-35]

中的例題可以發現採用文獻[8]的梁元素分析長寬比較大的矩形斷面薄壁梁

受扭矩作用的挫屈負荷時，需要相當多的元素才能得到滿意的收斂解，這

可能是因文獻[33-35]的梁元素變形力的二次項及切線剛度的一次項中有些

項在元素很小時會趨近於零，但其收斂速度很慢，故造成收斂緩慢的問

題，文獻[36]發現若將文獻[8]中所有在元素很小時會趨近於零的項去掉，

則可以大幅改善文獻[8, 35]的梁元素之收斂速率，即用較少的元素得到相

同的精度。文獻[36]中還推導出元素受擾動前、後之元素座標的關係及受

擾動後的元素節點參數，並以一致性共旋轉法推導一不對稱薄壁梁元素，

該元素節點力可以滿足力矩的平衡，若將元素增多時元素節點力會趨近於

零的二次項去掉，則該元素與文獻[8, 33-35]的元素一樣會大幅加快在一些

問題的收斂速率。在一致性共旋轉推導法中，因元素座標的定義方式，除

了元素節點 2 的軸向位栘外，所有元素節點在當前的固定元素座標上的位

移都為零，文獻[36]中，在任何變形位置都將元素節點對固定元素座標的
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旋轉向量重新設定為零，因這些值為零的節點位移及旋轉向量對擾動前後

之元素座標的關係沒有貢獻，文獻[36]在推導元素受擾動前、後之元素座

標的關係時，未將其考慮進去，這可以簡化元素節點力的推導，但這些值

為零的節點位移及旋轉向量對節點參數的微分不為零，該微分對切線剛度

矩陣的貢獻相當於剛體旋轉造成元素節點內力方向改變的貢獻，所以文獻

[36]在推導元素切線剛度矩陣時，除了元素節點內力對元素節點參數的微

分外，還要外加一個穩定矩陣(Stability matrix)。這些值為零的節點位移及

旋轉向量對時間的微分亦不為零，如果用文獻[36]的方法推導元素的絕對

速度及絕對加速度時，還須考慮移動元素座標的角速度及角加速度的貢

獻，但文獻[36]的方法未考慮值為零的節點位移及旋轉向量，應不能求得

移動元素座標的角加速度。 

若推導元素受擾動前、後之元素座標的關係時，將值為零的節點位移

及旋轉向量考慮進去，則文獻[36]的一致性共旋轉推導法可以用在薄壁梁

的動態分析，故本研究擬採用文獻[31-35]中提出的薄壁梁變形機制及以文

獻[2]推導梁元素的運動方程式的方法為基礎，並將文獻[36]的一致性共旋

轉推導法做必要的修改，推導薄壁梁元素的非線性運動方程式。為考慮各

種變形及慣性間完整的非線性耦合，本研究將利用虛功原理、d’Alembert

原理與完整的非線性梁理論之一致性二階線性化來推導梁元素的節點變形

力及節點慣性力。 

本研究推導開口薄壁梁元素時，為了推導的方便且不遺漏各種變形間

的耦合，須先將節點變形參數保留到適當的階數，然後在適當的時候將節

點內力作一致性二階線性化[2, 31-35]，以推導正確之節點變形力、節點慣

性力、切線剛度矩陣及質量矩陣。因將元素節點變形力中在元素很小時會

趨近於零的變形項去掉，可以大幅改善某些問題的收斂速率[36]，故本研

究在動態分析時，元素節點慣性力中的變形耦合項將僅保留在元素很小時

不會趨近於零的變形耦合項。 

本研究將探討薄壁梁結構的自然振動及其在負載下之靜態平衡點的自

然振動分析、幾何非線性動態反應、以及梁在預負載下的的非線性動態反

應。若將本研究推導之薄壁梁結構之非線性運動方程式中的非線性項去
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掉，則成為薄壁梁結構之自然振動的統御方程式。薄壁梁結構在負載下的

自然振動為薄壁梁結構對該負載下之靜態平衡點的微小振動，故梁在負載

下的位移包含靜態平衡變形及以靜態平衡變形為平衡點的自由振動。將本

研究推導之薄壁梁元素的非線性運動方程式的慣性項去掉，即為薄壁梁靜

態平衡變形的非線性平衡方程式，本研究利用基於牛頓法的增量迭代法解

在不同負載下的非線性靜態變形，將靜態變形代入薄壁梁元素的運動方程

式，以一致性一階線性化可求得在負載下自由振動的統御方程式。因本研

究考慮的振動是以對負載下之靜態平衡點的微小振動，故可視其為擾動

量，所以本研究在自由振動的統御方程式中振動的部份僅保留到一次項，

而靜平衡變形為有限量，可視為零次項，故除了在元素很小時會趨近於零

的項外，將全部保留。本研究中自由振動的統御方程式為一線性常微分方

程組，故可將自由振動設為振態和時間週期函數的的乘積，並將其代入自

由振動的統御方程式，即可得其自然頻率的統御方程式，因自然頻率的統

御方程式應為一廣義的標準的特徵值問題(Generalized standard eigenvalue 

problem) [75]，因本研究僅需要求開口薄壁梁結構的前幾個自然頻率及振

動模態，所以本研究以次空間法(subspace iteration method) [75]解廣義的標

準的特徵值問題。本研究採用 Newmark 直接積分法和牛頓 -拉福森

(Newton-Raphson)法的增量迭代法解非線性運動方程式。薄壁梁在預負載

下的的非線性動態反應為薄壁梁結構在預負載下之靜態平衡位置受到外力

作用的非線性動態反應。 

本研究在第四章中以數值例題探討薄壁梁結構的自然振動及其在負載

下之靜態平衡點的自然振動、幾何非線性動態反應、以及在預負載下的非

線性動態反應，並與文獻上的結果比較，以說明本研究提出之方法的正確

性及有效性。本研究將探討不同斷面及負載對開口薄壁梁之自然頻率與振

動模態、幾何非線性動態反應之影響、以及對開口薄壁梁在預負載下的非

線性動態反應之影響。 
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第 二 章 理 論 推 導 

  

 
     本章採用一致性共旋轉法推導梁元素節點變形力、慣性力、剛度矩陣

及慣性矩陣。 

 
2.1 基本假設 

本文對非線性梁元素的推導，作如下的假設： 

(1) 梁為細長的等斷面梁，且Euler-Bernoulli 假說成立。 

(2) 當去除剪心扭轉造成正應變，梁元素的形心軸剩餘之縱向正應變

(longitudinal normal strain)為一常數。 

(3) 梁元素在斷面上沒有變形。 

(4) 梁元素斷面的翹曲為梁元素的軸向扭轉率與該梁的聖維南(Saint 

Venant)翹曲函數的乘積。 

(5) 梁元素的變形為小變形。 

 
2.2 座標系統 

本文採用共旋轉之全拉格蘭日推導法(co-rotational total Lagrangian 

formulation)。為了描述系統的運動、元素的變形、邊界條件、以及與結

構變形位置相關的外力(configuration dependent load)，本文中共定義了四

套直角座標系統，並說明如下： 
(1) 固定總體座標系統(圖2.1)， 3) 2, ,1( =iX G

i ；系統的節點座標、方

位、位移、旋轉、速度、加速度、角速度、角加速度，系統的運動

方程式，其他座標系統之座標軸的方向餘弦，皆在此座標系統中定

義。 

(2) 元素座標系統(圖2.1，圖2.2)， 3) 2, ,1( =ixi 、 3) 2, ,1( =ixi ；本研究

採用兩組元素座標， 一組為與元素一起剛體運動，但不一起變形的

移動元素座標 ix )3,2,1( =i ，一組為固定在元素當前的變形位置之固

定元素座標 ix )3,2,1( =i 。兩組元素座標在當前梁元素變形的位置上



 8

是重合的。此座標系統附屬在每一梁元素上，其原點位於該元素的

節點1上， 1x 軸通過該元素的兩端節點(1、2，即兩端斷面的剪心)，

2x 軸與 3x 軸在元素變形前與斷面的主軸方向一致，而元素變形後的

2x 軸與 3x 軸，可由該元素未翹曲的兩端斷面的方位來決定[7]，即分

別將位於節點 1、2 變形後的斷面繞一個與該斷面之法線及 1x 軸垂

直的旋轉軸旋轉一角度使斷面之法線方向與 1x 軸方向一致(此時並不

考慮斷面之翹曲變形，否則斷面的法線方向無法定義)，然後再以兩

斷面主軸方向的角平分線作為 2x 軸及 3x 軸的方向。本研究在當前的

移動元素座標定義元素的變形、節點變形參數，在當前的固定元素

座標定義元素的節點位移向量及旋轉向量、節點位移向量及旋轉向

量的擾動量，節點速度及加速度、節點角速度及角加速度、節點

力、剛度矩陣、質量矩陣。當梁元素在當前的變形位置受到擾動

時，擾動後的移動元素座標及對應的元素節點變形參數是由元素當

前的元素座標及節點變形參數、節點位移向量與旋轉向量、擾動節

點位移向量與旋轉向量決定。元素節點變形參數的擾動量是指元素

在擾動前及擾動後，移動元素座標上之節點變形參數的差。移動元

素座標的速度、加速度、角速度、角加速度是由當前的元素節點速

度、加速度、角速度、角加速度、節點變形參數決定。 
 (3) 元素斷面座標系統(圖2.1)， 3) 2, ,1( =ixS

i ；此座標系統與元素的斷

面一起平移和旋轉，其原點剛接於未翹曲斷面的形心上， Sx1 軸為未

翹曲斷面的法線方向， Sx2 軸與
Sx3 軸分別與未翹曲斷面的主軸重

合。元素的變形是由斷面座標相對於元素座標的旋轉來決定。 
(4) 負荷基底座標系統， 3) 2, ,1( =iX P

i ；此座標系統是用來描述與結構

變形位置相關的作用力機制。該作用力機制造成的系統節點外力及

力矩，和負荷剛度矩陣(load stiffness matrix)，皆建立在此座標系統

中。此座標系統的原點剛接於與結構變形位置相關的作用力作用的

節點上。 
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本文中用符號{}代表行矩陣。總體座標系統 }X ,X,X{ 321
GGGG =X 與

元素座標 } x, x,{x= 321x 、元素斷面座標 }x, x,x{ 321
SSSS =x 、負荷基底座標

 }X ,X ,X{ 321
PPPP =X 之關係可表示如下， 

 
 ,xAX GE

G =  

 ,S
GS

G xAX =  

                ,P
GP

G XAX =  (2.1) 

 
其中 GEA 、 GSA 、 GPA 分別代表元素座標、元素斷面座標、負荷基底座

標相對於固定總體座標系統的方向餘弦矩陣。 

 
2.3 旋轉向量及其對時間的微分 

本文中使用旋轉向量來表示一個有限旋轉，如圖2.3所示，一向量b
受到一旋轉向量 ea φ= 的作用而轉到一個新的位置b~，向量b~與b之間的

關係可表示成[80] 

 )(sin))(cos1(cos~ beebebb ×+⋅−+= φφφ  

 bΙaaIaI )](cos1)(sin[ 2 ××
−

+×+=
φ

φ
φ

φ  

 = Rb  (2.2) 
其中 I為 33× 的單位矩陣，×表向量外積，．表向量內積，φ表繞旋轉軸的

旋轉角，e表旋轉軸的單位向量，R稱為旋轉矩陣。 

由(2.2)式 b~對時間的微分可表示成 

 bRRbRb ~~
t

dt
d && ==                                      (2.3) 

因 b~的長度固定，所以其對時間的微分可表示成 

 bωb ~~
×=

dt
d  (2.4) 

其中ω為角速度向量。 
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因 tRR& 為一反對稱矩陣，從(2.3)式和(2.4)式可得 

          tRRIω &=×  (2.5) 

由(2.2)及(2.5)式可得ω和旋轉向量a對時間的一次微分有以下關係[2]： 

          aΓ(a)ω &=  

 )]()([)( 11 ΙaaIaIaΓ ××+×+= ba  (2.6) 

其中 21
cos1

φ
φ−

=a ， )sin1(1
21 φ

φ
φ

−=b ，當 0→φ ，
2
1

1 =a ，
6
1

1 =b 。 

  
當旋轉向量a有一微小變量 aδ 時會使向量 b~繞 ix )3,2,1( =i 軸做微小旋轉

iδϕ ， aδ 與 ϕδ 的關係和a&與ω的關係相同[2]，即 

           aaΓ δδ )(=ϕ  (2.7) 

將(2.6)式對時間微分可得 

          aaaaω &&&&& )()( ΓΓ +=   (2.8) 
 )()()()( 111 IaIaaIaaΓ ×+××+×= &&&& aba  
 )()( 11 IaaIaa ××+××+ && bb  

其中ω& 為角加速度，a&& 為旋轉向量對時間的兩次微分。 
由(2.6)、(2.8)式可知當 0a = 時， I0Γ =)( ， 0aa =&& )(Γ 所以 

         aω &=  (2.9) 

         aω &&& =  (2.10) 

即在旋轉向量 0a = 時，其對時間的一次、二次微分之值，等於角速度、

角加速度。 

 
2.4 梁之剪心軸的位移及其斷面的旋轉 

本文是在當前的移動元素座標上，描述梁元素當前的的變形，由2.1

節中的基本假設可知，梁元素的變形可由其剪心軸在移動元素座標上的

位移及其斷面繞剪心軸的旋轉決定。本文以梁元素之剪心軸為參考軸、
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以梁元素兩端斷面的剪心為節點，節點自由度及廣義力都在剪心上定

義，所以本文在描述梁元素的變形前，先描述其剪心軸的位移及其斷面

的旋轉。 
本文中若 )( 表示定義於移動元素座標中的變數，則 )( 表示定義於固

定移動元素座標中的對應變數，在當前梁元素變形的位置上，固定元素座

標與移動元素座標是重合的，所以定義在兩座標系統的對應變數有相同的

值，但其擾動量及對時間的微分並不相同。 

令梁剪心軸上的任一點P(見圖2.1) ，在不計扭轉翹曲時，變形前後的

位置向量分別為  0} 0, ,{x 及  )},( ),,( ),,({ txwtxvtxxp ，其中 ),( txv 與 ),( txw

為剪心軸的側向位移，本文中符號 }{ 代表行矩陣。 
          本文中符號 )( ′代表 xx ∂∂= )()( , 。變形後剪心軸的單位切線向量可

表示為 

 
  } , ,{cos 23 θθθ −= nt  (2.11) 

 

         212
3

2
2 )1(

),(
cos θθθ −−=

∂

∂
=

s
txx p

n  (2.12) 

 

                                
o

w
s

txw
ε

θ
+

′
−=

∂
∂

−=
1

),(
2  (2.13) 

o

v
s

txv
ε

θ
+

′
=

∂
∂

=
1

),(
3   (2.14) 

x
ww

∂
∂

=′ ，
x
vv

∂
∂

=′ ， 1−
∂
∂

=
x
s

oε  (2.15) 

其中 nθ 為元素座標之 1x 軸和 t的夾角， s為節點1至點P間的剪心軸在不計

扭轉翹曲時，變形後的弧長， oε 為剪心軸的單位伸長量(unit extension)。

由梁剪心軸上的任一點P在變形後的位置向量及(2.12)至(2.15)式，在 oε 、

xv, 與 xw, 都遠小於1時， ),( txxp 可以表示成 

 

 dxwvtxx x
xxop ∫ −−+=

0
2
,

2
, )

2
1

2
11(),( ε  (2.16) 
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由(2.16)式可知 ),0(1 txu p= 為節點1在 1x 方向上的位移，由移動元素座標

系統的定義方式可知 1u 、其擾動量 1uδ 及對時間的微分都為零。 

 令 L及 l分別為變形前及變形後剪心軸的弦長， 2u 為節點2在 1x 方

向上的位移，由(2.16)式可得 

 
 LLtLxu p −=−= l),(2  (2.17) 

 dxwvL
xxo∫ −−+=

0
2
,

2
, )

2
1

2
11( εl  (2.18) 

 
本文用元素斷面座標軸的旋轉表示梁之斷面的旋轉。令 ie 與

3) 2, ,1( =iS
ie 分別代表移動元素座標的 ix )3,2,1( =i 方向的單位向量與元素

斷面座標的 S
ix )3,2,1( =i 軸方向的單位向量。由座標系統的定義方式可

知，在變形前 ix 軸與 S
ix 軸的方向是一致的，而且變形後 S

1e 與(2.11)式的t

方向一樣。在本文中假設變形後的單位向量 3) 2, ,1( =iS
ie 的方向是由以下

兩個旋轉向量連續作用於單位向量 3) 2, ,1( =iie 來決定： 

 
  nθ nn θ= , (2.19) 

   ,1tθ θ=t  (2.20) 
   }, , 0,{})( ,)( ,0{ 32

2/12
3

2
23

2/12
3

2
22 nn=++= θθθθθθn  (2.21) 

 
其中 n為垂直於 1e 與 t之單位向量， nθ 定義於(2.12)式， t定義於(2.11)

式， 1θ 為斷面繞 t旋轉的角度。 
旋轉向量 nθ 作用在 ie 上，將其轉至一中繼位置 ie′ )3,2,1( =i ，此時 1e′

與 t重合，再將 tθ 作用在 ie′，將其轉到 S
ie 。若 ie 、 nθ 、以及 tθ 已知，則元

素斷面座標 S
ie 就唯一決定；反之，若 ie 與 S

ie 已知，則旋轉向量 nθ 與 tθ 亦

唯一決定。 
由(2.2)式、(2.11)－(2.12)式與(2.19)－(2.21)式， S

ie 與 ie )3,2,1( =i 之

關係可表示如下 
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 ii

S
i ReeRRte == ]    [ 21  (2.22) 

 
  21111 sincos rrR θθ +=  

 
 21112 cossin rrR θθ +−=  

 
 })cos1( ,)cos1(cos ,{ 32

2
231 nnn nnn θθθθ −−+−=r  

 
 })cos1(cos ,)cos1(,{ 2

33222 nnn nnn θθθθ −+−=r  

 
其中R稱為旋轉矩陣。因R為 3) 2, 1,( =iiθ 的函數，所以本文中稱 iθ 為旋轉

參數。 

本文中假設梁元素變形後的剪心軸，其側向位移 ),( txv 與 ),( txw 及

剪力中心軸的扭轉角 ),(1 txθ 皆為 x的三次Hermitian氏多項式。因此(2.15)

式之 ),( txv 與 ),( txw 可表成 

 
 b

t
b

t vvvvNNNNtxv uN=′′= },,,{},,,{),( 22114321  (2.23) 

 
 c

t
c

t wwwwNNNNtxw uN=′−′−−−= },,,{},,,{),( 22114321  (2.24) 

 
                { } d

t
d

tNNNNtx uN== 21211143211 ,,,} ,,,{),( βθβθθ   (2.25) 

                  

 ),1)(1(
8
L      ),2()1(

4
1

  ),1)(1(
8
L      ),2()1(

4
1

2
4

2
3

2
2

2
1

ξξξξ

ξξξξ

++−=−+=

−−=+−=

NN

NN

 (2.26) 

                 
L
x21 +−=ξ                           (2.27) 
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其中 jv 與 jw )2,1( =j 分別是 v與w在節點 j的節點值， jv′及 jw′則是(2.15)

式中 v′  及w′在節點 j )2,1( =j 之節點值， 2) ,1(1 =jjθ 是(2.20)式之 1θ 在節

點 j的節點值， )2 ,1( =jjβ 是 x,1θ 在節點 j的節點值。 iN )41( −=i 代表形

狀函數(shape function)。 

 
2.5 節點參數與節點力 

本文中用旋轉向量描述梁元素兩端節點之斷面的有限旋轉，但用旋

轉參數描述梁元素在兩端節點及內部之斷面的有限旋轉，因對應於旋轉

向量及旋轉參數的廣義力矩不一樣且非向量，所以不同元素在共同節點

的廣義力矩不能以向量的方式相加，傳統力矩為向量，所以本文將元素

節點的廣義力矩轉換成等效的傳統力矩，使其能以向量的方式相加，因

對應於傳統力矩向量的廣義位移為繞該力矩向量的微小旋轉，所以本文

在推導梁元素時需使用以下七類元素節點參數： 
（1） iju )2,1;3,2,1( == ji ，如圖2.4所示， iju  ( jj uu =1 ， ju2 jv= ，

jj wu =3 )為元素節點 j 的位移向量 ju 在其當前的固定元素座標軸

ix )3,2,1( =i 方向的分量，由固定元素座標系統的定義方式可知 iju 中除了

12u 外，其餘的值皆為零，但 iju 的增量 iju∆ 、 iju 的擾動量 ijuδ 、及 iju 對時

間的微分 iju& 、 iju&& 並不為零。對應於 ijuδ 的廣義節點力 ijf ，為在 ix 軸方向

的力。 
（2） ijδϕ )2,1;3,2,1( == ji ， ijδϕ 是元素節點 j繞其當前的固定元素

座標軸 ix )3,2,1( =i 的擾動旋轉，對應於 ijδϕ 的廣義節點力 ijm ，為繞 ix 軸

的傳統力矩(見圖 2.4)。 
（3） ijφ )2,1;3,2,1( == ji ， ijφ 是元素節點 j的旋轉向量 jφ 在其固定

元素座標軸 ix )3,2,1( =i 方向的分量，本研究中，在任何時刻及位置都將

節點的旋轉向量 jφ 的值重新設定為零，但 ijφ 的增量 ijφ∆ 、擾動量 ijδφ 及對

時間的微分並不為零。對應於 ijδφ 的廣義節點力 φ
ijm 為一廣義力矩。因 jφ 的

值重新設定為零，由(2.6)及(2.7)式可知 ijδφ 和 ijδϕ 的值相同，所以廣義力矩

φ
ijm 和傳統力矩 ijm 的值相同，但對應於 ijδφ 和 ijδϕ 的切線剛度矩陣並不相同

(詳見 2.10節)。 
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（4） iju )2,1;3,2,1( == ji ， iju  ( jj uu =1 ， jj vu =2 ， jj wu =3 )為元

素節點 j的位移向量 ju 在其當前的移動元素座標軸 ix )3,2,1( =i 方向的分

量，由移動元素座標系統的定義方式可知除了 12u 外，  iju 、 iju 的增量

iju∆ 、 iju 的擾動量 ijuδ 及 iju 對時間的微分 iju& 、 iju&& 的值皆為零。對應於 ijuδ

的廣義節點力 θ
ijf ，為在 ix 軸方向的力。 

（5） ijθ )2,1;3,2,1( == ji ， ijθ 是元素旋轉參數 iθ 在節點 j的值， 1θ
定義於(2.20)式， 2θ 與 3θ 定義於(2.13)與(2.14)式， ijθ 是用來描述梁元素在

兩端節點及內部之斷面的有限旋轉。因元素變形後 ijθ 的值不為零，所以

ijδθ 並不是繞 ix 軸的無限小旋轉。 

（6） jβ )2,1( =j ，如圖 2.4 所示， jβ 是梁元素之剪心軸的扭轉率

x∂∂= /1θβ 在元素節點 j的值。對應於 jβ 之擾動量 jδβ 的廣義節點力 jB 為

雙力矩(Bimoment)。 jβ 及 jδβ 與標系統無關。 

（7） *
ijθ  )2,1;3,2,1( == ji ， jj 1

*
1 θθ = 、 jj w′−=*

2θ 、 jj v′=*
3θ ，其中

j1θ 是元素旋轉參數 1θ 在節點 j的節點值， 1θ 定義於(2.20)式， jv′與 jw′為

(2.15)式中v′與w′  在節點 j的節點值。本文中採用 *
ijθ 及 jβ 來決定梁元素剪

心軸的側向位移及軸向扭轉角。對應於 *
ijθ 之擾動量 *

ijδθ 的節點力為廣義力

矩 θ
ijm 。因為 *

ijθ 在變形後不為零，所以 *
ijδθ 並不是繞固定元素座標 ix 軸的無

限小旋轉，所以廣義力矩 θ
ijm 並非繞固定元素座標 ix 軸的傳統力矩。 

本文中在元素節點 j )2,1( =j 對應於元素節點參數 iju 、 ijφ 、 ijδϕ 及

jβ )3,2,1( =i 的系統節點參數為 G
iju 、 G

ijφ 、 G
ijδϕ 及 jβ ，其中 G

iju 是節點 j

的位移向量 G
ju 在固定總體座標軸 )3 ,2 ,1( =iX G

i 方向的分量； G
ijφ 是元素節

點 j的旋轉向量 G
jφ 在固定總體座標軸 )3 ,2 ,1( =iX G

i 方向的分量。本研究

中，在任何時刻及位置都將節點的旋轉向量 G
jφ 的值重新設定為零，但 G

ijφ

的增量 G
ijφ∆ 、擾動量 G

ijδφ 及對時間的微分並不為零。本文用元素節點

j )2,1( =j 的位移增量 G
iju∆ 及 G

ijφ∆ 決定當前的元素斷面座標、移動元素座

標、元素節點變形位移 iju 及旋轉參數 ijθ )2,1;3,2,1( == ji (詳見2.6節)，

因本文中 G
jφ 的值重新設定為零，所以由(2.6)及(2.7)式可知 G

ijφ∆ 和 G
ijϕ∆ 的

值相同。對應於 G
ijδϕ 的廣義節點力，為繞 G

iX 軸的傳統力矩；對應於 G
iju

的擾動量 G
ijuδ 的廣義節點力為在 G

iX 方向的力；因 jβ 與座標系統無關，對
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應於 jδβ 的廣義節點力，亦為廣義雙力矩 (Bimoment) jB 。 G
iju∆ 、 G

ijφ∆ 與

iju∆ 、 ijφ∆ 的關係可以由標準的座標轉換求得。 

 
2.6 元素斷面座標、移動元素座標、元素節點位移及旋轉參數之決定 

本文是使用增量迭代法(incremental iterative method)解非線性平衡方

程式。假設第 I個位置為已知，此處所謂的第 I個位置，是指第 I個增量的

平衡位置，或是指某一增量中第 I 次迭代後的位置。令 G
j

I X 與
S
ij

I x )2,1;3,2,1( == ji 分別是元素節點 j在第 I個位置的總體座標向量與元

素斷面座標，令 G
ju∆ 與 )( G

j
G
j ϕφ ∆=∆ )2,1( =j 分別代表元素節點 j在總體座

標系統中的增量(或改正)位移向量與增量(或改正)旋轉向量。當元素節點

j )2,1( =j 受到 G
ju∆ 及 G

jφ∆ 作用後，其當前的座標 G
jX 可由 G

j
I X 加上 G

ju∆ 得

到，當前的元素弦長l (即兩元素節點的距離)可以由 G
jX 求得，由移動元素

座標的定義方式可知 iju )2,1;3,2,1( == ji 中除了 12u 外，其餘的值皆為

零， 212 uu = 的值可以由(2.17)式求得。當前的元素斷面座標 S
ijx 是將旋轉向

量 G
jφ∆ 作用在 S

ij
I x 軸上而得到。 

本文以下列方法決定在當前變形位置的移動元素座標[7]。 

由通過當前元素兩節點的軸決定當前移動元素座標的 1x 軸。令

njθ )2,1( =j 為(2.19)式中旋轉向量 nθ 在節點 j之節點值，由 nθ 的定義方

式， njθ 可以表示成 

jnjnj nθ θ=  (2.28) 
S

jjnj 11sin een ×=θ   

其中 1e 為 1x 軸的單位向量， S
j1e 為 S

jx1 )2,1( =j 軸的單位向量。 

當前移動元素座標的 2x 及 3x 軸可由下列兩個步驟決定： 
步驟1：將旋轉向量 njθ− 作用在 S

ijx 軸上(圖2.5)，使其旋轉到標示為 S
ijx ′ (圖

2.6)的新位置。此時， S
jx ′

1 軸與 1x 軸重合，且 S
jx ′

2 和
S

jx ′
3 軸與 1x 軸垂

直。 

步驟2：定義移動元素座標之 ix )3,2( =i 軸的單位向量 ie )3,2( =i 如下 

'
2

'
1

'
2

'
1

S
i

S
i

S
i

S
i

i
ee

eee
+

+
=  (2.29) 
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其中 'S
ije )2,1;3,2( == ji 為 'S

ijx 軸的單位向量。 
在當前的變形位置及移動元素座標上，元素節點的旋轉參數，可依

下列的方法決定。令 11 ejθ )2,1( =j 表示將 2x 軸旋轉到 S
jx ′

2 軸的旋轉向量，

則由(2.20)式可知 j1θ 為節點旋轉參數，本文中以下式計算 j1θ  

 
 )(sin 1

'
22

1
1 eee ⋅×= − S

jjθ  (2.30) 

 
由(2.19)、(2.21)、以及(2.28)式，節點旋轉參數 2) 1,=;3 ,2( jiij =θ 可

用下式求得 
 i

S
jij eee ⋅×= 11θ  (2.31) 

 
2.7 移動元素座標與固定元素座標的關係 

移動元素座標與固定元素座標在梁元素當前的變形位置上是重合的，

但定義在固定元素座標的元素節點參數受到擾動時，移動元素座標就不再

與固定元素座標重合，且定義在其上的元素節點參數亦有一對應的擾動，

本節中將探討擾動後之移動元素座標及元素節點參數。本文中移動元素座

標對固定元素座標的速度及加速度是由定義在固定元素座標的節點速度及

加速度決定，本節中亦將推導其關係。 

 
2.7.1 擾動後之移動元素座標及元素節點參數 

令 t表示當前的時間， ix 與 ix )3,2,1( =i 表示在當前變形位置重合的固

定元素座標與移動元素座標，在當前變形位置的固定元素座標與移動元素

座 標 是 重 合 的 。 令 },,{},,{)( 321 jjjjjjjj wvuuuut === uu 、

},,{)( 321 jjjjj t φφφ== φφ )2,1( =j 分別表示元素節點 j當前的位移向量、

旋轉向量， )(tijij θθ =  )2,1;3,2,1( == ji 及 )(tll = 分別表示元素節點 j當前

的旋轉參數及元素當前的弦長。本文中旋轉向量 jφ 的值在當前變形位置重

新設定為零， ju 的分量除了 12u (即 2u )外其餘的值皆為零，但因推導移動

元素座標的速度、角速度、加速度及角加速度過程的需要，故仍保留全部

的 jφ 及 ju 。令 },,{ 321 xxx=x 表示固定在移動元素座標上的一個點在移動
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元素座標的位置向量，該點在當前變形位置的固定元素座標的位置向量可

表示成 
)()()( 1 ttt xx uxAx +=   (2.32) 

其中 },,{)( 321 xxxt =x ， )(txxA 的值為 3I  ( 33× 的單位矩陣)。如前所述， 1u

的值為零，所以在當前的變形位置x和 )(tx 有相同的值。 
令 juδ 與 jφδ )2,1( =j 分別代表元素節點 j的位移向量 ju 與旋轉向量 jφ

的擾動量， tδ 代表元素節點 j受擾動的時間。當元素節點 j受到 juδ 與

jφδ )2,1( =j 作用後，可由 2.5節的方法及一致性一階線性化(consistent first 

order linearization)決定受擾動後的移動元素座標、元素節點旋轉參數

)( ttij δθ +  )2,1;3,2,1( == ji 、元素弦長 )( tt δ+l ，其推導過程詳見附錄

A。 

在當前的變形位置，元素節點受擾動後，移動元素座標中的固定點

x在當前的固定元素座標中的位置向量可表示成(詳見附錄 A) 

11 )()()( uuxAx δδδ +++=+ ttttt xx  (2.33) 

xxxxxx tt AAA 10)( +=+ δ  (2.34) 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
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⎣
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vwwwvv
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m
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其中 )( ttxx δ+A 為擾動後的移動元素座標相對於固定元素座標的方向餘弦

矩陣， xxA0 及 xxA1 為節點參數的零次項及一次項， 

)(
4
1)(

4
1)(

4
1)(

4
1

32312221323122211 φφδφφδδφδφδφδφ +
∆

++
∆

++
∆

++
∆

=
llll

wvwvA

)(
4
1)(

4
1)(

4
1)(

4
1

3222312122322131 δφδθδφδθδφδθδφδθ −
∆

+−
∆

++
∆

++
∆

+
llll

vvww

44
2232322221313121 δφφδφφδφφδφφ −

+
−

+ ， 
2

1211
1

φφφ +
=m ，

2
1211

1
δφδφδφ +

=m ， mB 1
1211

1 2
δφφφ +

−= 。 

擾動後元素弦長可表示成(詳見附錄 A) 

wwvvutt ∆∆+∆∆+∆+=+
ll

ll
δδδδ )(  (2.35) 

12 uuu −=∆ ， 12 vvv −=∆ ， 12 www −=∆  (2.36) 

12 uuu δδδ −=∆ ， 12 vvv δδδ −=∆ ， 12 www δδδ −=∆  (2.37) 
擾動後元素節點 j的旋轉參數 )(ˆ ttijij δθθ += )2,1;3,2,1( == ji 在擾動

後的移動元素座標上可表示成(詳見附錄 A)  

 

1112
ˆˆ θθ −=  (2.38) 

)(
4
1)(

4
1

2222 31322122
12111211 θθδθθδδφδφθθ

−
∆

+−
∆

++−+−=
ll

wv  

)(
4
1

4
1

4
1

4
1

4
1

21223222312122322131 δφδφδφθδφθδφθδφθ −∆+−++−
l

v  

)(
4
1)(

4
1)(

4
1

313221223132 φφδφφδδφδφ −∆+−∆+−∆+
lll

wvw  

44
2232322221313121 δφφδφφδφφδφφ −

−
−

+

)(
22

ˆ
3

1211
133

1211
222 jjjjjjj

vw δφδθθδφθθδφδφδφδθθ −∆+
−−

+
++∆+=

ll
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jjjj
uwvv

1323
1211

3
1211 )(

2
)(

2
δφφδδφδφφφδφδφ
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−−
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−
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)(
22

ˆ
2

1211
122

1211
333 jjjjjjj

wv δφδθθδφθθδφδφδφδθθ +
∆+

−+
+

−+
∆

−=
ll

 

jjjj
uvww

1222
1211

2
1211 )(

2
)(

2
δφφδδφδφφφδφδφ

+
∆∆

++
∆+

−+
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−
lll

  

       

本文中元素的弦長及元素節點旋轉參數的擾動量指擾動前後之元素

弦長的差及節點旋轉參數的差，所以由(2.35)式及(2.38)式可得 

 
lll −+= )( tt δδ  (2.39) 

 
ijijijijij ttt θθθδθδθ −=−+= ˆ)()(  (2.40) 

由移動元素座標 ix )3,2,1( =i 的定義可知元素節點位移在 ix 方向的擾

動可表示成 
01 === jj wvu δδδ  (2.41)  

由 (2.17)、(2.35)及(2.39)式可得  

     wwvvuu ∆
∆

+∆
∆

+∆==
ll

l
δδδδδ 2  (2.42) 

由 (2.13)、(2.14)式可得 

ojjjojjj w δεθδθεδδθ 22
*
2 )1( ++=′−=  (2.43) 

ojjjojjj v δεθδθεδδθ 33
*
3 )1( ++=′=   

其中 ojε )2,1( =j 為剪心軸的單位伸長量 oε 在元素節點 j 之值，

ijδθ )2,1;3,2( == ji 為(2.40)式之元素旋轉參數 iθ 在元素節點 j的擾動量。 

 
2.7.2 移動元素座標的角速度、角加速度與元素節點參數對時間的微分 

本文中(˙)代表 )( 對時間的微分。令 },,{},,{ 321 jjjjjjj wvuuuu &&&&&&& ==u 、

},,{},,{ 321 jjjjjjj wvuuuu &&&&&&&&&&&&&& ==u 、 },,{ 321 jjjj ϕϕϕ &&&& =ϕ 與 },,{ 321 jjjj ϕϕϕ &&&&&&&& =ϕ  

)2,1( =j 分別代表在時間 t，元素節點 j在當前的固定元素座標中的絕對速
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度、絕對加速度、絕對角速度、絕對角加速度。因本文中旋轉向量 jφ 的值

在當前變形位置重新設定為零，由(2.9)及(2.10)式可知節點 j之旋轉向量對

時間之一次微分 },,{ 321 jjjj φφφ &&&& =φ 及二次微分 },,{ 321 jjjj φφφ &&&&&&&& =φ 的值分別

與 },,{ 321 jjjj ϕϕϕ &&&& =ϕ 與 },,{ 321 jjjj ϕϕϕ &&&&&&&& =ϕ 的值相等。 
由(2.32)－(2.34)式，移動元素座標中的固定點 x在當前的固定元素座

標中的絕對速度可表示成 

)()()()( 1
0

lim t
t

tttt xx
t

uxAxxx &&& +=
−+

=
→ δ

δ
δ

  (2.44) 

xxxxxx
xxxx

t
xx t

ttt AΩAAAAA &&&& 110

0

)()(
lim +=+=

−+
=

→ δ
δ

δ
  (2.45) 
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2
1211 φφ && +

=Ω x , 
l

&& 12 ww
y

−
−=Ω , 

l

&& 12 vv
z

−
=Ω  (2.48) 

12 uuu &&& −=∆  ， )(
4 1211

1211
1 φφφφ &&& +

+
−=B  (2.49) 
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4
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32312221323122211 φφφφφφφφ +Ω−+Ω++
∆

++
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= yz
wvA &&
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&&
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4
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3222312122322131 φθφθφθφθ &&&& −Ω+−Ω++Ω−++Ω−+ zzyy  

44
2232322221313121 φφφφφφφφ &&&& −

+
−

+  

其中(2.44)式中 1u& 為元素節點 1 的絕對速度，亦為移動元素座標的速度，

(2.45)式中之 xxA& 為移動元素座標的角速度矩陣(Angular velocity matrix)，

因本文中不考慮隨元素減小時會趨近於零的變形參數，角速度矩陣僅考慮

(2.45)式中之Ω，故(2.48)式中之 xΩ 、 yΩ 及 zΩ 可視為移動元素座標對固定

元素座標之 ix 軸的角速度。因推導移動元素座標的角加速度的需要，(2.45)
式中之 xxA&1 仍需保留。 

由移動元素座標 ix )3,2,1( =i 的定義，可知元素節點在 ix 方向對移動

元素座標的速度中 
01 === jj wvu &&&  )2,1( =j  (2.50) 

由(2.17) 及(2.35)式可得 
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由(2.38)、(2.40)式及
t
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t
ij δ
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θ

δ
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將(2.13)、(2.14)式對時間微分並取其在節點 j )2,1( =j 之值可得 

ojjjojjj w εθθεθ &&&&
22

*
2 )1( ++=′−=  (2.53) 

ojjjojjj v εθθεθ &&&&
33

*
3 )1( ++=′=  

其中 ojε& )2,1( =j 為剪心軸的單位伸長量 oε& 在元素節點 j 之節點值，

ijθ& )2,1;3,2,1( == ji 已在(2.52)式中定義。 
移動元素座標中的固定點 x在當前的固定元素座標中的絕對加速度可

由(2.44)式對時間微分求得，若不考慮隨元素減小時會趨近於零的變形參

數，(2.44)式對時間微分可表示成 
 

)()()( 1 tt uxΩΩΛx &&&& ++=  (2.54) 
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其中Ω已在(2.46)式定義， xα 、 yα 及 zα 為移動元素座標對固定元素座標

之 ix 軸的角加速度。 

由移動元素座標 ix )3,2,1( =i 的定義，可知元素節點在 ix 方向對移動

元素座標的加速度中 
01 === jj wvu &&&&&&  )2,1( =j  (2.56) 

將(2.51)式對時間微分可得 
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)( 22
122 yzyz uuwvuu Ω+Ω+−=∆Ω−∆Ω+∆== l&&&&&&&&l&&&&  (2.57) 

將(2.52)式對時間微分，並忽略隨元素減小時會趨近於零的變形參數

可得 
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wv  (2.58) 
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l

&
&& ++

∆
+−  

將(2.53)式對時間微分，並忽略隨元素減小時會趨近於零的變形參數

可得 

     ojjjojjj w εθθεθ &&&&&&&&
22

*
2 2)1( ++=′−=  (2.59) 

ojjjojjj v εθθεθ &&&&&&&&
33

*
3 2)1( ++=′=  

(2.43)、(2.53)及(2.59)式中之 ojε 及 ojε& 的值與梁元素的變形假設有關，

將在 2.8節說明。 
 
2.8 梁元素之變形描述 

本文採用一致性共旋轉法，即在梁元素當前的移動元素座標

ix )3,2,1( =i 描述梁元素當前的變形；在梁元素受擾動後的移動元素座標

描述梁元素受擾動後的變形。本推導是在元素當前的變形位置之固定元

素座標 ix )3,2,1( =i 上進行，所有向量的分量都是指在該座標上的分量。 

 
2.8.1 梁元素之位置向量 
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 圖 2.1 中 Q 點為梁元素中的任意點，P 點為 Q 點在剪心軸上的對應
點，即 P點與 Q點位於同一斷面上。令當前的時間為 t， 0r 為梁元素變形

前，Q 點在當前的移動元素座標上的位置向量， )(tr 、 )(tr 是為梁元素變

形後，Q 點在當前的固定及移動元素座標上的位置向量。 0r 、 )(tr 與 )(tr
可表示如下 

3210 )()( eeer pp zzyyx −+−+=  (2.60) 

)()()()( 1 tttt xx urAr +=  (2.61) 

 321 ),(),(),()( eeer txwtxvtxxt p ++=  (2.62) 
 S

x
S

p
S

p zzyy 1,132 )()( eee ωθ+−+−+   

其中 )(1 tu 為元素節點 1對固定元素座標的位移向量，由元素座標的定義方

式可知 )(txxA  的值為 3I ，即 33× 的單位矩陣， )(1 tu 的值為零，即當前的

移動元素座標 ix 與固定元素座標 ix 是重合的， )(tr 與 )(tr 的值相同。 ie 為

ix )3,2,1( =i 軸的單位向量， S
ie 為 S

ix 軸的單位向量， ),( txxp 、 ),( txv 、以

及 ),( txw 分別是 P點在 ix )3,2,1( =i 軸上的座標(見 2.4節)， py 、 pz 及 y、
z分別是 P和 Q在 Sx2 軸與

Sx3 軸的座標。(2.62)式中前三項是 P點的位置向

量，四、五項是 Q 相對於 P 的位置向量，最末項表示 Q 點扭轉翹曲的位

移。
x

tx
x ∂

∂
=

),(1
1,

θθ 是沿變形後的剪心軸的斷面之軸向扭轉率， ),( zyωω =

代表等斷面梁的聖維南(Saint Venant)翹曲函數[83]。 
本文中若 )( 表示定義於固定元素座標中的變數，則 )( 表示定義於移

動元素座標中的對應變數，例如 r是定義在固定元素座標上的位置向量，

)(tr 是定義在移動元素座標上的位置向量。 
將(2.22)式代入(2.62)式，並利用近似式 2

32
12

22
11cos θθθ −−=n ，可得

r在 ix )3,2,1( =i 軸方向之分量 ir如下 

 
 )cossin)(( 13121 θθθθ −−+= pp yyxr  (2.63) 

        
ωθθθθθθθ )

2
1

2
11()sincos)(( 2

3
2
2,11312 −−++−+ xpzz

   

 
]cos)

2
11(sin

2
1)[( 1

2
31322 θθθθθ −+−+= pyyvr

 

ωθθθθθθθ 3,11
2
3132 ]sin)

2
11(cos

2
1)[( xpzz +−−−+
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]sin)

2
11(cos

2
1)[( 1

2
21323 θθθθθ −+−+= pyywr

 

ωθθθθθθθ 2,11321
2
2 ]sin

2
1cos)

2
11)[(( xpzz −−−−+

  

 
2.8.2 梁元素之位置向量的擾動量及其對時間的微分 

如圖2.2所示，在時刻 t，元素節點 j )2,1( =j 受到一定義於固定元素

座標的擾動位移向量 juδ 及擾動旋轉向量 jφδ 作用後，在 tt δ+ 時刻，Q點

位置向量可表示成  

 

11 )(])()[()( uurrAr δδδδ ++++=+ tttttt xx  (2.64) 

 
其中 tδ 為擾動的時間， )( ttxx δ+A 為受擾動後的移動元素座標與固定元素

座標的轉換矩陣(見(2.34)式)， rδ 為Q點對移動元素座標的擾動位移向
量， 1uδ 元素節點1對固定元素座標的擾動位移向量。 

由(2.63)式Q點對固定元素座標的位移擾動量 rδ 可表示成 
 )()(])()[()()( 1 tttttttt xxxx rAurrArrr −+++=−+= δδδδδ  (2.65) 

 由(2.34)式及(2.65)式，Q點在時刻 t的絕對速度r&可表示成 

 )()()()( 1
0

lim ttt
t

t xxxx
t

urArArr &&&& ++==
→ δ

δ
δ

 (2.66) 

其中 xxA& 已定義於(2.45)式，為移動元素座標的角速度矩陣(Angular velocity 

matrix)，本文中 r&僅保留至變形參數的零次項及不隨元素減小時會趨近於

零的一次項，但因推導絕對加速度的需要，(2.66)式中變形參數的一次項

仍需保留。 

將(2.66)式對時間微分，並保留變形參數的零次項及不隨元素減小時

會趨近於零的一次項，絕對加速度r&& 可表示成 

12)( urrΩrΩΩΛr &&&&&&& ++++=  (2.67) 

其中Λ已定義於(2.55)式，為移動元素座標對固定元素座標的角加速度矩

陣。 

 



 27

2.8.3 梁元素之應變 

本 文 中 應 變 的 度 量 是 採 用 Green strain 。 本 文 中 以

ijε )3 ,2 ,1= ;3 ,2 ,1=( ji 表示 Green strain。由於基本假設(3)，所以本文只考

慮 11ε 、 12ε 與 13ε ，並表示如下 

 

    

3
t
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2
t
112

1
t
111

2
1
2
1

)1(
2
1

gg

gg

gg

=

=

−=

ε
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ε

 (2.68) 

   
zyx ∂

∂
=

∂
∂

=
∂
∂

=
rgrgrg 321 ,,  (2.69) 

其中 )(trr = 定義於(2.62)式。 

 
      將(2.16)、(2.62)式代入(2.69)式，並保留變形參數及其微分到二次項，

可得 ig 的分量 ijg ( i , j =1, 2, 3) 如下 
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11 ωθθθθ ++−=

 

        
yxg ,2,132123 2

1 ωθθθθθ −+=
 

        
zxg ,,123131 ωθθθθ ++=  
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zxg ,3,132132 2

1 ωθθθθθ ++−=
 

        zxg ,2,1
2
2

2
133 )(

2
11 ωθθθθ −+−=   

將(2.70)式代入(2.68)， 11ε 可表示如下：
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  (2.71) 

上式所有項皆保留至二次項。 

       令 cε 表示去掉扭轉造成的正應變後，形心軸之正應變，由 (2.71) 式

cε 可表示如下： 
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 (2.72)式可表示成 oε 的二次方程式： 
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    (2.73) 
使用(2.73)式及 cc εε +=+ 1)21( 21 的近似關係， oε 可表示成 

xpxpco zy ,2,3 θθεε +−=  (2.74) 

將(2.74)式代入(2.16)及基本假設(2)，可得 cε 為 
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 其中L及l分別為變形前及變形後剪心軸的弦長， ijθ 則是 iθ )3,2( =i

在節點 j )2,1( =j 的節點值。 

將(2.70)式代入(2.68)式，並保留所有項至二次項，可得應變為 
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其中 )2 ,1= ,3 ,2 ,1=( 1 kjk

jε 代表 j1ε 中之k次項， xo,ε 為(2.74)式之 oε 對 x的
微分。 
 
2.8.4 梁元素應變之變分 

本研究採用虛功原理及 D’Alembert 原理推導元素節點內力，所以需

要應變的變分。將(2.76)－(2.78)式變分可得 
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由(2.13)、(2.14)、(2.23) 、(2.24) 、(2.43)、(2.74)、 (2.75)式，可得 
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    t
23 QQ =  (2.85) 

    tt
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t
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c2L CCNNNNNNNNQ −′′′−′′′+′′′−′′′= )( 1121124

 

其中 )( ′表示 )( 對x的微分， bjN′ 、 bjN ′′ 、 cjN′ 及 cjN ′′ 分別為 bN′ 、 bN ′′ 、 cN′

及 cN ′′ 在節點 j的值。(2.84)式中加底線” −−− ”之項在元素很小時會趨近

於零，故本文中計算時將其忽略。 

 
2.9 元素節點力之推導 

本文利用完整之幾何非線性梁理論、D'Alembert 原理及虛功原理推導

出節點變形力及節點慣性力。由於採用共旋轉法(corotational formulation)

並適當選取元素大小，所以節點參數很小，可以對完整之節點變形力及慣

性力作一致性線性化(consistent linearization)將其簡化。為保留各變形間之

耦合項，所以在變形力中保留至節點參數之二次項，因薄壁梁之扭轉率的

三次項對其幾何非線性的分析的影響不能忽略[8]，故本研究將扭轉率的三

次項保留。採用共旋轉法時，隨著元素減小，元素的長度，位移、旋轉參

數都會趨近於零，但元素的曲率、扭轉率會趨近常數，本文將忽略變形力

中隨元素減小會趨近於零的項。在慣性力中保留至變形參數的零次項及不

隨元素減小時會趨近於零的一次項，即含扭轉率的項在空間中高速運動

時，速度間之耦合效果不可忽略，所以在慣性力中保留全部的速度間耦合

項。 

由 D’Alembert 原理及虛功原理，可知 

∫ +++=
V

tt dV])22[( 131312121111 rrfq &&ρδδεσδεσδεσδ ϕϕ  (2.86) 

},,,,{ 2211 βϕϕ δδδδδδ ϕ uuq =  (2.87) 
ID fff +=ϕ  (2.88) 

} , , , ,{ 2211 Bmfmff =D  (2.89) 

} , , , ,{ 2211
IIIIII Bmfmff =  (2.90) 

其中 ϕδq 為定義於固定元素座標的元素節點虛擾動位移向量，

},,{ jjjj wvu δδδδ =u ， },,{ 321 jjjj δϕδϕδϕδ =ϕ ， },{ 21 δβδβδ =β ， 2,1=j ， 

juδ 為節點 j對固定元素座標的擾動位移向量， jϕδ 的分量為節點 j之斷面

繞固定元素座標 ix )3,2,1( =i 軸的擾動旋轉， βδ 為擾動扭轉率向量， jδβ 為
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元素扭轉率在節點 j的擾動量。 ϕf 為對應於 ϕδq 的元素節點力向量， Df 和
If 分 別 為 元 素 節 點 變 形 力 及 慣 性 力 向 量 ， },,{ 321 jjjj fff=f ，

},,{ 321 jjjj mmm=m ， },{ 21 BB=B ， },,{ 321
I
j

I
j

I
j

I
j fff=f ，

},,{ 321
I

j
I

j
I
j

I
j mmm=m ， },{ 21

II BB=B ( 2,1=j )， ijf 、 ijm 及 jB  )3,2,1( =i  

)2,1( =j 已經在 2.5 節中說明， I)( 為對應於變形力 )( 之慣性力。V 為未

變形梁元素的體積， j1ε  ( j =1, 2, 3) 為梁元素之應變(見(2.76)－(2.78)式)， 

j1δε 為梁元素之應變的變分(見(2.79)－(2.81)式)， j1σ ( j =1, 2, 3)是對應於

j1ε 的第二類 Piola-Kirchhoff 應力。 ρ為梁元素之密度， rδ 為對固定元素

座標的位移擾動量(見(2.65)式)， r&& 為絕對加速度(見(2.67)式)。本文中假設

材料為線彈性材料，其應力－應變關係為 

 1111 εσ E= ， 1212 2 εσ G= ， 1313 2 εσ G=  (2.91)                           

其中E是楊氏係數(Young's modulus)，G是剪力係數(Shear modulus)。 
因 j1δε  ( j =1, 2, 3)中之節點參數的擾動量都在移動元素座標中定義，

為了推導上的方便，本研究將(2.86)式改寫成 

∫ ++==
V

DtDt dV)22( 131312121111 δεσδεσδεσδδ θθϕ fqfq  (2.92) 

∫=
V

tIt dVrrfq &&ρδδ ϕ
 (2.93) 

θδq },,,,{ *
22

*
11 βθθ δδδδδ uu=   (2.94) 

} , , , ,{ 2211 Bmfmff θθθθ
θ =D  (2.95) 

其中 θδq 為一定義於移動元素座標的廣義元素節點擾動位移向量，

},,{ jjjj wvu δδδδ =u ， },,{ 1 jjj
*
j vw ′′−= δδδθδθ ， },{ 21 δβδβδ =β ， juδ 為節

點 j對移動元素座標的擾動位移向量， j1δθ 為元素扭轉角在節點 j的擾動

量， jv′δ 及 jw′δ 為定義於(2.15)式之w′及 v′在元素節點 j的擾動量， jδβ 為

元素扭轉率在節點 j的擾動量。 D
θf 為對應於 θδq 的廣義元素節點變形力向

量 ， },,{ 321
θθθθ
jjjj fff=f ， },,{ 321

θθθθ
jjjj mmm=m ， },,{ jjjj wvu δδδδ =u ，

},,{ 1 jjj
*
j vw ′′−= δδδθδθ ， 2,1=j ， θ

ijf 、 θ
ijm 及 jB  )2,1;3,2,1( == ji 已經在

2.5節中說明。 
(2.94) 式之 θδq 與(2.87)式之 ϕδq 有以下的關係 

ϕϕφθφφθφθ δδδ qTTTqTTq t
RR )()( +=+=  (2.96)  
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(2.96)式的推導在附錄B中， θφT 、 RT 、 ϕφT 的顯式在附錄B之(B.11) 

式、(B.17)式及(B.6)式中。 

利用(2.96)式與反梯度法則(contragradient law) [76]，可求得(2.89)式
及(2.95)式中元素節點變形力向量 Df 與 D

θf 之關係如下 
Dt

R
tD

θθφϕφ fTTTf )( +=    (2.97)  
Df 與 D

θf 的關係的顯式在附錄 C中。 

為了推導上的方便，本研究推導元素節點變形力向量 Df 時，先將

j1δε ( j =1, 2, 3)表示成 θδq 的函數，由(2.92)式推導出 D
θf ，再由(2.97)式求得

Df ，其推導過程在 2.9.1 節說明；推導元素節點慣性力向量 If 時，將 rδ 表
示成 ϕδq 的函數，由(2.93)式推導出 If ，其推導過程在 2.9.2節說明。 
 
2.9.1 元素節點變形力向量之推導 

為推導方便，本文將(2.94)式之 θδq 拆成以下四個擾動位移向量  
  },{ 21 uua δδδ =u  ， },,,{ 2211 vvvvb ′′= δδδδδu  

},,,{ 2211 wwwwc ′−′−= δδδδδu  ， },,,{ 212111 δβδθδβδθδ =du  (2.98) 

其中 iuδ ),,( dcbi = 為定義於(2.23)－(2.25)式中之 iu 的擾動量。 

對應於 iuδ ),,,( dcbai = 的廣義節點變形力向量 θ
if ),,,( dcbai = 可表示如

下 
},{ 1211

θθθ ffa =f     ，     },,,{ 32223121
θθθθθ mfmfb =f  

},,,{ 22322131
θθθθθ mfmfc =f  ，  },,,{ 212111 BmBmd

θθθ =f   (2.99) 

 
利用(2.98)及(2.99)式，(2.92)式可改寫成 

∫ ++=

+++

V

d
t
dc

t
cb

t
ba

t
a

dV)22( 131312121111 δεσδεσδεσ

δδδδ θθθθ fufufufu
 (2.100) 

將(2.91)式代入(2.100)式可得 

 

dxdAGdxdAE
d

t
dc

t
cb

t
ba

t
a

])(4[)( 131312121111 δεεδεεδεε

δδδδ θθθθ

++=

+++

∫∫∫∫
fufufufu

 (2.101) 
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由(2.76)、(2.79) 式及 ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ ====== 0,0 dAzdAydAyzdAzdAydA ωωω 可

將(2.101)式中之 dA1111εδε∫ 表示成 

 

])([

)()()(

}
2
3

2
1

2
1)]([

2
1

2
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++++++=
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εεδθ
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θθθ

θεεδε

δεε

ω

 

}
2
1)()2(
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3
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22
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xIxxxzyxxxypzyy

xxxzpyzzxcpppx

KwIz

vIyzyAI
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]333
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3

2
3

2
3)(
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1)31[(
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2
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2
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2
,

2
,1,1,1

xxxxyzxxxxyxxxxzxx

xxyxxzxzyxxcxx

wvwv

wvI

ωωωω

ωωωωω

αθαθαθα

ααθααθεδθ

+−−+
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])23(33

)(
2
3)3

2
3()

2
3(

)2(
2
1)1([

])23(33

)(
2
3)

2
3()3

2
3(

)2(
2
1)1([

,,,,1,,1
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2
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2
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xxxxypyzxxxxyxxxxyz

xxyzxxyxxypyxxzpzy
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xxxxzpzyxxxxyzxxxxz

xxyzxxzxxypyzxxzpz

xzpyzzxxozxxzccpxx

wvIywv

vIIwIzvIz

IzwIwIAyw

wvIzwv

wIIwIyvIy

IyvIvIAzv

−−++

−+−−−−−

−+−−+++

−−++

−+−−−−−

−+−−++−+

αθαθα

θθααα

θααεεθεδ

αθαθα

θθααα

θααεεθεδ

ωω

ω

ωω

ω

 

 (2.102) 
∫∫∫ −+−=== dAzzyyKdAyIdAzI ppIzy

22222 ])()[(,,   

∫∫∫∫ ==== zdAyydAzdAydAz zyyzzy
2233 ,,, αααα  

∫∫∫∫ ==== dAydAzdAdAI zy ωαωαωαω ωωωω
2232 ,,,  

zypyzzy IIIyzdAydAzdA +==== ∫∫∫ ,,, 22 ωαωαωα ωωω  (2.103) 
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其中 A為截面的面積，(2.102)式中保留節點參數至二次項，及 x,1θ 的三次

項。 

由 (2.77) 、 (2.78) 、 (2.80) 、 (2.81) 式 可 將 (2.101) 式 中 之

∫ + dA)(4 13131212 δεεδεε 表示成 

)(

)
2
1(

)
2
1(

)](
2
1222[
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2
1(
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2
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JvJw
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wvvwJJvJwJJ

vJw

wJv

dA

θδθ

θθδ

θθδ

θθθθθδθ

θδ

θδ

δεεδεε

ω

ω

+

−−+

++

−+++−+

+

−=

+∫

 (2.104) 

∫
∫
∫

∫

−−−++=

++−−−−−=

−++−−−−=

+−++−−=

dAzzyyJ

dAyyyyyzzJ

dAzzzzzyyJ

dAyyzzJ

ypzpzy

yzyzpypz

zzyypzpy

zpyp

])()()([

,])()())([(

,])()())([(

,}])[(])({[

,,
2
,

2
,

,
2
,

2
,,,

,
2
,

2
,,,

2
,

2
,

ωωωωωωω

ωωωωωωω
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ω

 

 (2.105) 
對於雙對稱斷面， py  、 pz 、 yα 、 zα 、 yzα 、 yJ 、 zJ 、 ωJ 、

ωα y 、 ωα z 、 yωα 、 zωα 及 ωα 的值皆為零。對於 0=pz 的單對稱斷面，

yα 、 yzα 、 yJ 、 ωJ 、 ωα y 、 ωα z 、 yωα 及 ωα 的值皆為零。 

將(2.102)、(2.104)式代入(2.101)式中，並保留元素節點參數至二次

項，由(2.101)式的等號兩邊的 iuδ  ( i = a ,b ,c , d )之係數對等之關係，可求得

對應於 iuδ  ( i = a ,b ,c , d )的節點變形力向量為 
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ac
t

pb
t

pca zyAEA GuCuBf )]([ 1 +−= εθ  (2.106) 
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 (2.107) 
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∫
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上列各式的積分範圍是由0至L，(2.107)－(2.110)式中加底線” −−− ” 
之項，含 1θ 或 xv, 或 xw, 之一次項，加底線” −⋅−⋅−   ”之項，含元素長度L之

一次項或二次項，在元素很小時都會趨近於零，本文中將這些項忽略。

(2.110)式中畫實線底線之項為 x,1θ 之三次項。 

節點變形力向量 D
θf 可以由(2.106)－(2.110)式之 θ

if ( i = a ,b ,c , d )組合而

成，因 D
θf 僅保留至隱節點參數的二次項及部分之三次項，所以由(2.97)、

(B.6)、(B.11)、(B.17)式，節點變形力向量 Df 可以表示成 

 
 Dtt

R
DttDtD

θθφϕφθθφθφθθφ fTTTfTTfTf )()( 011210 ++++=  (2.111)  

 
其中 1D

θf 為節點變形力向量 D
θf 的一次項，

0
θφT 、 1

θφT 及 2
θφT 為(2.96)式中 θφT

的零次、一次及二次項，在(B.11)式已有定義。因為 0== jj wv 及 0=ijφ ，

所以 0T =R 、 0T =1
ϕφ ，對節點變形力向量 Df 沒有貢獻，但對其微分會對

元素切線剛度矩陣有影響。若將(2.108)及(2.109)式中之 Lf iGθ
12 ),( cbi = 改

成 Lf iG12 ，則須拿掉 (C.10)－(C.13)式中的 LGf ij
θφ

12 ),( cbi = )4,2( =j 項，

(2.111)式可以改寫成 

 
++ +++= Dtt

R
DttD

θθφϕφθθφθφ fTTTfTTf )()( 0110    (2.112) 

 
其中 +D

θf 是將 D
θf 在(2.108)及(2.109)式中 Lf iGθ

12 ),( cbi = 改成 Lf iG12 。 

 
2.9.2 元素節點慣性力向量之推導 

為推導方便，本文將(2.87)式之 ϕδq 拆成四個廣義位移向量

ϕδ iu ),,,( dcbai =   

             },{ 21 uua δδδ ϕ =u ， },,,{ 322311 δϕδδϕδδ ϕ vvb =u  

           },,,{ 222211 δϕδδϕδδ ϕ wwc =u  ， },,,{ 212111 δβδϕδβδϕδ ϕ =du     (2.113) 
對應於 ϕδ iu ),,,( dcbai = 的廣義節點慣性力向量 I

if ),,,( dcbai = 可表示如

下 
},{ 1211

III
a ff=f ，               },,,{ 32223121

IIIII
b mfmf=f  
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},,,{ 22322131
IIIII

c mfmf=f ， },,,{ 212111
IIIII

d BmBm=f  

                                                                (2.114) 
其中 I

ijf 、 I
ijm )2,1;3,2,1( == ji 為節點 j 在固定元素座標 ix )3,2,1( =i 方向

的慣性力及繞固定元素座標 ix 軸的傳統慣性力矩， I
jB )2,1( =j 為節點 j 的

慣性雙力矩。 

利用(2.113)及(2.114)式，(2.93)式可改寫成 

∫=+++
V

tI
d

t
d

I
c

t
c

I
b

t
b

I
a

t
a dVrrfufufufu &&ρδδδδδ ϕϕϕϕ  (2.115) 

若僅保留至變形參數的零次項及不隨元素減小時會趨近於零的一次

項，則(2.65)式之 rδ 可表示成 
 1

0 urrAr δδδ ++= xx  (2.116) 

其中 xxA0 在(2.34)式已經定義， },,{ 1111 wvu δδδδ =u 為節點1對固定元素座

標的擾動位移向量，r為Q點在移動元素座標 ix 軸上的位置向量，r已在

(2.62)式定義， rδ 為位置向量r的變分。 
rδ 在固定元素座標 )3,2,1( =ixi 軸方向之分量 irδ 可表示成 

ϕϕϕϕϕϕ δωδδδδδδ d
t

dc
t

cb
t

bc
t
fpb

t
epa

t
a zyzyr uNuNuNuNuNuN ′+′−′−++=1  (2.117) 

ϕϕϕ δωθδδδ b
t

bxd
t
dpb

t
b zzr uNuNuN ′+−−= ,12 )(   

ϕϕϕ δωθδδδ c
t

cxd
t
dpc

t
c yyr uNuNuN ′+−+= ,13 )(   

},{ 21 uua δδδ ϕ =u   ， },{ 65 NNa =N   (2.118) 
},0,,0{ 65 NNe =N  ， },0,,0{ 65 NNf −−=N  (2.119) 

2
1

5
ξ−

=N ，
2

1
6

ξ+
=N  

其中 iN ),,( dcbi = 及 ξ 已在(2.23)－(2.25)、(2.27)式中定義。(2.117) －

(2.119)式的推導詳見附錄 D。 

若保留至變形參數的零次項及不隨元素減小時會趨近於零的一次項，

則(2.67)式之r&& 在固定元素座標 )3,2,1( =ixi 軸方向之分量 ir&& 可表示成 

zyxpzyzycp yyvwxxur αε −ΩΩ−+Ω−Ω+Ω+Ω+−+= )[()(2)()1( 22
11 &&&&&&&&   

    ])(2 312 θθθ &&&& −+Ω+ y xzyzxpzz ,1213 ])(2)[( θωθθθα &&&&&& +++Ω++ΩΩ−+  

])()[( 2
3

2
2,1 θθωθ && +Ω++Ω− zyx  
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])())[((22 2
3

2
112 θθα &&&&&&&&&& +Ω++Ω−−Ω++Ω−ΩΩ++= zxppzzxyx yyxxwxvvr

    xzzxzypzz ,13123 )(2])2()[( θθωθθθα &&&&&& +Ω+−+Ω+−ΩΩ−+  

)2( 32,1 θθαωθ &&& −Ω+−ΩΩ+ xzyxx
 

])())[((22 2
1

2
213 θθα &&&&&&&&&& +Ω++Ω−−Ω−−Ω+ΩΩ++= xyppyyxzx zzxxvxwwr

     
)2(

)(2])2()[(

23,1

,12132

θθαωθ

θθωθθθα
&&&

&&&&&&

−Ω+−ΩΩ+

+Ω−++Ω++ΩΩ−+

xyzxx

xyyxzypyy
 

  (2.120) 
dxwwvvzyxx x

xxxxppcp ∫ +−−+−−=
0 ,,,,212313 )()()( &&&&&&&& θθθθε  (2.121) 

∫ +++−++
−

= L
xxppc

t
fpb

t
epp dxwv

L
xzyzy

L
uuxx

0
2
,

2
,23

12 )()(
&&&&&&&&&&

&&&&
&& θθθθ uNuN   

         )()( 22
0

2
,

2
, yz

x
xx L

xdxwv Ω+Ω++− ∫
l

&&  (2.122) 

 xo w,2 )1( && εθ −−= ， xo v,3 )1( && εθ −=  (2.123) 

 xxo ww ,,2 2 &&&&&& −= εθ ， xxo vv ,,3 2 &&&&&& +−= εθ  (2.124) 

xpxpco zy ,2,3 θθεε &&&& +−=  (2.125) 

)()( 21223132 θθθθε &&&&
&

& −−−+
∆

=
L
z

L
y

L
u pp

c  (2.126) 

其中 },,,{ 322311 θθθ &&&&&&&&&& vvb =u  、 },,,{ 222211 θθθ &&&&&&&&&& wwc =u  ， j2θ& 及 j3θ& )2,1( =j 表示

(2.123)式中 2θ& 及 3θ& 在節點 j的節點值， j2θ&& 及 j3θ&& )2,1( =j 表示(2.124)式中

2θ&& 及 3θ&& 在節點 j的節點值。(2.120)－(2.126)式的推導詳見附錄 D。 
將 (2.117)、(2.120)式及 ∫ ∫ ∫ === 0yzdAzdAydA  ∫ ∫ ∫ === 0, dAzdAydA ωωω

關係代入(2.115)式等號右邊的項，並保留至變形參數的零次項，(2.115)式
中 ∫V

t dVrr &&ρδ 可表示成 

 

∫V
t dVrr &&ρδ  

∫∫ Ω−Ω−= dxwvAdxA yzaa
t
aa

t
a )(2{ &&&& NuNNu ρρδ ϕϕ  

∫ ∫∫ +−+
+

+ dxdxwvdxwvA x
xx

L
xxa ])()(

2
1[

0
2
,

2
,0

2
,

2
, &&&&

ξρ N  

dxwAy xxyxb
t
ezap )2( , Ω−ΩΩ+++ ∫ &&& θαρ uNN  

∫ Ω+−Ω+− dxwAy yxxap ))((2 ,1 &&θρ N  
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dxvAz xxzxc
t
fyap ∫ Ω−ΩΩ−−− )2( ,&&& θαρ uNN  

}))((2 ,1∫ Ω+Ω+− dxvAz zxxap &&θρ N  

∫ −Ω+Ω−ΩΩ++++ dxuu
L
xwxxvvA zxxyzb

t
b )](22[{ 121 &&&&&&& αρδ ϕ Nu  

dxwvvI xxyxxzxobz ∫ Ω−ΩΩ+++−′+ )22( ,,, &&&&& αερ N  

dxAydxwI a
t
aepxyxbz

ϕρθρ uNNN &&&& ∫∫ +Ω+Ω+−′− ))((2 1,  

∫ Ω−Ω− dxwvAy yzep )(2 &&Nρ  

∫ ∫∫ +−+++ dxdxwvdxwvAy x
xx

L
xxep ])()(

2
1[

0
2
,

2
,0

2
,

2
, &&&&

ξρ N  

∫∫ Ω+Ω++Ω++ dxvAydxAy zb
t
ezxbpxbp )2()( 22

,
2

1
θρθρ uNNN &&&  

dxwAy xxyxb
t
ezep )2( ,

2 Ω−ΩΩ+++ ∫ &&& θαρ uNN  

∫ Ω+Ω+−− dxwAy xyxep ))((2 1,
2 θρ &&N  

dxwvAz c
t
fzxzxyxbp )2( ,,1

θθαρ uNN &&&&& Ω+Ω−Ω+++ ∫  

∫∫ Ω+Ω+−Ω+Ω+−− dxvzAydxvwAz xzxeppzxyxbp ))((2))(( 1,,, θρρ &&&& NN     

dxvzAy xxzxc
t
fyepp )2( , Ω−ΩΩ−−− ∫ &&& θαρ uNN  

})(2 ,1,1, dxvI xxzxb θθρ ω
&& Ω+′+ ∫ N  

∫ −Ω−Ω+ΩΩ+−++ dxuu
L
xvxxwwA yxzxyc

t
c )](22[{ 121 &&&&&&& αρδ ϕ Nu  

dxvwwI xxzxxyxocy ∫ Ω−ΩΩ−−+′− )22( ,,, &&&&& αερ N  

dxAzdxvI a
t
afpxzxcy

ϕρθρ uNNN &&&& ∫∫ +Ω+Ω+′− ))((2 1,  

∫ Ω−Ω− dxwvAz yzfp )(2 &&Nρ  

∫ ∫∫ +−+++ dxdxwvdxwvAz x
xx

L
xxfp ])()(

2
1[

0
2
,

2
,0

2
,

2
, &&&&

ξρ N  

∫∫ Ω+Ω−+Ω++ dxwAzdxAz yc
t
fyxcpxcp )2()( 22

,
2

1
θρθρ uNNN &&&  

dxvAz xxzxc
t
fyfp ∫ Ω−ΩΩ−−− )2( ,

2 &&& θαρ uNN  

∫ Ω+Ω+− dxvAz xzxfp ))((2 1,
2 θρ &&N  

dxwvAy b
t
eyxzxyxcp )2( ,,1

θθαρ uNN &&&&& Ω+Ω+Ω−+− ∫  

∫∫ Ω+Ω+−−Ω+Ω+−− dxwzAydxvwAy xyxfppzxyxcp ))((2))(( 1,,, θρρ &&&& NN

        dxwzAy xxyxb
t
ezfpp ∫ Ω−ΩΩ+++ )2( ,&&&& θαρ uNN  

})(2 ,1,1, dxwI xxyxc θθρ ω
&& Ω+−′− ∫ N  

dxvwI xyxzxdP
t

d ∫ Ω+Ω+++ )({ ,,1 &&&&θαρδ ϕ Nu  
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        dxwvAy b
t
eyxzxyxdp )2( ,,1

2 θθαρ uNN &&&&& Ω+Ω+Ω−++ ∫  

dxwvAz c
t
fzxzxyxdp )2( ,,1

2 θθαρ uNN &&&&& Ω+Ω−Ω+++ ∫  
ϕ

ωρρ d
t

ddzxyxdppzy dxIdxvwAzAyII uNNN &&&& ′′+Ω+Ω+−+−−− ∫∫ ))(()( ,,
22  

dxuu
L
xvxxwwAy yxzxydp )](22[ 121 &&&&&&& −Ω−Ω+ΩΩ+−+− ∫ αρ N  

dxuu
L
xwxxvvAz zxyxzdp )](22[ 121 &&&&&&& −Ω+Ω−ΩΩ++++ ∫ αρ N  

dxwzAy yc
t
fyxdpp )2( 22

, Ω+Ω−− ∫ θρ uNN &&  

∫ Ω+Ω++ dxvzAy zb
t
ezxdpp )2( 22

,
θρ uNN &&  

}])()[( ,1
2

,
2

, dxvwI xzxyxd θρ ω Ω++Ω+−′− ∫ &&N  

 (2.127) 
zypzy IIIdAIdAyIdAzI +==== ∫∫∫ ,,, 222 ωω  (2.128) 

上式中A為梁的斷面積， ∫ dx)( 中的積分範圍從0到L。 

將(2.127)式代入(2.115)式，等號兩邊之 ),,,( dcbait
i =ϕδu 的係數相等，則

節點慣性力向量 ),,,( dcbaiI
i =f 可表示成 

 

∫∫ Ω−Ω−= dxwvAdxA yzaa
t
aa

I
a )(2 &&&& NuNNf ρρ ϕ  

∫ ∫∫ +−+
+

+ dxdxwvdxwvA x
xx

L
xxa ])()(

2
1[

0
2
,

2
,0

2
,

2
, &&&&

ξρ N  

dxwAy xxyxb
t
ezap )2( , Ω−ΩΩ+++ ∫ &&& θαρ uNN  

∫ Ω+−Ω+− dxwAy yxxap ))((2 ,1 &&θρ N  

dxvAz xxzxc
t
fyap ∫ Ω−ΩΩ−−− )2( ,&&& θαρ uNN  

∫ Ω+Ω+− dxvAz zxxap ))((2 ,1 &&θρ N  

 

∫ −Ω+Ω−ΩΩ+++= dxuu
L
xwxxvvA zxxyzb

I
b )](22[ 121 &&&&&&& αρ Nf  

dxwvvI xxyxxzxobz ∫ Ω−ΩΩ+++−′+ )22( ,,, &&&&& αερ N  

∫ ∫+Ω+Ω+−′− ϕρθρ a
t
aepxyxbz dxAydxwI uNNN &&&& ))((2 1,  

∫ Ω−Ω− dxwvAy yzep )(2 &&Nρ  
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∫ ∫∫ +−+++ dxdxwvdxwvAy x
xx

L
xxep ])()(

2
1[

0
2
,

2
,0

2
,

2
, &&&&

ξρ N  

∫∫ Ω+Ω++Ω++ dxvAydxAy zb
t
ezxbpxbp )2()( 22

,
2

1
θρθρ uNNN &&&  

dxwAy xxyxb
t
ezep )2( ,

2 Ω−ΩΩ+++ ∫ &&& θαρ uNN  

∫ Ω+Ω+−− dxwAy xyxep ))((2 1,
2 θρ &&N  

dxwvAz c
t
fzxzxyxbp )2( ,,1

θθαρ uNN &&&&& Ω+Ω−Ω+++ ∫  

∫∫ Ω+Ω+−Ω+Ω+−− dxvzAydxvwAz xzxeppzxyxbp ))((2))(( 1,,, θρρ &&&& NN  

dxvzAy xxzxc
t
fyepp )2( , Ω−ΩΩ−−− ∫ &&& θαρ uNN  

dxvI xxzxb ,1,1, )(2 θθρ ω
&& Ω+′+ ∫ N  

 

∫ −Ω−Ω+ΩΩ++−= dxuu
L
xvxwxwA yxzxyc

I
c )](22[ 121 &&&&&&& αρ Nf  

dxvwwI xxzxxyxocy ∫ Ω−ΩΩ−−+′− )22( ,,, &&&&& αερ N  

∫ ∫+Ω+Ω+′− ϕρθρ a
t
afpxzxcy dxAzdxvI uNNN &&&& ))((2 1,  

∫ Ω−Ω− dxwvAz yzfp )(2 &&Nρ  

∫ ∫∫ +−+
+

+ dxdxwvdxwvAz x
xx

L
xxfp ])()(

2
1[

0
2
,

2
,0

2
,

2
, &&&&

ξρ N   

∫∫ Ω+Ω−+Ω++ dxwAzdxAz yc
t
fyxcpxcp )2()( 22

,
2

1
θρθρ uNNN &&&  

dxvAz xxzxc
t
fyfp ∫ Ω−ΩΩ−−− )2( ,

2 &&& θαρ uNN  

∫ Ω+Ω+− dxvAz xzxfp ))((2 1,
2 θρ &&N  

dxwvAy b
t
eyxzxyxcp )2( ,,1

θθαρ uNN &&&&& Ω+Ω+Ω−+− ∫  

∫∫ Ω+Ω+−−Ω+Ω+−− dxwzAydxvwAy xyxfppzxyxcp ))((2))(( 1,,, θρρ &&&& NN     

dxwzAy xxyxb
t
ezfpp ∫ Ω−ΩΩ+++ )2( ,&&& θαρ uNN  

dxwI xxyxc ,1,1, )(2 θθρ ω
&& Ω+−′− ∫ N  

 
dxvwI xyxzxdP

I
d ∫ Ω+Ω++= )( ,,1 &&&&θαρ Nf  

    dxwvAy b
t
eyxzxyxdp )2( ,,1

2 θθαρ uNN &&&&& Ω+Ω+Ω−++ ∫  

dxwvAz c
t
fzxzxyxdp )2( ,,1

2 θθαρ uNN &&&&& Ω+Ω−Ω+++ ∫  
ϕ

ωρρ d
t

ddzxyxdppzy dxIdxvwAzAyII uNNN &&&& ′′+Ω+Ω+−+−−− ∫∫ ))(()( ,,
22  

dxuu
L
xvxwxwAy yxzxydp )](22[ 121 &&&&&&& −Ω−Ω+ΩΩ++−− ∫ αρ N  
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dxuu
L
xwxvxvAz zxyxzdp )](22[ 121 &&&&&&& −Ω+Ω−ΩΩ++++ ∫ αρ N  

dxwzAy yc
t
fyxdpp )2( 22

, Ω+Ω−− ∫ θρ uNN &&  

∫ Ω+Ω++ dxvzAy zb
t
ezxdpp )2( 22

,
θρ uNN &&  

dxvwI xzxyxd ,1
2

,
2

, ])()[( θρ ω Ω++Ω+−′− ∫ &&N                                                                    

 (2.129) 
2.10 元素剛度矩陣及質量矩陣 

令 },,,,{ 2211 βuuq dddddd ϕϕ=ϕ 表示元素節點參數向量之真實擾動

量，其定義與(2.87)式之虛擾動量 ϕδq 一致。當元素節點受到 ϕqd 擾動時，

其節點變形力向量 Df  (見(2.112)式)會有一對應的擾動 Ddf ， Ddf 與 ϕqd 的

關係可表示成 

ϕ
ϕ

ϕ q
q
fqkf ddd

D
D

∂
∂

==  

ϕq
fk

∂
∂

=
D  (2.130) 

其中k稱為元素切線剛度矩陣。 

由(2.96)式、(2.112)式，(2.130)式中之
ϕq

f
∂
∂ D
可表示成 

 

θφθθθφθθφ

ϕ

θ

θ

θθφθφ
θ

ϕ

φ

φ

θφϕφ

ϕ

THkTkTH

q
q

q
fTT

f
q
q

q
TTT

q
fk

)(

)()(

010

1001

+++=

∂
∂

∂

+∂
+

∂

∂

∂

+∂
=

∂
∂

=

+
+

tt
R

Dtt
D

tt
R

D

 (2.131) 

 

+

∂

∂

∂

+∂
= D

tt
R

R θ
ϕ

φ

φ

θφϕφ f
q
q

q
TTT

H
)( 01

 (2.132) 

10
θθ

θ

θ
θ kk

q
fk +=
∂

∂
=

+D
 (2.133) 
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+

∂

+∂
= D

tt

θ
θ

θφθφ
θ f

q
TT

H
)( 10

 (2.134) 

I
q
q

=
∂

∂

ϕ

φ  (2.135) 

   
其中 θk 是對應於元素點參數擾動量 θqd 的元素切線剛度矩陣，為一對稱矩

陣， 0
θk 和 1

θk 為 θk 中節點參數的零次項及一次項； RH 及 θH 是14×14的非

對稱矩陣，其顯式在附錄 E中有詳細的表示。 

利用直接勁度法[76]，(2.133)式之 θk 可由下列的次矩陣組合而成 

 

 
j

i
ij  

 
u
fk

∂
∂

=
+θ

 (2.136) 

 
其中 +θ

if ),,,( dcbai = 是將(2.108)及(2.109)式之 θ
if ),( cbi = 中之 Lf iGθ

12 換

成 Lf iG12 。而 },{ 21 uua =u ， ju ),,( dcbj = 已在(2.23)－(2.25)式中定義。

矩陣 ijk 可表示如以下各式 

 
t
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L
y
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上式中加底線” −−− ” 之項含 1θ 或 xv, 或 xw, 之一次項，加底線” −⋅−⋅−   ”之

項，含元素長度L之一次項或二次項，在元素很小時都會趨近於零，本文

中將這些項忽略。畫實線底線之項為 x,1θ 之二次項。 
元素的質量矩陣m可表示成 

                           
ϕq

fm
&&∂

∂
=

I

    (2.138) 

},,,,,{ 222111 ββϕ
&&&&&&&&&&&&&& ϕϕ uuq =  (2.139) 
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其中 If 定義在(2.90)式，可以由(2.129)式之 I
if ),,,( dcbai = 組合而成，

ju&& 、 jϕ&& )2,1( =j 分別為節點 j的絕對加速度及絕對角加速度。m為一對稱
矩陣，利用直接勁度法[76]，m可由下列的次矩陣組合而成 

 

                           ϕ
j

I
i

ij u
fm
&&∂

∂
=     (2.140) 

                                         
其中 dcbaji ,,,, = ， I

if 為 (2.129)式之節點慣性力，   },{ 21 uua &&&&&& =ϕu ， 

},,,{ 322311 ϕϕϕ &&&&&&&&&& vvb =u ， },,,{ 222211 ϕϕϕ &&&&&&&&&& wwc =u  ， },,,{ 212111 βϕβϕϕ &&&&&&&&&& =du 。  將

(2.23)－(2.27)、(2.55)、(2.58)及(2.129)式代入(2.139)式可得 

 
dxA t

aaaa ∫= NNm ρ  

∫= dxAy t
eapab NNm ρ  

∫= dxAz t
fapac NNm ρ  

0m =ad  

 

∫ ∫ ∫ ′′++= dxIdxAdxAy t
bbz

t
bb

t
eepbb NNNNNNm ρρρ 2  

∫= dxzAy t
feppbc NNm ρ  

∫= dxAz t
dbpbd NNm ρ  

 

∫ ∫ ∫ ′′++= dxIdxAdxAz t
ccy

t
cc

t
ffpcc NNNNNNm ρρρ 2  

∫−= dxAy t
dcpcd NNm ρ       

∫ ∫∫ ++′′+= dxzyAdxIdxI t
ddpp

t
dd

t
ddpdd NNNNNNm )( 22ρρρ ω

 

   (2.141) 
因為系統平衡方程式是定義於總體座標系統中，所以(2.131)式的元

素顯切線剛度矩陣及(2.138)式質量矩陣需經下列的座標轉換，方可組合成

系統矩陣。 

 
 ,GEGE

G tkTTk =  
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,GEGE
G tmTTm =  

  (2.142) 
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tttt
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GE

GE

GE
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其中0是一3×3階的零矩陣，0是一3×2階的零矩陣。及 GEA 為(2.1)式中總

體座標與元素座標間之轉換矩陣。 

 
2.11 與變形位置相關之節點作用力與負荷剛度矩陣 

本文中僅考慮由固定方向之保守力造成的與變形位置相關之節點力

矩。由保守力造成的節點力矩是保守力矩[77, 78]；但是其大小與方向通常

會隨著變形而改變[77,79]。與變形位置相關的節點作用力，在結構變形時

對系統剛度矩陣的貢獻稱為負荷剛度矩陣(load stiffness matrix)。本文中與

變形位置相關的節點作用力(configuration dependent load)、負荷向量(load 
vector)、以及負荷剛度矩陣都是在一個負荷基底座標 P

iX ( i = 1, 2, 3)上定

義。如2.2節所述， P
iX 的原點是剛接在與變形位置相關的外力作用的節點

上。在本文中上標P表示該量是在負荷基底座標上定義。在本節之推導，

除有特別之聲明以外，各向量都是表示成負荷基底座標的分量。為了表達

之簡潔，在不會造成混淆時，本節中有時省略了向量之上標P。本文中定

義了兩種與變形位置相關的節點作用力機制，並分別說明如下： 

(1)第一型節點作用力機制。如圖2.7所示，一個半徑R的剛性圓盤，

其圓心O剛接於節點上，在盤緣上纏繞著二條繩子，二條繩子的自由端承

受了一對大小相等方向相反的保守力。假設在梁變形前，繩子和圓盤位於

同一平面上；梁變形後，圓盤和梁的節點一起平移和旋轉，但繩子的方向

仍維持不變，所以在梁變形後，繩子和圓盤通常不在同一平面上。 A點為
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繩子與圓盤邊緣的接觸點，若假設剛性圓盤是半徑為R球心為O之球上的

一個大圓，則OA和繩子互相垂直。 
為了描述上的方便，如圖2.7所示，本文將 PX1 軸定在圓盤的法線方

向， PX 2 軸定在盤面上的任意方向，
PX 3 軸則由右手定則決定。 

在圖2.7中，因OA和繩子及 PX1 軸垂直，所以OA線上的單位向量 Ae

可表示成 

 
 2/1

)( aaae t
A =  (2.144) 

 
 } , ,0{ 231 ll −=×= PP

P eea  (2.145) 

 
其中 } , ,{ 321 lll=P

Pe 為繩子方向 (或保守力 P 方向 )上的單位向量，

0} 0, ,1{1 =Pe 為 PX1 軸上的單位向量。雖然繩子在固定座標中的方向是固定

的，但因負荷基底座標隨梁變形改變而改變，所以 P
Pe 的分量 il ( i = 1, 2, 3)

亦隨變形改變而改變。 

圖2.7中之二平行力對O點造成的力矩M可以表示成 

 
 P

PARP eeM ×= 2  (2.146) 

 
當 與 圓 盤 剛 接 的 節 點 受 到 一 個 微 小 的 旋 轉 向 量 =∆ Pϕ  

 } , ,{ 321 ϕϕϕ ∆∆∆ 擾動時，負荷基底座標會有一微小的旋轉，所以 P
1e 會有

一微小的變量 P
1e∆ 。當 3) 2, ,1( =∆ iiϕ 足夠小時， P

1e∆ 可以表示成 

 
 },,0{ 2311 ϕϕ ∆− ∆ =×∆=∆ PPP ee ϕ  (2.147) 

 
因(2.146)式中之 Ae 為 P

1e 的函數，所以(2.146)式中的M亦有一變量∆M如下

式所示 
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因本文僅考慮與變形位置相關的節點力矩，所以依定義，負荷剛度

矩陣 PK 可由下式求得 

 
 P

P ϕ∆=∆ KM  (2.150) 

 
比較(2.148)與(2.150)式，可得 PK 為 

 
 PBPAP RPRP KKK 2/32

3
2
2

2/12
3

2
2 )(2)(2 −− +++= llll  (2.151) 
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仿照文獻中[77]對與變形位置相關的節點力矩之命名方式，本文中分

別稱圖2.8(a)、(b)、(c)為第一型準切線(QT1, quasitangential of the first type)

力矩、第二型準切線(QT2, quasitangential of the second type)力矩、及半準

切線(ST, semitangential)力矩。從圖2.8中，可以發現QT1力矩中外力 P和
PX 2 軸平行，QT2力矩中P與 PX3 軸平行，ST力矩可視為是QT1和QT2力矩

的組合。 

(2)第二型節點作用力機制。如圖2.9所示，一長度為R的剛性桿，一
端剛接於節點上，另一端受到一保守力向量 P

PPeP = 的作用，其中 P是向

量的大小，  } , ,{ 321 lll=P
Pe 為一單位向量。此機制的 PX1 軸是定義在剛性

桿上， PX 2 軸是與
PX1 軸垂直的任意軸，

PX 3 軸則由右手定則決定。 

此作用力機制對O點造成的力矩向量M可表示成 

 
 P

P
PRP eeM ×= 1  (2.153) 

 
當 與 剛 性 桿 相 接 的 節 點 受 到 一 微 小 的 旋 轉 向 量 =∆ Pϕ  

 } , ,{ 321 ϕϕϕ ∆∆∆ 擾動時， P
1e 亦會有和(2.147)式一樣的微小變量 P

1e∆ ，所以

(2.153)式中之M有一如下之變量∆M  
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由(2.150)及(2.154)式，可得負荷剛度矩陣 
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由於系統平衡方程式是定義在固定總體座標系統中，負荷剛度矩陣

PK 需先經以下的座標轉換，方可疊加到系統剛度矩陣中，亦即 

 
 t

GPPGP
G
P AKAK =  (2.156) 

 
其中 GPA 為(2.1)式中，總體座標與負荷基底座標間的轉換矩陣。 

 
2.12 系統平衡方程式與收斂準則 

系統離散化後的動平衡方程式，是由在固定元素座標上算出的元素節

點變形力、慣性力經標準的座標轉換後，在總體座標上所合成之系統內力

向量及系統外力向量所組成，可表示如下 

 
 0PFFΨ ID =−+=  (2.157) 

 
其中Ψ為不平衡力向量， DF 為系統變形力內力向量， IF 是系統慣性力內

力向量，P表系統外力向量。 DF 、 IF 可分別由(2.112)式之元素節點變形力

向量及(2.90)式之元素節點慣性力向量經由元素座標轉換到固定總體座標

上組合而成，P可由與變形位置相關的節點作用力及與變形無關之節點作

用力組合而成。 

本文以不平衡力向量Ψ的 weighted Euclidean norm 作為迭代時的誤

差度量，而且收斂準則表示為 

 

 tole
N

e ≤= *λ
ψ

 (2.158) 

 
其中N表離散系統的自由度數，在靜態分析時 *λ 取為 P ，動態分析

時 *λ 取為1， tole 是一給定的容許誤差值。 
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第三章 數值計算方法與程序 

 

本章將在3.1節及3.2節分別說明開口薄壁梁之幾何非線性靜態分析及

動態分析的數值計算方法與程序。本研究分析薄壁梁結構的自然振動及其

在負載下之靜態平衡位置的自然振動是採用次空間法(subspace iteration 

method) [75]解廣義的標準的特徵值問題。 

 
3.1 靜態分析 

本文解非線性靜平衡方程式(2.157)式(不包含系統顯節點慣性力 IF )

的數值計算方法是基於牛頓－拉福森(Newton-Raphson)法配合弧長控制(arc 

length control)法的增量迭代法[81]。為了求得挫屈負荷，本文採用文獻[3]

中所提出的二分法，決定增量位移向量的長度，以求得系統切線剛度矩陣

之行列式值為零的平衡位置。為了改善平衡迭代的收斂情況，本文中採用

了 N循環迭代法[56]。以下對本文使用的增量迭代法、二分法及N循環迭

代法加以說明。 

 
3.1.1 增量迭代法 

若第 I個增量的平衡位置為已知，則在此位置的系統切線剛度矩陣

TK 可以求得，且第 I +1個增量的初始增量位移向量 Q∆ ，可利用尤拉預測

值(Euler predictor)求得 

 
 ,TQQ λ∆=∆  (3.1) 

 
其中 λ∆ 為初始增量負荷參數， refTT PKQ 1−= 為參考負荷向量 refP 的切線

解。 λ∆ 可利用下式求出[81] 

 
 ,)(

2/1
T

t
T QQl∆±=∆λ  (3.2) 
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其中正負符號之決定方法如下：若第 I與 I -1個增量收斂時，系統切線剛度

矩陣之行列式值同號，則 λ∆ 的正負符號和第 I個增量時相同；若異號則符

號相反。 l∆ 表第 I +1個增量的增量弧長，其值可以如下決定 

 
 ,)( 2/1

IID JJ ll ∆=∆  (3.3) 

 
其中 DJ 為給定的期望迭代次數， IJ 為第 I個增量，迭代至平衡所使用的

迭代次數， Il∆ 為第 I個增量的增量弧長。 

本文中第一個增量的增量弧長 1l∆ 是由下式決定 

 

 
crI

R

max

0max
1

R
=∆l  (3.4) 

 
上式中 maxR 為給定的參考自由度之最大位移量， 0R 為參考負荷向量 refP

作用下的系統線性解 0R 的 Euclidean norm， maxI 為給定之最大增量次數，

cr 為 0R 在參考自由度的分量的絕對值。 

在平衡迭代時，若增量位移向量 Q∆ 及增量負荷 λ∆ 已知，則利用2.6

節的方法，可求得梁結構新的變形位置，再利用2.9與2.10節的方法，可求

得元素座標上的節點內力及剛度矩陣。對應此位置的負荷參數為

λλλ ∆+= I ，其中 Iλ 為第 I個增量達平衡時的負荷參數， λ∆ 即增量負荷

參數。當系統內力及外力求得後，不平衡力量ψ向量可由(2.157)式求得。

若(2.158)式的收斂準則不能滿足，則利用定弧長控制法[81]，求得一位移

修正量 Qδ 與負荷參數修正量δλ，並加入前一次迭代的 Q∆ 與 λ∆ 中，而得

一新的增量位移向量與增量負荷參數，再進行下一次的迭代。 Qδ 與δλ可

由下列二式決定 

 
 )(1 PKQ δλδ +−= − ψT  (3.5) 

 
 )()(2 QQQQ δδ +∆+∆=∆ tl  (3.6) 
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以上之迭代計算過程一直重覆至滿足(2.158)式的收斂準則為止。 

 
3.1.2 二分法 

      利用3.1節的增量迭代法可以求得結構之主要平衡路徑。在每個增量的

迭代收斂時，可以得到該增量在其平衡位置的負荷參數λ及結構切線剛度

矩陣的行列式值 )(λD 。令 Iλ 及 )( ID λ 分別表示第 I個增量在其平衡位置的

λ及 )(λD 之值。 1+Iλ 及 )( 1+ID λ 分別表示第 I +1的增量在其平衡位置的λ及

)(λD 之值。 1+∆ Il 表示第 I +1個增量的增量位移向量之弧長。若 )( ID λ 大

於零且 )( 1+ID λ 小於零則可利用以下二分法求得挫屈負荷參數 NBλ ： 

(1) 令 0=∆ Ll , 1+∆=∆ IR ll , IL λλ = , 1+= IR λλ ，其中下標 L及 R表示左界

及右界。 

(2) 取
21

RL
I

ll
l

∆+∆
=∆ + ，重作第 I +1個增量迭代，並求得新的 1+Iλ 及

 )( 1+ID λ 。 

(3) 若 )( 1+ID λ 大於零，則令 1+= IL λλ , 1+∆=∆ IL ll  

 若 )( 1+ID λ 小於零，則令 1+= IR λλ , 1+∆=∆ IR ll  

(4) 若下列二式挫屈誤差準則同時滿足 

 

   D
I e

D
D

<+

)0(
)( 1λ

                (3.7) 

 

   λλ
λλ

e
I

LR <
−

+1
           (3.8) 

 
    其中 De 及 λe 為給定的容許誤差值 

則 1+Iλ 即為系統挫屈負荷，否則回到步驟(2)，重新展開下一次二分法迭

代。 

經由二分法求得挫屈負荷λ，再利用系統切線剛度 )(λK 計算挫屈模

態，以下將說明挫屈模態的計算程序 
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(1)  將 )(λK 分解成一下三角矩陣L及上三角矩陣U使 LUK = ，其中L的對

角線元素值皆為1。 

( 2)  找出矩陣U主對角線元素之絕對值有最小值的行令為第 I行。 
( 3)  令模態第 I個分量 1=Θ I ，再將 0KΘ = 改寫成下式 

1,

,1

,1

,1

1

1

1

1

,1

1,1

1,1

,11,11,11,1

1

0

0
00100

0

0

,1

,1

×

+

−

×

+

−

×+

+

−

+−

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

−

=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

Θ

Θ
Θ

Θ

Θ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−

NIN

II

II

I

NN

I

I

I

NNNNN

I

I

NII

K

K

K

K

KK

KK

KK

KKKK

NI

NI

M

M

M

M

MM

LL

MM

LL

 
 (3.9) 

(4)   用高斯消去法求解(3.9)式得到模態Θ  

(5)   將Θ除以其分量中絕對值最大的分量 maxΘ ，即 

maxΘ
=

ΘΘ  (3.10) 

 
3.1.3 N循環迭代法 

在計算元素的剛度矩陣及節點內力時，必須使用形心的正應變 cε 。

對某些問題，最初幾次迭代之形心正應變會比其收斂值的階數(order)大很

多，因此可能引起平衡迭代收斂困難或發散。為了改善收斂情況，本文採

用了N循環迭代法[56]，並說明如下： 

在第 I 次 (N > I ≥  1)循環迭代中， (2.106)－ (2.110)式中，除了

(2.108)、(2.109)式中的廣義節點力 θ
12f 使用上一個增量收斂的 θ

12f 外，其餘

部份皆使用目前變形的形心正應變來計算元素的節點力。(2.137)式中計算

元素的剛度矩陣皆使用上一個增量收斂的形心正應變。在第N次循環迭代

中，所有的內力及剛度矩陣都用當前的變形計算。 
 

 



 60

3.2 動態分析 
    本文解非線性動平衡方程式(2.157)的數值計算方法是採用基於牛頓-拉福

森(Newton-Raphson)法配合 Newmark 直接積分法[84]的增量迭代法 。本文

中使用 Newmark trapezoidal rule為數值積分方法，然而此法應用在受拘束

的系統時，會有不穩定的現象發生，若加入 Numerical damping 則可獲得

改善。近年來，有許多具有 Numerical damping 的數值方法被提出，如

Nemark- β  damping scheme及 Hilber-Hughes-Taylor scheme [85]。故本文除

了 Newmark trapezoidal rule外，亦探討了上述兩種具 damping 效果的數值

方法的準確性與收斂性。 

 

3.2.1 Newmark直接積分法 

    Newmark 直接積分法乃假設在時間 nt 時，滿足動平衡方程式(2.157)的平

衡位置、速度 nU& 和加速度 nU&& 為已知，則在 ttt nn ∆+=+1 時刻之平衡位

置、速度 1+nU& 和加速度 1+nU&& 可由下述迭代過程得到。 

1. 令在 1+nt 時刻的初始增量位移猜測值 0U =∆  

 

        nnn tt
UUUU &&&&& )1

2
1(11

2
0

1 −−
∆

−∆
∆

=+ βββ
           (3.11) 

        ])1[( 1
0

1 ++ +−∆+= nnnn t UUUU &&&&&& γγ                    (3.12) 

2)1(
4
1 αβ −= 、 )21(

2
1 αγ −=  (3.13) 

其中 0≤α 。 

2. 令 0
11 ++ = nn UU &&&& ， 0

11 ++ = nn UU &&  

3. 由 U∆ (或 Uδ )及上次迭代後的變形位置得到此迭代的變形位置，再算出

系統的節點變形力 D
n 1+F (詳見附錄 F)。由 1+nU& 、 1+nU&& 及最近的變形位置

算出系統的節點慣性力 I
n 1+F (詳見附錄 F)。由在 1+nt 時刻的外力 1+nP 、
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D
n 1+F 、 I

n 1+F 及系統平衡方程式(2.157)算出系統不平衡力 

 

   1111 ++++ −+= n
D
n

I
nn PFFΨ                          (3.14) 

 

4. 檢查 1+nΨ 是否滿足收斂準則，若滿足則迭代停止。 

5. 若不滿足，則由 

 

             1
1]ˆ[ +

−−= nΨKUδ                             (3.15) 

 

   得一增量位移修正量 Uδ ，其中 

 

             ][][1]ˆ[ 2 KMK +
∆

=
tβ

                  (3.16) 

 

   為系統有效剛度矩陣(effective stiffness matrix) ， ][M 、 ][K  

   表系統之質量與剛度矩陣。 

6. 令 

           UUU δ
β 21

0
1

1
tnn

∆
+= ++

&&&&                          (3.17) 

           UUU δ
β
γ

tnn ∆
+= ++ 1

0
1

&&                            (3.18) 

 

7. 回到 2. 

 

    若上述迭代程序經過一預先設定的迭代次數還不收斂時，則將時間增量

t∆ 減半，令
21
ttt nn

∆
+=+ ，然後再重複上述迭代程序。但在下一時刻，則
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將時間增量改為
2
tt ∆

+∆ 。 

Newmark直接積分法中，(3.13)式中若取 0=α ，即 41=β 、 21=γ  則

稱為 Newmark trapezoidal rule [84]，本文的數值例題中除非另有說明都採

用 Newmark trapezoidal rule。因 Newmark trapezoidal rule 不會造成振幅衰

減，無法除掉高頻的振動，為了使 Newmark 直接積分法能造成振幅衰

減，以除掉不必要的高頻振動，(3.13)式中須取 0<α 。Newmark 直接積分
法中若 0<α ，則稱為 Newmark- β  Damping Scheme [84]。本文中取

05.0−=α ，即 275625.0=β ， 55.0=γ 。 

 

3.2.2 Hilber-Hughes-Taylor scheme 
Hilber-Hughes-Taylor sheme (HHT)是一種 Multistep 的數值方法[85]，

即其在求取目前的收斂位置時，不僅考慮目前的內力、外力，同時亦考慮

了上一次收斂時刻的內力、外力。 

在應用 HHT Scheme 時，前節中 Newmark 直接積分法之數值方法及

方程式(3.11)、(3.12)、(3.17)及(3.18)仍可適用，但(3.14)式之不平衡力需改

為 

nn
D
n

D
n

I
nn PPFFFΨ αααα ++−−++= ++++ 1111 )1()1(           (3.19) 

其中 D
nF 及 nP 為 nt 時刻在平衡位置的節點變形力及外力， 0≤α 為一控制參

數，當 0=α 時，(3.19)式與(3.14)式，即 Newmark trapezoidal rule 相同。

HHT scheme中之β、γ 亦需符合(3.13)式之要求。 
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第 四 章 數 值 例 題 與 結 果 

 

 

為了測試本研究提出的方法的有效性及準確性，本章分別探討開口薄

壁梁的線性自由振動、負載下的自由振動及開口薄壁梁的幾何非線性動態

反應。本章中考慮的梁斷面包括圖4.1-4.9中所示之I型斷面、單對稱半圓型

斷面、單對稱T型斷面、單對稱槽型斷面、不對稱Z型斷面、不對稱角型斷

面、不對稱槽型斷面及不對稱斷面A、B的斷面幾何圖。本章中數值例題

分析了各種薄壁斷面梁在不同負載及不同邊界條件下的自由振動及非線性

動態反應。 

 
4.1 開口薄壁梁的線性自由振動分析 

 當開口薄臂梁斷面的形心與剪心不重合時，其側向振動與扭轉振動是

耦合的，文獻上一般都是認為其軸向振動是獨立的，但在軸向位移受到拘

限的銷接邊界，若拘限點並非斷面形心，則軸向振動與側向振動及扭轉振

動是全部或部分耦合的，但文獻上並沒有這一方面的報告，故本節將探討

不同邊界條件對開口薄壁梁自由振動的影響。本研究之梁元素的節點自由

度都定義在剪心上，但為了正確地描述邊界條件，節點的位置必須和邊界

的自由度一致，所以本文在附錄G中利用元素斷面為剛體的假設，導出不

同節點自由度的關係及對應於不同節點自由度之元素剛度矩陣的關係。如

圖4.10a所示之梁結構為本節例題的示意圖，其總體座標與元素座標重合，

本節中如果沒有特別說明，都使用20個梁元素離散例題中的梁結構。本節

的振動模態圖中以 CU 表示形心軸的軸向位移，V 和W 是剪心軸在 GX 2 與

GX3 方向上的側向位移， 1φ 表示剪心軸的扭轉角。 

令BCIX，I = 1-5，X = P, RM, CM, C , R，表示圖4.10a中梁A、B兩端
的邊界條件為第I種邊界條件及梁元素的節點自由度向量為 Xq (詳見附錄

G)，P為斷面剪心、C為斷面形心及R為斷面上非剪心或形心且不在對稱軸

上的任意點。 Xq  (X = P, C , R)表示軸向與側向位移的節點自由度是定義在

斷面的X (X = P, C , R)位置。 Xq  (X = CM, RM)表示軸向位移的節點自由度
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是定義在斷面的X (X = C, R)點，以及側向位移的節點自由度是定義在斷面

剪心P點。如圖4.10b所示，梁A、B兩端的邊界條件BCIX， I = 1-5可以表

示成 
BC1X： 0=X

Au , 0== X
B

X
A vv , 0== X

B
X
A ww , 011 == BA θθ  

BC2X： 0=X
Au , 0=X

Av , 0=′X
Av , 0=X

Aw , 0=′X
Aw , 01 =Aθ , 0=Aβ  

BC3X： 0== X
B

X
A uu , 0== X

B
X
A vv , 0=′=′ X

B
X

A vv , 0== X
B

X
A ww , 

0=′=′ X
B

X
A ww , 011 == BA θθ , 0== BA ββ  

BC4X： 0=X
Au , 0== X

B
X
A vv , 0=′X

Av , 0== X
B

X
A ww , 0=′X

Aw , 01 =Aθ , 0=Aβ  

BC5X： 0== X
B

X
A uu , 0== X

B
X
A vv , 0=′X

Av , 0== X
B

X
A ww , 0=′X

Aw , 01 =Aθ , 

0=Aβ  
其中 jβ ),( BAj = 為剪心軸的扭轉率， 0=jβ 表示節點 j為抑制翹屈。

BC1X兩端為銷接，但是軸向位移只有在端點A被固定，兩端不能繞 GX1 軸

轉動，但是兩端可自由翹屈。BC2X為一懸臂結構，一端固定及另一端為

自由端，固定端在軸向、側向、扭轉與翹屈自由度皆被固定。BC3X為兩

端固定的結構。BC4X一端為固定端，另一端為銷接，在銷接端只有側向

位移自由度被固定。BC5X一端為固定端，另一端為銷接，在銷接端軸向

與側向位移自由度皆被固定。 

本文在自然頻率加註( )表示對應於該自然頻率的振動型態，(A)和(V)
分別表示振態為無耦合軸向振動與 GX 2 方向的無耦合側向振動，(A,V)表示

該自然頻率為軸向振動與側向振動在 GX 2 方向的耦合振動，(A,W)表示振態

為軸向振動與側向振動在 GX3 方向的耦合振動，(W,T)表示振態為在 GX3 方

向的側向振動與扭轉振動的耦合振動，(V,W,T)表示振態為在 GX 2 、
GX 3 方

向的側向振動與扭轉振動的耦合振動。 

 
例題 4.1.1：單對稱槽型斷面梁 

本例題考慮一長度為L的單對稱槽型斷面(見圖4.4)梁在各種邊界條件
下的自由振動，其幾何及材料性質為： mL 28.1= ， mh 09875.0= ，

mb 057375.0= ， mtt wf 00125.0== ，點R的座標為 myR 03771.0−= ，

mzR 03771.0= ，楊氏係數 GPaE 4.216= ，剪力模數 GPaG 1.80= ，線密度
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mkgm /095.2= ，表4.1為其斷面性質，表4.2為本例題在各種邊界條件下的

前10個最小的自然頻率，由表4.2可知邊界條件BC1CM, BC2X, BC3X, 

BC4P(RM), BC4C及BC5C的振動包含了側向-扭轉耦合振動(W,T)、軸向無

耦合振動(A)與側向無耦合振動(V)，邊界條件BC1P與BC5P的振動包含了

軸向-側向耦合振動(A,V)及側向-扭轉耦合振動(W,T)，邊界條件BC4R的振

動包含了側向(V)-側向(W)-扭轉耦合振動(V,W,T)與軸向無耦合振動(A)，

邊界條件BC1RM(R), BC5RM, BC5R 的軸向振動、兩個側方向振動及扭轉

振動都互相耦合。由表4.2可看出邊界條件BC1P與BC1CM(C)有相同的側

向-扭轉耦合振動(W,T)，文獻[48]分析了邊界條件為BCICM (I = 1, 2, 3)的

自由振動，由表4.2中可以看出本研究與文獻[48]結果相當吻合，圖4.11為

邊界條件BC1RM的振動模態。 

 
例題 4.1.2：單對稱半圓型斷面梁 

本例題為一長度為L的單對半圓型斷面(見圖4.2)梁在各種邊界條件下
的自由振動，其幾何及材料性質為：  mL 82.0= ， mr 0245.0= ，

mt 004.0= ，楊氏係數 GPaE 9.68= ，剪力係數 GPaG 5.26= ，線密度

mkgm /835.0= ，點R的座標為 myR 0155.0−= ， mzR 0155.0= 。表4.3為

其斷面性質。表4.4為本例題在各種邊界條件下的前10個最小的自然頻率，

本例題在各種邊界條件下自由振動耦合的特徵與例題4.1.1相同。文獻[49]

分析了邊界條件為BCICM (I = 1, 2, 3)的自由振動，由表4.4中可以看出本研

究與文獻[49]結果相當吻合。 

 
例題4.1.3：不對稱斷面梁 A 

本例題為一長度為L的不對稱斷面(見圖4.8)梁在各種邊界條件下的自
由振動，其幾何及材料性質為： mL 10= ， mh 3.0= ， mb 1.0= ，

mt 02.0= ，楊氏係數 GPaE 210= ，剪力模數 GPaG 7.80= ，密度

42 /002.8 mskN ⋅=ρ ，表4.5為其斷面性質。本例題將梁離散成20及40個元

素兩種情況來比較，表4.6為本例題在各種邊界條件下的前13個最小的自然

頻率，表4.6(a)、(b)分別為將梁離散成20個元素及40個元素分析的結果，
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由表4.6(a)、(b)的比較可以發現，本例題將梁離散成20個元素與40個元素

分析的結果相當接近，故皆可視為收斂解，邊界條件BC1P與BC5P為梁兩

銷接端的軸向位移被抑制在斷面剪心 P )0,0( ≠≠ pp zy ，故其軸向振動、

兩個側方向振動及扭轉振動都互相耦合，其餘邊界條件只有(V,W,T)三階

耦合振動(triply coupled vibrations)與軸向無耦合振動(A)，文獻[50]分析了

邊界條件為BC1CM的自由振動，由表4.6中可以看出本研究與文獻[50]結果

相當吻合，圖4.12-4.13為邊界條件BC1P、BC1CM的振動模態，雖然使用

20個元素所求得的自然頻率已相當精確，但是，為了避免較高的自然頻率

所對應的振動模態發生失真的情形，振動模態圖為使用40個元素分析的結

果，由圖4.12與圖4.13可見BC1P與BC1CM之振動的耦合特徵有明顯的差

異。 

 
例題4.1.4：不對稱斷面梁 B 

本例題為一長度為L的不對稱斷面(見圖4.9)梁在各種邊界條件下的自
由振動，其幾何及材料性質為： mL 10= ， mh 4.0= ， mb 2.0= ，

mt 01.0= ，楊氏係數 GPaE 210= ，剪力模數 GPaG 7.80= ，密度

42 /002.8 mskN ⋅=ρ ，表4.7為其斷面性質。表4.8為本例題在各種邊界條件

下的前12個最小的自然頻率，本例題之自由振動的耦合特徵與例題4.1.3相

同，文獻[50]分析了邊界條件為BC1CM的自由振動，由表4.8中可以看出本

研究與文獻[50]結果相當吻合。 

 
4.2 開口薄壁梁受軸向負載作用下的振動分析 

當梁斷面的形心承受軸向壓力時，隨著軸向壓力的增加，梁的自然頻

率會漸漸減小，當軸向壓力為該梁的挫屈負荷時，其第一個自然頻率的值

為零，文獻上探討梁在軸向壓力下之耦合振動的論文都認為其軸向振動是

獨立的[9, 10, 39, 42, 44 , 48-49]，但如4.1節所述，若軸向位移之銷接邊界

之拘限點非斷面形心時，軸向振動與側向振動及扭轉振動是全部或部分耦

合的。故本節中將探討梁在不同邊界條件受軸向壓力的耦合振動。本節中

亦將探討梁在挫屈後的自然頻率，並與文獻上的結果比較。如圖4.14a所示
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為例題4.2.1及4.2.2之梁受軸力的示意圖及座標系統，令 BCIX，I = 1-4、X 

= P, CM, C，表示梁A、B兩端的邊界條件為第I種邊界且其對應的節點自由
度為 Xq (詳見附錄G)。如圖4.14b所示，梁A、B兩端的邊界條件BCIX，I = 

1-4可以表示成 
BC1X： 0=X

Au , 0== X
B

X
A vv , 0== X

B
X
A ww , 011 == BA θθ  

BC2X： 0=X
Au , 0=X

Av , 0=′X
Av , 0=X

Aw , 0=′X
Aw , 01 =Aθ , 0=Aβ  

BC3X： 0=X
Au , 0== X

B
X
A vv , 0=′=′ X

B
X

A vv , 0== X
B

X
A ww , 

0=′=′ X
B

X
A ww , 011 == BA θθ , 0== BA ββ  

BC4X： 0=X
Au , 0== X

B
X
A vv , 0=′X

Av , 0== X
B

X
A ww , 0=′X

Aw , 01 =Aθ , 

0=Aβ  

其中邊界條件 BC1X、BC2X 與 BC4X 的定義與 4.1 節中的定義相同，

BC3X 表示一端為固定，另一端除了軸向自由度可以運動外其餘自由度皆

被固定。 

本節中如果沒有特別說明，都使用 20 個梁元素離散例題中的梁結

構。梁結構在負載下的自然振動是指梁結構對該負載下之靜態平衡點的微

小振動，故梁在負載下的位移包含靜態平衡變形及以靜態平衡變形為平衡

點的自由振動。 

 
例題 4.2.1：單對稱半圓形斷面梁 

本例題為一單對稱半圓形斷面(見圖 4.2)梁在其斷面形心承受軸向負載

的自由振動，其幾何、材料性質及斷面性質與例題 4.1.2相同。表 4.9為梁

受軸向負載 NPP cr 17904.0 == ( 2

2

4L
EIP z

cr
π

= 懸臂梁的線性挫屈負荷)作用

時，在各種邊界條件下的前 11個最小的自然頻率，邊界條件為 BC1P的振
動包含在 GX3 方向之側向振動與扭轉振動的耦合振動(W,T)及軸向振動與

GX 2 方向之側向振動的耦合振動(A,V)，其餘邊界條件的振動包含側向-扭轉

耦合振動(W,T)、 GG XX 21 − 平面上無耦合的側向振動(V)及軸向無耦合振動

(A)。由表 4.9可見本文的分析結果與[39, 49]的結果相當吻合。文獻[39, 49]
並未考慮梁變形對自然頻率的影響，故 NP 1790= 時的軸向變形似乎對本
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例題之自然頻率的影響很小。表 4.10-4.12為不同大小的軸向負載及邊界條

件為 BC1P、BC1CM(C)、BC2X 時的前 11 個最小的自然頻率。本例題在

簡支邊界的線性挫屈負荷為 N
L
EIP z

cr 179002

2
==

π
，本文求得之非線性挫

屈負荷為 N17807 ，由表 4.10 可見其振動包含(W,T)耦合振動與(A,V)耦合

振動，對應於每個模態的自然頻率隨著負載的增加逐漸減小，當

2.0/ =crPP 時，第 10 個振動頻率對應的振動為(A,V)耦合振動，但當

4.0/ ≥crPP 時，第 10 個振動頻率對應的振態為(W,T)振動，即隨著 crPP /

的增加，(A,V)振動的頻率會從第 10個振動頻率變成第 11個振動頻率。由

表 4.11可見邊界條件為 BC1CM(C)時，振動包含(W,T)耦合振動與(V)無耦

合振動。本例題在懸臂邊界的線性挫屈負荷 N
L
EIP z

cr 4475
4 2

2
==

π
，本文求

得之非線性挫屈負荷為 N4469 ，由表 4.12 可見邊界條件為 BC2X 時，振

動包含(W,T)耦合振動與無耦合的側向振動(V)，由表 4.10-4.12可以發現軸

力的大小對前兩個自然振動頻率有很大的影響，但對第三個以後的振動頻

率的影響不大。 

 
例題 4.2.2：單對稱槽型斷面梁 

本例題為一單對稱槽型斷面(見圖 4.4)梁在形心承受軸向負載下的自由

振動，其幾何、材料性質及斷面性質與例題 4.1.1 相同。表 4.13 為軸向負
載 NP 2560= 時，在各種邊界條件下的前 10 個最小的自然頻率，邊界條

件為 BC1P 的振動包含側向(W)-扭轉耦合振動(W,T)與軸向-側向(V)的耦合

振動(A,V)，其餘邊界條件的振動包含側向(W)-扭轉耦合振動(W,T)、無耦

合的側向振動(V)以及無耦合軸向振動(A)，邊界條件為 BC1P與 BC1CM(C)

的(W,T)耦合振動是相同的，文獻[48]分析邊界條件為 BC1CM、BC2X 及

BC3X 的自然振動，由表 4.13 可見本文的分析結果與[48]的結果相當吻

合。表 4.14與 4.15分別為邊界條件 BC1P及 BC1CM(C) 在不同大小之軸

向負載的前 10個最小的自然頻率，邊界條件 BC1CM的線性挫屈負荷[32]

可以表示成 
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本例題邊界條件 BC1P與 BC1CM的非線性挫屈負荷皆為 N61596 ，邊界條

件為 BC1P的振動包含耦合振動(W,T)與耦合振動(A,V)，BC1CM的側向振

動(V)並不會與軸向耦合，當振動頻率接近 BC1CM的軸向振動的頻率(第 8

個振動頻率)時，BC1P 軸向振動與側向振動的耦合效應顯著，由表 4.13-

4.15可以發現 BC1CM的側向振動(V)頻率(第 7振動頻率)與 BC1P的第 7

振動頻率有明顯的差異。表 4.16 為邊界條件 BC2X 的前 10 個最小的自然
頻率，BC2X 的非線性挫屈負荷為 N17636 ，邊界條件 BC2X 的振動包含

耦合振動(W,T)、無耦合側向振動(V)及軸向振動(A)。由表 4.14-4.16 可以

發現與例題 4.2.1 相同，當軸力增加時對應的自然頻率會減小，且軸力的

大小僅對前兩個自然頻率有很大的影響。 

 
例題 4.2.3：I型斷面簡支梁承受一軸向力 

如圖 4.15所示，本例題為一簡支雙對稱 I型斷面(見圖 4.1)梁承受一軸

向力P，本例題僅考慮簡支梁受軸力的扭轉振動與軸向振動，故節點自由

度除了軸向與扭轉自由度外其餘皆被固定，梁兩端是自由翹曲，不能繞
GX1 軸轉動，端點 A 不能沿 GX1 軸平移但端點 B可以沿 GX1 軸平移。其幾何

及材料性質為： mL 4= ，  md 3.0= ， mt f 0107.0= ， mtw 0071.0= ，

mb 15.0= ，楊氏係數 GPaE 210= ，剪力係數 GPaG 77.80= ，密度

3/7800 mkg=ρ 。表 4.17 為其斷面性質。本例題之線性扭轉挫屈負荷

crP [10]可以表示成 

kNGJ
L
EI

II
AP

zy
cr 34.1744)( 2

2
=+

+
= ωπ

                       (4.2) 
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本研究求得之非線性挫屈負荷為 kN60.1735 。本例題之最小扭轉振動自然

頻率的解析解可表示成[50] 

 

)/(81.161
1

1
21

2

2

1 srad

I

II
EI

GJ
E

zy
n =

⎟
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⎟

⎠
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⎜
⎜
⎜
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λ

λ
ρ

λω ，
L
πλ =                 (4.3) 

本例題將梁離散成 20及 40個元素兩種情況來比較，以 EN表示使用 N個

元素離散梁結構，圖 4.16為非線性靜態分析的負荷－位移曲線圖，表 4.18

為在不同軸力時前 10 個最小的自然頻率，表 4.18(a)、(b)分別為將梁離散

成 20個元素及 40個元素分析的結果，圖 4.17與圖 4.18分別為 8.0/ =crPP

及 2.1/ =crPP 的振動模態圖，由圖 4.16 與表 4.18 可以發現，將梁離散成

20 個元素分析之結果已相當準確，但是，為了避免較高的自然頻率所對應

的振動模態發生失真的情形，振動模態圖為使用 40 個元素分析的結果，

由表 4.18可發現軸力為零時，本研究之最小扭轉振動自然頻率與(4.3)式之

解析解一樣。由表 4.18 及圖 4.17 可以發現梁在挫屈前振動包含扭轉振動

(T)與軸向振動(A)，但在挫屈後由圖 4.18 可看出軸向振動與扭轉振動是耦

合的，由表 4.18 可見梁在挫屈前最小的振動頻率隨著負載的增加逐漸減

少，在挫屈時其值為 0，但挫屈後又逐漸增加。圖 4.19為前三個最小自然
頻率的頻率－負荷曲線圖。文獻[10]挫屈負荷為 kN1768 與最小自然頻率為

163 (rad/s)，由圖中可知本文結果與[10]的結果相當吻合。 

 
例題 4.2.4： T型斷面簡支梁承受一軸向力 

如圖 4.20 所示，本例題為一簡支單對稱 T 型斷面(見圖 4.3)梁兩端形

心承受一軸向力P，本例題考慮邊界條件(a) BC1P, (b) BC1CM 兩種。其幾

何及材料性質為： mL 2= ， mh 192.0= ， mt f 0085.0= ， mtw 0056.0= ，

mb 1.0= ，楊氏係數 GPaE 210= ，剪力係數 GPaG 77.80= ，密度

3/7800 mkg=ρ 。表 4.19為其斷面性質。圖 4.21為非線性靜態分析的負荷

－位移曲線圖，本研究邊界條件 BC1CM的負荷－位移曲線與圖 4.21中邊
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界條件 BC1P 的結果相同。本例題之線性側向-扭轉挫屈負荷解析解[32]為
kNPcr 65.221= ，本研究之非線性挫屈負荷為 kN49.221 ，零負載時本例題

之最小自然頻率為 190.81 (rad/s)，文獻[10]側向-扭轉挫屈負荷為 kN222 與

最小的自然頻率為 191.49 (rad/s)，表 4.20與表 4.21為前 10個最小的自然

頻率，本例題在挫屈前最小的振頻隨著負載的增加逐漸減少，直到挫屈時

自然頻率為 0。挫屈前 BC1P 的振動包含側向-扭轉振動(V,T)與軸向-側向

耦合振動(A,W)，BC1CM 的振動包含側向-扭轉振動(V,T)與側向無耦合振

動(W)，在挫屈後邊界條件 BC1P與 BC1CM的振動為軸向、兩側方向及扭

轉的耦合振動。圖 4.22為前三個最小自然頻率的頻率－負荷曲線圖。由圖

4.22 可見本文與文獻[10]的最小自然頻率在挫屈前的結果相當吻合，但挫

屈後的結果有明顯差異，因文獻[10]中沒有考慮軸向位移，故其挫屈後的

結果可能不正確。由圖 4.22、表 4.20 及表 4.21 可發現邊界條件 BC1P 及

BC1CM 的自然頻率相差很小，這可能是因為本例題之第一個軸向振動頻

率太高，故與低頻的振動之耦合不顯著。 

 
例題 4.2.5：T型斷面懸臂梁自由端承受一軸向力 

如圖 4.23 所示，一單對稱 T 型斷面(見圖 4.3)懸臂梁在自由端斷面形

心承受一軸向力P，其幾何、材料性質及斷面性質與例題 4.2.4 相同。本
例題之非線性挫屈負荷為 kN1393.82 ，圖 4.24 為非線性靜態分析的負荷－

位移曲線圖，表 4.22 為前 10 個最小的自然頻率，本例題在挫屈前最小的

振頻隨著負載的增加逐漸減少，直到挫屈時自然頻率為 0。圖 4.25為前三

個最小自然頻率的頻率－負荷曲線圖。 

 
例題 4.2.6：L型斷面懸臂梁自由端承受一軸向力 

如圖 4.26 所示，一不對稱角型斷面(見圖 4.6)懸臂梁在自由端斷面形

心 C 承受一軸向力P，其幾何及材料性質為： mL 4.1= ， mh 07275.0= ，

mb 04775.0= ， mt 0065.0= ，楊氏係數 GPaE 05328.193= ，包松比

3.0=ν ，密度 3/7800 mkg=ρ 。表 4.23 為其斷面性質。本例題的挫屈負荷

為 kN791.22 ，圖 4.27 為非線性靜態分析的負荷－位移曲線圖，表 4.24 為
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本例題承受固定軸力下的前 10 個最小的自然頻率，圖 4.28 為前三個最小

自然頻率的頻率－負荷曲線圖，本例題挫屈前的振動皆為(V,W,T)耦合振

動，挫屈後的振動為軸向、兩側方向及扭轉的耦合振動，由表 4.24 及圖
4.28可見本例題在軸力 0=P 的基頻 1ω 為 97.37 (rad/s)，隨著軸向負荷 P增

加， 1ω 逐漸減小，挫屈時 01 =ω ，但挫屈後隨著 P增加， 1ω 逐漸增大。 

 
4.3 開口薄壁梁的幾何非線性動態反應 

本節以不同的數值例題探討具不同斷面、邊界條件及負載之開口薄壁

梁的幾何非線性動態反應，本節中先分析各例題的非線性靜態反應及在固

定負載下的自然頻率，再探討動態負載大小與負載型態對梁的幾何非線性

動態反應的影響。本文亦考慮梁結構在固定預負載下的靜態平衡位置受到

動態負載作用的動態反應，並探討不同大小預負載對梁結構動態反應的影

響。本節中如果沒有特別說明，都使用 20 個梁元素離散例題中的梁結

構，容許誤差設為 410− 。 

 
例題4.3.1：懸臂直角構架角隅點承受一鉛直力 

如圖 4.29所示，一懸臂直角構架在其角隅點 A承受一鉛直力 )(tP ，在

時間 2=t 時即移去外力，讓它自由振動 [57]，其幾何及材料性質為：

10=L ， 610=EA ， 310=== GJEIEI zy ， 1=ρA ， 10== zy II ρρ 。本例題

共用了 10 個元素，時間增量 t∆ 取為 0.25，每個時間增量平均使用的迭代

次數約 6次。由圖 4.30和 4.31中所示的 A、B 兩點在 GX 3 方向上的位移與

文獻[57]及[58]的結果相近。本例題之軸向角速度與側向角速度的乘積相

當大，若不考慮速度耦合效應的影響，則所得到的結果與圖 4.30 及 4.31

的結果在最大位移處約有 10％的誤差。 

 
例題 4.3.2：旋轉薄圓盤的運動 

本題考慮如圖 4.32所示之旋轉薄圓盤的運動，此圓盤藉著一無質量的

剛性桿與一球接頭連接並受重力的作用，其初始角速度及幾何形狀如圖

4.32 所示。為了模擬此無質量剛性桿的作用，假設此剛性桿之半徑
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01.0=r ， 1010−=Aρ ， 1210=EA ， 7105.2 ×=== zy EIEIGJ 。本例題中僅

使用一個元素來進行分析，同時將此圓盤視為元素端點上的 lump mass (詳

見附錄 H)，本例題時間增量 t∆ 取為 0.001，由於此系統之運動為剛體運

動，可以應用三維剛體動力學求出此系統之初始速度及加速度見圖

4.33(a)、(b)。在受拘束的系統中若使用 Newmark trapezoidal rule )0( =α ，

則其加速度會有不穩定的現象[60]，本文使用了[60]中所建議的 Newmark-
β  damping scheme )05.0( −=α 及 HHT scheme )05.0( −=α 來改善其收斂

性。圖 4.34為本研究 0=α 及 05.0−=α 時，圓盤中心 X方向之加速度的歷

時分析的比較，由圖中可以發現當 0=α ，X方向加速度會有劇烈抖動的情

形 ， 若 使 用 HHT scheme )05.0( −=α 或 Newmark- β  damping 

scheme )05.0( −=α ，則抖動情形會獲得明顯改善。本例題使用 Newmark- β  

damping scheme )05.0( −=α 之結果與 HHT )05.0( −=α 的結果相同。圖 4.35

為系統角速度的變化過程，在圖 4.36中則描述圓盤中心在 XY平面上的運

動軌跡。圖 4.37 為本研究圓盤中心 X 方向之加速度的歷時分析與文獻結

果的比較。由圖 4.35-4.37可知本文結果與文獻[60]的結果相當吻合。 

 
例題 4.3.3：一端為球窩接頭之空間桿 

如圖 4.38所示，考慮一桿件，其一端與球窩接頭連結，自由端則受到

兩個衝擊力的作用，其幾何及材料性質為： 42.141=L ， 9=A ，

3886.11=J ， 75.6== zy II ，密度 3108.7 −×=ρ ，包松比 3.0=ν 。本例題

分析具不同 Young's Modulus 之桿件的運動情形： (a) 9101.2 ×=E , 

(b) 6103.6 ×=E 。 
此種一端與球窩接頭連接，一端不受拘束的桿件，其自然頻率為 

              4
2)(

l
l

ρ
βω EI

nn =                                                                                (4.4) 

第一個模態為 n = 1， 0)( 2
1 =lβ 為剛體模態，即 01 =ω ，第二個模態

為 n = 2， 418.15)( 2
2 =lβ ，由(4.4)式可求得情況(a) 2ω ＝1038.04，週期 T＝

2

2
ω

π
＝0.006053，情況(b) 2ω ＝56.9221，其週期 T＝

2

2
ω

π =0.1104。 

本例題使用 5個梁元素，時間增量 t∆ 取為 0.001，圖 4.39-4.40為情況(a)端
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點的 GX 2 、
GX 3 座標，圖 4.41-4.42為情況(b)端點的 GX 2 、

GX 3 座標。由圖可

知，本文結果與文獻[61]的結果非常接近。 

 
例題4.3.4：一雙對稱I型斷面梁承受均佈側向載重 

如圖 4.43 所示，一簡支雙對稱 I 型斷面(見圖 4.1)梁承受均佈側向載
重，其幾何及材料性質為： mL 10= ，  md 56.0= ， mt f 03.0= ，

mtw 012.0= ， mb 3.0= ， mxC 9048.6= ，楊氏係數 GPaE 210= ，剪力模

數 GPaG 77.80= ，線密度 mkgm /40.188= 。表 4.25 為其斷面性質。本例

題考慮 A、 B 兩端的邊界情況如下： (a) 0== BA uu , 0== BA ww , 

0=′=′ BA ww , (b) 0== BA uu , 0== BA ww , 0=′Aw , (c) 0== BA uu , 

0== BA ww , (d) 0=Au , 0== BA ww , (e) 0=Au , 0== BA ww , 0=′Aw , (f) 

0=Au , 0== BA ww , 0=′=′ BA ww , (g) 0=Au , 0=Aw , 0=′Aw 。情況(a)-(f)

負載 mkNP /30000 = ，情況(g)負載 mkNP /3000 = 。本例題時間增量 t∆ 取

為 0.0001 sec。圖 4.44-4.50為 C點在 GX1 與
GX 3 方向的位移。本例題情況(d)

的時間增量 t∆ 取為 0.00001 sec時與時間增量 t∆ = 0.0001 sec的結果相同。

由圖 4.44-4.50 可知本文結果邊界(a)-(c)、(f)及(g)與文獻[72]的結果相當吻

合，情況(d)、(e)與文獻[72]的結果有些差異。這可能是因為文獻[72]沒有

考慮梁的慣性矩造成的。 

 
例題4.3.5：簡支Z型斷面梁兩端承受一偏心軸向力 

如圖 4.51 所示，一簡支不對稱 Z 型斷面(見圖 4.5)梁兩端承受偏心軸

向力 P，該梁的兩端為自由翹曲，其幾何及材料性質為： mL 096.6= ，

mh 14288.0= ， mb 08573.0= ， mtt fw 0127.0== ， 楊 氏 係 數

GPaE 200= ，剪力模數 GPaG 23.77= ，密度 3/7800 mkg=ρ ，表 4.26 為

其斷面性質。當一軸向壓力P作用在梁斷面時，該點之節點外力除了軸向

力，還存在一雙力矩其值為- P 與翹曲函數在負荷作用點之值-

0.00445420 2m 的乘積。圖 4.52 為非線性靜態分析的負荷－位移曲線圖，

表 4.27 為梁在靜態負荷作用下的最小的 5 個自由振動頻率，圖 4.53-4.56

為其振態，由圖 4.53可以發現當 P = 0時，前兩個自然頻率的振態為側向
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振動，因本例題之總體座標軸非斷面主軸，故其振動為在 GX 2 方向的側向

振動與在 GX 3 方向的側向振動的耦合振動，由圖 4.54可發現 =P 40 kN時，

側向振動與 GX1 方向扭轉振動有明顯的耦合，但與
GX1 方向之軸向振動的耦

合甚小，由圖 4.52可見 =P 40 kN時，梁的位移還很小，故圖 4.54的結果

是可預期的。當 =P 80 kN及 =P 100 kN時，梁的靜態位移相當大，故由圖

4.55-4.56 可發現其 GX1 、
GX 2 及

GX 3 方向之振動的耦合非常明顯。本例題分

別分析了三種不同的負載 =0P 40, 80, 100 kN 的動態響應，圖 4.57-4.59 為

梁的時間－位移曲線圖。本例題時間增量 t∆ 取為 0.001 sec，每個時間增量

平均使用的迭代次數約 5次。圖 4.57-4.59應可視為對 =0P 40, 80, 100 kN之

靜態平衡點的大振幅的振動，比較圖 4.54-4.56 及圖 4.57-4.59 可以發現圖

4.57-4.59的振動週期與圖 4.54-4.56之前二個振態的週期大約相同，故本例

題對靜態平衡點的大振幅振動的週期與小振幅的週期似乎變化不大。 

 
例題4.3.6：懸臂槽型斷面直角構架自由端承受一水平力 

如圖 4.60 所示，一懸臂單對稱槽型斷面(見圖 4.4)直角構架在其自由

端斷面剪力中心承受一水平力 P。該構架為 C15×50 斷面，其腹板平放在
GG XX 21 − 平 面 上 ， 其 幾 何 及 材 料 性 質 為 ： )240(096.6 inmL = ，

)716.3(0943864.0 inmb = ， )65.0(01651.0 inmt f = ， )15(381.0 inmh = ，

)716.0(0181864.0 inmtw = ，楊氏係數 )000,29(81.199 ksiGPaE = ，剪力係

數 )200,11(168.77 ksiGPaG = ，密度 3/7800 mkg=ρ  ，表 4.28 為其斷面性

質。本例題在端點考慮兩種翹曲邊界條件：(a)在固定端和自由端為自由翹

曲，構架角隅接點 B 兩邊為自由翹曲， (b)在固定端為抑制翹曲和自由端

為自由翹曲，構架角隅接點 B 兩邊抑制翹曲。圖 4.61 與圖 4.62 分別為邊

界條件(a)及(b)的靜態分析的負荷－位移曲線圖，表 4.29-4.30 為梁在靜態

負荷作用下的自由振動頻率。圖 4.63-4.64為 P = 0時，最小 6個自然頻率

的振態，由表 4.29-4.30及圖 4.63-64可知，當負載為 0時，邊界條件(a)和

(b)的第一個自然頻率的振動主要為 AB 段的扭轉振動，BC 段是 B 點旋轉
造成的剛體運動及 GX 3 方向的側向振動，第三個自然頻率的振動主要為

AB段在 GX 2 方向的側向振動，BC段的軸向振動是由 B點的轉動造成的剛
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體運動，第四到六個自然頻率的振動為軸向、兩側向振動與扭轉振動的耦

合振動。由上述知邊界條件(a)和(b)之第一個振態為構架中桿件 AB的扭轉

振動，因為邊界條件(b)在固定端 A、角隅接點 B皆為抑制翹曲，故其第一
個自然頻率比邊界條件(a)大。第三個振態為直角構架中桿件 AB 在 GX 2 方

向的側向振動，故邊界條件(a)與邊界條件(b)的第三個自然頻率很接近。本

例題分析了負載 =0P 1, 5, 10, 15, 16, 17 kN的動態反應，本例題之時間增量

t∆ 在邊界條件(a)、(b)分別取為 0.0001 sec及 0.001 sec，本研究發現邊界條

件(a)的時間增量 t∆ 取 0.001 sec 時，在某些負載作用下的累積誤差會隨時

間增加而造成結果的發散，故其時間增量 t∆ 取 0.0001 sec。圖 4.65-4.83為

本文分析之結果。為了探討負載較小時，其自由端振動主要由那些振態貢

獻，本例題使用快速傅利葉轉換，分析負載 =0P 1, 5, 10 kN 自由端在側方

向位移的頻譜圖，使用快速傅利葉轉換分析時，邊界條件(a)取樣的週期時

間為 13.1072 sec，於一個週期時間內取樣的位移點數為 172 個，邊界條件

(b)取樣的週期時間為 8.192 sec，於一個週期時間內取樣的位移點數為 132

個，圖 4.84 與 4.85 分別為邊界條件(a)與邊界條件(b)在側方向位移的頻譜
圖，由邊界條件(a)的頻譜分析可以求得，當負載 =0P 1, 5, 10 kN 時，側向

位移在 GX 2 方向頻譜圖(見圖 4.84)中最大的無因次振幅尖峰值所對應的頻

率皆為 22.0510 (rad/s)，當負載 =0P 1 kN 時，側向位移在 GX 3 方向頻譜圖

(見圖 4.84)中 7 個最大的無因次振幅尖峰值所對應的頻率由小至大分別為

1.43811 、 9.10801 、 22.0510 、 52.2512 、 57.5243、 65.1942、 82.4515 
(rad/s)，當負載 =0P 5 kN時，側向位移在 GX 3 方向頻譜圖(見圖 4.84)中 7個

最大的無因次振幅尖峰值所對應的頻率由小至大分別為 1.43811、

8.62864、22.0510、50.3337、58.0036、66.6323、80.5340 (rad/s)，當負載
=0P 10 kN時，側向位移在 GX 3 方向頻譜圖(見圖 4.84)中最大的無因次振幅

尖峰值所對應的頻率為 1.43811 (rad/s)，由邊界條件(b)的頻譜分析可以求
得，當負載 =0P 1, 5, 10 kN時，側向位移在 GX 2 方向頻譜圖(見圖 4.85)中最

大的無因次振幅尖峰值所對應的頻率皆為 22.2427 (rad/s)，當負載 =0P 1 kN

時，側向位移在 GX 3 方向頻譜圖(見圖 4.85)中 7 個最大的無因次振幅尖峰

值所對應的頻率由小至大分別為 1.53398、9.20388、22.2427、54.4563、
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58.2913、69.0291、82.8350 (rad/s)，當負載 =0P 5 kN 時，側向位移在 GX 3

方向頻譜圖(見圖 4.85)中 7 個最大的無因次振幅尖峰值所對應的頻率由小

至大分別為 1.53398、9.20388、22.2427、52.9223、59.0583、70.5631、
81.3010 (rad/s)，當負載 =0P 10 kN 時，側向位移在 GX 3 方向頻譜圖(見圖

4.85)中最大的無因次振幅尖峰值所對應的頻率為 1.53398 (rad/s)。由圖

4.65-4.70 的振動週期、圖 4.63 的振態及週期與頻譜圖(見圖 4.84)可以發
現，當作用之負載 ≤0P  10 kN 時，自由端 C 點位移在 GX1 、

GX 2 方向的振

動主要是第三振態的貢獻，當作用之負載 =0P 1, 5 kN時，自由端 C點位移

在 GX 3 方向的振動主要應是第一至第七振態的貢獻，當作用之負載 =0P 10 

kN時，自由端 C點位移在 GX 3 方向的振動主要應是第一個振態的貢獻，由

頻譜圖(見圖 4.84)可以發現，第二至第七振態的貢獻已經不明顯。表 4.29

及 4.30 中可發現第三個振動頻率隨著負載的增加變化很小，圖 4.65-4.70
為自由端 C 點之時間-位移曲線圖，由圖中可發現位移在 GX1 、

GX 2 方向振

動週期隨著負載的增加變化很小。雖然本例題沒有偵測到挫屈負荷，但當

≥0P  15 kN 時，由圖 4.61 中可看出靜態位移有明顯劇增的情況，由圖

4.71-4.73亦可以發現位移的振幅急速變大。由圖 4.74-4.83可以發現邊界條

件(a)與邊界條件(b)的振動特徵相似。由邊界條件(a)的時間-位移圖(見圖

4.71-4.73)與邊界條件(b)的時間-位移圖(見圖 4.81-4.83)的比較可以發現，
當負載 ≥0P  15 kN且邊界條件(a)與邊界條件(b)作用相同的負載時，邊界條

件(a)振動的最大位移比邊界條件(b)振動的最大位移要大很多，即邊界條件

(b)有較大的承載能力。 

 
例題4.3.7：懸臂T型斷面梁自由端承受一鉛直力 

如圖 4.86 所示，一懸臂單對稱 T 型斷面(見圖 4.3)梁在其自由端剪心
承受一鉛直力 P 及水平力 PQ α= 、 1.0,01.0,001.0,0=α ，其幾何及材料性

質為： mL 4= ， mh 192.0= ， mb 1.0= ， mt f 0085.0= ， mtw 0056.0= ，

楊氏係數 GPaE 210= ，剪力模數 GPaG 77.80= ，密度 3/7800 mkg=ρ ，

表 4.19 為其斷面性質。圖 4.87 為 0=α 時，非線性靜態分析的負荷－位移

曲線圖，其非線性挫屈負荷為 kN26410.3 ，表 4.31為梁在靜態負荷作用下
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的自由振動頻率，圖 4.88 為 0=P 時前五個自然頻率的振態圖。本例題動

態分析考慮圖 4.86所示之三種不同的負荷情況 Case (a)、Case (b) 與 Case 
(c)，圖 4.89-4.100為自由端 A點在 GX 3 方向的位移，本例題情況(a)及(b)的

時間增量 t∆ 取為 0.001 sec，情況(c) 時間增量 t∆ 取為 0.001 sec時與時間增

量 t∆ 取為 0.0001 sec 有少許差異，所以情況(c)的時間增量 t∆ 取為 0.0001 

sec。由表 4.31 及圖 4.88 可知，當負載為 0 時，第一個自然頻率為

)/(3660.211 srad=ω ，週期 T＝
1

2
ω
π
＝0.294074 sec，其振動為在 GX 2 方向的

側 向 振 動 與 扭 轉 振 動 的 耦 合 振 動 ， 第 二 個 自 然 頻 率 為

)/(9937.712 srad=ω ，週期 T＝
2

2
ω

π
＝0.0872741 sec，因圖 4.88 中之軸向

位移為剪心之軸向位移，故其振動為軸向振動與在 GX 3 方向的側向振動的

耦合振動。Case (a)在 0=Q 時，因為 )(tP 到達最大負載的時間約為其振動

週期的一半，由圖 4.89 可看出在 GX 3 方向的最大位移與圖 4.87 負載P  = 3 

kN 時的靜態位移相比差不多。隨著 PQ α= 的增加，由圖 4.90-4.92 可看出

位移在 GX 2 方向的振幅會變大，但是週期並無明顯變化。Case (c)當

PPQ 01.0,001.0= 時，由圖 4.98-4.99 可發現其在 GX 2 方向振動的振幅有劇

增的情形。 

 
例題4.3.8：懸臂單對稱槽型斷面梁自由端承受一偏心鉛直力 

如圖 4.101 所示，一懸臂單對稱槽型斷面(見圖 4.4)梁在其自由端承受
一偏心鉛直力 P，其幾何及材料性質為： mL 9= ， mh 284.0= ，

mb 095.0= ， mt f 016.0= ， mtw 01.0= ，楊氏係數 GPaE 210= ，包松比

3.0=ν  ，密度 3/7800 mkg=ρ ，表 4.32為其斷面性質。本例題考慮的負荷

作用點及方向有如圖 4.101 所示三種情況：(a)垂直向下力作用在形心，(b)

垂直向下力作用在腹板的頂端，(c)垂直向下力作用在腹板的底端。圖

4.102 為非線性靜態分析的負荷－位移曲線圖，表 4.33 為梁在靜態負荷作

用下的自由振動頻率，圖 4.103-4.106為 Case (a)在不同靜態負載之靜態平

衡點的振動模態。由表 4.33及圖 4.103可知，當負載為 0時，第一個自然
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頻率為 )/(96476.61 srad=ω ，週期 T＝
1

2
ω
π
＝0.902140 sec，因圖 4.103中之

軸向位移為剪心之軸向位移，故其振態為軸向振動與在 GX 2 方向的側向振

動的耦合振動，第二個自然頻率為 )/(3409.242 srad=ω ，週期 T＝
2

2
ω

π
＝

0.258133 sec，其振態為在 GX 3 方向的側向振動與扭轉振動的耦合振動。由

表 4.33 可以發現情況(a)-(c)其第一及第二個自然頻率會隨著負載的增加先

減小再增加。本例題分析了二種不同大小的負載 =0P 5, 10 kN，本例題測

試了時間增量 t∆ 為 0.001 sec 與時間增量 t∆ 為 0.0001 sec 的情況，兩種時

間增量的結果相當吻合，本例題的時間－位移曲線圖是時間增量 t∆ =0.001 
sec的結果，圖 4.107-4.112為情況(a)-(c)之自由端剪心 A在 GX1 方向、

GX 2

和 GX 3 方向之時間-位移曲線圖。 

 
例題4.3.9：懸臂不對稱槽型梁自由端承受一偏心鉛直力 

如圖 4.113 所示，一懸臂不對稱槽型斷面(見圖 4.4)梁在其自由端承受
一偏心鉛直力 P ，其幾何及材料性質為： mL 2= ， mh 1.0= ，

mb 02.01 = ， mb 04.02 = ， mttt w 005.021 === ，楊氏係數 GPaE 210= ，

剪力模數 GPaG 77.80= ，密度 3/7800 mkg=ρ ，表 4.34為其斷面性質。本

例考慮兩種情況：(a) 負荷作用在自由端斷面的剪心， (b) 負荷作用在自由

端斷面的形心。圖 4.114 為其非線性靜態分析的負荷－位移曲線圖，表

4.35為其在不同靜態負荷作用下的自由振動頻率，圖 4.115-4.117為其振態
圖。本例題考慮的動態負載為 )(tP  = 3 kN，圖 4.118與圖 4.119為自由端負

荷作用點在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之時間-位移曲線圖，本例題時間增

量 t∆ 取為 0.0005 sec。如將時間增量 t∆ 減小為 0.0001 sec時，其動態反應

與時間增量 t∆ 取為 0.0005 sec 的結果相同。由圖 4.114 可見將負荷加在剪

心和形心的負荷-位移曲線相差不是很大，但由圖 4.118與圖 4.119可發現

其時間－位移圖有相當大的差異。 

 
例題4.3.10：懸臂不對稱角型斷面梁自由端承受一偏心軸向力 
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如圖 4.120 所示，一懸臂不對稱角型斷面(見圖 4.6)梁在其自由端承受

一偏心軸向力 P。其幾何、材料性質及斷面性質與例題 4.2.6 相同。圖

4.121 為其非線性靜態分析的負荷－位移曲線圖，表 4.36 為其在靜態負荷

作用下的自由振動頻率，圖 4.122-4.124為其振態圖。本例題分析了二種不

同的負載 =0P 15, 25 kN的動態反應，本例題測試了時間增量 t∆ =0.0005 sec

與時間增量 t∆ =0.0001 sec的情況，兩種時間增量的結果相當吻合，所以本

例題時間增量 t∆ 取為 0.0005 sec。圖 4.125為 =0P 15 kN時，自由端在 GX1

方向、 GX 2 和
GX 3 方向之時間-位移曲線圖，每個時間增量平均使用的迭代

次數約 5 次。圖 4.126 為 =0P 25 kN 時，自由端在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方

向之時間-位移曲線圖，每個時間增量平均使用的迭代次數約 8 次。由表

4.36 及圖 4.122 可以發現，當負載為 0 時，第一個自然頻率為

)/(3704.971 srad=ω ，週期 T＝
1

2
ω
π
＝0.0645287 sec，因圖 4.122 中之軸向

位移為剪心之軸向位移，故其振動為軸向振動、兩個側方向振動與扭轉振

動的耦合振動，第一個自然頻率會隨著負載的增加先遞減後再增加。當負

載為 15 kN 時，第一個自然頻率為 )/(3423.591 srad=ω ，週期 T＝
1

2
ω
π
＝

0.105880 sec，該振動週期與圖 4.125 之時間－位移圖的振動週期相當吻

合，故圖 4.125 的振動主要應是第一個振態的振動，由圖 4.125 可以發現
=0P 15 kN 時其振幅甚小，所以其振動週期會接近對應的線性振動的自然

頻率。當負載為 25 kN 時，第一個自然頻率為 )/(0313.471 srad=ω ，週期

T＝
1

2
ω
π
＝0.133596 sec，由圖 4.126可以發現 =0P 25 kN時之時間－位移曲

線圖的振動週期較對應之線性振動的 1ω 大，圖 4.126 之振動的振幅相當

大，所以其週期會大於對應的線性振動的自然頻率。 

 
例題4.3.11：懸臂Z型斷面梁自由端形心承受一軸向力 

如圖 4.127所示，一懸臂 Z型斷面(見圖 4.5)梁自由端形心承受一軸向

壓力作用，該懸臂梁的固定端為抑制翹曲，自由端為自由翹曲，其幾何及

材料性質為： mL 3= ， mh 3.0= ， mb 2.0= ， mtt fw 01.0== ，楊氏係數
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GPaE 206= ，包松比 3.0=ν ，密度 3/7800 mkg=ρ ，表 4.37 為其斷面性

質。當一軸向壓力 P 作用在梁斷面剪心時，該點之節點外力除了軸向力，

還存在一雙力矩其值為-P 與其翹曲函數在斷面剪心之值 0.00857143 2m 的

乘積。圖 4.128 為非線性靜態分析的負荷－位移曲線圖，本例題之非線性

挫屈負荷為 kN012.906 ，表 4.38為梁在靜態負荷作用下的自由振動頻率，

圖 4.129-4.131 分別為 =P 0、400、800 kN 時的振態。圖 4.132 為負載
=0P 800 kN 時梁自由端 C 點在 GX1 方向與扭轉角之時間-位移曲線圖，本

例題測試了時間增量 t∆ 取為 0.0001 sec 與時間增量 t∆ 取為 0.00001 sec 的

情況，兩種時間增量的扭轉位移結果相當吻合，所以本例題的結果為取 t∆  

= 0.0001 sec的結果，每個時間增量平均使用的迭代次數約 4次。由表 4.38

及圖 4.129-4.131可知，本例題的自然頻率會隨著負載的增加逐漸減小，當

負載為 800 kN 時，第一個自然頻率為 )/(0450.341 srad=ω ，週期 T＝
1

2
ω
π

＝0.184555 sec，其振態主要為在 GX 2 方向的側向振動，第二個自然頻率為

)/(502.1492 srad=ω ，週期 T＝
2

2
ω

π
＝0.0420274 sec，其振動主要為扭轉振

動，第五個自然頻率為 )/(474.8465 srad=ω ，週期 T＝
5

2
ω
π
＝0.00742277 

sec，其振動主要為扭轉振動。本例題的第一個軸向振動的頻率為

ρ
πω E
L21 = =2690.82 )/( srad ，週期 T＝

1

2
ω
π
＝2.335 310−×  sec，由圖 4.132

可見本例題的軸向振動的週期約為第一個軸向振動的週期，故該振動主要

為第一個軸向振態的振動。第二個自然頻率的振動週期與圖 4.132 中扭轉

振動的週期相當吻合，圖 4.132 中的扭轉振動主要為第二個扭轉振態的振

動，但亦包含第五振態的貢獻。 

 
例題4.3.12：懸臂Z型斷面梁自由端承受一軸向預負載然後再加一側向力 

如圖 4.133所示，一懸臂 Z型斷面(見圖 4.5)梁自由端斷面形心承受一
軸向預負載 CP ，然後再加一側向力 P  = 200 kN，梁變形前元素斷面座標

S
ix )3,2,1( =i 與總體固定座標 G

iX )3,2,1( =i 重合，其幾何、材料性質及斷
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面性質與例題 4.3.11 相同。當一軸向力- CP 作用在梁斷面剪心時，該點之

節點外力除了軸向力，還存在一雙力矩其值為- CP 與翹曲函數在斷面剪心

之值 0.00857143 2m 的乘積。為了探討預負載對梁結構靜態及動態分析的

影響，本例題考慮了預負載 =CP 0, 200, 400, 800 kN，圖 4.134-4.135為預負

載作用下之非線性靜態分析的負荷－位移曲線圖，表 4.39為梁在靜態負荷

作用下的自由振動頻率，圖 4.136-4.139 為其振態。圖 4.140-4.143 為梁受

不同預負載下自由端在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之時間-位移曲線圖，本

例題測試了時間增量 t∆ 取為 0.001 sec 與時間增量 t∆ 取為 0.0001 sec 的情

況，兩種時間增量的位移隨著時間增加會有差異，所以本例題時間增量 t∆

取為 0.0001 sec。由表 4.39及圖 4.136-4.139可以發現 ≤CP 400 kN時，第三

個自然頻率及振態變化很小，圖 4.140-4.142 中可以看出位移在 GX3 方向振

動的週期變化很小且約等於無負載下之第三個自然頻率，所以圖 4.140-
4.142 位移在 GX3 方向的振動主要應是第三個振態的貢獻。由表 4.39 可以

發現在固定預負載 CP 作用下其第一個自然頻率會隨著負載的增加先遞減再

增加。當負載 =P 200 kN 時，第一個自然頻率會隨著預負載 CP 的增加逐漸

遞減，由圖 4.140-4.143 中可以發現位移在 GX 2 方向振動的週期越來越大，

當預負載 CP =800 kN 時，位移在 GX 2 方向的振幅已超越位移在
GX 3 方向的

振幅。 
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第 五 章 結 論 與 展 望 

 

本研究的主要目的是以一致性共旋轉法 (consistent corotational 

formulation)推導一個薄壁開口梁元素，並將其應用在梁結構的自由振動分

析及幾何非線性動態分析。 

本文中推導的梁元素有兩個節點，每個節點有七個自由度，即三個位

移、三個旋轉及一個扭轉率。本文中將元素節點定在元素兩端斷面的剪

心，並取梁元素的剪心軸當作參考軸。本研究用傳統的力、力矩及雙力矩

為廣義的節點力。本文用對固定座標的旋轉向量描述元素間共同節點的有

限旋轉(Finite rotation)，但用對固定座標的傳統角速度及角加速度向量描

述節點的旋轉和時間的關係。 

為了從元素的總位移中去除剛體旋轉，本研究在梁元素當前的變形位

置上，利用元素節點的座標及斷面方位建立一個移動元素座標，並在該移

動元素座標上描述元素的變形，本研究用三個旋轉參數描述元素斷面在移

動元素座標上的方位，本研究在一個與當前的移動元素座標重合的固定元

素座標上，推導出元素節點受到對固定元素座標的擾動節點位移和旋轉作

用後，擾動後的移動元素座標與固定元素座標的關係及元素擾動節點位移

和旋轉與元素擾動節點旋轉參數的關係。本研究利用元素節點在當前固定

元素座標的位移和旋轉及其擾動量、速度、加速度、角速度、角加速度，

推導出移動元素座標的角速度及角加速度及元素節點的變形參數對時間的

一次及二次微分。據本人所知，文獻上還未見到有人以一致性共旋轉法推

導出三維梁元素之移動元素座標的角速度及角加速度。本研究利用虛功原

理和 D’Alembert 原理，以梁之正確的變形機制(Kinematics)及完整非線性

梁理論之二階一致線性化(consistent second order linearzation)在當前的固定

元素座標推導元素節點變形力及慣性力，本研究中保留了變形力中撓曲、

扭曲及軸向變形間之耦合項、軸向扭轉率的三階項、慣性力中速度間的耦

合項及扭轉率與加速度間的耦合項。為了推導上的方便，本研究用虛功原

理推導梁元素節點變形力時，先推導出對應於元素節點旋轉參數的廣義節

點力矩，再用 controgradient law求得傳統節點力和力矩。本研究在推導元
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素節點在當前固定元素座標的擾動位移和擾動旋轉與元素節點旋轉參數的

擾動量的關係時，保留了其值為零的節點對固定元素座標的位移及旋轉向

量，即元素節點變形力中考慮了元素剛體運動的效應，故可由元素節點變

形力對節點參數微分求得元素切線剛度矩陣，文獻上用一致性共旋轉法推

導元素節點變形力時，都將元素的剛體運動除掉，故在推導元素切線剛度

矩陣時，除了元素節點變形力對節點參數微分外，還要另外考慮元素剛體

運動對節點力方向的影響，外加一個穩定矩陣(stability matrix)。本研究推

導元素的節點慣性力時，先將對移動元素座標的節點擾動位移及擾動旋轉

參數表示成當前固定元素座標的節點擾動位移和旋轉之函數，故可直接求

得元素的節點慣性力，元素的一致性質量矩陣(consistent mass matrix) 可由

元素節點的慣性力對元素節點的加速度微分求得。 

本研究採用基於弧長法和牛頓-拉福森法的增量迭代法解非線性平衡方

程式，本研究採用次空間法(Subspace Iteration Method)解梁結構的自然頻

率及振動模態。本文應用 Newmark 直接積分法和牛頓-拉福森法的增量迭

代法解非線性運動方程式。本研究以數值例題探討不同斷面、邊界條件及

負載對開口薄壁梁之自然頻率、振動模態及幾何非線性之動態反應之影

響，以說明本研究提出之非線性開口薄壁梁元素的正確性及有效性，並驗

證文獻上梁結構之自然頻率及幾何非線性之動態反應之正確性。 

本研究的結論可歸納如下： 

1. 本研究推導梁元素過程，為了保留各種變形間的耦合，在計算 Green 

strain 與決定節點旋轉參數時，須先將 Green strain 及其變分中的變形參

數保留到適當的階數，然後在適當的時候將節點內力作一致性二階線性

化，以推導正確之節點變形力、節點慣性力、切線剛度矩陣及質量矩

陣。 

2. 隨著元素數目的增加，梁元素之長度，剪心軸之側向位移的一次微分 

(斜率)及扭轉角會趨近於零，所以元素節點內力及剛度矩陣中含這些量

之項亦會趨近於零，將這些量去掉可以解決某些結構問題需使用過多元

素才會收斂的問題[36]，故本研究亦去掉元素節點變形力、元素節點慣

性力及元素切線剛矩陣中隨著元素數目的增加會趨近於零的項。雖然隨
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著元素數目的增加，梁元素之長度，剪心軸的斜率及扭轉角會趨近於

零，可以忽略，但這些量對時間的一次及二次微分並不會趨近於零，所

以本研究在元素節點慣性力中，保留這些量對時間的的一次及二次微

分。 

3. 軸向扭轉率的三階項是所有三階項中的支配項，而且是反映梁受到純扭

矩時產生非線性行為重要的內力項[8]，所以本文在元素節點變形力保留

至軸向扭轉率的三階項。 

4. 當開口薄臂梁斷面的形心與剪心不重合時，其側向振動與扭轉振動是耦

合的，文獻上一般都是認為其軸向振動是獨立的，但當銷接端的軸向位

移不是拘限在斷面形心時，軸向振動與側向振動及扭轉振動應是全部或

部分耦合的。本研究之梁元素的節點自由度都定義在剪心上，所有自由

度對應的廣義力皆定義在剪心上，為了正確地描述邊界條件，節點的位

置必須和邊界的自由度一致，所以本文在附錄 G 中利用元素斷面為剛體

的假設，導出薄臂梁元素不同節點自由度的關係及對應於不同節點自由

度之元素剛度矩陣的關係。由 4.1 節例題可以發現當銷接端的軸向位移

拘限在形心時，本文的結果與文獻的結果相當吻合，但當銷接端的軸向

位移拘限不在形心或對稱軸上時，本文的結果證實軸向振動、兩側向振

動及扭轉振動是耦合的，但文獻上並無結果可以比較。 

5. 梁結構在負載下的自然振動是指梁結構對該負載下之靜態平衡點的微小

振動，故梁在負載下的位移包含靜態平衡變形及以靜態平衡變形為平衡

點的自由振動。本文 4.2 節的例題是探討梁結構在通過形心的軸力作用

下的自然振動，由本節的例題可以發現在挫屈前，本文的結果與文獻上

不考慮軸向變形的結果相當吻合，故梁在挫屈前的軸向變形對分析的結

果似乎影響很小，由例題 4.2.3發現僅考慮扭轉振動與軸向振動的 I型簡

支梁受軸力作用時，在挫屈前其扭轉振動與軸向振動是獨立的，但在挫

屈後其軸向振動與扭轉振動是耦合的，由例題 4.2.4發現 T型簡支梁受軸

力作用時，在挫屈前本文的結果與文獻上不考慮軸向變形的結果相當吻

合，但在挫屈後本文的結果與文獻上的結果有相當的差異，故梁在挫屈

後的軸向變形似乎不能忽略。由例題 4.2.3-4.2.6 可以發現梁在挫屈前最
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小的振動頻率隨著軸力的增加逐漸減少，挫屈時最小的振動頻率為 0。

軸力的大小對前兩個自然振動頻率有很大的影響，但對第三個以後的振

動頻率的影響不大。 

6. 用可變形體模擬剛體時，需用很大的剛度，故直接積分法用 Newmark 

trapezoidal rule 時，加速度會有抖動現象，故本文例題 4.3.2 除使用

Newmark trapezoidal rule 外，另應用了 Newmark- β  damping scheme 及

HHT scheme [85]，發現二者有相同的結果且確能消除加速度的抖動現

象，本文的結果與文獻[60]的結果相當吻合且有較小的抖動現象。 

7. 雖然例題 4.3.6、4.3.8及 4.3.10中沒有偵測到挫屈負荷，但由負荷－位移

曲線圖中可看出位移有明顯增加的情況，故梁在負載下的靜態平衡變形

對其自然頻率應有很大的影響，本文的結果發現第一個自然頻率隨著負

載的增加先減小再增加，當梁結構變形小的時候，在階躍負載(Step 

loading)下的振動週期與對應於該固定負載下之靜態平衡點的自然頻率相

當一致。由時間－位移曲線圖可以發現隨著負載的增加位移的振幅亦急

速變大。 

8. 因文獻上缺乏三維薄壁開口梁動態分析的結果，故本研究 4.3 節中三維

薄壁開口梁動態分析的的結果可以供以後的研究參考及比較。 

 
以下為本研究未來的展望： 
本研究假設材料為線性材料、梁斷面不會扭曲變形、梁結構不會局部

挫屈(Local buckling)，在結構受到大變形或較高的負荷可能已產生部分的
降伏，所以對開口薄壁梁挫屈後的大變形需考慮其材料非線性。對於較短

的梁須要考慮剪變形的效應，還有其挫屈可能是非彈性的並伴隨著局部挫

屈(Local buckling)或扭曲挫屈(Distorsional buckling)。故在未來的研究

可在局部挫屈、扭曲挫屈、結構之初始不完美(initial imperfection)及

阻尼效應做進一步的探討。 
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表 4.1  單對稱槽型斷面性質(例題 4.1.1, 例題 4.2.2) 
Section geometry of monosymmetric 
channel cross section: mb 057375.0= , 

,00125.0 mtt wf == mh 09875.0=  

e (m) 0.02229 

c (m) 0.01542 

y p  (m) -0.03771 

zp  (m) 0 

A (m2) 410669.2 −×  

I y  (m4) 7105.4 −×  

I z  (m4) 810396.9 −×  

α y  (m5) 0 

αz  (m5) 910449.1 −×  

α yz  (m5) 910094.3 −×  

αzy  (m5) 0 

KI  (m6) 910741.4 −×  

J (m4)   10104.1 −×  

J y  (m5) 0 

Jz  (m5) 1210621.2 −×  

Jω  (m6) 0 

Iω  (m6) 1010636.1 −×  

α ωy  (m6) 0 

α ωz  (m6) 0 

αωyz  (m6) 1010601.1 −×  

αωy  (m7) 0 

αωz  (m7) 1210922.1 −×  

αω  (m8) 0 
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表 4.2 例題 4.1.1單對稱槽型斷面梁之自然頻率(rad/s) 

Mode BC1P BC1CM(C) BC1CM[48] BC1RM(R) BC2X BC2CM[48] BC3X BC3CM[48] 
1 421.59 (W,T) 421.59 (W,T) 421.73 421.57 159.38 (W,T) 159.40 938.20 (W,T) 938.71 
2 587.73 (A,V) 592.83 (V) N/A 587.70 211.31 (V) N/A 1343.52 (V) N/A 
3 1653.48 (W,T) 1653.48 (W,T) 1656.69 1652.91 616.68 (W,T) 619.21 2573.86 (W,T) 2579.75 
4 1717.33 (W,T) 1717.33 (W,T) 1732.59 1688.39 932.51 (W,T) 934.00 3690.20 (V) N/A 
5 2270.23 (A,V) 2363.83 (V) N/A 2273.52 1320.33 (V) N/A 3880.90 (W,T) 3924.04 
6 3698.25 (W,T) 3698.25 (W,T) 3714.81 3695.20 2575.91 (W,T) 2585.97 5025.75 (W,T) 5050.68 
7 4473.19 (A,V) 5291.02 (V) N/A 4337.38 3679.45 (V) N/A 7194.27 (V) N/A 
8 6288.05 (A,V) 6445.14 (A) N/A 5896.49 3757.01 (W,T) 3866.61 8272.94 (W,T) 8344.01 
9 6544.06 (W,T) 6544.06 (W,T) 6596.09 6545.51 5018.13 (W,T) N/A 10387.2 (W,T) N/A 
10 6687.65 (W,T) 6687.65 (W,T) N/A 7094.14 6445.14 (A) N/A 11803.9 (V) N/A 
Mode BC4P(QM) BC4C BC4R   BC5P BC5CM BC5RM BC5C BC5R   
1 163.61 (W,T) 408.32 (W,T) 178.45 163.61 (W,T) 163.61 (W,T) 163.62 408.32 (W,T) 214.67 
2 925.95 (V) 823.00 (W,T) 768.58 932.01 (W,T) 925.95 (V) 931.96 823.00 (W,T) 782.78 
3 932.01 (W,T) 925.95 (V) 1118.52 1082.89 (A,V) 932.01 (W,T) 1064.72 925.95 (V) 1268.26 
4 2554.59(W,T) 2176.52(W,T) 2367.26 2554.59 (W,T) 2554.59 (W,T) 2565.70 2176.52 (W,T) 2369.86 
5 2700.77(W,T) 2990.64 (V) 2680.95 2700.77 (W,T) 2700.77 (W,T) 2749.00 2990.64 (V) 2736.22 
6 2990.64 (V) 3364.10(W,T) 3236.91 3144.22 (A,V) 2990.64 (V) 3163.62 3364.10 (W,T) 3431.85 
7 5015.73(W,T) 4677.57(W,T) 4799.19 5015.73 (W,T) 5015.73 (W,T) 5016.39 4677.57 (W,T) 4800.71 
8 6206.27 (V) 6206.27 (V) 6445.14 (A) 6225.49 (A,V) 6206.27 (V) 6225.34 6206.27 (V) 6453.34 
9 6445.14 (A) 6445.14 (A) 6454.25 8218.19 (W,T) 8218.19 (W,T) 8166.81 7541.26 (W,T) 8027.73 
10 8218.19(W,T) 7541.26(W,T) 8039.06 8475.59 (W,T) 8475.59 (W,T) 8357.95 9555.59 (W,T) 8270.84 
X = P, QM, C, R;  Q = C, R; ),( RR zyR : myR 03771.0−=  , mzR 03771.0=  
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表 4.3  單對稱半圓型斷面性質(例題 4.1.2, 例題 4.2.1) 
Section geometry of monosymmetric 
semicircular cross section: 

mb 057375.0= , 
,00125.0 mtt wf == mh 09875.0=  

e (m) 0.0066 

c (m) 0.0089 

y p  (m) 0155.0−  

zp  (m) 0 

A (m2) 610308 −×  

I y  (m4) 9106.92 −×  

I z  (m4) 9107.17 −×  

α y  (m5) 0 

αz  (m5) 111024.6 −×  

α yz  (m5) 101077.4 −×  

αzy  (m5) 0 

KI  (m6) 101079.1 −×  

J (m4)   91064.1 −×  

J y  (m5) 0 

Jz  (m5) 111015.1 −×  

Jω  (m6) 0 

Iω  (m6) 121052.1 −×  

α ωy  (m6) 0 

α ωz  (m6) 0 

αωyz  (m6) 121031.2 −×  

αωy  (m7) 0 

αωz  (m7) 151017.8 −×  

αω  (m8) 0 
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表 4.4 例題 4.1.2單對稱半圓型斷面梁之自然頻率(rad/s) 

Mode BC1P BC1CM(C) BC1CM[49] BC1RM(R) BC2X BC2CM[49] BC3X BC3CM[49] 
1 558.74 (A,V) 560.71 (V) 560.90 558.73 199.80 (V) 199.81 1250.52 (W,T) 1249.16 
2 945.30 (W,T) 945.30 (W,T) 945.24 944.53 400.66 (W,T) 400.80 1270.95 (V) 1271.59 
3 2009.60 (W,T) 2009.60 (W,T) 2012.63 1997.26 865.83 (W,T) 865.07 2673.26 (W,T) 2670.61 
4 2206.49 (A,V) 2240.04 (V) 2243.79 2207.87 1250.63 (V) 1252.30 3498.43 (V) 3505.20 
5 2300.16 (W,T) 2300.16 (W,T) 2298.45 2299.70 1750.07 (W,T) 1748.92 3871.43 (W,T) 3883.57 
6 3798.31 (W,T) 3798.31 (W,T) 3795.86 3797.40 3043.63 (W,T) 3045.90 4372.76 (W,T) 4370.77 
7 4807.37 (A,V) 5029.68 (V) 5048.54 4785.50 3495.17 (V) 3506.58 6281.11 (W,T) 6278.85 
8 5562.54 (W,T) 5562.54 (W,T) 5560.68 5561.53 4135.81 (W,T) 4171.03 6843.26 (V) 6871.67 
9 6860.48 (W,T) 6860.48 (W,T) 6952.91 6488.87 4828.49 (W,T) 4827.69 8580.75 (W,T) 8581.13 
10 7537.11 (A,V) 7652.06 (W,T) 7652.73 7640.26 6763.06 (W,T) 6762.97 10443.3 (W,T) 10609.6 
Mode BC4P(QM) BC4C BC4R   BC5P BC5CM BC5RM BC5C BC5R   
1 594.37 (W,T) 773.98 (W,T) 534.42 (V,W,T) 594.37 (W,T) 594.37 (W,T) 594.78 773.98 (W,T) 535.13 
2 875.88 (V) 875.88 (V) 913.38 (V,W,T) 1028.87 (A,V) 875.88 (V) 1011.10 875.88 (V) 1059.23 
3 1748.84 (W,T) 1543.49 (W,T) 1670.78 (V,W,T) 1748.84 (W,T) 1748.84 (W,T) 1754.80 1543.49 (W,T) 1674.20 
4 2634.59 (W,T) 2451.26 (W,T) 2577.27 (V,W,T) 2634.59 (W,T) 2634.59 (W,T) 2672.19 2451.26 (W,T) 2650.57 
5 2834.65 (V) 2834.65 (V) 2840.87 (V,W,T) 3001.94 (A,V) 2834.65 (V) 3017.54 2834.65 (V) 2859.78 
6 3353.38 (W,T) 3799.00 (W,T) 3382.11 (V,W,T) 3353.38 (W,T) 3353.38 (W,T) 3373.17 3799.00 (W,T) 3517.92 
7 4820.82 (W,T) 4662.84 (W,T) 4605.69 (V,W,T) 4820.82 (W,T) 4820.82 (W,T) 4821.55 4662.84 (W,T) 4607.77 
8 5901.65 (V) 5901.65 (V) 5904.81 (V,W,T) 6037.32 (A,V) 5901.65 (V) 6030.45 5901.65 (V) 5981.86 
9 6763.05 (W,T) 6249.81 (W,T) 6782.30 (V,W,T) 6763.05 (W,T) 6763.05 (W,T) 6764.08 6249.81 (W,T) 6837.19 
10 8491.39 (W,T) 8138.37 (W,T) 8458.25 (V,W,T) 8491.39 (W,T) 8491.39 (W,T) 8519.58 8138.37 (W,T) 8476.00 
X = P, QM, C, R;  Q = C, R; ),( RR zyR : myR 0155.0−=  , mzR 0155.0=  
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表 4.5  不對稱斷面 A性質(例題 4.1.3) 

Section geometry of unsymmetric cross 

section A: mb 1.0= , mh 3.0= , 

mt 02.0=  

1e  (m) 0.160460 

2e  (m) 0.247742 

1c  (m) 0.141176 

2c  (m) 0.291176 

θ  (rad) -0.0407036 

y p  (m) -0.235262 

zp  (m) -0.311468 

A  (m2) 0.034 

I y  (m4) 41081146.5 −×  

I z  (m4) 31075303.1 −×  
α y  (m5) 61040048.8 −×  

αz  (m5) 51078362.3 −×  
α yz  (m5) 61008704.2 −×−  
αzy  (m5) 61038024.9 −×  

KI  (m6) 31036446.2 −×  

J (m4)   
61053333.4 −×  

J y  (m5) 71005995.7 −×−  

Jz  (m5) 5104248.5 −×−  

Jω  (m6) 51094264.2 −×−  

Iω  (m6) 41028016.1 −×  
α ωy  (m6) 61012452.3 −×  

α ωz  (m6) 51011198.4 −×−  
αωyz  (m6) 5109055.2 −×−  
αωy  (m7) 51053481.1 −×  

αωz  (m7) 51044954.1 −×  

αω  (m8) 71086403.5 −×  
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表 4.6 例題 4.1.3 不對稱斷面梁 A之自然頻率(rad/s)  

(a) 梁離散成 20個元素 

Mode BC1P  BC1CM(C) BC1CM[50] BC2X  BC3X BC4P(CM) BC4C BC5P BC5CM   BC5C 
1 54.41 54.54 54.54 20.56 120.71 28.47 69.09 28.50 28.47 69.09 
2 80.83 81.83 81.83 30.27 183.35 105.74 90.48 117.88 105.74 90.48 
3 210.56 212.57 212.57 79.36 330.70 143.98 132.43 158.38 143.98 132.43 
4 212.58 212.74 212.73 120.46 474.68 306.10 269.73 309.54 306.10 269.73 
5 302.70 322.45 322.45 181.25 502.33 341.73 398.81 347.23 341.73 398.81 
6 459.11 475.07 475.05 331.20 645.27 425.38 461.71 444.96 425.38 461.71 
7 562.80 719.56 719.57 462.95 977.56 629.00 565.30 632.02 629.00 565.30 
8 790.77 804.90 (A) N/A 501.21 1061.68 804.90 (A) 804.90 (A) 850.13 857.03 848.73 
9 820.47 819.00 819.01 644.42 1269.75 857.03 848.73 1012.48 1013.10 949.86 
10 878.69 840.03 N/A 804.90 (A) 1577.75 1013.10 949.86 1067.82 1072.85 1216.53 
11 1293.13 1267.51 N/A 972.67 1601.13 1072.85 1216.53 1223.76 1431.19 1433.88 
12 1333.75 1305.48 N/A 1059.01 1611.04 (A) 1431.19 1433.88 1570.27 1570.48 1459.15 
13 1767.33   1768.81 1768.75 1241.30 2190.78 1570.48 1459.15 1598.39 1611.04 (A) 1611.04 (A) 
X = P, CM, C 
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(b) 梁離散成 40個元素 

Mode BC1P  BC1CM(C) BC2X  BC3X BC4P(CM) BC4C BC5P BC5CM   BC5C 
1 54.41 54.54 20.56 120.71 28.47 69.09 28.50 28.47 69.09 
2 80.83 81.83 30.27 183.35 105.74 90.48 117.88 105.74 90.48 
3 210.56 212.57 79.36 330.70 143.98 132.43 158.38 143.98 132.43 
4 212.58 212.73 120.46 474.68 306.10 269.73 309.54 306.10 269.73 
5 302.70 322.45 181.25 502.33 341.72 398.81 347.23 341.72 398.81 
6 459.09 475.06 331.19 645.24 425.37 461.71 444.96 425.37 461.71 
7 562.77 719.54 462.95 977.50 628.97 565.27 631.99 628.97 565.27 
8 790.72 804.74 (A) 501.21 1061.51 804.74 (A) 804.74 (A) 850.07 856.98 848.69 
9 820.46 818.99 644.39 1269.73 856.98 848.69 1012.41 1013.04 949.74 
10 878.60 839.95 804.74 (A) 1577.19 1013.04 949.74 1067.72 1072.75 1216.50 
11 1292.90 1267.39 972.61 1600.88 1072.75 1216.50 1223.40 1430.96 1433.60 
12 1333.45 1305.16 1058.85 1609.80 (A) 1430.96 1433.60 1569.81 1570.00 1458.84 
13 1767.23   1768.75 1241.28 2189.28 1570.00 1458.84 1597.85 1609.80 (A) 1609.80 (A) 
X = P, CM, C 
 

 

 

 

 

 



 102

表 4.7  不對稱斷面 B性質(例題 4.1.4) 
Section geometry of unsymmetric cross 
section: mb 2.0= , mh 4.0= , 

mt 01.0=  

1e  (m) 0.0563157 

2e  (m) 0.0718981 

1c  (m) 0.0166667 

2c  (m) 0.133333 

θ  (rad) 0.228387 

y p  (m) -0.054089 

zp  (m) 0.0865549 

A  (m2) 0.024 

I y  (m4) 41065827.6 −×  

I z  (m4) 41082139.1 −×  
α y  (m5) 51053099.7 −×−  

αz  (m5) 6104309.6 −×  
α yz  (m5) 61014422.5 −×−  
αzy  (m5) 51031968.1 −×  

KI  (m6) 41010815.1 −×  

J (m4)   
6102.5 −×  

J y  (m5) 71025043.2 −×  

Jz  (m5) 71042503.1 −×  

Jω  (m6) 61093268.9 −×−  

Iω  (m6) 61094255.3 −×  
α ωy  (m6) 61074015.3 −×−  

α ωz  (m6) 71082644.1 −×−  
αωyz  (m6) 61048639.3 −×  
αωy  (m7) 71047062.5 −×  

αωz  (m7) 81073761.7 −×  

αω  (m8) 8106691.5 −×−  
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表 4.8 例題 4.1.4 不對稱斷面梁 B之自然頻率(rad/s) 

Mode BC1P BC1CM(C) BC1CM[50] BC2X BC3X BC4P(CM) BC4C BC5P BC5CM BC5C 
1 42.40 42.41 42.41 15.48 84.94 39.24 45.81 39.29 39.24 45.81 

 2 74.87 74.91 74.91 29.18 127.94 74.36 67.39 76.10 74.36 67.39 
 3 99.46 99.48 99.48 47.64 203.43 126.16 120.76 127.88 126.16 120.76 
 4 150.81 150.87 150.87 92.68 213.46 148.00 163.45 148.38 148.00 163.45 
 5 226.73 227.12 227.12 148.38 331.36 222.28 209.18 223.13 222.28 209.18 
 6 304.69 304.82 304.81 203.39 392.35 290.06 306.11 291.46 290.06 306.11 
 7 356.92 357.86 357.85 232.31 553.67 405.22 376.53 405.22 405.22 376.53 
 8 472.06 474.66 474.64 342.04 624.20 453.38 472.62 454.64 453.38 472.62 
 9 508.53 508.85 N/A 409.06 632.79 550.77 555.65 552.01 550.77 555.65 
10 739.28 766.58 N/A 553.95 910.30 644.14 641.19 644.15 644.14 641.19 
11 768.56 792.11 792.13 627.93 1031.86 804.90 (A) 804.90 (A) 891.55 891.86 856.82 
12 804.26 804.90 (A) N/A 649.16 1073.95 891.86 856.82 925.77 926.92 925.45 

X = P, CM, C 
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表 4.9 例題 4.2.1 單對稱半圓形斷面梁之自然頻率(rad/s) )17904.0( NPP cr ==  

Mode BC1P         BC1CM(C) BC1CM[49] BC2X BC2CM[39] BC2CM[49] 
1 529.93 (A,V) 531.81 (V) 532.12 157.07 (V) 157.14 157.14 
2 928.51 (W,T) 928.51 (W,T) 928.47 385.11 (W,T) 385.03 385.22 
3 2001.74 (W,T) 2001.74 (W,T) 2004.78 856.22 (W,T) 854.51 855.46 
4 2178.32 (A,V) 2211.37 (V) 2215.58 1208.34 (V) 1208.88 1210.27 
5 2272.62 (W,T) 2272.62 (W,T) 2270.87 1729.21 (W,T) 1727.25 1728.06 
6 3760.80 (W,T) 3760.80 (W,T) 3758.35 3009.95 (W,T) 3006.50 3012.16 
7 4780.70 (A,V) 5000.55 (V) 5020.39 3459.19 (V) 3460.15 3471.27 
8 5516.97 (W,T) 5516.97 (W,T) 5515.25 4120.34 (W,T) 4114.23 4155.51 
9 6851.23 (W,T) 6851.23 (W,T) 6943.80 4786.81 (W,T) 4780.25 4786.22 
10 7521.25 (A,V) 7600.24 (W,T) 7601.15 6712.19 (W,T) 6704.16 6712.26 
11 7600.24 (W,T) 8886.37 (V) N/A 6795.92 (V) N/A N/A 

Mode BC3X BC3CM[49] BC4P(CM) BC4C   
1 1236.32 (W,T) 1234.96 587.26 (W,T) 766.03 (W,T)   
2 1255.14 (V) 1256.07 854.47 (V) 854.47 (V)   
3 2647.11 (W,T) 2644.53 1727.47 (W,T) 1529.71 (W,T)   
4 3476.69 (V) 3484.21 2619.02 (W,T) 2427.17 (W,T)   
5 3863.15 (W,T) 3875.28 2809.89 (V) 2809.89 (V)   
6 4340.04 (W,T) 4338.35 3327.86 (W,T) 3774.16 (W,T)   
7 6237.72 (W,T) 6235.75 4777.90 (W,T) 4631.11 (W,T)   
8 6818.88 (V) 6848.67 5875.11 (V) 5875.11 (V)   
9 8531.48 (W,T) 8532.25 6712.17 (W,T) 6206.37 (W,T)   
10 9658.38 (A) N/A 8476.40 (W,T) 8093.33 (W,T)   
11 10435.5 (W,T) 10601.9 9053.58 (W,T) 9658.38 (A)   

X = P, CM, C 
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表 4.10 例題 4.2.1單對稱半圓形斷面梁之自然頻率(rad/s) (邊界條件 BC1P) 

crPP /  Mode 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 

1 558.74 (A,V) 499.45 (A,V) 432.04 (A,V) 351.85 (A,V) 246.74 (A,V) 
2 945.30 (W,T) 911.40 (W,T) 876.18 (W,T) 839.45 (W,T) 801.02 (W,T) 
3 2009.60 (W,T) 1993.85 (W,T) 1977.98 (W,T) 1961.99 (W,T) 1945.86 (W,T) 
4 2206.49 (A,V) 2149.77 (A,V) 2091.43 (A,V) 2031.34 (A,V) 1969.34 (A,V) 
5 2300.16 (W,T) 2244.75 (W,T) 2187.90 (W,T) 2129.51 (W,T) 2069.43 (W,T) 
6 3798.31 (W,T) 3722.90 (W,T) 3645.88 (W,T) 3567.16 (W,T) 3486.61 (W,T) 
7 4807.37 (A,V) 4753.83 (A,V) 4699.48 (A,V) 4644.31 (A,V) 4588.27 (A,V) 
8 5562.54 (W,T) 5471.02 (W,T) 5377.88 (W,T) 5283.05 (W,T) 5186.43 (W,T) 
9 6860.48 (W,T) 6841.98 (W,T) 6823.43 (W,T) 6804.84 (W,T) 6786.20 (W,T) 
10 7537.11 (A,V) 7505.24 (A,V) 7442.53 (W,T) 7335.43 (W,T) 7226.69 (W,T) 
11 7652.06 (W,T) 7548.05 (W,T) 7472.74 (A,V) 7439.60 (A,V) 7405.79 (A,V) 

NPcr 17900=  
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表 4.11 例題 4.2.1單對稱半圓形斷面梁之自然頻率(rad/s) (邊界條件 BC1CM(C)) 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 
1 560.71 (V) 501.22 (V) 433.56 (V) 353.09 (V) 247.61 (V) 
2 945.30 (W,T) 911.40 (W,T) 876.18 (W,T) 839.45 (W,T) 801.02 (W,T) 
3 2009.60 (W,T) 1993.85 (W,T) 1977.98 (W,T) 1961.99 (W,T) 1945.86 (W,T) 
4 2240.04 (V) 2182.30 (V) 2122.92 (V) 2061.78 (V) 1998.72 (V) 
5 2300.16 (W,T) 2244.75 (W,T) 2187.90 (W,T) 2129.51 (W,T) 2069.43 (W,T) 
6 3798.31 (W,T) 3722.90 (W,T) 3645.88 (W,T) 3567.16 (W,T) 3486.61 (W,T) 
7 5029.68 (V) 4971.24 (V) 4912.06 (V) 4852.10 (V) 4791.34 (V) 
8 5562.54 (W,T) 5471.02 (W,T) 5377.88 (W,T) 5283.05 (W,T) 5186.43 (W,T) 
9 6860.48 (W,T) 6841.98 (W,T) 6823.43 (W,T) 6804.84 (W,T) 6786.20 (W,T) 
10 7652.06 (W,T) 7548.05 (W,T) 7442.53 (W,T) 7335.43 (W,T) 7226.69 (W,T) 
11 8916.21 (V) 8856.42 (V) 8796.16 (V) 8735.43 (V) 8674.22 (V) 

NPcr 17900=  
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表 4.12 例題 4.2.1單對稱半圓形斷面梁之自然頻率(rad/s) (邊界條件 BC2X) 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 
1 199.80 (V) 180.01 (V) 157.07 (V) 129.22 (V) 91.98 (V) 
2 400.66 (W,T) 393.01 (W,T) 385.11 (W,T) 376.97 (W,T) 368.55 (W,T) 
3 865.83 (W,T) 861.06 (W,T) 856.22 (W,T) 851.32 (W,T) 846.35 (W,T) 
4 1250.63 (V) 1229.69 (V) 1208.34 (V) 1186.56 (V) 1164.35 (V) 
5 1750.07 (W,T) 1739.67 (W,T) 1729.21 (W,T) 1718.70 (W,T) 1708.14 (W,T) 
6 3043.63 (W,T) 3026.85 (W,T) 3009.95 (W,T) 2992.93 (W,T) 2975.80 (W,T) 
7 3495.17 (V) 3477.23 (V) 3459.19 (V) 3441.05 (V) 3422.81 (V) 
8 4135.81 (W,T) 4128.11 (W,T) 4120.34 (W,T) 4112.51 (W,T) 4104.63 (W,T) 
9 4828.49 (W,T) 4807.69 (W,T) 4786.81 (W,T) 4765.86 (W,T) 4744.87 (W,T) 
10 6763.06 (W,T) 6737.68 (W,T) 6712.19 (W,T) 6686.59 (W,T) 6660.89 (W,T) 
11 6830.45 (V) 6813.21 (V) 6795.92 (V) 6778.58 (V) 6761.19 (V) 

X = P, CM, C , NPcr 4475=  
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表 4.13 例題 4.2.2 單對稱槽型斷面梁之自然頻率(rad/s) )2560( NP =  

Mode BC1P BC1CM(C) BC1CM[48] BC2X BC2CM[48] BC3X BC3CM[48] 
1 412.75 (W,T) 412.75 (W,T) 412.93 148.27 (W,T) 148.28 933.25 (W,T) 933.81 
2 581.49 (A,V) 586.53 (V) N/A 202.88 (V) N/A 1339.96 (V) N/A 
3 1644.49 (W,T) 1644.49 (W,T) 1647.77 613.87 (W,T) 616.44 2567.05 (W,T) 2573.09 
4 1715.18 (W,T) 1715.18 (W,T) 1730.51 919.45 (W,T) 920.93 3685.18 (V) N/A 
5 2264.15 (A,V) 2357.38 (V) N/A 1311.05 (V) N/A 3879.65 (W,T) 3922.84 
6 3689.13 (W,T) 3689.13 (W,T) 3705.89 2564.63 (W,T) 2574.79 5018.17 (W,T) 5043.39 
7 4469.17 (A,V) 5284.28 (V) N/A 3671.32 (V) N/A 6444.72 (A) N/A 
8 6283.94 (A,V) 6444.72 (A) N/A 3753.86 (W,T) 3863.47 7188.45 (V) N/A 
9 6534.79 (W,T) 6534.79 (W,T) 6587.17 5007.34 (W,T) N/A 8264.82 (W,T) 8336.34 
10 6685.42 (W,T) 6685.42 (W,T) N/A 6444.72 (A) N/A 10385.4 (W,T) N/A 

Mode BC4P(CM)   BC4C      
1 152.87 (W,T) 405.09 (W,T)      
2 918.99 (W,T) 813.74 (W,T)      
3 921.20 (V) 921.20 (V)      
4 2544.66 (W,T) 2168.91 (W,T)      
5 2697.78 (W,T) 2985.00 (V)      
6 2985.00 (V) 3359.78 (W,T)      
7 5004.96 (W,T) 4668.73 (W,T)      
8 6200.04 (V) 6200.04 (V)      
9 6444.72 (A) 6444.72 (A)      
10 8208.66 (W,T) 7533.01 (W,T)      

X = P, CM, C 
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表 4.14 例題 4.2.2單對稱槽型斷面梁之自然頻率(rad/s) (邊界條件 BC1P) 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 
1 421.59 (W,T) 376.93 (W,T) 326.18 (W,T) 265.86 (W,T) 186.93 (W,T) 
2 587.73 (A,V) 556.89 (A,V) 524.16 (A,V) 489.16 (A,V) 451.37 (A,V) 
3 1653.48 (W,T) 1609.52 (W,T) 1564.30 (W,T) 1517.69 (W,T) 1469.57 (W,T) 
4 1717.33 (W,T) 1706.91 (W,T) 1696.42 (W,T) 1685.88 (W,T) 1675.27 (W,T) 
5 2270.23 (A,V) 2240.66 (A,V) 2210.59 (A,V) 2180.00 (A,V) 2148.88 (A,V) 
6 3698.25 (W,T) 3653.95 (W,T) 3609.08 (W,T) 3563.61 (W,T) 3517.52 (W,T) 
7 4473.19 (A,V) 4453.64 (A,V) 4433.75 (A,V) 4413.52 (A,V) 4392.93 (A,V) 
8 6288.05 (A,V) 6268.15 (A,V) 6248.26 (A,V) 6228.39 (A,V) 6208.52 (A,V) 
9 6544.06 (W,T) 6499.12 (W,T) 6453.82 (W,T) 6408.18 (W,T) 6362.18 (W,T) 
10 6687.65 (W,T) 6676.87 (W,T) 6666.07 (W,T) 6655.25 (W,T) 6644.42 (W,T) 

NPcr 61878=  
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表 4.15 例題 4.2.2單對稱槽型斷面梁之自然頻率(rad/s) (邊界條件 BC1CM(C)) 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 
1 421.59 (W,T) 376.93 (W,T) 326.18 (W,T) 265.86 (W,T) 186.93 (W,T) 
2 592.83 (V) 561.71 (V) 528.68 (V) 493.37 (V) 455.25 (V) 
3 1653.48 (W,T) 1609.52 (W,T) 1564.30 (W,T) 1517.69 (W,T) 1469.57 (W,T) 
4 1717.33 (W,T) 1706.91 (W,T) 1696.42 (W,T) 1685.88 (W,T) 1675.27 (W,T) 
5 2363.83 (V) 2332.46 (V) 2300.59 (V) 2268.21 (V) 2235.28 (V) 
6 3698.25 (W,T) 3653.95 (W,T) 3609.08 (W,T) 3563.61 (W,T) 3517.52 (W,T) 
7 5291.02 (V) 5258.35 (V) 5225.40 (V) 5192.17 (V) 5158.66 (V) 
8 6445.14 (A) 6443.07 (A) 6441.00 (A) 6408.18 (W,T) 6362.18 (W,T) 
9 6544.06 (W,T) 6499.12 (W,T) 6453.82 (W,T) 6438.92 (A) 6436.84 (A) 
10 6687.65 (W,T) 6676.87 (W,T) 6666.07 (W,T) 6655.25 (W,T) 6644.42 (W,T) 

NPcr 61878=  
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表 4.16 例題 4.2.2單對稱槽型斷面梁之自然頻率(rad/s) (邊界條件 BC2X) 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 
1 159.38 (W,T) 143.78 (W,T) 125.65 (W,T) 103.58 (W,T) 74.00 (W,T) 
2 211.31 (V) 199.57 (V) 186.88 (V) 173.02 (V) 157.67 (V) 
3 616.68 (W,T) 612.80 (W,T) 608.89 (W,T) 604.94 (W,T) 600.96 (W,T) 
4 932.51 (W,T) 914.47 (W,T) 896.01 (W,T) 877.13 (W,T) 857.79 (W,T) 
5 1320.33 (V) 1307.52 (V) 1294.57 (V) 1281.45 (V) 1268.19 (V) 
6 2575.91 (W,T) 2560.35 (W,T) 2544.69 (W,T) 2528.92 (W,T) 2513.06 (W,T) 
7 3679.45 (V) 3668.25 (V) 3657.00 (V) 3645.72 (V) 3634.39 (V) 
8 3757.01 (W,T) 3752.67 (W,T) 3748.33 (W,T) 3743.98 (W,T) 3739.63 (W,T) 
9 5018.13 (W,T) 5003.25 (W,T) 4988.33 (W,T) 4973.36 (W,T) 4958.34 (W,T) 
10 6445.14 (A) 6444.55 (A) 6443.96 (A) 6443.37 (A) 6442.78 (A) 

NPcr 17636=  
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表 4.17  I型斷面性質(例題 4.2.3) 
Section geometry of I section: 

md 3.0= , mb 15.0=  , mt f 0107.0=  ,

mtw 0071.0=  

y p  (m) 0 

zp  (m) 0 

A (m2) 61003.5264 −×  

I y  (m4) 51015214.8 −×  

I z  (m4) 61002738.6 −×  

α y  (m5) 0 

αz  (m5) 0 

α yz  (m5) 0 

αzy  (m5) 0 

KI  (m6) 61086144.1 −×  

J (m4)   71057019.1 −×  

J y  (m5) 0 

Jz  (m5) 0 

Jω  (m6) 0 

Iω  (m6) 71026052.1 −×  

α ωy  (m6) 0 

α ωz  (m6) 0 

αωyz  (m6) 71025937.1 −×  

αωy  (m7) 0 

αωz  (m7) 0 

αω  (m8) 0 
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表 4.18 例題 4.2.3 I型斷面梁之自然頻率(rad/s) 
(a) 梁離散成 20個元素 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 λ  1.0 1.2 1.4 
1 161.81 144.67 125.19 102.02 71.70 0 16.25 102.70 142.81 
2 529.93 509.61 488.43 466.26 442.96 418.98 419.59 442.34 462.38 
3 1134.73 1113.41 1091.65 1069.42 1046.70 1024.04 1024.59 1046.41 1067.92 
4 1975.99 1954.05 1931.83 1909.33 1886.55 1864.04 1864.55 1884.91 1905.45 
5 2038.14 (A) 2037.18 (A) 2036.21 (A) 2035.24 (A) 2034.27 (A) 2033.33 (A) 2033.45 2038.73 2044.58 
6 3050.11 3027.61 3004.91 2982.02 2958.93 2936.22 2936.72 2956.82 2977.29 
7 4352.33 4329.24 4306.00 4282.61 4259.07 4235.98 4236.44 4255.35 4274.72 
8 5877.22 5853.48 5829.62 5805.65 5781.55 5757.93 5758.36 5775.46 5792.95 
9 6127.01 (A) 6124.10 (A) 6121.20 (A) 6118.29 (A) 6115.37 (A) 6112.53 (A) 6112.45 6109.45 6106.62 
10 7618.96 7594.51 7569.97 7545.31 7520.56 7496.32 7496.73 7513.21 7530.19 

crcr PP /*=λ , kNPcr 34.1744= , kNPcr 60.1735* =  
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(b) 梁離散成 40個元素 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 λ  1.0 1.2 1.4 
1 161.81 144.67 125.19 102.02 71.70 0 16.25 102.71 142.82 
2 529.93 509.61 488.42 466.25 442.96 418.97 419.57 441.82 461.42 
3 1134.70 1113.38 1091.61 1069.39 1046.66 1024.01 1024.52 1044.97 1065.12 
4 1975.80 1953.86 1931.64 1909.14 1886.35 1863.84 1864.28 1882.12 1900.10 
5 2037.75 (A) 2036.78 (A) 2035.82 (A) 2034.85 (A) 2033.88 (A) 2032.93 (A) 2033.06 2038.42 2044.32 
6 3049.39 3026.88 3004.18 2981.29 2958.19 2935.47 2935.88 2952.02 2968.38 
7 4350.20 4327.10 4303.85 4280.46 4256.91 4233.80 4234.13 4274.31 4260.70 
8 5871.91 5848.16 5824.29 5800.30 5776.18 5752.55 5752.78 5762.04 5771.34 
9 6116.39 (A) 6113.49 (A) 6110.59 (A) 6117.69 (A) 6104.78 (A) 6101.93 (A) 6101.87 6099.07 6096.41 
10 7607.33 7582.86 7558.29 7533.61 7508.83 7484.57 7484.73 7491.22 7497.70 

crcr PP /*=λ , kNPcr 34.1744= , kNPcr 60.1735* =  
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表 4.19 單對 T型斷面性質(例題 4.2.4, 例題 4.2.5, 例題 4.3.7) 
Section geometry of monosymmetric T
cross section: mb 1.0= , 

,0085.0 mt f = mtw 0056.0= ,
mh 192.0=  

e (m) 0.000379313 

c (m) 0.0542593 

y p  (m) 0 

zp  (m) 0.05388 

A (m2) 6102.1925 −×  

I y  (m4) 6106839.7 −×  

I z  (m4) 71011143.7 −×  

α y  (m5) 71055189.3 −×−  

αz  (m5) 0 

α yz  (m5) 0 

αzy  (m5) 81083164.3 −×  

KI  (m6) 71090494.2 −×  

J (m4)   81017103.3 −×  

J y  (m5) 101054274.8 −×  

Jz  (m5) 0 

Jω  (m6) 0 

Iω  (m6) 111086899.3 −×  

α ωy  (m6) 0 

α ωz  (m6) 0 

αωyz  (m6) 111001604.3 −×  

αωy  (m7) 121084975.2 −×−

αωz  (m7) 0 

αω  (m8) 0 
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表 4.20 例題 4.2.4 T型斷面簡支梁之自然頻率(rad/s) 
(a) 邊界條件 BC1P 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 λ  1.1 1.2 
1 190.81 (V,T) 170.67 (V,T) 147.79 (V,T) 120.64 (V,T) 85.23 (V,T) 0 (V,T) 59.89 31.01 
2 401.87 (V,T) 392.68 (V,T) 383.28 (V,T) 356.62 (V,T) 313.09 (V,T) 262.64 (V,T) 254.53 179.02 
3 463.22 (V,T) 430.65 (V,T) 395.38 (V,T) 373.64 (V,T) 363.74 (V,T) 353.61 (V,T) 334.88 365.38 
4 729.54 (V,T) 683.16 (V,T) 633.37 (V,T) 579.30 (V,T) 519.60 (V,T) 452.37 (V,T) 541.83 604.77 
5 798.98 (A,W) 794.45 (A,W) 789.89 (A,W) 785.29 (A,W) 740.52 (V,T) 657.41 (V,T) 786.69 769.56 
6 1007.27 (V,T) 947.68 (V,T) 884.06 (V,T) 815.47 (V,T) 780.67 (A,W) 776.05 (A,W) 1077.59 1173.32 
7 1303.76 (V,T) 1231.97 (V,T) 1155.70 (V,T) 1074.00 (V,T) 985.52 (V,T) 888.65 (V,T) 1309.00 1340.87 
8 1336.60 (V,T) 1325.58 (V,T) 1314.48 (V,T) 1303.28 (V,T) 1260.02 (V,T) 1151.62 (V,T) 1390.85 1562.74 
9 1623.85 (V,T) 1541.01 (V,T) 1453.43 (V,T) 1360.19 (V,T) 1291.98 (V,T) 1280.63 (V,T) 1428.61 1968.77 
10 1971.33 (V,T) 1878.64 (V,T) 1781.09 (V,T) 1677.83 (V,T) 1567.75 (V,T) 1449.81 (V,T) 1816.08 2233.60 

crcr PP /*=λ , kNPcr 49.221* = , kNPcr 65.221=  
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表 4.21 例題 4.2.4 T型斷面簡支梁之自然頻率(rad/s) 
(b) 邊界條件 BC1CM 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 λ  1.1 1.2 
1 190.81 (V,T) 170.67 (V,T) 147.79 (V,T) 120.64 (V,T) 85.23 (V,T) 0 (V,T) 58.66 22.75 
2 401.87 (V,T) 392.68 (V,T) 383.28 (V,T) 356.62 (V,T) 313.09 (V,T) 262.64 (V,T) 254.63 177.20 
3 463.22 (V,T) 430.65 (V,T) 395.38 (V,T) 373.64 (V,T) 363.74 (V,T) 353.61 (V,T) 333.13 359.08 
4 729.54 (V,T) 683.16 (V,T) 633.37 (V,T) 579.30 (V,T) 519.60 (V,T) 452.37 (V,T) 542.22 606.95 
5 804.87 (W) 800.30 (W) 795.70 (W) 791.08 (W) 740.52 (V,T) 657.41 (V,T) 786.44 768.38 
6 1007.27 (V,T) 947.68 (V,T) 884.06 (V,T) 815.47 (V,T) 786.42 (W) 776.05 (W) 1077.87 1173.17 
7 1303.76 (V,T) 1231.97 (V,T) 1155.70 (V,T) 1074.00 (V,T) 985.52 (V,T) 888.65 (V,T) 1309.03 1341.59 
8 1336.60 (V,T) 1325.58 (V,T) 1314.48 (V,T) 1303.28 (V,T) 1260.02 (V,T) 1151.62 (V,T) 1405.63 1562.71 
9 1623.85 (V,T) 1541.01 (V,T) 1453.43 (V,T) 1360.19 (V,T) 1291.98 (V,T) 1280.63 (V,T) 1428.53 1973.49 
10 1971.33 (V,T) 1878.64 (V,T) 1781.09 (V,T) 1677.83 (V,T) 1567.75 (V,T) 1449.81 (V,T) 1817.59 2283.81 

crcr PP /*=λ , kNPcr 49.221* = , kNPcr 65.221=  
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表 4.22 例題 4.2.5 T型斷面懸臂梁之自然頻率(rad/s) 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.1 1.15 
1 78.42 (V,T) 71.21 (V,T) 62.72 (V,T) 52.18 (V,T) 37.68 (V,T) 0 (V,T) 25.19 11.36 
2 173.56 (V,T) 169.33 (V,T) 164.85 (V,T) 160.07 (V,T) 154.96 (V,T) 149.48 (V,T) 53.83 35.52 
3 287.48 (W) 285.25 (W) 283.01 (W) 280.74 (W) 278.44 (W) 276.13 (W) 259.31 245.50 
4 351.24 (V,T) 342.69 (V,T) 333.99 (V,T) 325.16 (V,T) 316.19 (V,T) 307.10 (V,T) 383.23 369.16 
5 582.34 (V,T) 567.83 (V,T) 552.89 (V,T) 537.49 (V,T) 521.58 (V,T) 505.13 (V,T) 662.16 596.54 
6 809.52 (V,T) 801.12 (V,T) 791.84 (V,T) 781.28 (V,T) 768.94 (V,T) 754.39 (V,T) 797.25 774.90 
7 891.15 (V,T) 873.48 (V,T) 856.08 (V,T) 839.27 (V,T) 823.49 (V,T) 809.08 (V,T) 1125.89 1074.78 
8 1183.18 (V,T) 1159.47 (V,T) 1135.30 (V,T) 1110.65 (V,T) 1085.49 (V,T) 1059.83 (V,T) 1301.48 1281.73 
9 1488.77 (V,T) 1460.33 (V,T) 1431.29 (V,T) 1401.61 (V,T) 1371.25 (V,T) 1340.17 (V,T) 1610.85 1647.35 
10 1777.22 (W) 1774.73 (W) 1762.38 (V,T) 1728.72 (V,T) 1694.33 (V,T) 1659.17 (V,T) 1836.14 1766.26 

kNPcr 1393.82=  
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表 4.23  不對稱角型斷面性質(例題 4.2.6, 例題 4.3.10) 
Section geometry of unsymmetric angle 
cross section: mb 04775.0= , 

,0065.0 mtt wf ==  mh 07275.0=  

1e  (m) 
41068012.4 −×  

2e  (m) 41009425.1 −×−  

1c  (m) 0.0219608 

2c  (m) 0.00946084 

θ  (rad) -0.421363 

y p  (m) -0.0156986 

zp  (m) -0.0175238 

A  (m2) 4108325.7 −×  
I y  (m4) 81045108.9 −×  

I z  (m4) 71030527.5 −×  
α y  (m5) 101031688.3 −×  

αz  (m5) 91096304.4 −×  
α yz  (m5) 91034364.1 −×−  
αzy  (m5) 91081393.3 −×  

KI  (m6) 91089904.2 −×  

J (m4)   
81010308.1 −×  

J y  (m5) 111066507.9 −×−

Jz  (m5) 111065839.8 −×  

Jω  (m6) 141076161.3 −×  

Iω  (m6) 121074227.3 −×  
α ωy  (m6) 131078027.2 −×  

α ωz  (m6) 121034659.1 −×  
αωyz  (m6) 121051967.2 −×−

αωy  (m7) 141068212.2 −×  

αωz  (m7) 141011156.7 −×  

αω  (m8) 171077158.1 −×  
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表 4.24 例題 4.2.6 L型斷面懸臂梁之自然頻率(rad/s) 

crPP /  
Mode 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.1 1.2 
1 97.37 87.78 76.66 63.15 45.07 0 39.37 54.91 
2 220.17 216.46 212.66 208.75 204.75 200.62 107.91 95.72 
3 475.37 472.07 468.53 464.71 460.55 456.04 520.56 497.80 
4 614.90 606.47 598.06 589.70 581.43 573.29 727.22 741.84 
5 1093.78 1089.04 1084.27 1079.47 1074.63 1069.76 1239.51 1315.32 
6 1453.22 1444.97 1436.67 1428.32 1419.93 1411.46 1512.39 1475.66 
7 1946.80 1941.99 1937.13 1932.22 1927.25 1922.19 2357.31 2376.41 
8 2163.23 2155.45 2147.64 2139.80 2131.93 2123.94 2772.40 2824.19 
9 2517.67 2510.14 2502.61 2495.08 2487.54 2479.98 3729.79 4021.50 
10 3180.99 3169.05 3157.07 3145.05 3132.98 3120.75 4000.94 4108.20 

kNPcr 791.22=  
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表 4.25  I型斷面性質 (例題 4.3.4) 
Section geometry of I section: 

md 56.0= , mb 3.0=  , mt f 03.0=  ,

mtw 012.0=  

y p  (m) 0 

zp  (m) 0 

A (m2) 0.024 

I y  (m4) 31041428.1 −×  

I z  (m4) 41035076.1 −×  

α y  (m5) 0 

αz  (m5) 0 

α yz  (m5) 0 

αzy  (m5) 0 

KI  (m6) 41016417.1 −×  

J (m4)   61070528.5 −×  

J y  (m5) 0 

Jz  (m5) 0 

Jω  (m6) 0 

Iω  (m6) 61049229.9 −×  

α ωy  (m6) 0 

α ωz  (m6) 0 

αωyz  (m6) 61047204.9 −×  

αωy  (m7) 0 

αωz  (m7) 0 

αω  (m8) 0 
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表 4.26 不對稱 Z型斷面性質(例題 4.3.5) 

Section geometry of unsymmetric 

Z-section: mb 08573.0= , ,0127.0 mt f =

mh 14288.0= , mtw 0127.0=  

θ  (rad) 0.491925 

y p  (m) 0 

zp  (m) 0 

A (m2) 0.00399212 

I y  (m4) 5107803.1 −×  

I z  (m4) 61078584.1 −×  

α y  (m5) 0 

αz  (m5) 0 

α yz  (m5) 0 

αzy  (m5) 0 

KI  (m6) 71045275.1 −×  

J (m4)   7101463.2 −×  

J y  (m5) 0 

Jz  (m5) 0 

Jω  (m6) 101079253.1 −×−

Iω  (m6) 81062015.1 −×  

α ωy  (m6) 81047448.2 −×−  

α ωz  (m6) 101082441.9 −×−

αωyz  (m6) 81011326.1 −×  

αωy  (m7) 0 

αωz  (m7) 0 

αω  (m8) 111062597.2 −×−
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表 4.27 例題 4.3.5簡支 Z型斷面梁在靜態負載下的自然頻率 )/( srad  
)(kNP  

Mode 
0 40 80 100 

1 28.4427 (V,W) 21.4576 10.5668 11.8546 
2 89.7564 (V,W) 85.1058 37.2891 17.0184 
3 113.751 (V,W) 107.445 99.6806 94.4964 
4 174.075 (T) 178.361 242.291 119.579 
5 255.872 (V,W) 249.692 244.323 236.843 
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表 4.28  單對稱槽型斷面性質(例題 4.3.6) 

Section geometry of C15 × 50 section: 

,0943864.0 mb = ,01651.0 mt f =

mh 381.0= , mtw 0181864.0=  

e (m) 21070790.2 −×  
c (m) 21045057.1 −×  

y p  (m) -0.0415847 

zp  (m) 0 

A (m2) 21000457.1 −×  
I y  (m4) 41096993.1 −×  

I z  (m4) 61029278.7 −×  
α y  (m5) 0 

αz  (m5) 71006288.3 −×  
α yz  (m5) 61048355.2 −×  

αzy  (m5) 0 

KI  (m6) 61066835.7 −×  
J (m4)   61004709.1 −×  

J y  (m5) 0 

Jz  (m5) 81017715.2 −×  
Jω  (m6) 0 

Iω  (m6) 71093943.1 −×  
α ωy  (m6) 0 

α ωz  (m6) 0 

αωyz  (m6) 71093341.1 −×  

αωy  (m7) 0 

αωz  (m7) 91059048.6 −×  
αω  (m8) 0 
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表 4.29 例題 4.3.6懸臂單對稱槽型斷面直角構架的自然頻率 )/( srad  
 
Case (a) 

)(kNP  
Mode 

0 1 5 10 12 15 

1 1.45621 1.47249 1.48045 1.31778 1.15402 0.491323 

2 9.20958 9.13123 8.76590 8.17417 7.88427 7.28736 

3 22.2510 22.2503 22.2459 22.2345 22.2248 22.1635 

4 52.5174 52.2156 50.5793 47.0820 46.5246 44.9420 

5 57.5470 57.7289 58.2994 58.5087 58.3236 55.4011 

6 65.0776 65.3708 66.4897 67.5574 67.8381 69.6189 

7 82.2878 82.2339 81.8563 81.1439 80.8703 80.8436 

8 118.023 117.977 118.055 118.727 119.163 120.915 

9 177.969 177.650 176.082 173.626 172.531 170.942 

10 185.870 186.187 187.408 188.662 189.019 188.988 

Mode 16 17 18    

1 0.831530 1.09398 1.21430    

2 5.88692 5.51565 5.37414    

3 21.1809 19.8542 18.7423    

4 35.6047 30.9774 28.3863    

5 51.9954 52.3634 52.4062    

6 73.9207 74.4223 74.8334    

7 98.0495 104.221 105.576    

8 149.242 159.972 163.399    

9 173.981 176.965 177.013    

10 187.678 195.528 203.647    
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表 4.30 例題 4.3.6懸臂單對稱槽型斷面直角構架的自然頻率 )/( srad  
 
Case (b) 

)(kNP  
Mode 

0 1 5 10 12 15 

1 1.64353 1.66314 1.68882 1.57324 1.45706 1.13438 

2 9.25952 9.17767 8.82407 8.31819 8.09329 7.72492 

3 22.2699 22.2691 22.2649 22.2575 22.2530 22.2425 

4 54.8147 54.5103 53.1059 50.9363 49.9507 48.4105 

5 58.3804 58.5215 58.9344 59.1509 59.1260 58.7841 

6 68.6792 69.0721 70.4862 71.7157 71.9739 72.1636 

7 82.9717 82.8285 82.2607 81.6969 81.5854 81.5956 

8 149.486 149.519 149.735 150.204 150.455 150.933 

9 182.405 182.129 180.892 179.068 178.265 177.013 

10 200.090 200.403 201.557 202.747 203.128 203.551 

Mode 16 17 18    

1 0.943630 0.608897 0.805160    

2 7.58738 7.40579 6.26222    

3 22.2386 22.2613 23.4605    

4 47.9411 47.6328 38.8879    

5 58.3917 57.1399 55.9675    

6 72.3126 73.0793 76.5056    

7 81.6455 81.8062 94.7494    

8 151.174 151.811 159.534    

9 176.610 176.331 186.422    

10 203.621 203.534 203.529    
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表 4.31 例題 4.3.7 懸臂單對稱 T 型斷面梁在靜態負荷作用下的自然頻率
)/( srad )0( =Q  

)(kNP  
Mode 

0 1 2 3 
1 21.3660 (V,T) 21.6560 21.3603 16.0155 
2 71.9937 (U,W) 66.8494 52.5967 33.0243 
3 77.7351 (V,T) 71.9789 71.9652 71.9525 
4 127.173 (V,T) 126.485 124.996 121.833 
5 229.972 (V,T) 213.954 195.104 171.775 
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表 4.32  單對稱槽型斷面性質(例題 4.3.8) 
Section geometry of monosymmetric 

channel cross section: mb 095.0= , 

,016.0 mt f = mh 284.0= , mtw 01.0=

e (m) 0.0361532 

c (m) 0.0244898 

y p  (m) -0.060643 

zp  (m) 0 

A (m2) 0.00588 

I y  (m4) 5100452.8 −×  

I z  (m4) 61062288.5 −×  

α y  (m5) 0 

αz  (m5) 71051412.1 −×  

α yz  (m5) 71044509.9 −×  

αzy  (m5) 0 

KI  (m6) 61072916.2 −×  

J (m4)   7105408.3 −×  

J y  (m5) 0 

Jz  (m5) 81007362.1 −×  

Jω  (m6) 0 

Iω  (m6) 81096053.7 −×  

α ωy  (m6) 0 

α ωz  (m6) 0 

αωyz  (m6) 81089924.7 −×  

αωy  (m7) 0 

αωz  (m7) 91068193.1 −×  

αω  (m8) 0 
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表 4.33 例題 4.3.8 懸臂單對稱槽型斷面梁在靜態負荷作用下的自然頻率
)/( srad  

Case (a) 
)(kNP  

Mode 
0 5 10 15 

1 6.96476(U,V) 6.56686 3.63310 5.78588 
2 24.3409(W,T) 23.1363 12.5719 7.84152 
3 42.5668(W,T) 37.9482 49.8057 44.7099 
4 43.6403(U,V) 48.3398 53.0315 52.3435 
5 106.433(W,T) 103.993 102.671 95.3690 

 
Case (b) 

)(kNP  
Mode 

0 5 10 15 
1 6.96476 6.51492 5.00976 5.83283 
2 24.3409 22.3251 9.71661 7.73444 
3 42.5668 36.0113 47.5799 44.5667 
4 43.6403 47.1110 57.2560 53.5454 
5 106.433 103.195 103.469 92.5789 

 
Case (c) 

)(kNP  
Mode 

0 5 10 15 
1 6.96476 6.61987 4.72911 5.32015 
2 24.3409 24.1046 20.2155 8.19636 
3 42.5668 38.5140 36.1997 47.0310 
4 43.6403 49.8040 55.8930 52.2762 
5 106.433 105.543 101.068 102.402 
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表 4.34  不對稱槽型斷面性質(例題 4.3.9) 
Section geometry of unsymmetric channel 

cross section: mb 02.01 = , mb 40.02 = , 

mh 1.0= , mttt w 005.021 ===   

1e  (m) 0.00676229 

2e  (m) 0.0263382 

1c  (m) 0.00625 

2c  (m) 0.05625 

θ  (rad) -0.111609 

y p  (m) 0.0158648 

zp  (m) -0.024725 

A (m2) 0.0008 

I y  (m4) 61014935.1 −×  
I z  (m4) 81064828.7 −×  
α y  (m5) 91047572.7 −×  
αz  (m5) 101042751.8 −×−
α yz  (m5) 91010444.5 −×−  
αzy  (m5) 91056225.1 −×−  
KI  (m6) 91038577.9 −×  
J (m4)   91066667.6 −×  

J y  (m5) 111024167.8 −×−
Jz  (m5) 111028827.5 −×−
Jω  (m6) 131070603.2 −×  
Iω  (m6) 111033479.7 −×  

α ωy  (m6) 11102635.3 −×−  
α ωz  (m6) 121017541.2 −×−
αωyz  (m6) 111080139.7 −×  
αωy  (m7) 121037345.2 −×  
αωz  (m7) 131097728.6 −×−
αω  (m8) 141004493.3 −×−
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表 4.35 例題 4.3.9 懸臂不對稱槽型斷面梁在靜態負荷作用下的自然頻率
)/( srad  

)(kNP  
Mode 

0 3 ,Case (a) 3 ,Case (b) 
1 44.1741 38.1007 34.9335 
2 154.165 168.444 166.713 
3 223.879 214.750 193.212 
4 276.776 298.474 296.372 
5 588.244 632.271 626.527 
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表 4.36 例題 4.3.10 懸臂不對稱角型斷面梁在靜態負荷作用下的自然頻率
)/( srad  

)(kNP  
Mode 

0 10 15 20 25 
1 97.3704 74.7235 59.3423 38.5038 47.0313 
2 220.173 217.197 216.324 197.979 104.937 
3 475.371 461.932 456.792 491.039 522.283 
4 614.900 598.618 590.192 585.705 751.432 
5 1093.78 1092.41 1097.89 1133.36 1358.08 
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表 4.37 不對稱 Z型斷面性質(例題 4.3.11, 例題 4.3.12) 

Section geometry of unsymmetric 

Z-section: mb 2.0= , ,01.0 mt f =

mh 3.0= , mtw 01.0=  

θ  (rad) 0.556332 

y p  (m) 0 

zp  (m) 0 

A (m2) 0.007 

I y  (m4) 41049844.1 −×  

I z  (m4) 51060473.1 −×  

α y  (m5) 0 

αz  (m5) 0 

α yz  (m5) 0 

αzy  (m5) 0 

KI  (m6) 61001451.6 −×  

J (m4)   71033333.2 −×  

J y  (m5) 0 

Jz  (m5) 0 

Jω  (m6) 9100.1 −×−  

Iω  (m6) 71086346.6 −×  

α ωy  (m6) 61009945.1 −×−  

α ωz  (m6) 81081166.2 −×−  

αωyz  (m6) 71063573.4 −×  

αωy  (m7) 0 

αωz  (m7) 0 

αω  (m8) 91097293.4 −×−  
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表 4.38 例題 4.3.11 懸臂 Z型斷面梁在靜態負荷作用下的自然頻率 )/( srad  
)(kNP  

Mode 
0 200 400 800 

1 96.0703 (V) 85.5011 73.0091 34.0450 
2 154.248 (T) 152.389 150.957 149.502 
3 292.130 (W) 288.889 285.558 278.501 
4 599.948 (V) 588.929 577.769 555.166 
5 834.244 (T) 836.121 838.781 846.474 
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表 4.39 例題 4.3.12懸臂 Z型斷面梁在靜態負荷作用下的自然頻率 )/( srad  
 
(a) 0=CP  

)(kNP  
Mode 

0 200 400 600 
1 96.0703 90.9402 42.5993 89.4516 
2 154.248 143.809 121.260 166.111 
3 292.130 292.202 292.385 299.380 
4 599.948 597.039 587.843 709.267 
5 834.244 835.770 836.570 792.112 

 
(b) kNPC 200=  

)(kNP  
Mode 

0 200 400 600 
1 85.5011 78.7587 45.1760 80.6737 
2 152.389 141.383 133.777 163.936 
3 288.889 288.966 289.656 365.108 
4 588.929 586.364 592.553 706.423 
5 836.121 838.553 883.979 1031.34 

 
(c) kNPC 400=  

)(kNP  
Mode 

0 200 400 600 
1 73.0091 63.7931 56.0935 76.3928 
2 150.957 139.934 158.164 155.487 
3 285.558 285.620 304.243 394.570 
4 577.769 575.830 623.394 712.923 
5 838.781 843.418 952.780 1035.80 

 
(d) kNPC 800=  

)(kNP  
Mode 

0 200 400 600 
1 34.0450 31.2404 57.8280 71.8680 
2 149.502 158.085 137.844 135.491 
3 278.501 302.972 391.345 423.084 
4 555.166 582.070 636.274 653.242 
5 846.474 949.795 1036.45 979.457 
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 圖 2.1 元素座標與元素截面座標 
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圖 2.2 固定元素座標與移動元素座標 
 



 138

ab b~

11, βB

22 , βB

1212 ,ϕm

2222 ,ϕm
232 , wf

3232 ,ϕm121,vf
212 ,uf

131, wf
2121,ϕm

111,uf

3131,ϕm
222 ,vf

1111,ϕm
2

1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
圖 2.3 旋轉向量 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

圖 2.4元素節點參數與節點力 
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圖 2.5 決定 2x 軸與 3x 軸之第一步驟 
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圖 2.6 決定 2x 軸與 3x 軸之第二步驟 
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圖 2.7 圓盤受力偶作用機制圖 
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圖 2.8 圓盤受力形態之 QT/ST 力矩示意圖 
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圖 2.9 剛性桿受力作用機制圖 
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圖 4.1  雙對稱 I型斷面幾何圖 
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圖 4.2 單對稱半圓型斷面幾何圖 
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圖 4.3 單對稱 T型斷面幾何圖 
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圖 4.4 單對稱槽型斷面幾何圖 
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圖 4.5 不對稱 Z型斷面幾何圖 
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圖 4.6 不對稱角型斷面幾何圖 
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圖 4.7 不對稱槽型斷面幾何圖 
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圖 4.8 不對稱斷面Ａ幾何圖 
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圖 4.9 不對稱斷面 B幾何圖 
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圖 4.10a 薄壁梁的示意圖及座標系統 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.10b 薄壁梁 A、B 兩端的邊界條件 
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圖 4.11 例題 4.1.1單對稱槽型斷面梁(邊界 BC1RM)之振動模態圖 
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圖 4.11 例題 4.1.1單對稱槽型斷面梁(邊界 BC1RM)之振動模態圖(續) 
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圖 4.12 例題 4.1.3 不對稱斷面梁 A(邊界 BC1P)之振動模態圖 
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圖 4.12 例題 4.1.3 不對稱斷面梁 A(邊界 BC1P)之振動模態圖(續) 
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圖 4.13 例題 4.1.3 不對稱斷面梁 A(邊界 BC1CM)之振動模態圖 
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圖 4.13 例題 4.1.3 不對稱斷面梁 A(邊界 BC1CM)之振動模態圖(續) 
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圖 4.14a 薄壁梁受軸力作用的示意圖及座標系統 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.14b 薄壁梁受軸力作用在 A、B 兩端的邊界條件 
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End cross section
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圖 4.15 例題 4.2.3 I型斷面簡支梁承受一軸向負載之結構圖 
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圖 4.16 例題 4.2.3 I型斷面簡支梁在中心點 C的負荷－扭轉角曲線圖 
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圖 4.17 例題 4.2.3 I型斷面簡支梁受軸力( 8.0/ =crPP )之振動模態圖 
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圖 4.17 例題 4.2.3 I型斷面簡支梁受軸力( 8.0/ =crPP )之振動模態圖(續) 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω7 = 
4256.91

 

 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω8 = 
5776.18

 

  

 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω9 = 6104.78

 

 

x/L

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

                P/Pcr = 0.8              U            φ1

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n

 ω10 = 
7508.83

  

 

x/L



 165

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.18 例題 4.2.3 I型斷面簡支梁受軸力( 2.1/ =crPP )之振動模態圖 
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圖 4.18 例題 4.2.3 I型斷面簡支梁受軸力( 2.1/ =crPP )之振動模態圖(續) 
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圖 4.19 例題 4.2.3 I型斷面簡支梁受軸向負載的自然頻率－軸力曲線圖 
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End cross section
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圖 4.20 例題 4.2.4 T型斷面簡支梁承受一軸向負載之結構圖 
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圖 4.21 例題 4.2.4 T型斷面簡支梁在中心點 D的負荷－位移曲線圖 
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圖 4.22 例題 4.2.4 T型斷面簡支梁的頻率－負荷曲線圖 
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End cross section
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圖 4.23 例題 4.2.5 T型斷面懸臂梁自由端承受一軸向負載之結構圖 
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圖 4.24 例題 4.2.5 T型斷面懸臂梁的負荷－位移曲線圖 
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圖 4.25 例題 4.2.5 T型斷面懸臂梁的頻率－負荷曲線圖 
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圖 4.26 例題 4.2.6 L型斷面懸臂梁自由端承受一軸向負載之結構圖 
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圖 4.27 例題 4.2.6 L型斷面懸臂梁的負荷－位移曲線圖 
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圖 4.28 例題 4.2.6 L型斷面懸臂梁的頻率－負荷曲線圖 
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圖 4.29 例題 4.3.1懸臂直角構架之幾何及受力圖 
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圖 4.30 例題 4.3.1 懸臂直角構架 A點在 GX 3 方向之位移 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.31 例題 4.3.1懸臂直角構架自由端 B點 GX 3 方向之位移 
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圖 4.32 例題 4.3.2旋轉圓盤之幾何及受力圖 



 180

k

i

j

k

j

i

j

k

i

Z

X  

Y150

-4.6154

4.6154
150

-4.6154

Z

X

Y

661.3469

-21.302

-30.9608

661.3469

(a)

(b)

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.33 例題 4.3.2旋轉圓盤之初始速度、加速度 
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圖 4.34 例題 4.3.2 旋轉圓盤之中心在 X方向的加速度 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.35 例題 4.3.2旋轉圓盤之角速度變化過程 
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圖 4.36 例題 4.3.2旋轉圓盤中心在 XY平面的運動軌跡 
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圖 4.37 例題 4.3.2旋轉圓盤中心在 X方向的加速度 
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圖 4.38 例題 4.3.3 球窩接頭之空間桿之幾何及受力圖 
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圖 4.39 例題 4.3.3之自由端之位置向量在 GX 2 方向的分量(Case (a)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖 4.40 例題 4.3.3之自由端之位置向量在 GX 3 方向的分量(Case (a)) 
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圖 4.41 例題 4.3.3之自由端之位置向量在 GX 2 方向的分量(Case (b)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
圖 4.42 例題 4.3.3之自由端之位置向量在 GX 3 方向的分量(Case (b)) 
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End cross section
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圖 4.43 例題 4.3.4 I型斷面梁之幾何及受力圖 
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圖 4.44 例題 4.3.4之 C點在 GX1 與
GX 3 方向的位移(Case (a)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

圖 4.45 例題 4.3.4之 C點在 GX1 與
GX 3 方向的位移(Case (b)) 
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圖 4.46 例題 4.3.4之 C點在 GX1 與
GX 3 方向的位移(Case (c)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

圖 4.47 例題 4.3.4之 C點在 GX1 與
GX 3 方向的位移(Case (d)) 
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圖 4.48 例題 4.3.4之 C點在 GX1 與
GX 3 方向的位移(Case (e)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖 4.49 例題 4.3.4之 C點在 GX1 與

GX 3 方向的位移(Case (f)) 
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圖 4.50 例題 4.3.4之 C點在 GX1 與
GX 3 方向的位移(Case (g)) 
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圖 4.51 例題 4.3.5 Z型斷面梁之幾何及受力圖 
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圖 4.52 例題 4.3.5 Z型斷面梁端點 B在 GX1 方向、中點 C在 GX 2 及

GX 3 方向

之靜態負荷－位移曲線圖 
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圖 4.53 例題 4.3.5簡支 Z型斷面梁之振動模態圖( 0=P ) 
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圖 4.54 例題 4.3.5簡支 Z型斷面梁之振動模態圖( kNP 40= ) 
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圖 4.55 例題 4.3.5簡支 Z型斷面梁之振動模態圖( kNP 80= ) 
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圖 4.56 例題 4.3.5簡支 Z型斷面梁之振動模態圖( kNP 100= ) 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

V

ω1 = 11.8546 (rad/s)

 

 

                                             

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

φ1WU

ω2 = 17.0184

 

  

 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω3 = 94.4964

 

 
 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω4 = 119.579

 

 
 

 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω5 = 236.843

 

 

x/L



 198

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.57 例題 4.3.5 Z型斷面梁端點 B在 GX1 方向、中點 C在 GX 2 和

GX 3 方向

之位移 )40( 0 kNP =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.58 例題 4.3.5 Z型斷面梁端點 B在 GX1 方向、中點 C在 GX 2 和
GX 3 方向

之位移 )80( 0 kNP =  
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圖 4.59 例題 4.3.5 Z型斷面梁端點 B在 GX1 方向、中點 C在 GX 2 和

GX 3 方向
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圖 4.60 例題 4.3.6 槽型直角構架之幾何及受力圖 
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圖 4.61 例題 4.3.6自由端 C點在 GX1 、

GX 2 及
GX 3 方向之靜態負荷－位移曲
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圖 4.62 例題 4.3.6自由端 C點在 GX1 、

GX 2 及
GX 3 方向之靜態負荷－位移曲
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圖 4.63 例題 4.3.6 懸臂槽型斷面直角構架之振動模態圖(Case (a)、 0=P ) 
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圖 4.63 例題 4.3.6 懸臂槽型斷面直角構架之振動模態圖(Case (a)、

0=P )(續) 
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圖 4.64 例題 4.3.6 懸臂槽型斷面直角構架之振動模態圖(Case (b)、 0=P ) 

-1

0

1
                                                      

A                                     B                                     C

A                                     B                                     C

A                                     B                                     C 

 

U           V           W           φ1

ω1 = 1.64353 (rad/s)

 

-1

0

1

ω2 = 9.25952

 

 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n

-1

0

1

 

ω3 = 22.2699

 



 206

 
圖 4.64 例題 4.3.6 懸臂槽型斷面直角構架之振動模態圖(Case (b)、

0=P )(續) 
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圖 4.65 例題 4.3.6自由端 C點在 GX1 方向、

GX 2 方向之位移(Case (a)、
kNP 10 = ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.66 例題 4.3.6自由端 C點在 GX 3 方向之位移(Case (a)、 kNP 10 = ) 
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圖 4.67 例題 4.3.6自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 方向之位移(Case (a)、 

kNP 50 = ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.68 例題 4.3.6自由端 C點在 GX 3 方向之位移(Case (a)、 kNP 50 = ) 
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圖 4.69 例題 4.3.6自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 方向之位移(Case (a)、 

kNP 100 = ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.70 例題 4.3.6自由端 C點在 GX 3 方向之位移(Case (a)、 kNP 100 = ) 
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圖4.71例題4.3.6 自由端C點在 GX1 方向、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (a)、
kNP 150 = ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖4.72例題4.3.6 自由端C點在 GX1 方向、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (a)、
kNP 160 = ) 
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圖 4.73 例題 4.3.6自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (a)、
kNP 170 = ) 

0 2 4 6 8 10 12 14

-2

-1

0

1

2

3

4

5
WC

VC

UC

Case (a) P0 = 17 kN

 

D
isp

la
ce

m
en

ts 
(m

)

Time (sec)



 212

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.74 例題 4.3.6自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 方向之位移(Case (b)、 

kNP 10 = ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.75 例題 4.3.6自由端 C點在 GX 3 方向之位移(Case (b)、 kNP 10 = ) 
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圖 4.76 例題 4.3.6自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 方向之位移(Case (b)、 

kNP 50 = ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.77 例題 4.3.6自由端 C點在 GX 3 方向之位移(Case (b)、 kNP 50 = ) 
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圖 4.78 例題 4.3.6自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 方向之位移(Case (b)、 

kNP 100 = ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.79 例題 4.3.6自由端 C點在 GX 3 方向之位移(Case (b)、 kNP 100 = ) 
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圖 4.80 例題 4.3.6 自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 方向之位移(Case (b)、

kNP 150 = ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.81 例題 4.3.6 自由端 C點在 GX 3 方向之位移(Case (b)、 kNP 150 = ) 
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圖 4.82 例題 4.3.6自由端C點在 GX1 方向、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (b)、
kNP 160 = ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖4.83例題4.3.6 自由端C點在 GX1 方向、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (b)、
kNP 170 = ) 
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圖 4.84 例題 4.3.6自由端 C點在 GX 2 、

GX 3 方向之位移之頻譜圖(Case (a)) 
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圖 4.85 例題 4.3.6自由端 C點在 GX 2 、
GX 3 方向之位移之頻譜圖(Case (b)) 
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圖 4.86 例題 4.3.7 懸臂 T型斷面梁之幾何及受力圖 



 220

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.87 例題 4.3.7懸臂 T型斷面梁之自由端 A點在 Q = 0之靜態負荷－位

移曲線圖 
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圖 4.88 例題 4.3.7懸臂 T型斷面梁之振動模態圖( 0=P 、 0=Q ) 
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圖 4.89 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 及

GX 3 方向之位移(Case (a)、Q = 0) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.90 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (a)、Q = 
0.001P) 
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圖 4.91 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (a)、Q = 
0.01P) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.92 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 、

GX 2 及
GX 3 方向之位移(Case (a)、Q = 

0.1P) 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-4

-3

-2

-1

0

1

2

WA

VA
10 UA Case (a) Q = 0.01P

 

D
isp

la
ce

m
en

ts 
(1

0-2
 m

)

Time (sec)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

WA

VA

10 UA

Case (a) Q = 0.1P

 

D
is

pl
ac

em
en

ts 
(1

0-1
 m

)

Time (sec)



 224

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.93 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 及

GX 3 方向之位移(Case (b)、Q = 0) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.94 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (b)、Q = 
0.001P) 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

WA

10 UA
Case (b) Q = 0

 
D

isp
la

ce
m

en
ts 

(1
0-2

 m
)

Time (sec)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

WA

VA

10 UA
Case (b) Q = 0.001P

 

D
isp

la
ce

m
en

ts 
(1

0-2
 m

)

Time (sec)



 225

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.95 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (b)、Q = 
0.01P) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.96 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 、

GX 2 及
GX 3 方向之位移(Case (b)、Q = 

0.1P) 
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圖 4.97 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 及

GX 3 方向之位移(Case (c)、Q = 0) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.98 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (c)、Q = 
0.001P) 
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圖 4.99 例題 4.3.7自由端 A點在 GX1 、
GX 2 及

GX 3 方向之位移(Case (c)、Q = 
0.01P) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.100例題 4.3.7自由端A點在 GX1 、

GX 2 及
GX 3 方向之位移(Case (c)、Q = 

0.1P) 
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圖 4.101 例題 4.3.8懸臂單對稱槽型斷面梁之幾何及受力圖 
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圖 4.102 例題 4.3.8自由端A點在 GX1 、

GX 2 及
GX 3 方向之靜態負荷－位移曲

線圖 
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圖 4.103 例題 4.3.8 單對稱槽型斷面懸臂梁之振動模態圖( 0=P ) 
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圖 4.104 例題 4.3.8 單對稱槽型斷面懸臂梁之振動模態圖(Case (a)、

kNP 5= ) 
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圖 4.105 例題 4.3.8 單對稱槽型斷面懸臂梁之振動模態圖(Case (a)、

kNP 10= ) 
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圖 4.106 例題 4.3.8 單對稱槽型斷面懸臂梁之振動模態圖(Case (a)、

kNP 15= ) 
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圖 4.107 例題 4.3.8自由端 A點在 GX1 方向、

GX 2 和
GX 3 方向之位移(Case 

(a)、 kNP 50 = ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.108 例題 4.3.8 自由端 A點在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移(Case 
(a)、 kNP 100 = ) 
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圖 4.109 例題 4.3.8自由端 A點在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移(Case 
(b)、 kNP 50 = ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.110 例題 4.3.8自由端 A點在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移(Case 
(b)、 kNP 100 = ) 
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圖 4.111 例題 4.3.8自由端 A點在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移(Case 
(c)、 kNP 50 = ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.112 例題 4.3.8自由端 A點在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移(Case 
(c)、 kNP 100 = ) 
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圖 4.113 例題 4.3.9懸臂不對稱槽型梁之幾何及受力圖 
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圖 4.114 例題 4.3.9 梁自由端在 GX1 、

GX 2 及
GX 3 方向之靜態負荷－位移曲線

圖(Case (a):負荷作用在斷面剪心位置，Case (b):負荷作用在斷面形心位置) 
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圖 4.115 例題 4.3.9 懸臂不對稱槽型斷面梁之振動模態圖( 0=P ) 
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圖 4.116 例題 4.3.9 懸臂不對稱槽型斷面梁之振動模態圖(Case (a)、

kNP 3= ) 
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圖 4.117 例題 4.3.9懸臂不對稱槽型斷面梁之振動模態圖(Case (b)、

kNP 3= ) 
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圖 4.118 例題 4.3.9自由端在 GX1 方向、

GX 2 和
GX 3 方向之位移(Case (a)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.119 例題 4.3.9自由端在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移(Case (b)) 
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圖 4.120 例題 4.3.10懸臂不對稱角型斷面梁之幾何及受力圖 
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圖 4.121 例題 4.3.10 梁自由端在 GX1 、

GX 2 及
GX 3 方向之靜態負荷－位移曲

線圖 
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圖 4.122 例題 4.3.10 懸臂不對稱角型斷面梁之振動模態圖( 0=P ) 
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圖 4.123 例題 4.3.10 懸臂不對稱角型斷面梁之振動模態圖( kNP 15= ) 
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圖 4.124 例題 4.3.10 懸臂不對稱角型斷面梁之振動模態圖( kNP 25= ) 
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圖 4.125 例題 4.3.10 梁自由端在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移
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圖 4.126 例題 4.3.10 梁自由端在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移 

)25( 0 kNP =  

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

W

V

U

  P0 = 15 kN

 
D

isp
. o

f t
he

 lo
ad

in
g 

po
in

t (
m

)

Time (sec)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.6
-0.4
-0.2
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

W

V

U

P0 = 25 kN

D
is

p.
 o

f t
he

 lo
ad

in
g 

po
in

t (
m

)

Time (sec)



 249

P

X

X

X ,W
X ,V

X ,UG
1

G
2

G
3

L

End cross section

xS
2

Sx3

C
,

0.0
t (sec)

(t)P

P0

Time History of Load

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

圖 4.127 例題 4.3.11 懸臂 Z型斷面梁之幾何及受力圖 
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圖 4.128 例題 4.3.11自由端 C點之靜態負荷－位移曲線圖 
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圖 4.129 例題 4.3.11 Z型斷面懸臂梁之振動模態圖( 0=P ) 
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圖 4.130 例題 4.3.11 Z型斷面懸臂梁之振動模態圖( kNP 400= ) 
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圖 4.131 例題 4.3.11 Z型斷面懸臂梁之振動模態圖( kNP 800= ) 
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圖 4.132 例題 4.3.11自由端 C點在 GX1 方向與扭轉角之位移 
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圖 4.133 例題 4.3.12懸臂 Z型斷面梁之幾何及受力圖 
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圖 4.134 例題 4.3.12自由端 C點在 GX1 及

GX 3 方向之靜態負荷－位移曲線圖 
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圖 4.135 例題 4.3.12自由端 C點在 GX 2 方向之靜態負荷－位移曲線圖 
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圖 4.136 例題 4.3.12懸臂 Z型斷面梁之振動模態圖( 0=CP 、 kNP 200= ) 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

V

ω1 = 90.9402 (rad/s)
 

 

                                             

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

φ1WU

ω2 = 143.809

 

  

 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω3 = 292.202

 

 

 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω4 = 597.039

 

 

 

 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω5 = 835.770

 

 

x/L



 259

 
 
圖 4.137 例題 4.3.12懸臂 Z型斷面梁之振動模態圖( kNPC 200= 、

kNP 200= ) 
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圖 4.138 例題 4.3.12懸臂 Z型斷面梁之振動模態圖( kNPC 400= 、

kNP 200= ) 
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圖 4.139 例題 4.3.12懸臂 Z型斷面梁之振動模態圖( kNPC 800= 、 

kNP 200= ) 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

V

ω1 = 31.2404 (rad/s)

 

 

                                             

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

φ1WU

ω2 = 158.085

 
  

 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω3 = 302.972

 

 

 

M
od

al
 d

ef
le

ct
io

n

0.0 0.5 1.0
-1

0

1

ω4 = 582.070

 

 

 

 

0.0 0.5 1.0
-1

0

1
ω5 = 949.795

 

 

x/L



 262

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 4.140 例題 4.3.12自由端C點在 GX1 方向、

GX 2 和
GX 3 方向之位移 )0( =CP  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.141 例題 4.3.12自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移
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圖 4.142 例題 4.3.12自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移
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圖 4.143 例題 4.3.12自由端 C點在 GX1 方向、
GX 2 和

GX 3 方向之位移
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附錄 A擾動後的移動元素座標及節點旋轉參數 

 
本推導是在元素當前的變形位置之固定元素座標上進行，所有向量的

分量都是指在該座標上的分量。令 t 表示當前的時間， ix 與 ix )3,2,1( =i 表

示在當前變形位置重合的固定元素座標與移動元素座標，在當前變形位置

的 固 定 元 素 座 標 與 移 動 元 素 座 標 是 重 合 的 。 令

},,{},,{)( 321 jjjjjjjj wvuuuut === uu 、 },,{)( 321 jjjjj t φφφ== φφ 分別表示

元素節點 j當前的絕對位移向量、旋轉向量； ie 表示在 ix )3,2,1( =i 軸方向

的單位向量、 S
ije )2,1()3,2,1( == ji 為在元素節點 j之當前元素斷面座標

軸 S
ijx 的單位向量； )(tijij θθ =  )2,1;3,2,1( == ji 及 )(tll = 分別表示元素節

點 j當前的旋轉參數及元素當前的弦長。本文中旋轉向量 jφ 的值在當前變

形位置重新設定為零， ju 的分量除了 212 uu = 外其餘的值皆為零，但因推

導移動元素座標的速度、角速度、加速度及角加速度過程的需要，仍保留

全部的 jφ 及 ju 。 

令 juδ 與 )2,1( =jjφδ 分別代表元素節點 j的位移向量 ju 與旋轉向量 jφ

的擾動量， tδ 代表元素節點 j受擾動的時間。當元素節點 j受到 juδ 與

)2,1( =jjφδ 作用後，可由 2.6節的方法及一致性一階線性化(consistent first 

order linearization)，即保留 ju 、 jφ 、 juδ 、 jφδ 、及 ijθ 的一次項，決定受

擾動後的移動元素座標、元素節點旋轉參數 )( ttij δθ + )2,1;3,2,1( == ji 、

元素弦長 )( tt δ+l ，其推導的過程如下所述： 

元素節點 )2,1( =jj 當前的位置向量可表示成 

11 )( ur =t  (A.1) 

22 }0,0,{)( ur += Lt  (A.2) 

12 uLu +−= l  (A.3) 

其中 L為梁之剪心軸變形前的長度。 
當元素節點 )2,1( =jj 受到擾動位移 juδ 作用，擾動後的元素節點位置

向量可表示成 

jjjj ttt urrr δδ +=+= )()(ˆ  (A.4) 

擾動後之元素的弦長 l̂可表示成 
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12 ˆˆ)(ˆ rr −=+= tt δll  (A.5) 

將(A.5)式做一致性一階線性化，則 l̂可表示成 

wwvvu ∆
∆

+∆
∆

+∆+=
ll

ll
δδδˆ  (A.6) 

12 uuu −=∆ ， 12 vvv −=∆ ， 12 www −=∆  (A.7) 

12 uuu δδδ −=∆ ， 12 vvv δδδ −=∆ ， 12 www δδδ −=∆  (A.8) 

本文中元素弦長的擾動量 lδ 為擾動後與擾動前元素的弦長的差，由

(A.6)式可得 

wwvvu ∆
∆

+∆
∆

+∆=−=
ll

lll
δδδδ ˆ  (A.9) 

擾動後之元素座標 1x 軸的單位向量可表示成 

l̂

ˆˆ
)(ˆ 12

11
rree −

=+= tt δ  (A.10) 

 
將(A.10)式一致性一階線性化，則 1ê 可以表示成 

 

},,1{ˆ 22221
llllllll

uwwwuvvvwwvv ∆∆
−

∆
+

∆∆∆
−

∆
+

∆∆∆
−

∆∆
−=

δδδδδδe  

 (A.11) 
 

對應於 )(tjφ 的 )(tS
ije )3,2,1( =i )2,1( =j 可以視為(2.22)式中之 S

ije 受到
)(tφ 作用後的新向量，由(2.2)式、(2.22)式及一致性一階線性化可得 

 
},,1{)( 22331 jjjj

S
j t φθφθ −−+=e  (A.12) 

},1,{)( 11332 jjjj
S

j t φθφθ +−−=e  

}1,,{)( 11223 jjjj
S

j t φθφθ −−+=e  

因 0=)(tjφ ，所以(A.12)式之 )(tS
ije 與(2.22)式之 S

ije 是重合的。 

當 )(tjφ 受到一擾動量 jφδ 作用，對應於 jφ 的 S
ije )2,1)(3,2,1( == ji 會

轉到擾動後對應於旋轉向量 jjjj tt φφφφ δδ +=+= )(ˆ 的 )(ˆ ttS
ij

S
ij δ+= ee ，由

(2.2)式、(A.12)式及一致性一階線性化，則 S
j1ê 及 S

j2ê 可以表示成 
 

S
jj

S
j

S
j 111ˆ eee ×+= φδ  (A.13) 



 266

jjjjjjjjjjjjj 1233333223322 ,1{ δφθδφφθδφφδφφδφθδφθ +++−−−−=  

}, 131322212 jjjjjjjjj δφφδφθδφφθδφφ ++−−−+  
S

jj
S

j
S

j 222ˆ eee ×+= φδ  (A.14) 

jjjjjjjjjjj 33111221333 1,{ δφθδφθδφφδφθθφδφ −−++−−−=    
}, 23231113311 jjjjjjjjjjj δφφδφθθφδφδφφδφφ ++++−−  

令旋轉向量 )(ˆ ttnjnj δ+= θθ )2,1( =j 為擾動後元素節點 j 之旋轉參數，其定

義方式與(2.28)式之 njθ 相同，由(2.28)、(A.11)與(A.13)式可得 

jnjnj nθ ˆˆˆ θ=  (A.15) 
S

jjnj 11 ˆˆˆˆsin een ×=θ  (A.16) 
 
其中 1ê 與 S

j1ê )2,1( =j 分別定義於(A.11)式與(A.13)式。 
 
將(A.11)式、(A.13)式代入(A.15)式，再將(A.15)式之 njθ̂ 一致性一階線性化

可得 
 

jjjjjjjjnj
wwvwv

22323322 ,)()({ˆ φθδφδφφθδφθδ
+

∆
+

∆
−

∆
−+

∆
−+

∆
−=

lllll
θ  

llll

vvuww
jjjjjjj

∆
−+

∆
−−

∆∆
−−+

∆
+

δφθδφφδδφθδφδ
33132132 ,

}122123 jjjjj
uv δφφδδφθδφ +

∆∆
+++

l
 

  (A.17) 
擾動後之移動元素座標軸 2x 、 3x 的單位向量 2ê 、 3ê 可由以下步驟決

定： 
將旋轉向量 njθ̂− 作用在 S

ijê 上，使其旋轉到 S
ij

′ê ，此時 S
j
′

1ê 和 1ê 重合。由

(2.2)式及一致性一階線性化可得 
 

jjjj
jj

j
S

j
wwuvwvv

1111
11

212 1,{ˆ δφφδφθ
δφδφδθδδ

−−
∆+∆

−
∆∆

+
∆

−
∆

−
∆

−=′

lllll
e    

jjjjj
wvwwvvv

3221112 )(
2
1

2
1, δφθδδδφφθδ

−
∆

+
∆∆+∆∆

−++
∆∆

−
lll

  

}
222

)(
2
1 23323322

23
jjjjjjjj

jj wvv δφφδφφ
δ

φθ
δ

φθ
δφθ

−
−∆

+
+∆

+
++

∆
+

lll
 (A.18) 
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擾動後之移動元素座標軸 2x 的單位向量可以表示成 

SS

SS

′′

′′

+

+
=

2122

2122
2 ˆˆ

ˆˆˆ
ee
eee

 (A.19) 

 
將(A.19)式一致性一階線性化，則 2e 可以表示成 

 

1,
222

{ˆ 1211
2

12111211
2

δφδφδφφδθθδδ +∆
−

∆∆
+

+∆
−

+∆
−

∆
−

∆
−=

llllll

wuvwwvve

),(
4

)(
4 1211

1211
1211

1211
2 δφδφφφδφδφθθδ

+
+

−+
+

−
∆∆

−
l

vv

)(
4
1

2222 22212
121112111211 δφδφδδδφδφφφθθ

+
∆

+
∆∆+∆∆

−
+

+
+

+
+

ll

vvwwv  

)(
4
1)(

4
1)(

4
1)(

4
1

2131323122213231 δφδθφφδφφδδφδφ +
∆

++
∆

++
∆

++
∆

+
llll

wwvw

)(
4
1)(

4
1)(

4
1

322231212232 δφδθδφδθδφδθ −
∆

+−
∆

++
∆

+
lll

vvw  

  }
44

2232322221313121 δφφδφφδφφδφφ −
−

−
−  

 (A.20) 
 
擾動後之移動元素座標軸 3x 的單位向量可以可以由 213 ˆˆˆ eee ×= 決定，由

一致性一階線性化， 3ê 可以表示成 
 

222
{ˆ 1211

2
12111211

3
δφδφδφφδθθδδ +∆

+
∆∆

+
+∆

+
+∆

+
∆

−
∆

−=
llllll

vuwvvwwe     

)(
4
1

2222
, 22212

121112111211 δφδφδδδφδφφφθθ
+

∆
−

∆∆+∆∆
−

+
−

+
−

+
−

ll

vvwwv  

)(
4
1)(

4
1)(

4
1)(

4
1

2131323122213231 δφδθφφδφφδδφδφ +
∆

−+
∆

−+
∆

−+
∆

−
llll

wwvw

)(
4
1)(

4
1)(

4
1

322231212232 δφδθδφδθδφδθ +
∆

−++
∆

−++
∆

−
lll

vvw  

)(
4

1,
44 1211

12112232322221313121 δφδφθθδφφδφφδφφδφφ
+

+
−

−
+

−
+  
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})(
4 21211

1211

l

ww ∆∆
−+

+
−

δδφδφφφ  

                                                     (A.21) 
 

其中 1211 θθ −= ，所以 01211 =+ θθ 。 

由(A.11)、(A.20)、(A.21)式可將擾動後的移動元素座標與當前的固定

元素座標的關係表示成 

11 uuxAx δ++= xx  (A.22) 

xxxxxx AAA 10 +=  (A.23) 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+∆

+
−

∆

∆
−

∆
−

=

1
2

2
1

1

1211

12110

δφδφδ

δφδφδ

δδ

l

l

ll

w

v

wv

xxA  (A.24) 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∆
−

∆∆
−

−
∆

+
∆∆

−

∆
+

∆∆∆
−

∆∆

=

0

0

0

112

112

1212

1

Avuw

Awuv

vuwwuv

m

m

mm

xx

δφδ

δφδ

φδδφδδ

ll

ll

llll

A  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
∆∆

−
∆∆+∆∆

−
∆

∆∆+∆∆
−+

∆∆
−

∆
−

∆∆−∆∆−∆∆−

+

1221

2121

1122

2

2
Bwwvwwvv

vwwvBvvw

vwwwvv

m

m

mm

lll

lll

llll

δδδδφ

δδδδφ

δφδφδδ

 

 (A.25) 

其中 )( ttxxxx δ+= AA 為擾動後的移動元素座標相對於固定元素座標的方向

餘弦矩陣， xxA0 及 xxA1 為節點參數的零次項及一次項， 

)(
4
1)(

4
1)(

4
1)(

4
1

32312221323122211 φφδφφδδφδφδφδφ +
∆

++
∆

++
∆

++
∆

=
llll

wvwvA
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)(
4
1)(

4
1)(

4
1)(

4
1

3222312122322131 δφδθδφδθδφδθδφδθ −
∆

+−
∆

++
∆

++
∆

+
llll

vvww  

44
2232322221313121 δφφδφφδφφδφφ −

+
−

+ ， 
2

1211
1

φφφ +
=m ，

2
1211

1
δφδφδφ +

=m ， mB 1
1211

1 2
δφφφ +

−= 。為了以後推導方便，本文在

xxA1 (2,1)及 xxA1 (3,1)的元素上分別補上 mm
ww

11 δφδφ
ll

∆
−

∆
及

mm
vv

11 δφδφ
ll

∆
+

∆
− ，這兩項的值皆為零，並將 xxA1 分成兩個矩陣。 

若將 },,{ 321 xxx=x 視為一個在移動元素座標上的固定點在移動元素座

標的位置向量，則 },,{)( 321 xxxtt =+= δxx 可視為該點在當前變形位置的

固定元素座標的位置向量。 
由(2.30)式，擾動後節點旋轉參數 )(ˆ

11 ttjj δθθ += ( 2,1=j )可表示如下 

1221 ˆˆˆˆsin eee ⋅×= ′S
jjθ  (A.26) 

將(A.3)、(A.18)及(A.20)代入(A.26)式並將其一致性一階線性化， j1̂θ 可

表示如下 

jjj 1
1211

1
1211

1 2222
ˆ δφδφδφθθθθ +−−+−−=  

21313231322122 4
1

2
1

2
1)(

4
1)(

4
1 δφθθδθδθθδθθδ

−
∆

+
∆

++
∆

−+
∆

− jj
wvwv
llll

      

jjjj 3223322231212232 2
1

2
1

4
1

4
1

4
1 δφθδφθδφθδφθδφθ −+++−  

jj
wvwv

3232312221 2
1

2
1)(

4
)(

4
δφδφδφδφδφδφ

ll

∆
+

∆
++

∆
−+

∆
−  

jj
wvwv

3232312221 2
1

2
1)(

4
)(

4
φδφδφφδφφδ

ll

∆
+

∆
++

∆
−+

∆
−  

244
23322232322221313121 jjjj δφφδφφδφφδφφδφφδφφ −

−
−

+
−

+  

 (A.27) 

由(A.27)式可得 

1112
ˆˆ θθ −=  
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)(
4
1)(

4
1

2222
ˆ

31322122
12111211

12 θθδθθδδφδφθθθ −
∆

+−
∆

++−+−=
ll

wv  

)(
4
1

4
1

4
1

4
1

4
1

21223222312122322131 δφδφδφθδφθδφθδφθ −
∆

+−++−
l

v  

)(
4
1)(

4
1)(

4
1

313221223132 φφδφφδδφδφ −
∆

+−
∆

+−
∆

+
lll

wvw   

44
2232322221313121 δφφδφφδφφδφφ −

−
−

+  

 (A.28) 

由(2.31)式，擾動後節點旋轉參數 )(ˆ ttijij δθθ +=  ( 3,2=i ； 2,1=j )可表

示如下 

i
S

jij eee ˆˆˆˆ
11 ⋅×=θ                               (A.29) 

將(A.11)、(A.13)、(A.20)、(A.21)式代入(A.29)，將其一致性一階線性化，

j2̂θ 和 j3̂θ 可表示如下 

)(
22

ˆ
3

1211
133

1211
222 jjjjjjj

vw δφδθθδφθθδφδφδφδθθ −
∆+

−−
+

++
∆

+=
ll

 

jjjj
uwvv

1323
1211

3
1211 )(

2
)(

2
δφφδδφδφφφδφδφ

−
∆∆

−−
∆+

−+
∆

−
+

+
lll

 

 (A.30) 

 

)(
22

ˆ
2

1211
122

1211
333 jjjjjjj

wv δφδθθδφθθδφδφδφδθθ +
∆+

−+
+

−+
∆

−=
ll

 

jjjj
uvww

1222
1211

2
1211 )(

2
)(

2
δφφδδφδφφφδφδφ

+
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++
∆+

−+
∆+

−
lll

 

 (A.31) 

本文中元素節點旋轉參數的擾動量 ijδθ )3,2,1( =i )2,1( =j 為擾動後元

素節點旋轉參數 ijθ̂ 與擾動前元素節點旋轉參數 ijθ 的差，即 

ijijij θθδθ −= ˆ  (A.32) 

其中 ijθ̂ 定義於(A.27)式、(A.30)式與(A.31)式。 
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附錄 B 不同的元素節點參數向量之擾動量的關係及其對時間微分的關係 

 
ϕδq 、 φδq 、 θδq 為定義於(2.96)式之元素節點參數向量之擾動量，為了

方便說明，在此將其重複表示如下 

 
},,,,{ 2211 βϕϕ δδδδδδ ϕ uuq =  (B.1) 

},,,,{ 2211 βφφ δδδδδδ φ uuq =  (B.2) 

θδq },,,,{ *
22

*
11 βθθ δδδδδ uu=  (B.3) 

 
},,{ jjjj wvu δδδδ =u ， },,{ 321 jjjj δϕδϕδϕδ =ϕ ， },{ 21 δβδβδ =β  (B.4) 

},,{ 321 jjjj δφδφδφδ =φ ， },,{ jjjj wvu δδδδ =u ， },,{ 1 jjj
*
j vw ′′−= δδδθδθ  

 
其中 2,1=j ， juδ 為節點 j對固定元素座標的擾動位移向量， jϕδ 的分量為

節點 j之斷面繞固定元素座標 ix )3,2,1( =i 軸的擾動旋轉， βδ 為擾動扭轉
率向量， jδβ 為元素扭轉率在節點 j的擾動量， jφδ 為節點 j之斷面對固定

元素座標的擾動旋轉向量， juδ 為節點 j對移動元素座標的擾動位移向

量， j1δθ 為元素扭轉角在節點 j的擾動量， jv′δ 及 jw′δ 為定義於(2.15)式之

w′及v′在元素節點 j的擾動量。 
由(2.6)及(2.7)式，可得 ϕδq 與 φδq 有以下關係 

φϕφϕ δδ qTq =  (B.5) 

1
14 ϕφϕφ TIT +=  (B.6) 
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⎥
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⎥
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T  (B.8) 

其中 14I 為14× 14的單位矩陣， 1
ϕφT 為 )2,1;3,2,1( == ji 的一次項。 ijφ 為元

素節點旋轉向量的分量。雖然 ijφ 的值為零，但其擾動量及對時間的微分

都不為零，故在推導的過程中 1
ϕφT 仍需保留。 

由(2.13)式、(2.14)式、(2.38)-(2.43)式、(2.74)式、(2.82)式可得 θδq 與

ϕδq 、 φδq 有以下的關係 

φθφθ δδ qTTq )( R+=  (B.9)  

ϕϕφθφθ δδ qTTTq t
R )( +=  (B.10) 

210
θφθφθφθφ TTTT ++=   (B.11) 
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其中 ojε )2,1( =j 是 oε 在節點 j的值， 0

θφT 、 1
θφT 、 2

θφT 分別為 θφT 之零次項、

一次項及二次項， 30 為3×3的零矩陣， 32×0 為2×3的零矩陣， 23×0 為3×2的

零矩陣， 2I 為2× 2的單位矩陣。因為元素的扭轉率與元素座標系統無關，

所以 jδβ ( j =1,2)在固定元素座標 ix 和移動元素座標 ix 中有相同的值。(B.16)

式中之 2bG 、及 4bG 及 2cG 、 4cG 分別為(2.84)式中向量 bG 和 cG 第2及第4個
元素。矩陣 RT 中 jv 、 jw 、 ijφ )2,1;3,2,1( == ji 的值皆為零，但是其擾動

量並不為零，在推導元素切線剛度矩陣時須用到 RT 擾動量，故(B.9)式中
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RT 仍需保留。(B.14)式中加底線” −−− ”之項在元素很小時會趨近於零，

故本文中計算時將其忽略。 

假設擾動時間 0→tδ ，將(B.9)式除以 tδ ，可得 

ϕϕφθφφθφ
θ

δ
θ δ

δ qTTTqTTqq &&& t
RR

t t
)()(lim

0
+=+==

→
 (B.18) 
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*
11 βθθ &&&&&& uuq =θ ， },,,,{ 2211 βϕϕ &&&&&& uuq =ϕ  (B.19) 

},,,,{ 2211 βφφ &&&&&& uuq =φ  
},,{ jjjj wvu &&&& =u ， },,{ 1 jjj

*
j vw &&&& ′′−= θθ ， },{ 21 ββ &&& =β  

},,{ jjjj wvu &&&& =u ， },,{ 321 jjjj ϕϕϕ &&&& =ϕ ， },,{ 321 jjjj φφφ &&&& =φ  

其中 RT 的值為0， ϕφT 的值為 I，但其對時間的微分不為 0，故仍需保

留。 

將(B.18)式對時間微分，可得 
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因 0qT =ϕϕφ && t 、 IT =ϕφ 及 0T =R ，若僅保留到變形參數的一次項，則 

 
ϕθφϕθφθφθ qTTqTTq &&&&&&& )()( 110

R+++=  (B.21) 
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11 βθθ &&&&&&&&&&&& uuq =θ ， },,,,{ 2211 βϕϕ &&&&&&&&&&&& uuq =ϕ  (B.22) 

},,,,{ 2211 βφφ &&&&&&&&&&&& uuq =φ  
},,{ jjjj wvu &&&&&&&& =u ， },,{ 1 jjj

*
j vw &&&&&&&& ′′−= θθ ， },{ 21 ββ &&&&&& =β  

},,{ jjjj wvu &&&&&&&& =u ， },,{ 321 jjjj ϕϕϕ &&&&&&&& =ϕ ， },,{ 321 jjjj φφφ &&&&&&&& =φ  
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附錄 C 元素節點力向量 Df 與 D
θf 的關係 

 
為了方便說明，在此將(2.97)式中節點變形力向量 Df 與 D

θf 之關係重

複如下 
Dt

R
tD

θθφϕφ fTTTf )( +=  (C.1) 

其中 
} , , , ,{ 2211 Bmfmff =D  (C.2) 

} , , , ,{ 2211 Bmfmff θθθθ
θ =D  (C.3) 

},,{ 321 jjjj fff=f ， },,{ 321
θθθθ
jjjj fff=f  (C.4) 

},,{ 321 jjjj mmm=m ， },,{ 321
θθθθ

jjjj mmm=m  ( j = 1, 2) ， 

},{ 21 BB=B  
將式(B.6)、(B.11)及(B.17)代入式(C.1)， Df 與 D

θf 之關係的顯式可表示

如下 
θφθ

12121112 ffff +=−=  (C.5) 
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L
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mmmmm p
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    LGfmm
L
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b
p

41232323131 )(
3 θφθθ θθ +−+  (C.13) 

 
由(C.5)－(C.13)式可以發現節點變形力 Df 能滿足平衡方程式且側向力

jf2 ， jf3 )2,1( =j 可視為是彎矩 jm2 ， jm3 的反作用力與 θ
jf2 , θ

jf3 )2,1( =j 無

關，但為 了方便 表示，本文中推導節點變形 力 Df 時仍 保 留
θ

jf2 , θ
jf3 )2,1( =j 。以共旋轉有限元素法離散梁結構時，隨著元素數目的增

加，元素之剪心軸的曲率及扭轉率會趨近一個常數，而其中長度、斜率及

扭 轉 角 會 趨 近 於 零 ， 所 以 (C.5) － (C.13) 式 中 與 曲 率 有 關 的

)2,1;3,2( == ji
L
ijθ

會趨近一個常數而與斜率有關的 ijθ )2,1;3,2,1( == ji

會趨近於零，由上述的討論可知(C.5)－(C.13)式中加底線的項在元素增加

時會趨近於零，故本文中將其忽略。 
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附錄 D 位置向量的擾動量及對時間的微分 

 
若僅保留至變形參數的零次項及不隨元素減小時會趨近於零的一次

項，則(2.61)式中元素內任意點Q之位置向量 )(tr 對固定元素座標的擾動

量 rδ 可表示成 
 1

0)()( urrArrr δδδδ ++=−+= xxttt  (D.1) 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+∆

+
−∆

∆
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∆
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δφδφδ

δφδφδ
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l
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ll

w

v
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xxA   (D.2) 

其中 )( tt δ+r 為Q點受擾動後在固定元素座標 ix 上的位置向量， )( tt δ+r 已

在(2.64)式定義， xxA0 在(2.34)式已經定義， 12 vvv −=∆ ， 12 www −=∆ ，

},,{ 1111 wvu δδδδ =u 為節點1對固定元素座標的擾動位移向量，r為Q點在移

動元素座標 ix 上的位置向量， )(trr = 已在(2.62)式定義， rδ 為位置向量r

的變分。 

若僅保留至變形參數的零次項及不隨元素減小時會趨近於零的一次

項，則由(2.62)式中r的定義再配合(2.13)、(2.14)、(2.16)、(2.74)、(2.75)
式，r及 rδ 在 ix )3,2,1( =i 軸方向之分量 ir及 irδ 可表示成 

 
xc xr ,11 )1( ωθε ++=   (D.3) 

pyyr −=2
 

pzzr −=3
 

)()( 21223132 θθθθε −−−+
−

=
L
z

L
y

L
L pp

c
l    (D.4) 

 
ωδθδθδθδδ xppp zzyyxr ,1231 )()( +−+−−=   (D.5) 

3,112 )( δθωθδθδδ xpzzvr +−−=  

2,113 )( δθωθδθδδ xpyywr −−+=   
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)()( 212313 δθδθδθδθδεδ −+−−= ppcp zyxx   (D.6) 

)()( 21223132 δθδθδθδθδδε −−−+
∆

=
L
z

L
y

L
u pp

c  (D.7) 

12 uuu −=∆ 。 

xoxo ww ,,2 )1( δεδεδθ −−=  (D.8) 

xoxo vv ,,3 )1( δεδεδθ −+−=  (D.9) 

由(B.12)、(2.23)－(2.25)式、(D.8)式、(D.9)式，保留至變形參數的零

次項、及使用近似式 11 ≈− oε 、 L≈l 可得 

 ϕδδδ bb
t
bb

t
bv uTNuN 0==     (D.10) 

 ϕδδδ cc
t
cc

t
cw uTNuN 0==  

 ϕδδδθ dd
t
dd

t
d uTNuN 0

1 ==  

 ϕϕ δδδδθ d
t

ddd
t

dd
t

dx uNuTNuN ′=′=′= 0
,1  

 ϕδδδδθ cc
t

cc
t

cxw uTNuN 0
,2 ′−=′−=−=  

 ϕδδδδθ bb
t

bb
t

bxv uTNuN 0
,3 ′=′==  
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  (D.11) 
其中 },,,{ 2211 vvvvb ′′= δδδδδu  ， },,,{ 2211 wwwwc ′−′−= δδδδδu ， 

},,,{ 212111 δβδθδβδθδ =du ， },,,{ 322311 δϕδδϕδδ ϕ vvb =u  

},,,{ 222211 δϕδδϕδδ ϕ wwc =u ， },,,{ 212111 δβδϕδβδϕδ ϕ =du 已分別在(2.98)式及

(2.113)式中定義， iN ),,( dcbi = 已在(2.23)－(2.25)式中定義。 

將(D.2)-(D.10)式代入(D.1)式、保留至變形參數的零次項及及不隨元素

減小時會趨近於零的一次項、使用近似式 11 ≈− oε 、 L≈l ， rδ 在固定元素

座標 )3,2,1( =ixi 軸方向之分量 irδ 可表示成 

 
ϕϕϕϕϕϕ δωδδδδδδ d

t
dc

t
cb

t
bc

t
fpb

t
epa

t
a zyzyr uNuNuNuNuNuN ′+′−′−++=1   (D.12) 
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ϕϕϕ δωθδδδ b
t

bxd
t
dpb

t
b zzr uNuNuN ′+−−= ,12 )(  

ϕϕϕ δωθδδδ c
t

cxd
t
dpc

t
c yyr uNuNuN ′+−+= ,13 )(  

 
},{ 21 uua δδδ ϕ =u   ， },{ 65 NNa =N   (D.13) 

},0,,0{ 65 NNe =N  ， },0,,0{ 65 NNf −−=N  (D.14) 

2
1

5
ξ−

=N ，
2

1
6

ξ+
=N  

若僅保留至變形參數的零次項及不隨元素減小時會趨近於零的一次

項，則(2.66)式中元素內任意點Q之位置向量對固定元素座標的絕對速度

r&可表示成 

1urΩrr &&& ++=   (D.15) 
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2
1211 φφ && +

=xΩ , 
l

&& 12 ww
y

−
−=Ω , 

l

&& 12 vv
z

−
=Ω  (D.17) 

其中 Ω 為移動元素座標的角速度矩陣，已在 (2.45)式中定義，
},,{},,{ 1113121111 wvuuuu &&&&&&& ==u 為節點 1 對固定元素座標的絕對速度向量，r

為 Q點在移動元素座標 ix 上的位置向量，r已在(2.62)式定義，r&為 Q點對

移動元素座標的速度。 

r&為(2.62)式對時間的微分，由(2.13)、(2.14)、(2.16)、(2.74)、(2.75)
式，r&在 ix )3,2,1( =i 軸方向之分量 ir&可表示成 

 
xppp zzyyxr ,123113321121 ))(())(( θωθθθθθθθθθθ &&&&&&&&& +++−+−+−+=  

33,122,1 θθωθθθωθ &&
xx −−  

xxpp zzyyvr ,13,133223133112 )
2
1

2
1)(())(( θωθθθωθθθθθθθθθ &&&&&&&&& ++++−−++−−=

xxpp yyzzwr ,12,123223122113 )
2
1

2
1)(())(( θωθθθωθθθθθθθθθ &&&&&&&&& −−++−++−−=
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 (D.18) 
dxwwvvzyxx x

xxxxppcp ∫ +−−+−−=
0 ,,,,212313 )()()( &&&&&&&& θθθθε  (D.19) 

∫ ++−−−+=
L

xxxx
pp

c dxwwvv
LL

z
L
y

L 0 ,,,,21223132 )(1)()( &&&&&&l&
& θθθθε  (D.20) 

wvu yz ∆Ω−∆Ω+∆= &l&  (D.21) 

xoxo ww ,,2 )1( &&& εεθ −−=            (D.22) 

xoxo vv ,,3 )1( &&& εεθ −+−=  (D.23) 

xpxpco zy ,2,3 θθεε &&&& +−=  (D.24) 

若僅保留至變形參數的零次項及不隨元素減小時會趨近於零的一次

項，及使用近似式 11 ≈− oε 、 L≈l ，則r&在 ix )3,2,1( =i 軸方向之分量 ir&可

表示成 

 
xppp zzyyxr ,1231 )()( θωθθ &&&&& +−+−−=  (D.25) 

xpzzvr ,1312 )( θθωθ &&&& +−−=  

xpyywr ,1213 )( θθωθ &&&& −−+=  

 
)()( 212313 θθθθε &&&&&& −+−−= ppcp zyxx   (D.26) 

)()( 21223132 θθθθε &&&&
&

& −−−+
∆

=
L
z

L
y

L
u pp

c   (D.27) 

xw,2 && −=θ ， xv,3 && =θ   (D.28) 

其中 j2θ& 及 j3θ& )2,1( =j 表示(D.22)、(D.23)式中 2θ& 及 3θ& 在節點 j的節點值。 

將 (D.27)式代入 (D.26)式，保留至變形參數的零次項及使用近似式

11 ≈− oε ， px& 可表示成 

 

23 θθθθ &&&&
&

& ppc
t
fpb

t
epp zyzy

L
uxx +−++∆= uNuN    (D.29) 

其中 
},,,{ 322311 θθθ &&&&& vvb =u  、 },,,{ 222211 θθθ &&&&& wwc =u      (D.30) 

由移動元素座標的定義方式，可知(D.30)式中 0== jj wv && )2,1( =j 。 

將(D.3)、(D.16)、(D.25)式代入(D.15)式，保留至變形參數的零次項及

使用近似式 11 ≈− oε 、 L≈l ， r&在固定元素座標 )3,2,1( =ixi 軸方向之分量
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ir&可表示成 

 
ypzpxppp zzyyzzyyxur Ω−+Ω−−+−+−−+= )()()()( ,12311 θωθθ &&&&&&  

)()()( 3,1112 θωθθ &&&&& +Ω+Ω+Ω−−−−+= zxzxpp xzzzzvvr  

)()()( 2,1113 θωθθ &&&&& +Ω−Ω−Ω−+−++= yxyxpp xyyyywwr   
 (D.31) 

由(2.67)式可知元素內任意點Q之位置向量對固定元素座標的絕對加

速度r&& 可表示成 

12)( urrΩrΩΩΛr &&&&&&& ++++=  (D.32) 
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其中Λ為移動元素座標對固定元素座標的角加速度矩陣，已在(2.55)式定

義， Ω 為移動元素座標的角速度矩陣 ( 見 (D.16)或 (2.46)式 )，
},,{},,{ 1113121111 wvuuuu &&&&&&&&&&&&&& ==u 為節點 1 對固定元素座標的絕對加速度向量，

r為 Q 點在移動元素座標 ix 上的位置向量(見(D.3)或(2.62)式)，r&為 Q 點對

移動元素座標的速度(見(D.18))，r&& 為 Q點對移動元素座標的加速度。 

r&& 可以由(D.18)式之r&對時間微分求得，若僅保留至變形參數的零次項

及不隨元素減小時會趨近於零的一次項，r&& 在 ix )3,2,1( =i 軸方向之分量 ir&&

可表示成 
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xxpp zzyyvr ,133,1321
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yzu Ω+Ω+∆= l&&l&&   (D.36) 

xxo ww ,,2 2 &&&&&& −= εθ  ， xxo vv ,,3 2 &&&&&& +−= εθ     (D.37) 

將(D.36)式代入(D.35)式， px&& 可表示成 

∫ +++−++
−

= L
xxppc

t
fpb

t
epp dxwv

L
xzyzy

L
uuxx

0
2
,

2
,23

12 )()(
&&&&&&&&&&

&&&&
&& θθθθ uNuN   

   )()( 22
0

2
,

2
, yz

x
xx L

xdxwv Ω+Ω++− ∫
l

&&  

       (D.38) 
其中 },,,{ 322311 θθθ &&&&&&&&&& vvb =u  、 },,,{ 222211 θθθ &&&&&&&&&& wwc =u  ， j2θ&& 及 j3θ&& )2,1( =j 表

示 2θ&& 及 3θ&& 在節點 j的節點值。 
 
將(D.3)、(D.16)、(D.25)、(D.33)及(D.34)式代入(D.32)式，絕對加速度r&& 在
固定元素座標 ix )3,2,1( =i 軸方向之分量 ir&& 可表示如下 
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附錄 E RH 與 θH 之顯式 

 
定義於(2.132)式之 RH 的顯示可表示成 
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其中
l
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2
12111
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θθ mmmm −
=−= ，廣義力矩 θ

ijm )2,1;3,2,1( == ji 已定義於(2.99)式，

傳統力矩 ijm )2,1;3,2,1( == ji 已定義於(C.9)-(C.13)式。 

 
定義於(2.134)式之 θH 的顯示可表示成 
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 (E.4) 
其中 1θ

ijm 表節點 j ( j =1, 2)的廣義力矩 θ
ijm 中保留至節點參數的一次項。 
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附錄 F 計算系統節點內力向量之數值程序 
 

若已知當前的系統位移向量 1+nU 、速度向量 1+nU& 、加速度向量 1+nU&& 及

位移改正量 U∆ ，則依下列步驟計算節點內力向量： 
 

1. 由 U∆ 擷取元素節點 j )2,1( =j 的改正位移向量 G
ju∆ 、改正旋轉向量

G
jϕ∆ ，由 1+nU 擷取元素節點 j )2,1( =j 的扭轉率 jβ 。令 G

j
G
j ϕφ ∆=∆ ，

由 2.6 節的步驟可以決定當前元素斷面座標 S
ie )3,2,1( =i 、元素座標

ie 、元素弦長 l及元素節點旋轉參數 ijθ )2,1;3,2,1( == ji 。由(2.75)式

可得 cε ，由近似式 jjv 3θ≈′ 、 jjw 2θ−≈′ 、(2.23)、(2.24)式，可得近似的

b
t
bv uN= 、 c

t
cw uN= 。由近似式 vx ′′≈,3θ 、 wx ′′−≈,2θ 、(2.74)式可得

0ε ，將 0ε 之節點值 j0ε 代入 (2.13)、 (2.14)式，可得一較精確的

jjjv 30 )1( θε+=′ 、 jjjw 20 )1( θε+−=′ ，將其代入(2.23)、(2.24)式，可得

一較精確的 b
t
bv uN= 、 c

t
cw uN= 。由 ijθ 、 jβ 、 (2.25)式可得

d
t
duN=1θ 。將以上求得之值代入(2.106)－(2.110)式可得 θ

if (i = a, b, c, 

d)，將 θ
if 組合成 D

θf ，再由(2.112)式可得元素節點變形力向量 Df 。 

2. 從當前的系統速度向量 1+nU& 及加速度向量 1+nU&& 擷取每個元素的速度向

量及加速度向量，並將其從總體座標轉至當前元素座標。令

},,,,{ 21 βuuq &&&&&& 21 ϕϕ=ϕ 為當前元素座標上元素速度向量， ju& 與

jϕ& )2,1( =j 分別為節點 j的絕對速度及角速度， },{ 21 ββ &&& =β 為扭轉率

對時間的一次微分，令 },,,,{ 21 βuuq &&&&&&&&&&&& 21 ϕϕ=ϕ 為當前元素座標上元素加

速度向量， ju&& 與 jϕ&& 分別為節點 j 的絕對加速度及角加速度，

},{ 21 ββ &&&&&& =β 為扭轉率對時間的二次微分。令 jj ϕφ && = 、 jj ϕφ &&&& = ，由

ju& 、 jφ& 、(2.46)式可得角速度矩陣Ω，由 ju&& 、 jφ&& 、Ω、 jφ& 、(2.55)式
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可得角加速度矩陣 Λ ，由 ju&& 、 (2.51)式可得 l& ，由 (2.52)式可得

ijθ& )2,1;3,2,1( == ji ，由 ijθ& )2,1;3,2( == ji 、 j0ε 、(2.53)式可得 *
ijθ& ，

由 ijθ& 、 l& 、  (2.126)式可得 cε& ，由 *
ijθ& 、近似式 xxx v,0,3 )1( && εθ −= 、

xxx w,0,2 )1( && εθ −−= 、 l& 、 (2.125)式可得 0ε& ，由 (2.58)式、 ju&& 、 jφ&& 、

ju& 、 jφ& 、 ijθ& )2,1;3,2,1( == ji 可 得 ijθ&& 、 由 (2.59) 式 、 ijθ&& 、

ijθ& )2,1;3,2( == ji 、 j0ε 、 j0ε& 可得 *
ijθ&& ，由(2.57)式可得 l&&&& =2u 。 

3. 將以上求得之值代入(2.129)式可得 I
if (i = a, b, c, d)，將 I

if 組合成元素節

點慣性力向量 If 。 

4. 元素節點內力向量 DI fff +=ϕ ，並由(2.1)式標準座標轉換關係將元素

節點內力向量從當前元素座標轉至總體座標，再將每個元素節點內力

向量組合至系統節點內力向量F。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 293

附錄 G 各種元素節點自由度及其對應的元素矩陣 

 

圖 2.1中在元素節點 )2,1( =jj 之元素斷面上任意點 Q和剪心 P對總體

座標的擾動位移向量可表示如下 

},,{ GQ
j

GQ
j

GQ
j

GQ
j wvu δδδδ =u  (G.1) 

},,{ G
j

G
j

G
j

GP
j wvu δδδδ =u  

本附錄中向量的上標 G表示該向量的分量定義於總體座標系統上。 

依據基本假設(3)，假設元素斷面沒有變形，所以 GQ
juδ 與 GP

juδ 的關係

可表示成 

G
QPj

G
j

GQ
j

GP
j ruu ×+= ϕδδδ  (G.2) 

G
jQP

G
j

G
jQP

G
j

GQ
j

G
j rruu 2332 δϕδϕδδ −+=  (G.3) 

G
jQP

G
j

G
jQP

G
j

GQ
j

G
j rrvv 3113 δϕδϕδδ −+=  

G
jQP

G
j

G
jQP

G
j

GQ
j

G
j rrww 1221 δϕδϕδδ −+=  

 

其中 },,{ 321
G

j
G

j
G
j

G
j δϕδϕδϕδ =ϕ 表示元素節點 j 之斷面所受的擾動旋轉，

)2,1;3,2,1( == jiG
ijδϕ 為 繞 G

iX 軸 的 微 小 擾 動 旋 轉 ，

S
QPj

GS
j

G
jQP

G
jQP

G
jQP

G
QPj rrr rAr == },,{ 321 ， GS

jA 表示總體座標與在元素節點 j之

元素斷面座標間的轉換矩陣， },,0{ QjPjQjPj
S
QPj zzyy −−=r 表示元素節點 j

之斷面上從 Q點到 P點的向量，上標 S表示該向量的分量定義在元素斷面

座標上。 

 

由(G.2)和(G.3)式可得 

QMPQMP qTq δδ =  (G.4) 
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QPQP qTq δδ =  (G.5) 

},,,,{ 2211 βuuq δδδδδδ GGPGGP
P ϕϕ=   (G.6) 

},,,,{ 1211 βuuq δδδδδδ GQMGQM
QM ϕϕ=   (G.7) 

},,,,{ 2211 βuuq δδδδδδ GGQGGQ
Q ϕϕ=   (G.8) 
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其中 
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G
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G
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G
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G
j δϕδϕδϕδ =ϕ ， },{ 21 δβδβδ =β  
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令 G
QMf 、 G

Qf 與
G
Pf 為對應於擾動量 QMqδ 、 Qqδ 與 Pqδ 的元素節點內力
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向量。利用(G.4)式、(G.5)式可求得元素節點內力向量 G
QMf 、 G

Qf 與
G
Pf 之關

係如下 

 
G
P

t
PQM

G
QM fTf =  (G.11) 

G
P

t
PQ

G
Q fTf =  (G.12) 

其中 G
Pf 可由(2.97)式之 Df 經由式(2.1)的座標轉換求得，上標 G表示元素節

點內力向量定義於總體座標系統中。 

 

令 G
QMk 、 G

Qk 與 Gk 為對應於擾動量 QMqδ 、 Qqδ 與 Pqδ 的元素剛度矩

陣， G
QMm 、 G

Qm 與 Gm 為對應於擾動量 QMqδ 、 Qqδ 與 Pqδ 的元素質量矩

陣。元素剛度矩陣 G
QMk 、 G

Qk 與 Gk 的關係及元素質量矩陣 G
QMm 、 G

Qm 與

Gm 的關係可表示成 

 

PQM
Gt

PQM
G
QM TkTk =  (G.13) 

PQ
Gt

PQ
G
Q TkTk =  (G.14) 

PQM
Gt

PQM
G
QM TmTm =  (G.15) 

PQ
Gt

PQ
G
Q TmTm =  (G.16) 

其中 Gk 與 Gm 在(2.142)式中定義，上標 G表示元素剛度矩陣與質量矩陣定

義於總體座標系統中。 

 
 

 

 

 

 



 296

附錄 H 推導 lump mass 所產生之節點慣性力及質量矩陣 

 

若元素節點 )2,1( =jj 有 Lump mass，則元素的質量矩陣須考慮 Lump 

mass 的貢獻。本文假設 Lump mass 為剛體，將其形心與梁斷面的形心重

合，且其斷面積遠大於梁之斷面積，厚度 t與梁元素長度 L 比 1/ <<Lt ，在

節點 j之 Lump mass 上任意點的位置向量的擾動量 l
jrδ 在固定元素座標

)3,2,1( =ixi 軸方向之分量 l
ijrδ 可表示成 

jpjpjj zzyyur 231 )()( δϕδϕδδ −+−−=l  

jpjj zzvr 12 )( δϕδδ −−=l  

jpjj yywr 13 )( δϕδδ −+=l  (H.1) 

將(2.120)式中翹屈的貢獻去掉，可得在節點 j之 Lump mass上任意點的絕

對加速度 l&& jr 在固定元素座標 )3,2,1( =ixi 軸方向之分量 l&&ijr 可表示成 

])(2)[()()1( 312
22

11 jjjyzyxpzyjcpjj yyxxur θθθαε &&&&&&&&&& l −+Ω+−ΩΩ−+Ω+Ω+−+=

])(2)[( 213 jjjzyzxpzz θθθα &&&& ++Ω++ΩΩ−+  

])())[((2 2
3

2
112 jzjxppjzzjyxjj yyxxxvr θθα &&&&&&& l +Ω++Ω−−Ω++ΩΩ+=  

])2()[( 123 jjjzxzypzz θθθα &&&& −+Ω+−ΩΩ−+  

])())[((2 2
1

2
213 jxjyppjyyjzxjj zzxxxwr θθα &&&&&&& l +Ω++Ω−−Ω−−ΩΩ+=      

])2()[( 132 jjjyxzypyy θθθα &&&& ++Ω++ΩΩ−+  (H.2) 

其中 jx 在節點 j的值 01 =x ， Lx =2 ，及 

jojj w′−−= && )1(2 εθ   ，  jojj v′−= && )1(3 εθ   ，  jjojj ww ′−′= &&&&&& εθ 22  ， 

jjojj vv ′+′−= &&&&&& εθ 23  
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)()()(
)( 22

0
2
,

2
,0

2
,

2
,

12
yz

jx
xx

L
xx

jj
pj L

x
dxwvdxwv

L
x

L
uux

x j Ω+Ω++−++
−

= ∫∫
l

&&&&
&&&&

&&  

L
uux

x j
pj

)( 12 &&
&

−
=  

)(
2
1)(

2
1

2 32312221
1211 φφφφφφα &&&&
&&&&

+Ω−+Ω+
+

= yzx   

xzyy
uuww

ΩΩ+Ω
−

−
−

−=
l

&&

l

&&&& 1212 2α  

xyzz
uuvv

ΩΩ−Ω
−

−
−

=
l

&&

l

&&&& 1212 2α  

 (H.3) 

將(H.3)式 pjx&& 、 pjx& 、 yα 、 zα 及近似值 L≈l 代入(H.2)，可將絕對加速

度 l&& jr 在固定元素座標 )3,2,1( =ixi 軸方向之分量 l&&ijr 簡化成 

])(2)[( 3121 jjjyzyxpjj yyur θθθα &&&&&&&& l −+Ω+−ΩΩ−+=

])(2)[( 213 jjjzyzxpzz θθθα &&&& ++Ω++ΩΩ−+  

])())[(( 2
3

2
12 jzjxpjj yyvr θθ &&&&&& l +Ω++Ω−−=  

])2()[( 123 jjjzxzypzz θθθα &&&& −+Ω+−ΩΩ−+  

])())[(( 2
1

2
23 jxjypjj zzwr θθ &&&&&& l +Ω++Ω−−=      

])2()[( 132 jjjyxzypyy θθθα &&&& ++Ω++ΩΩ−+  

 (H.4) 

若考慮 lump mass 的影響，則(2.115)式右邊慣性力所做的虛功中除了

原來的項外，還需再加入 lump mass 之慣性力所做的虛功 ∫
l

l
ll &&

V jj dVrrρδ ，

將(H.1)、(H.3)及(H.4)代入 ∫
l

l
ll &&

V jj dVrrρδ 可得 
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∫ =
l

l
ll &&

V jj dVrrρδ  

∫∫ Ω′−′+ΩΩ+′−+ llll &&&&&&& tdAwvvytdAuu xjjyxjojzpjj ρεαρδ )22({  

   ∫ Ω+′−Ω+− ll&& tdAwy yjxjp ρθ ))((2 1  

  ∫ Ω′−′−ΩΩ−′+− ll&&&&& tdAvwwz xjjzxjojyp ρεα )22(  

   }))((2 1∫ Ω+′Ω+− ll&& tdAvz zjxjp ρθ  

∫∫ Ω+++ llll
&&& tdAytdAvv xjpjj ρθρδ 2
1 )({   

∫∫ Ω+′Ω+′−−Ω+′+ llll &&& tdAvwztdAvy zjyjpzjp ρρ ))(()( 2  

})( 1∫ ′Ω+′Ω+++ ll&&&& tdAwvz jzjyjxp ρθα  

∫∫ Ω+++ llll
&&& tdAztdAww xjpjj ρθρδ 2
1 )({  

∫∫ Ω+′Ω+′−−Ω+′−+ llll &&& tdAvwytdAwz zjyjpyjp ρρ ))(()( 2  

})( 1∫ ′Ω+′Ω++− ll&&&& tdAwvy jzjyjxp ρθα  

∫ ′Ω+′Ω++++++ ll&&&& tdAwvzyzy jzjyjxppj ρθαδϕ ))(({ 1
2222

1

 ∫ Ω+′Ω+′−+−−− ll&& tdAvwzyyz zjyjpp ρ))()(( 2222  

   ∫ ∫+− llll
&&&& tdAvztdAwy jpjp ρρ  

 })()( 22 ∫∫ Ω+′+Ω+′−− llll && tdAvzytdAwzy zjppyjpp ρρ  

∫ Ω′−′−ΩΩ−′++ ll&&&&& tdAvwwz xjjzxjojyj ρεαδϕ )22({ 2
2  

∫∫ −Ω+Ω+′+ llll
&&&& tdAuztdAvz jpxjzj ρρθ ))((2 1

2  

∫ Ω′−′−ΩΩ−′++ ll&&&&& tdAvwwz xjjzxjojyp ρεα )22(2  

∫∫ Ω+Ω+′−+Ω+Ω+′+ llll
&&&& tdAwzytdAvz xjyjppxjzjp ρθρθ ))((2))((2 11

2     

})22(∫ Ω′−′+ΩΩ+′−− ll&&&&& tdAwvvzy xjjyxjojzpp ρεα  

∫ Ω′−′+ΩΩ+′−+ ll&&&&& tdAwvvy xjjyxjojzj ρεαδϕ )22({ 2
3  

    ∫∫ +Ω+Ω+′−− llll
&&&& tdAuytdAwy jpxjyj ρρθ ))((2 1

2  
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∫ Ω′−′+ΩΩ+′−+ ll&&&&& tdAwvvy xjjyxjojzp ρεα )22(2  

∫∫ Ω+Ω+′−Ω+Ω+′−− llll
&&&& tdAvzytdAwy xjzjppxjyjp ρθρθ ))((2))((2 11

2     

})22(∫ Ω′−′−ΩΩ−′+− ll&&&&& tdAvwwzy xjjzxjojypp ρεα  

 (H.5) 

其中 t、 lρ 、 lA 分別為 lump mass 的厚度、密度、面積，y、z為 lump 

mass 上任一點在 lump mass斷面座標的座標值， py 、 pz 為梁元素斷面剪

力中心的座標值。 

比較(2.115)式中等號兩邊 ),,,( dcbait
i =ϕδu 的係數，則(2.129)式的

節點慣性力需加入下式中 lump mass 所造成的節點慣性力： 

 

)22(1 xjjyxjojzpjj wvvymumf Ω′−′+ΩΩ+′−+= &&&&&&&
ll

l εα  

)22())((2 1 xjjzxjojypyjxjp vwwzmwym Ω′−′−ΩΩ−′+−Ω+′−Ω+− &&&&&&&
ll εαθ    

))((2 1 zjxjp vzm Ω+′Ω+− &&
l θ  

))(()()( 22
12 zjyjpzjpxjpjj vwzmvymymvmf Ω+′Ω+′−−Ω+′+Ω++= &&&&&&

llll
l θ  

)( 1 jzjyjxp wvzm ′Ω+′Ω+++ &&&&
l θα  

))(()()( 22
13 zjyjpyjpxjpjj vwymwzmzmwmf Ω+′Ω+′−−Ω+′−+Ω++= &&&&&&

llll
l θ

)( 1 jzjyjxp wvym ′Ω+′Ω++− &&&&
l θα  

)]()[( 1
22

1 jzjyjxpp
p

j wvzy
A
I

mm ′Ω+′Ω++++= &&&&
ll

l θα

 ))(]()[( 22
zjyjpp

zy vwzy
A

II
m Ω+′Ω+′−+−

−
− &&ll  

   22 )()( zjppyjppjpjp vzymwzymvzmwym Ω+′+Ω+′−−+− &&&&&&
llll  

)22()(2 xjjzxjojyyj vwwI
A
mm Ω′−′−ΩΩ−′+= &&&&&l

l εα  
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jpxjzjy uzmvI
A
m &&&& ll −Ω+Ω+′+ ))(()(2 1θ  

)22(2
xjjzxjojyp vwwzm Ω′−′−ΩΩ−′++ &&&&&l εα  

))((2))((2 11
2

xjyjppxjzjp wzymvzm Ω+Ω+′−+Ω+Ω+′+ θθ &&&& ll  

)22( xjjyxjojzpp wvvzym Ω′−′+ΩΩ+′−− &&&&&l εα  

)22()(3 xjjyxjojzzj wvvI
A
mm Ω′−′+ΩΩ+′−= &&&&&l

l εα  

    jpxjyjz uymwI
A
m &&&& ll +Ω+Ω+′−− ))(()(2 1θ  

)22(2
xjjyxjojzp wvvym Ω′−′+ΩΩ+′−+ &&&&&l εα  

))((2))((2 11
2

xjzjppxjyjp vzymwym Ω+Ω+′−Ω+Ω+′−− θθ &&&& ll  

)22( xjjzxjojypp vwwzym Ω′−′−ΩΩ−′+− &&&&&l εα  

 (H.6) 

其中 lll tAm ρ= 為 lump mass 的質量， l)( 代表 lump mass 的性質。 

 

對應於 lump mass 之元素節點質量矩陣可以由(H.6)對元素節點加速度

向量 ϕq&& (見(2.139)式)微分求得，將其加入(2.138)式之元素質量矩陣之相對

應位置中，可得到含 Lump mass的元素質量矩陣。Lump mass所造成之元

素節點質量矩陣可表示成 
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