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A,B：常數 

xx BA , ：操作因子 

Sa , , , , , 與 ：係數 Sb Sc Wa Wb Ea Eb

WCC , , , 與 ： h ,ECC SWC SEC SCC τ , A與 B 之函數 

h：空間間隔 

i,j：網格空間座標 

L：長或寬 

n：網格時間座標 

p ：流場壓力 

eR ：雷諾數 

t：時間座標 

u： 方向之速度 x

U ：速度 

yx, ：空間座標 

∆t：時間間隔 

∆x：空間間隔 

Φ：計算中各相關變數 

qΦ ：第 各時間間隔中，在 點之待求應變數值 n q

lΦ ：第 各時間間隔中，在 l點之應變數值 1−n

ε：空間或時間之函數 

τ ：時間間隔 

v： 方向之速度 y

ρ ：流體密度 

ν ：流體之黏滯係數 

ψ ：流線函數 
Ω：渦度
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第一章  緒論  

1.1 研究動機與目的 

近年來，隨著電腦科技蓬勃的發展，數值計算已成為科學家與工

程師解析問題之重要工具。以往常利用實驗方式解析問題，不但可能

花費較長時間，亦造成人力及金錢的浪費。然而，數值模擬卻較為簡

單方便。因此，數值計算已廣泛應用於各個研究領域中。 

本研究之目的在於，探討已使用在計算水力學中可準確模擬移流

擴散(advection-diffusion)現象之三種數值方法，包括分割操作有限解

析法(fractional-step finite analytic method)、混合有限差分法(hybrid 

finite-difference scheme)與 cubic-spline 內插特性法，應用於計算流體

動力學(computational fluid dynamics)之比較研究。在計算流體動力學

中，穴流(cavity flow)之模擬已經被視為測試數值方法的標準檢驗

(standard benchmark)。經由穴流模擬不但可以測試數值方法之準確性

與特性外，亦是評估數值方法是否可進一步應用於複雜流場計算之重

要步驟。因此，本研究利用穴流渦度、流線及流場之模擬結果，比較

分割操作有限解析法、混合有限差分法與 cubic-spline 內插特性法數

值方法三種方法之特性，並評估進一步利用於計算流體動力學之可行

性。 

1.2 文獻回顧 

有關穴流之相關研究文獻，大體上可以分為兩種，一種是以流場

視覺化技術來觀察流場之實驗研究，另一是以數值方法進行流場之數

值模擬。在實驗方面，二維穴流實驗最早是由 Pan and Acrivos (1967)

對 Batchelor (1956)理論適用性之驗證。Koseff and Street (1984)利用染
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料追跡的視覺化技術，對三維穴流做了一系列實驗，讓世人對三維穴

流有較清楚的架構。 

另外數值方面，Burggraf (1966)首次使用渦度-流線函數方程式法

(vorticity-streamfunction formulations method)，其計算之最高雷諾數僅

為 400。接著各種數值方法開始被使用來研究各類穴流問題，例如

Bozeman (1973)、Benjamin and Denny (1979)、Agarwal (1981)、

Schreiber and Keller (1983)。而 Ghia et al. (1982)之計算亦使用渦度-流

線函數方程式法並配合多重網格法(multigrid method)，首次在計算模

擬中將雷諾數提高到 10,000。由於精確的計算，明顯發現其主旋流與

上下游次旋流的強度及大小，而其模擬結果最常被採用於其他各種數

值方法之比較基準，堪稱穴流模擬結果之典範，如 Ramaswamy et al. 

(1992)、Spotz (1998)、Zhang (2003)等。此外，G. de Vahl Davis (1983)

使用二階中央差分法求解渦度流線方程式，提出二維穴流之標準檢驗

解。Chen and Chen (1984)首次有限解析法模擬穴流。Botella and Peyret 

(1998)則直接以原始變數方程式來模擬穴流。在 80 年代後期則有許

多數值方法應用至三維穴流，如 Freitas et al. (1985)、Kato et al. 

(1990)、Babu and Korpela (1994)與 Chiang(1998)等。 

1.3 研究方法與步驟 

本研究將分割操作有限解析法、混合有限差分法及 cubic-spline

內插特性法等三種數值方法，應用於常見計算流體動力學之穴流模

擬。研究中，首先敘述穴流控制方程式以及其渦度流線型態，再分別

簡單說明分割操作有限解析法、混合有限差分法、cubic-spline 內插特

性法等三種不同的數值方法，接著模擬穴流問題，並繪出其計算結果

以及比較分析，最後討論與建議，研究流程如圖 1.1。 
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1.4 章節介紹 

第一章為緒論，首先闡述本研究之動機與目的，並回顧文獻，再

提出研究方法與步驟，與介紹本文章節。 

第二章為控制方程式及邊界條件，主要介紹穴流之控制方程式及

其渦度流線型態，並將之無因次化後加以整理，接著簡單說明邊界條

件及起始條件。 

第三章為數值方法，闡述分割操作有限解析法、混合有限差分法

與三次內插特性法。 

第四章為穴流之模擬比較，將控制方程式、起始條件及邊界條件

加以離散化，計算穴流問題，分別顯示其模擬結果與比較分析。 

第五章為結論與建議，除了對本研究之成果作綜合性之歸納說明

外，並對未來研究方向提出建議。 
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第二章理論基礎  

本章簡述求解穴流(cavity flow)流體運動現象所使用之控制方程

式、邊界條件，以及初始條件。 

2.1 控制方程式 

對不可壓縮(imcompress)之流體，其密度均勻且黏滯係數為常

數。假設初始時流場為靜止的，下壁面施以一固定速度U 向右移動，

左、右及上壁面皆為固定的，如圖 2.1 所示。連續方程式(continuity 

equation)和動量方程式(momentum equation)分別為(2.1)式和(2.2)式所

示： 
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∂
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式中 u 與 分別為 x 與v y 方向之速度 (velocity)、 p 為流場壓力

(pressure)、 ρ 為流體密度(density)、ν 為流體之黏滯係數(viscosity)。 

其邊界條件可表示為 

當 之左壁面時 0=x

                        (2.3) ( ) 0,,0 =tyu

                                        (2.4) 0),,0( =tyv
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當 之右壁面時 1=x

( ) 0,,1 =tyu                                         (2.5) 

                                        (2.6) 0),,1( =tyv

0),0,( =txv

當 時下壁面時 0=y

( ) Utxu =,0,                                         (2.7) 

                                        (2.8) 

當 時上壁面時 1=y

( ) 0,1, =txu                                          (2.9) 

0),1,( =txv

0)0,,( =yxv

                                        (2.10) 

而起始條件可假設為 

0)0,,( =yxu                                        (2.11) 

                                       (2.12) 

若直接以原始變數，即 、v與 ，求解(2.1)式與(2.2)式，可能因

為連續方程式中沒有出現壓力變數，造成數值計算困難。將(2.1)式與

(2.2)式改寫為渦度流線型態之方程式，即可避免上述困難。 

u p

2.2 渦度流線型態之控制方程式 

(2.1)式與 (2.2)式可改寫為流線函數方程式 (stream function 

equation)與渦度傳輸方程式(vorticity transport equation) 所組成之聯

立方程式，如下所示： 
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式中，ψ 為流線函數(stream function)，Ω為渦度(vorticity)，可表示為 

y
u

∂
∂

=
ψ                                           (2.15) 

x
v

∂
−=
∂ψ                                          (2.16) 

yx ∂
−

∂
=Ω

uv ∂∂                                        (2.17) 

定義無因次參數項如下： 

L
xx =*                (2.18) 

L
y*y =                (2.19) 

L
tU*t =                                           (2.20) 

U
u =

u*                                           (2.21) 

U
v =

v* 2.22)                                            (

U
=Ω

LΩ*                                          (2.23) 
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UL
ψψ =*

其中，上標*為無

                                         (2.24) 

因次變數，U 為速度， L可表示為長或寬。 

利用上述無因次參數，將(2.13)式無因次化後得到 

*
*2*2

Ω−=
∂

+
∂ ψψ                            2*2* ∂∂ yx

      (2.25) 

同理將(2.14)式無因次化後可得 

⎟
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⎛ Ω∂
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Ω∂

+
Ω∂

+
Ω∂ 2*

*
*
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* 1vu

⎝ ∂

Ω∂
+

∂∂∂∂ 2*

*2

2*

*

*** yxRyxt e

               (2.26) 

式中， 為雷諾數(Reynolds number)，可表示為eR νULRe = 。為了簡化

方程式的表示，在之後的章節中，將不在於變數右上角加上星號，雖

根據模擬概述，除了方型槽下璧面以速度 向右移動之外，其餘

(no-split condition)之情況下，渦

度流

然沒有星號加註於右上角，但同樣皆屬於無因次化後的方程式。 

2.3 邊界條件及起始條件 

U

璧面皆保持靜止，在滿足無滑動條件

線型態之邊界條件可假設為 

當 0=x 之左壁面時 

 ( ) 0,,0 =tyψ                      (2.27)  

0
2

2

),,0(
=

∂
∂

Ω               (2.28) −=
xx

ty ψ                    
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0),,0(
0

=
∂

=
=xx

tyv ∂ψ

當 之右壁面時 

                                (2.29) 

1=x

( ) 0,,1 =tyψ                                        (2.30) 

1=∂ xx 2

2

),,1( ∂
−=Ω ty ψ                                  (2.31) 
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當 時下壁面時 

                                (2.32) 

0=y

( ) 0,0, =txψ                                        (2.33) 
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當 時上壁面時 1=y

( ) 0,1, =txψ                                        (2.36) 
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−=Ω tx ψ                                  (2.37) 
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1

=
∂
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=
=yy

txu ψ                                  (2.38) 
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而渦度流線型態之起始條件可假設為 

0)0,,( =yxψ                                       (2.39) 

                                      (2.40) 

 
 
 
 

0)0,,( =Ω yx
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第三章  數值方法簡介  

由第二章可知，研究中穴流計算所使用之控制方程式，如(2.25)

式與(2.26)式所示。其

(poission equation)之型態，可以利用中央差分法求解。(2.26)式為渦度

方程式，屬於對流擴散方程式

 

中，(2.25)式，即流線方程式，屬於帕松方程式

(convection-diffusion equation)型態，研

究中分別使用分割有限解析法、混合有限差分法與 CS 內插特性法模

擬。為方便起見，利用二維對流擴散方程式簡介數值方法，如下所示：

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

+
∂

=
∂

+
∂

+
∂ 2

2

2

2

yxy
v

x
u

t
ε                   (3.1) Φ∂Φ∂Φ∂Φ∂Φ∂

其中， ， 為速度，Ω=Φ vu, yx, 為空間座標， 為時間座標，t eR1=ε 。 

3.1 分割操作有限解析法 

有限解析法(finite analytic method)是由佛羅理達大學陳景仁教授

en)於 已 Chen

4)、Chen et al. (1987)、Aksoy and Chen 

(1992)

(C. J. Ch 1980 年提出， 應用於計算流體力學多年，如  et 

al. (1981)、Chen and Chen (198

、Chen et al. (1995)。不同於有限差分法(finite difference method)

使用泰勒級數展開(Taylor series expansion)原理，以及有限元素法

(finite element method)使用內插函數(interpolation function)與權重函

數(weighting function)，有限解析法利用局部解析解(local analytic 

solution)離散控制方程式。有限解析法因擁有局部解析解之特性，所

以為無條件穩定(unconditionally stable)之數值方法，並具有自動上風

法(automatically upwinding)之功能。 

在一維有限解析法中，局部解析解之獲得有兩種方式，一是在局

部計算元素(local computational element)上將控制方程線性化後，給予
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適當之起始條件(initial condition)與邊界條件(boundary condition)，利

用分

。使用時間權重因

子可

離變數法(method of separation variable)，求得局部解析解；另一

種是利用有限差分法，先將時間微分項(time derivative)差分後視為源

流(source term)，再求得局部解析解。上述兩種不同獲得局部解析解

之方法，其主要之差別在於前者是時間及空間的解析解，而後者僅是

空間的解析解。後者又稱為混合有限解析法(hybrid finite analytic 

method)。然而，對於二維以及三維問題，由於難以同時獲得時間及

空間上的解析解，所以都利用混合有限解析法。 

在混合有限解析法中，因為時間微分項使用差分近似，容易產生

數值擴散(numerical diffusion)。Tsai and Chen (1995)提出時間權重因子

(time-weighting factor)，以改善時間微分項之差分

以有效減少數值擴散，但缺點在於預測修正(predictor-corrector)

計算過程中會增加數值計算時間，尤其是對三維問題。另一種改善時

間差分產生數值擴散之方法，乃是由 Lu et al. (1990)、Lu and Shi 

(1990)、Lu and Chen (1992)、Yang and Li (1992)等所提出之交替混合

有限解析法 (alternating direction scheme of hybrid finite analytic 

method)，利用一維混合有限解析法，結合交替隱式法(alternating 

direction implicit method)(Peaceman and Rachford, 1995)，以增加時間

項的精度。此外，Li et al. (1992)使用拉普拉斯轉換 (Laplace 

transform)，並應用於一維傳輸問題有不錯結果，然而由於拉普拉斯

轉換僅能應用於線性且可轉換邊界條件 (transposable boundary 

condition)之間距，以及反拉普拉斯轉換(Inverse Laplace transform)計

算可能造成困難，因此較不適用於二維及三維問題等實際問題。 

分割操作有限解析法(fractional-step finite analytic method)(Tsai et 

al., 2005)則是利用具有時間及空間皆為解析解的一維有限解析法，配
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合分割法(fractional steps)(Yanenko, 1971、Tsai et al., 2001、Tsai et al., 

2002)，以改善混合有限解析法處理時間近似問題。以下說明分割操

作有限解析法。 

一維移流擴散方程式如下： 

2

2

xx
u

t ∂
+

∂ ∂
Φ∂

=
Φ∂Φ∂ ε                                   (3.2) 

式中， 與u ε可能為空間或時間之函數。 

在局部計算元素 τ×h2 區域中，如圖 所示，其中 h為空間間3.1 

隔，τ 為時間間隔，可將(3.2)式線性化為 

2

2

2
xt

B
x

A =
∂

+
∂

                                 (3.3) 
∂
Φ∂Φ∂Φ∂

式中， n
i

n
iuA ε2= ， n

iB ε1= 。 

假設起始條件與邊界條

Ax cax ++−=Φ )1)0,( 2
                           (3.4) 

件分別為 

SS xbe( S

tbath WW +=−Φ ),(                                     (3.5) 

tbath EE +=Φ ),(           

其中根據起始條件及邊界

(3.4)式至(3.6)式中的係數 、 、 、 、 、 與 可以利用元

素邊界點之值求得，見

                           (3.6) 

條件，求解(3.3)式在計算元素上之解析解。

Sa Sb Sc Wa Wb Ea Eb

附錄一。 

以 )0,0( == yx 代入所求得解析解函數中，即可將計算元素點 i之

iΦ 與其相鄰五點之代數式表示為，如圖 1：3.  
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11
1

1
111

−−
+

−
−WC

n
i C

式中，係數 、 、 、 與 為 、

+− Φ+Φ+Φ+Φ+ n
iSC

n
iSE

n
iSW

n
iEC

n
i CCCC         (3.7) Φ=Φ

WCC ECC SWC SEC SCC h τ、A與 B 之函數(Chen and 

Chen, 1982)，見附錄二。 

(3.7)式可進一步改寫為 

                                  (3.8) 

Φ−=Φ iECiiWCix CA

11 +− Φ+Φ+Φ=Φ iSEiSCiSWix CCCB                        (3.10) 

式中， 為操作因子(operator)。

使用分割法將二維方程式即(3.1)

方程式，表示如下： 

1−Φ=Φ n
ix

n
ix BA      

其中 

11 +− Φ−Φ+ C                           (3.9) 

 xx BA ,

式，沿座標方向分解成兩個一維

2

2xxt ∂∂
u

∂
Φ∂

=
Φ∂

+
Φ∂ ε                                   (3.11) 

2yy
v

t ∂
=

∂
+

∂
ε

2Φ∂Φ∂Φ∂                                   (3.12) 

同(3.8)式，將(3.11)式與(3.12)式分別利用一維有限解析法，沿著 方

向與 方向如圖 3.2，則

3

,, jiyjiy BA =Φ                                      (3.14) 

其中 

x

y 二維移流擴散方程式可表示為 

1
,

*
,

−Φ=Φ n
jixjix BA                                     (3.1 ) 

*n Φ
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jiECjiji C ,1,,1 +− Φ−Φ+                        WCjix CA , Φ−=Φ

jiSEiSCjiSWjix CCCB ,1,1, +− Φ+Φ+Φ=Φ                     (3.15) 

與 

 

1,,1,, +− Φ+Φ+Φ=Φ jiSEjiSCjiSWjiy CCCB                     (3.16) 

式中，上標*代表中間值，(3.15)式中的係 ，

可同(3.7)式中

                      1,,1,, +− Φ−Φ+Φ−=Φ jiECjijiWCjiy CCA

數 WCC 、 ECC 、 SWC 、 SEC 與CSC

ii xxh −= +1 、 n
ji

n
jiuA ,, 2ε= 與 n

jiB ,1 ε= 求得。(3.16)式中的係

數 、 、 、 與 亦同(3.7)式中WCC ECC SWC SEC SCC ii yyh −= +1 、 n
ji

n
jivA ,, 2ε= 與

n
jiB ,1 ε= 求得。 

3.2 混合有限差分法簡介 

Crank-Nicholson 二階中央差分法與 Crnak-Nicholson Galerkin 有

限元素法是兩種非常簡單可利用於計算移流擴散方程式之數值方

，數值振盪之

主因

混合有限差分

法。

法。雖然兩種數值方法都非常簡單但容易產生數值振盪

在於修正式 (modified equation)之第三階微分項 (third-order 

derivative term)，若是修正式所截取的領導誤差項(leading error term)

為奇數階則產生震盪的數值結果，反之偶數階則產生消散的數值結

果。若誤差項得以消除，則可得到更好的數值結果。 

Tsai et al. (2002) 提出將 Crank-Nicholson 二階中央差分法與

Crnak-Nicholson Galerkin 有限元素法 經由必要條件作線性結合進而

消除數值誤差之方法，稱之混合有限差分法。以下說明

 

利用 Crank-Nicholson 二階中央差分法將(3.2)式離散化得 
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0

)1()1( 11 Φ−−Φ⎟
⎞

⎜
⎛ +−Φ⎟

⎞
⎜
⎛ ++Φ++Φ⎟

⎞
⎜
⎛ −− −− nnnnn sscscssc

24 1⎟
⎠

⎜
⎝

242424

1

111

=Φ⎞⎛ +−−

⎠⎝⎠⎝⎠⎝

−
+

−+−

n

iiiii

sc
(3.17) 

式中， 可表示為

i

s 2hs τε= ， 可表示為c huc τ= 。 

(3.17)式之修正式為 

0][)2(
12

2
3

3
2

2

2

2

=+
∂
Φ∂

++
∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂ hO

x
chu

xx
u

t
ε            (3.18) 

olson Galerkin 有限元素法將(3.2)式離散化得 利用 Crnak-Nich

0
2463 1⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎠

⎜
⎝

12
246

1
3
2

246
1

11

11

=Φ⎞⎛ +−−Φ⎞⎛ −−

⎜
⎝
⎛−Φ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++Φ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++Φ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−

246
1 1

1Φ⎟
⎠
⎞++ −

+
−

−+−

nn

n
i

n
i

n
i

scs

scssc

 (3.19) 

(3.19)式之修正式為 

n
i

sc

ii

0][
12

2
3

3
2

2

2

2

=+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂ hO

x
chu

xx
u

t
ε                (3.20) 

消去第三階微分項，將(3.20)式 減(3.18)

式 後，得到混合有限差分法之差分式如下： 

利用線性結合， )2( 2c+×

2c×

0
24126

1

6324126

41266324126

1 Φ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−−−Φ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

+++−

⎝⎠⎝⎠⎝

21

2
121

1
1

2

1
2

1
2

1

22

1

2

=Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−

⎞⎛⎞⎛

Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎛

−+++Φ⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

+−+Φ⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

−−+

−
+

−−
−

+−

n
i

nn

n
i

n
i

n
i

scc

cscc

sccscscc

   (3.21) 

(3.21)式之修正式為 

ii s
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0)()21(
12

4
4

4
2

2

2

2

=+
∂
Φ∂

−+
∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂ hO

x
chu

xx
u

t
ε           (3.22) 

 (3.22)式與(3.18)式及(3.20)式的差異在於(3.22)式已經

項微分誤差項，減少了數值振盪的主要誤差。除外，若庫倫數為零，

則(3.22)式同於(3.18)式，但(3.22)式的四階精度仍比(3.18)式的二階精

此強調(3.17)式與(3.19)式之線性結合，須遵守其

必要條件，詳細內容參見附錄三。 

混合有限差分法同樣使用分割法(Yanenko,197

充至二維與三維問題。二維傳輸方程式即(3.1)之求解，使用分割法沿

座標方向分解成兩個一維方程式，參見 3.1 節，再分別使用混合有限

差分法即(3.21)式求解。 

以圖解方式計算時間變量流問

題。此

算。 

方式嚴重影響計算之精度。Dobbins 和 Bella (1968)

指出利用線性內插法，會產生嚴重之數值誤差。為了提高特性法之精

度，Holly and Preissmann (1977)利用特性法配合赫米特三次(Hermite 

cubic)內插，提出二點四階之三次內插特性法，並應用於一維及二維

移流擴散方程式，獲得不錯之計算結果。Yang 和 Wang(1988)改良 HP

特性法，克服庫倫數(Courant number)需小於 1 之限制。Yang et. 

al.(1991a，1991b)及 Yang and Chiu (1993)利用時間延後(reachback)技

巧，提高 HP 特性法之精度，並將其應用於一維、二維移流擴散方程

消除第三

度來的準確。吾人在

1)輕易地將一維擴

3.3 Cubic-spline 內插特性法 

Massau (1889)最早根據特性法

後，特性法已被廣泛地應用於各種問題之求解，譬如 Vardy (1977)

以及 Wiggert and Sundquist (1977)應用於管內變量流之計算，Lai 

(1986,1988,1994)應用特性法於河川變量流之計算，Yang et. al. (1992)

應用於明渠流突變流之計

特性法中，內插
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式以及明渠變量流之計算。 

由於 HP 特性法需要額外求解空間或時間之微分方程式，造成計

算量增加。Schohl and Holly (1991)則將特性法配合 cubic-spline 內插，

簡稱 CS 內插特性法，應用於一維移流方程式，其計算結果之精度與

HP特性法相近。Karpik and Crockett (1997)、cubic-spline內插法(Gerald

和 Wheatley，1999)、Stefanovic and Stefan (2001)將 CS 特性法，進一

步應用於二維移流擴散方程式之計算。Tsai et al. (2004)進一步將 CS

特性法明渠流之計算。以下說明 CS 內插特性法。 

將(3.1)式改寫為全微分形式如下： 

)( 22 yxDt ∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

= ε                                 (3.23a) 
22DΦ

沿著特性線 

udx
dt

=  和 vdy
dt

=                                  (3.23b) 

式中， yvxutDtD ∂∂+∂∂+∂∂= 表示物質導數(material derivative)。 

分別對(3.23a)式與(3.

所示)得 

23b)式由座標點 l積分至座標點 q (如圖 3.3

∫∫
− ∂nt y1

2

Φ∂
+

∂
Φ∂

=Φ
Φ

Φ

nq

l

t
dt

x
d )(

2

2

2

ε                           (3.24a) 

沿著特性線 

nt
lq udtxx

1

 及 
nt

lq vdtyy
1

                      (3.24b) 

利用梯形法則，(3.24a)式與(3.24b)式可變為 

∫
−

=−
nt nt

∫
−

=−
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⎥
⎥
⎤Φ∂

+
Φ∂

+
−− 11

2

2

2

2 nnn ttt

         (3.25a) 
⎦⎢

⎢
⎣

⎡

∂∂∂
Φ∂

+
∂
Φ∂∆

=Φ−Φ 2

2

2

2

2

n

lql

t

q
lq yyxx

tε

與 

2
) tu ∆(uxx lqlq +=−  及 

2
)( tvv lqyy lq
∆

+              (3.25b) =−

求應變數值， 表示第

各時間間隔中，在 點之應變數值。由(3.25b)式可以得到座標點

無法預測，分別先以 與 替

至收斂為止。通常座標點 並不會恰好落在網格點上，因此 值

使用 CS 內插法求得。而等式右邊則利用中央差分近似(central 

difference approximation)求解。 

在求解 的過程中，如圖 3.4 所示，先求得

式中， qΦ 表示第n各時間間隔中，在 q點之待 lΦ

1−n l

),( ll yx ，式中 qu 值與 qv lu lv 代後，重複疊代

),( ll yx lΦ

時可

lΦ ab線上之 個 值，

yl

N Φ

其座標位置分別在 ),(,),,(),,( 21 Nll yxyxyx L 。其中座標點 )( 1x 之l , Φ

值，

法(見附 理

利用 x方向上之座標點 ),(,),,(),,( 11211 yxyxyx ML ，使用一維 CS 內插

錄四)求得。同 座標點 ),(,),,( 2 ll yxyx L 亦可分別求得。再則，

利用

N

ab線上已求得之Φ值，同理沿著 y 方向使用一維 CS 內插法，進

而計算出 lΦ。 理，若是先利用同 y 方向再延著 x方向內插，換句話說，

即先求得 cd 線上之M 個內插Φ值，進而計算出 lΦ ，亦可獲得相同之

結果

 

 

 

，Ruan (1997)、de Boor (1992)、Press et al.(1986)。 
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第四章  穴流之模擬比  較

限解析法、混合有限差分法與 CS

內插特性法於控制方程式、起始條件與邊界之離散化，並簡述其求解

步驟，最後比較穴流模擬結果。 

.1 離散化方程式 

將穴流區域之

本章首先分別說明分割操作有

4

長與寬分割成M 與N 格點區間，如圖 4.1，下璧面

向右 Mx Ny 1=∆1=∆移動速度為無因次單位 1。 ， 分別為 x與 y 方向

之空間間隔， t∆ 為時間間隔。 

4.1.1 分割操作有限解析法 

法，如(3.11)式與(3.12)式，可將渦度控制方程

式，

**
,1

−−
+

−
−− Ω+Ω+Ω=Ω−Ω+Ω− n

jiSC
n

jiSE
n

jiSWi CCCCC   (4.1) 

***
jiSCjiSEjiSW

n
ji CCC Ω+Ω+Ω=Ω +−+   (4.2) 

(4.1)式中的係數

利用分割有限解析

即(2.26)式，離散化為 

,1, − jiECjijWC
1

,
1
,1

1
,1

*

,1, EC
n

ji
n

jiWC CC −Ω+Ω− − ,1,1,1,

WCC 、 、 、C 與C 為 xECC SWC SE SC ∆ 、 t∆ 、 e
n RuA 2= 與ji,

之函數，而(4.2)式中的係數eRB 1= WCC 、 與 為 、

、

ECC 、 SWC 、 SEC SCC y∆

t∆ e
n

ji RvA 2,= 與 eRB 1= 之函數，見附錄二。 

使用中央差分法，可將流線控制方程式，即(2.25)式，離散化為 

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

yx ,2
1,,1,

2
,1,,1

)(( ∆∆

2
)

2
Ω−=

+−
+

+− −+−+ ψψψψψψ
            (4.3) 
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同理，使 函 ，如 16)

速度表示為 

用中央差分法，並利用流線 數 (2.15)式與(2. 式，將

y
u

n
ji

n
jin

ji ∆

−
= −+

2
1,1,

,

ψψ
                                   (4.4a) 

x
v jijin

ji ∆
−= −+

2
,1,1

,

nn −ψψ
                                  (4.4b) 

流線之邊界條件可表示為： 

當 之左壁面時 1=i

0),1( =jψ                

當 之右壁面時 

                           (4.5) 

Mi =

0),( =jMψ                                          (4.6) 

當 之下壁面時 1=j

0)1,( =iψ                                            (4.7) 

當 之上壁面時 Nj =

0),( =Niψ                                           (4.8) 

而渦度之邊界條件，可利用流線函數以及中央差分得到如下所

示： 

當 之下壁面時 1=j
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使用中央差分法，(2.34)式與(2.35)式可改寫成 

2)( y∆
),1(),0(2),1()1,( jjji −+−

−=Ω
ψψψ                       (4.9) 

1
2

),1(),1(

0

=
∆

−−∂ jj ψψψ
=

∂ = yy y

                          (4.10) 

將(4.10)式代入(4.9)  式得到

yy
iii

∆
−

∆
−

=Ω
2

)(
))2,()1,((2)1,( 2

ψψ                

當 之左壁面時，同理，利用(2.28)式與(2.29)式可得到 

           (4.11) 

1=i

2)(
)),2(),1((2),1(

x
jjj

∆
−

=Ω
ψψ                             (4.12) 

當 之右壁面時，同理，利用(2.31)式與(2.32)式可得到 Mi =

2)(
)),1(),((2),(

x
jMjMjM

∆
−−

=Ω
ψψ                        (4.13) 

當 之上壁面時，同理，利用(2.37)式與(2.38)式可得到 Nj =

2)(
))1.,(),((2),(

y
NiNiNi

∆
−−

=Ω
ψψ                         (4.14) 

渦度與流線之起始條件如下： 

                                        (4.15) 0),( =Ω ji

0),( =jiψ                                         (4.16) 
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根據起始條件、邊界條件，本問

1.設定所需參數與起始條件，見(4.15)式與(4.16)式。 

2 (4.1)式與(4.2)式，求解第 個時

間間格時之渦度 。 

3.利用步驟 2

第 個時間間格時之流線 。 

4.利用步驟 3

題之求解步驟為： 

.利用起始條件與渦度方程式，見 n

kn
ji )( ,Ω

所求之 kn
ji )( ,Ω ，代入流線方程式，見(4.3)式，求解第

n kn
ji )( ,ψ

所求之 kn
ji )( ,ψ ，求解 x與 y 方向速度 kn

jiu )( , 與 kn
jiv )( , ，見

(4.1(4.4)式。並求解第n個時間間格時渦度之邊界條件，見 1)式

斂

6. 則重複步驟 2 至步驟 4，求解

至(4.14)式。 

5.重複步驟 2 至步驟 3，求解 1
, )( +Ω k
ji 與 1

, )( +k
jiψ ，判別是否收 。 

若未達收斂條件，

n n

1+= kk 之渦度、

收斂  流線及速度等，直至 為止，如圖 4.2。收斂條件則定義為：

σ
ψ

≤kn
ji )( ,

ψψ − jiji )()( ,,

 和 

+ knkn 1

σ≤n
ji )( ,

式中，上標

Ω

Ω−Ω
k

kn
ji

n
ji )()( ,,

           (4.17) 

為疊代次數，

+k 1

k σ 為誤差容許範圍。 

未達時 ，則7.檢查是否達到所需時間，若 間 1+= n 重複步驟 2 至n

步驟 6，達到時間為止。 

 4.1.2 混合有限差分法

利用混合有限差分法，如(3.21)式，將渦度方程式即(2.26)式離散

化為 
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  (4.19) 

(4.18)式中， 可表示為

1⎛ c

s 2xRts e∆∆= ， 可表示為c xtuc n
ji ∆∆= , 。(4.19)

式中， 可表示為s 2yRts e∆∆= ， 可表示為c ytvc n
ji ∆∆= , 。 

除此之外，流線方程式之離散化如(4.3)式，速度之離散化如(4.4)

式，邊界及起始條件如(4.5)式至(4.18)式與(4.11)式至(4.16)式。而求解

步驟同上述 4.1.1 節，主要差別僅於求解渦度時使用不同之數值方法

而已。 

4.1.3 CS 內插特性法 

使用 CS 內插特性法，如(3.25a)，其中等式右邊之座標點 q 之

 22 x∂Ω∂ 22 y∂Ω∂與 之離散化，可使用中央差分法，如下所示

2
1,,1,

2
,1,,1

2

2

2

2 22
yxyx

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

t

q

t

q

nn

∆

Ω−Ω+Ω
+

∆

Ω−Ω+Ω
=

∂
Ω∂

+
∂
Ω∂ +−+−    (4.20) 

22 y∂Ω∂ 之離散化，則利用 近似如下 1
,
−Ωn
ji而座標點 l之 22 x∂Ω∂ 與

2

1
,

1
,

1
1,

1
,1

1
,

1
,1

22 221 n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

tn Ω−Ω+ΩΩ−Ω+ΩΩ∂ −
+

−−
−

−
1

222

1

yxyx l

t

l

n

∆
+

∆
=

∂
∂

+
∂
Ω +

−−
−

−

 (4.21) 
−
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將(4.20)式與(4.21)式，代入渦度控制方程式，即(2.26)式，可得到 

)]2()2(

)2()2[(
2 ,1,1,1,

1
1,

1
,

1
1,1,,1,

11
,

1
,,12

1

−
+

−−
−+−

−
+

−−
−+−

−

Ω+Ω−Ω+Ω+Ω−Ω+

Ω+Ω−Ω+Ω+Ω−Ω
∆
∆

=Ω−Ω

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

n
ji

nn
ji

nnn
i

n
j

e

nn

xR
t

4.22) 

式中， 表示第 各時間間隔中，在 點之應變數值。由(3

可以得到座標點 ，式中 與 值無法預測，先以 與 替代後

。

通常座標點

jijijijilji
  (

.25b)式lΩ 1−n l

),( ll yx qu qv lu lv

初始值，利用線性內插求得 qu 與 qv ，如圖 4.3，重複疊代至收斂為止

),( ll yx 並不會恰好落在網格點上，因此 lΩ 值時可使用 CS

內插法求得。 

除此之外，流線方程式之離散化如(4.3)式，速度之離散化如(4.4)

式，邊界及起始條件如(4.5)式至(4.8)式與(4.11)式至(4.16)式。 

數與起 ， (  

)式

移流部分 。 

4

5 , )式，求解第

,

根據起始條件、邊界條件，本問題之求解步驟為： 

1.設定所需參 始條件 見 4.15)式與(4.16)式。

2.利用特性線，見(3.24b ，求得座標點 ),( ll yx 。 

3.利用起始條件以及 CS 內插法，見 3.3 節，求解第n個時間間格

時之渦度 kn
l )( 1−Ω

.利用步驟 3 所求之 kn
l )( 1−Ω ，代入渦度方程式，見(4.22)式，求解

第n個時間間格時之渦度 kn
ji )( ,Ω 。 

.利用步驟 4 所求之 kn )(Ω ，代入流線方程式，見(4.3ji

n個時間間格時之流線 kn )(ψ 。 ji

6.利用步驟 5 所求之 knψ ，求解 x與 y 方向速度 nu(ji )( ,
k

ji ), 與 ，見

(4.4)式。並求解第 (4.11)式

至(4.14)式。 

5，求解 ji ji  

kn
jiv )( ,

n個時間間格時渦度之邊界條件，見

7. 重複步驟 2 至步驟 1+Ω kn 與 1+knψ ，判別是否收斂。, )( , )(
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8. 驟 2 步驟 7，求解 1+= kk若未達收斂條件，則重複步 至 之渦度、

9.檢查是否達到所需時間，若未達時間，則

流線及速度等，直至收斂為止，如圖 4.4。收斂條件如(4.17)式。 

1+= nn 重複步驟 2 至

4.2 結果分析比較

CS

法， 100、400 與 1000，並 41×41 之情況

下，模擬其流線、渦度與速度。模擬時間至穩定狀態(steady state)，

其流線及渦度之模擬結果如圖 4.5 至圖 4.7。穴流中心線上之速度分

布圖，如圖 ，分別為在

步驟 8，達到時間為止。 

 

分別將分割操作有限解析法、混合有限差分法與 內插特性

於雷諾數 使用相同網格數為

2.1 21=y 水平中心線上 方向之速度 分佈圖，

與在

x u

21=x 垂直中心線上 方向之速度 分佈圖，並依據 Ghia et al. 

比較基準，如圖 4.8 至圖 4.9。渦度中心點(vortex 

center)及其相對應之流線函數值之數值比較，如表 4.1。

由圖 4.5 與 4.8 示 諾數 100 時，除了分割混合有限解

析法稍有差異之外，混合有限差分法與 CS 內插特性法

就速度分布圖而言，分割操作有限解析法有明顯的誤差，而混合有限

差分法非常準確，CS 三次內插特性法則在 方向速度有些許誤差。

而表 4.1 更明確看出，混合有限差分法擁有三者之中最為準

400，如圖 4.6 4.9

無法求解，僅有混合有限差分法與 CS 內插特性法之穩態模擬

結果，而兩者之流線與渦度情況已經有所不同，混合有限差分法之渦

度圖較 CS 內插特性法於在下邊界有輕微之震盪現象，以速度分布圖

來看，兩者皆有誤差產生，CS 內插特性法之結果略比混合有限差分

法近似。表 4.1 則明確顯示，兩者的誤差皆有所提高，但 CS 內插特

y v

(1982)之計算結果作為

 

圖 顯 ，在雷

之結果相似，

確的結果。 

若將雷諾數提升至 與圖 顯示，分割有限解析

法已經

y
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性法較混合有限差分法準確。 

最後在雷諾數 1000 時，如圖 4.7 與圖 4.10，可以輕易看出兩者

之渦度圖在下邊界附近皆有震盪現象，但混合有限差分法仍比 CS 內

插特性法嚴重，且混合有限差分法之流線圖也出現輕微之振盪現象，

以速度分布圖來看，兩者產生明顯之誤差。表 4.1 顯示，CS 內插特

性法仍比混合有限解析法準確。 

另外，依照不同雷諾數之流場現象，可以發現渦旋區域隨著雷諾

數增加而變大，速度分布曲度變化隨之更加明顯，而渦度中心亦會隨

著雷諾數的增加逐漸往幾何中心( 21=x , 21=y )移動。 

綜合以上結果評估，分割操作有限解析法之精度計算比混合有限

差分法及 CS 內插特性法差，分割操作有限解析法有明顯數值誤差。

另外，於雷諾數低時，混合有限差分法略為準確， 雷諾數高，則反

之，CS 內插特性較為準確。混合

而

有限差分法與 CS 內插特性法之模

擬結

定之數值方

法，

4 至圖 4.15 看出，混合

果分析，大體而言，CS 內插特性法優於混合有限差分法。就模

擬過程而言，除了分割混合有限解析法，混合有限差分法與 CS 內插

特性法都可以於不同雷諾數下達到穩態，故兩者皆為穩

但 CS 內插特性法需要額外求解特性線，因此，混合有限差分法

較 CS 內插特性法建構簡單且計算效率快。 

另外，分割操作有限解析法、混合有限差分法與 CS 內插特性法，

於雷諾數 100 與 1000，並使用相同網格數為 41×41 之情況下，其流

線及渦度之模擬結果於不同時間 T=1、3、5、10、20 與 60，如圖 4.11

至圖 4.15。於雷諾數 100 時，如圖 4.11 至 4.12 顯示，除分割操作有

限解析法之模擬結果有明顯差異之外，混合有限差分法及 CS 內插特

性法在時間 T=60 時與穩態之流線與渦度幾乎無異，表示其短時間內

可快速達到穩態。而在高雷諾數時，如圖 4.1
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有限

格數為 61×61

後，C

 

 

差分法之模擬結果與 CS 內插特性法有所不同。 

若使用混合有限解析法與 CS 內插特性法，於雷諾數 1000，將網

格數提高至 61×61 之情況下加以比較，如圖 4.16。圖 4.16 與圖 4.7

比較發現，混合有限差分法與 CS 內插特性法在邊界之震盪現象皆有

所減少，但前者之震盪現象仍比後者明顯。而兩者於中心線之速度分

布比較圖，如圖 4.17，圖 4.17 與圖 4.15 比較，更可以看出兩者與 Ghia 

et al.之數據已經相當接近，故縮小網格間距皆可以提高兩者數值計算

之精確度。另外，由表 4.1 顯示，雷諾數 100 時，提高網

S 內插特性法已經取代混合有限差分法更加接近基準值，另外，

在雷諾數 1000 時，兩者與 Ghia et al. 之相對誤差皆減少至 0.08 以下，

而 CS 內插特性之準確性仍略為優秀。結果發現，隨著網格數提高後，

CS 內插特性法之模擬結果有較好之趨勢，相對於混合有限差分法有

更明顯的精度改善，不僅在速度分布方面與混合有限差分法相當，且

在渦度中心比較方面仍比混合有限差分法準確。 
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第五章  結論與建議  

結論 

本研究利用穴流模擬，比較分割操作有限解析法、混合有限差分

CS 內插特性法之計算結果。模擬發現，除了分割操作有限解析

有不同的模擬結果之外，混合有限差分法與 CS 內插特性法於不同

雷諾數 100、400 與 1000 皆可以計算出穩態之流場，具有穩定性。故

混合有限差分法與 CS 內插特性法皆為穩定之數值方法，而分割操作

解析 仍有改善空間，其結果如下所述： 

1. 於雷諾數 100 時，分割操作有限解析法產生數值誤差，混合

有限

內插特性法精準度皆

可以

限解析法(Chen and Chen, 1984)而言，有非恆定項(unsteady 

5.1

法與

法

有限 法

差分法之準確性略優於 CS 內插特性法。 

2. 於雷諾數 400 時，分割操作有限解析法已無法計算，CS 內插

特性法之準確性略優於混合有限差分法。 

3. 於雷諾數 1000 時，CS 內插特性法與混合有限差分法有明顯

數值誤差，但 CS 內插特性法之準確性略優於混合有限差分法。 

4. 對於提高網格數，混合有限差分法與 CS

同時提升，但 CS 內插特性法準確度之提升較優於混合有限差分

法。 

5.2 建議 

本研究僅以穴流之模擬為主要依據，建議將來可以進一步探討之

方向，如下以供參考： 

1. 在分割操作有限解析法的文獻中，其應用於移流擴散方程式

有不錯的結果，但在計算流體力學問題，卻無法得到優越的成果，或

許以有
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term)與混亂對流項(perturbed convection term)之偏向(deviation)速度

影響。故分割操作有限解析法求解問題時，尚能加以改善。 

格點來解析的地方而言，可能無法正確模擬出現象，且邊界容易產生

震盪現象。若使用非等間距網格點來模擬流場，對於邊界之細微現

現實流場問題中，不僅是二維空間的現象，若可以將穴流模

，則更能顯示其真實流況 模

後流與

突擴流等，故還能更進一步比較其優缺之參考研究。

 

 

 

 

 

 

 

2. 本研究所使用相同大小之格網點間距，對於邊界需要較細網

象，應該有更進一步之準確度，亦可以減少邊界之震盪現象。 

3. 

擬提升至三維 ，以及應用於更廣泛之狀況

擬。而計算流體力學中，尚有其他不同模擬情況，如繞流、階
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表 4.1 渦度中心及其相對應之流線函數值 

附註 1：Ghia et al. (1 SFA HFD 分 CS
附註 2 Ghia et al.之值。 
附註 3：括 示 t al.之相對誤差值  

982)，FS 表示為分割操作有限解析法， 表示為混合有限差 法，MOC 表示為 內插特性法。 
：粗體表示為較接近

弧內表 為與 Ghia e 。

 
 Ghia et al. FSSFA HFD MOC 

Grid       129×129 41×41 61×61 41×41 61×61 41×41 61×61
ψ  0.10342     0.14064(0.359) 0.13353(0.291) 0.10316(0.00251) 0.10367(0.00242) 0.10284(0.00561) 0.10347(0.00048) 

cv.Ω  3.16646  3.17639(0.00314) 3.14675(0.00622) 3.24747(0.0256) 3.14812(0.00579) 3.54383(0.3119) 3.8281(0.209)
Re100 

(0.58,0.33) (0.58,0.3) (x,y) (0.62,0.27) (0.65,0.33) (0.62,0.27) (0.65,0.28) (0.62,0.27) 
Grid   41×41 41×41129×129   
ψ  0.11391  0.10633(0.0665) - 0.10699(0.0607) 

c.vΩ     2.29469 - 2.22153(0.0319) 2.23584(0.0256) 
Re400 

 (x,y) (0.56,0.4) - (0.55,0.38) (0.55,0.38) 
Grid 129×129  41×41 61×61 41×41 61×61 
ψ  0.11793  0882(0.0772) 0.09994(0.1 1043(0.0636) - 0.09551(0.1901) 0.1 525) 0.1

cv.Ω  2.04968  1.75071(0.1458) 1.93069(0.0581) 1.89919(0.0734) 1.97271(0.0376) -
Re1000 

 (x,y) (0.53,0.44) - (0.53,0.43) (0.53,0.43) (0.53,0.43) (0.53,0.43) 
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幾種數值方法於穴流之模擬與分析 

圖 1.1 研究流程圖 

控制方程式及邊界條件 
 (第二章) 

緒論 

(第一章) 

數值方法 
(第三章) 

穴流之模擬比較 
(第四章) 

結論與建議 
(第五章) 

1.方程式離散化 
2.邊界條件離散化 
3.起使條件離散化 
4.求解步驟 
5.分析比較 

1.控制方程式 
2.渦度流線型態之控制方程式

3.邊界條件及起始條件 

1.分割操作有限解析法 
2.混合有限差分法 

1.研究動機與目的 
2.文獻回顧 
3.研究方法與步驟 
4.章節介紹 

3.CS 內插特性法 
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圖 2.1 穴流簡圖 
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圖 3.1 有限解析法均勻網格示意圖 
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圖 3.2 分割有限解析法示意圖 
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圖 3.3 特性曲線示意圖 
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圖 3.4 二維內插示意圖 
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圖 4.1 格網點示意圖 

 

 42



 

設定參數、起始條件與邊界條件

利用起始條件
計算x方向渦度Ω

利用Ω以及流線方程式
計算流線函數ψ

利用ψ
計算速度場u、v

檢查Ω及ψ
是否達誤差範圍

利用ψ計算
渦度之邊界條件

設定
Ω為起始條件

k=k+1

否

是

得到Ω及ψ
檢查達到所需時間

本問題之解答

設定
Ω為起始條件

n=n+1

是

否

利用初始條件
計算y方向渦度Ω

 
圖 4.2 分割操作有限解析法計算流程圖 
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圖 4.3 速度內插示意圖 
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設定參數與初始條件

以初始條件
計算渦度Ω

利用Ω以及流線方程式
計算流線函數ψ

利用ψk計算 速度場u、v

利用ψ計算 渦度之邊界條件

設定
k=k+1
為起始
條件

否

是

結果

設定
n=n+1
為起始
條件

假設Ω =Ω 沿特性線
x -x =∆t/2(U +u )
y -y =∆t/2(v +v )

檢查Ω及ψ
是否達誤差範圍

得到Ω及ψ
檢查達到所需時間

利用CS內插
計算移流項部份Ω

計算擴散項部份Ω

計算x 及y

x 及y 是否收斂

是

是

否

否

 

圖 4.4 CS 內插特性法計算流程圖 
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圖 4.5 雷諾數 100 於格網點 41×41 之渦度與流線穩態比較圖 
(a、b)分割操作有限解析法(c、d)混合有限差分法(e、f)CS 內插特性法 
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圖 4.6 雷諾數 400 格網點 41×41 之渦度與流線穩態比較圖 
(a、b)混合有限差分法(c、d)CS 內插特性法 
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圖 4.7 雷諾數 1000 格網點 41×41 之渦度與流線穩態比較圖 
(a、b)混合有限差分法(c、d)CS 內插特性法 
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圖 4.8(a) 雷諾數 100 於相同格網點 41×41 之 x 方向速度比較圖 
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圖 4.8(b) 雷諾數 100 於相同格網點 41×41 之 y 方向速度比較圖 
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圖 4.9(a) 雷諾數 400 於相同格網點 41×41 之 x 方向速度比較圖 
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圖 4.9(b) 雷諾數 400 於相同格網點 41×41 之 y 方向速度比較圖 
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圖 4.10(a) 雷諾數 1000 於相同格網點 41×41 之 x 方向速度比較圖 
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圖 4.10(b) 雷諾數 1000 於相同格網點 41×41 之 y 方向速度比較圖 
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圖 4.11(a) 分割操作有限解析法於雷諾數 100 

格網點 41×41 之流線發展圖 
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圖 4.11(b) 分割操作有限解析法於雷諾數 100 

格網點 41×41 之渦度發展圖 
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圖 4.12(a) 混合有限差分法於雷諾數 100 

格網點 41×41 之流線發展圖 
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圖 4.12(b) 混合有限差分法於雷諾數 100 

格網點 41×41 之渦度發展圖 
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圖 4.13(a) CS 內插特性法於雷諾數 100 

格網點 41×41 之流線發展圖 
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圖 4.13(b) CS 內插特性法於雷諾數 100 

格網點 41×41 之流線發展圖 
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圖 4.14(a) 混合有限差分法於雷諾數 1000 

格網點 41×41 之流線發展圖 
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圖 4.14(b) 混合有限差分法於雷諾數 1000 

格網點 41×41 之渦度發展圖 
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圖 4.15(a) CS 內插特性法於雷諾數 1000 

格網點 41×41 之流線發展圖 
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圖 4.15(b) CS 內插特性法於雷諾數 1000 

格網點 41×41 之渦度發展圖 
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圖 4.16 雷諾數 1000 格網點 61×61 之渦度與流線穩態比較圖 
(a、b)混合有限差分法(c、d)CS 內插特性法 
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圖 4.17(a) 雷諾數 1000 於相同格網點 61×61 之 x 方向速度比較圖 
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圖 4.17(b) 雷諾數 1000 於相同格網點 61×61 之 y 方向速度比較圖 
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附錄一  

)(sinh4
2
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a SCSWSE

S
Φ−Φ+Φ

=                               附(1.1) 

SCSc Φ=                                          附(1.2) 

h
b SCSWSESWSE

S 2
Ah )2)(coth( Φ−Φ+Φ−Φ−Φ

a Φ=

=              附(1.3) 

SWW                                         附(1.4) 

τ
SWWC

Wb =
Φ−Φ

                                   附(1.5) 

τ
SEEC

Eb =
Φ−Φ

a Φ=

                                    附(1.6) 

SEE                                          附(1.7) 
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附錄二  

1SeC Ah
WC = ， ，                 附(2.1) 1SeC Ah

EC
−= 2SeC Ah

SW =

2SeCSE = Ah−

，              附(2.2) 2)coth()cosh(4 PAhAhAhCSC =

1221 )( QQPBhS +−=
τ

2

                               附(2.3) 

2222 )coth(2)( PAhAhPQBhS −−=
τ

2

                     附(2.4) 

∑
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1
2222 ])()[(
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m m
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P
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λ∞ −2Fm τ

                            附(2.5) 

∑
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=
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m
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h
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∞ −− mλ  2,1=i                        附(2.6) 
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附錄三、混合差分有限法之必要條件  

Consistency 

  Applying any two level numerical schemes to (3.2), one may obtain the 

following discretization equations 
n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i bbbbbaaaaa 251431221

1
25

1
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1
3

1
12

1
21 ++−−

+
+

+
+

++
−

+
− Φ+Φ+Φ+Φ+Φ=Φ+Φ+Φ+Φ+Φ  

附(3.1) 

and 
n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i

n
i dddddccccc 251431221

1
25

1
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1
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1
21 ++−−

+
+

+
+

++
−

+
− Φ+Φ+Φ+Φ+Φ=Φ+Φ+Φ+Φ+Φ  

 附(3.2) 

 where 15432154321 =++++=++++ cccccaaaaa . The  represents 

the value of  at grid point  for time level 

1+Φ n
i

Φ i tnt ∆+= )1(  and  is the 

time step. The terms , , , , and can be expanded in 

Taylor series as  

t∆

1+Φn
1+i i 1−i i 1+ i 1−

1+Φn 1+Φn nΦ nΦ

n
i

m

m

kn
ji x
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m

Φ
∂
∂

∆+
∂
∂

∆=Φ ∑
∞

=

+
+ )(

!
1

11
0

1

1
   1,0,1, 11 −=jk     附(3.3) 

where is the grid size. Substitution of 附(3.3) into 附(3.1) and 附

(3.2) yields  

x∆

          
⋅⋅⋅+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ=Φ xxxtxxttxtttxxtxttxt AAAAAAAA 87654321  附(3.4) 

and 

⋅⋅⋅+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ+Φ=Φ xxxtxxttxtttxxtxttxt BBBBBBBB 87654321  附(3.5) 
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where the superscript  and the subscript  for n i Φ  are eliminated. The 

terms ~  and ~  are functions of  and , 

respectively. For example  and can be expressed as 

1A 8A 1B 8B 5151 , bbaa −− 5151 , ddcc −−

2 3A A

  2
)(

2 543312
taaaaatA ∆−

=++++
∆−

=
              附(3.6) 

             )22( 54213 aaaaxA −−+∆=                      附(3.7) 

As far as the accuracy is concerned, both and are equal to . In 

addition, because of the consistency, the terms ~ and ~ , except 

and , are all equal to zeros when 

1A 1B u−

2A 8A 2B 8B

4A 4B t∆  and x∆  approach to zero. 

However, and  satisfy the following condition 4A 4B

                 ε== 44 BA                            附(3.8) 

where ε is the diffusion coefficient. Now, taking the linear combination 

of 附(3.1) and 附(3.2) asα附(3.1)+ β 附(3.2), one obtains 

  

 1
255

1
144

1
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1
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1
211 )()()()()( +

+
+
+

++
−

+
− Φ++Φ++Φ++Φ++Φ+ n

i
n
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n
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n
i

n
i cacacacaca βαβαβαβαβα

=  n
i

n
i

n
i

n
i

n
i dbdbdbdbdb 25514433122211 )()()()()( ++−− Φ++Φ++Φ++Φ++Φ+ βαβαβαβαβα

附(3.9)  

where α and β are constants. Similarly, substitution of Taylor series 

expansion 附(3.3) into 附(3.9) yields 

xxtxttxt BABABAu Φ++Φ++Φ+
+

+Φ−=Φ )()()[(1
443322 βαβαβα

βα
 

   + tttBA Φ+ )( 55 βα ⋅⋅⋅+Φ++Φ++Φ+ ])()()( 887766 xxxtxxttx BABABA βαβαβα        

 67



 

附(3.10) 

One can clearly see from 附(3.10) that 附(3.9) is also consistent with the 

dispersion equation (3.2). 

 

The Modified Equation 

  By eliminating pure and cross time derivatives with repeatedly 

differentiating 附(3.4) and 附(3.5), the modified equation corresponding 

to 附(3.4) and 附(3.5) can, respectively, be expressed as 

                ⋅⋅⋅+Φ+Φ+Φ−=Φ EEu xxxxxxt 32             附(3.11) 

and 

               ⋅⋅⋅+Φ+Φ+Φ−=Φ FFu xxxxxxt 32

4322

8765433423223

4322

8765433423223

             附(3.12) 

where  

                            2 AuAAuE +−=

232223 232 AuAAuAuAAuAAuAAAuAuE +−+−+−−+−= 附(3.13) 

and 

                            2 BuBBuF +−=

         

附(3.14) 232223 232 BuBBuBuBBuBBuBBBuBuF +−+−+−−+−=

Similarly, the modified equation corresponding to 附(3.10) is  

              ⋅⋅⋅+Φ
+

+Φ
+

+Φ−=Φ xxxxxxt
GGu
βαβα

32         附(3.15) 
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where 

         )()()(2 BABAuBAuG βαβαβα +++−+= 4433222

))((3)(2[1
3322

22
22

3
3 BABAuBAuG βαβαβα

βα
++++−

+
=  

         ))((2 BABAu 4422 βαβα ++− )])(()( 2 BABABAu βαβαβα ++++− 443333  

          )()( 66
2

55
3 BAuBAu βαβα +++− )()( 8877 BABAu βαβα +++−               

)()( BABAu 8877 βαβα +++−                      附(3.16) 

It is obvious that , and satisfy 22, EG 2F

222 FEG                βα +=                          附(3.17) 

In addition, if , and satisfy the following conditions   322 ,, ABA 3B

                                               附(3.18) 22 BA =

and 

                                               附(3.19) 33 BA

333 FEG

=

one can obtain 

                βα +=                           附(3.20) 

In other words, 附(3.15) can be rewritten as 

   ⋅⋅⋅+Φ++Φ++Φ+−=Φ+ FEFEu )()()()( xxxxxxt 3322 βαβαβαβα  附(3.21) 

It is necessary to point out that the condition 附(3.18) is always satisfied 

due to 附(3.6). Equation 附(3.19) is a sufficient condition for 附(3.20). 

Although the above derivation is only up to the third-order derivative, the 

higher-order derivative can also be executed in the same manner. 
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附錄四、Cubic-spline 內插法  

欲求得座標值 之應變數值，lx ],[ 1+∈ iil xxx 如附圖 1 所示，假設介

於座標值 與 間之內插函數符合三次多項式函數如下： ix 1+ix

( )
[ ] 1,,2,1,,

)()()(

1

23

−=∈
+−+−+−=Φ

+ Mixxx
ExxDxxBxxAx

ii

iiiiiiii

K
           附(4.1) 

三次內插函數，即附(4.1)式，符合 

( ) MMMiii xMifx Φ=Φ−==Φ − )(,1,,2,1 1K          附(4.2a) 

( ) 2,,2,1)( 111 −=Φ=Φ +++ Mixx iiii K                附(4.2b) 

( ) ''

( ) "" −=Φ=Φ

2,,2,1)( 111 −=Φ=Φ +++ Mixx iiii K                 附(4.2c) 

2,,2,1)( 111 +++ Mixx iiii K                 附(4.2d) 

附(4.2)式表示每個座標點上之應變數值及應變數之一階導數、二階導

數皆連續。根據附(4.2)式，附(4.1)式中之係數 、 、 以及 (Gerald

和 Wheatley，1999)可表示為 

iA iB iD iE

i

ii
i h

SS
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6
1 −= +

                                    附(4.3a) 

2
i

iB =
S

                                         附(4.3b) 

6
11 ++ 2 +

−= iiii

i

ii
i h

D
Φ−Φ ShSh                         附(4.3c) 

iiE Φ=                                          附(4.3d) 

式中， 。 表示座標點 之二階導數值，即 ，且

滿足 

iii xxh −= +1 iS ix )("
iii xS Φ= iS
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     附(4.4) 

附(4.4)式尚需兩個端點之二階導數條件才可求解，即所謂端點條

件(endpoint condition)。若採用 natural cubic-spline(自然 cubic-spline)，

即 與 ，亦即假設兩端點之二階導數皆為零，則附(4.4)式可

表示為 
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 附(4.5) 
附(4.5)式為三對角矩陣(Tridiagonal systems)，可採湯瑪司演算法

(Thomas algorithm)求解。根據附(4.1)式、附(4.3)式及附(4.5)式，即可

求得座標點 之內插值 為 lx )( li xΦ

iiliiliilili ExxDxxBxxAx +−+−+−=Φ )()()()( 2          附(4.6) 
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附圖 3.1 cubic-spline 內插法示意圖 
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