
附錄 B 微分動態規劃理論 

 對於地下水水量管理及污染整治系統的決策分析方法中，連續

近似的微分動態規劃(DDP)是較有效率的方法之一，其最大的優點是

可以克服維度的困擾，減少記憶體容量和計算所需時間，以及不需要

將決策變數(decision variable)和狀態變數(state variable)離散

化。 

大部份的地下水水量管理問題都是可表示成時間間斷的控制問

題，因此可對時間區分成幾個階段(stage)，如果時間是由 1 到 t 時

刻，則可分為 t個階段，每一個階段皆有該階段的狀態變數和必須要

作決策的決策變數。則此地下水水量管理最佳化控制問題在求決策變

數之最佳值，且必須要能滿足各限制式，而微分動態規劃即為解最佳

控制問題的方法之一。(2.10)式所表示的次問題即為本研究所需處理

的最佳控制問題。 

    微分動態規劃之解題技巧是以動態規劃為原則，將原問題分解為

一個個具遞迴關係的次問題，而再以非線性規劃的方法求出每一個次

問題的最佳解，如此循環反覆即可求得原問題的最佳解。[楊,1994]

其問題型態可表示如下： 

∑
=

=

N

t
tttNtu

uxL
t 1,...,1,

),(min  (B.1) 

受限於： 

),,(1 tuxTx ttt =+  (B.2) 

其中(3.2)式為系統轉換函數，可代表不同型態之問題。解題之過程，

包含有後掃過程於前掃過程，後掃過程主要求得最佳控制法則，而前

掃過程則應用後掃過程之最佳控制法則求得最佳控制值。(B.1)~(B.2)
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所形成之問題型態為無限制式分動態規劃，而一般自然界之問題皆包

含有限制條件，因此，Murry and Yakowitz, [1979]，提出限制型微分

動態規劃，於前、後掃過程皆採用二次規劃之方式來處理有限制條件

之情形。以下將分別敘述無限制條件微分動態規劃與有限制條件微分

動態規劃之解題過程。 

 

B.1無限制式微分動態規劃(DDP) 

    考慮式(B.1)及(B.2)所行成之無限制條件微分動態規劃問題： 

1.後掃過程： 

  a.最後一個時刻(N)：對於最後一個時刻之最佳化問題可表示如下： 

),(min
, NNNu

uxL
N

 (B.3) 

     受限於： 
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1 NNN ),,( NuxTx =+  (B.4) 

    由於無限制式微分動態規劃並不考慮終端限制條件，因此對於最

後時刻之狀態變數會落於何值，並不加以限制。因此可直接對式(B.3)

求其最佳化之結果。欲求解式(B.3)，首先將式(B.3)針對初始軌跡

(nominal policy) 作泰勒展開至二階，然後對展開之近似方程式

求最佳化，泰勒展開後之型態可表示如下： 
NN ux ˆ,ˆ

        
N

T
NN

T
NNN

T
N

NN
T
NNN

T
NN

xEuDuCu

xBuxAxL

δδδδ

δδδδ

++

++=~
                  (B.5) 

    其中： 

⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝
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∂∂

∂
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NN ux
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N xx
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NN ux
N

N xu
L

B ˆ,ˆ
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2

∂∂
∂

= −  (B.7) 



⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
= −

NN ux
N

N uu
L

C ˆ,ˆ
1
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2
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NN ux
N

N u
LD ˆ,ˆ

1

∂
∂

= −                                       (B.9) 

NN ux
N

N x
LE ˆ,ˆ

1
1 ∂

∂
= −

−                                      (B.10) 

      NNN xxx ˆ−=δ    NNN uuu ˆ−=δ                      (B.11) 

   此近似方程式之最佳解可表示如下： 

 02 =++ NNNNN DuCxB δδ  

NNNNNNNN xDxBCu δβαδδ +=+−= − )(
2
1 1*                (B.12) 

 N
1

NN DC
2
1 −−=α  

 N
1

NN BC
2
1 −−=β  

   將式(3.12)代回式(3.5)，則第 N階段之遞歸方程式為： 

NN
T
NNNNNN RxQxPxxf +δ+δδ=)(*                       (B.13) 

   其中： 

NN
T
NNN BCBAP 1

4
1 −−=                                  (B.14) 

T
NNN

T
NN EBCDQ +−= −1

2
1                                (B.15) 

NN
T
NN DCDR 1

4
1 −−=                                     (B.16) 

   於無限制條件微分動態規劃之演算過程中， Nα , Nβ , , 必須儲 NP NQ

   存起來，已備後續時刻演算使用。 
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   b.第 N-1時刻：此個時刻之最佳化問題可表示如下： 

)}(),({min *
NN1N1N1Nu

xfuxL
1N

+−−−
−

                         (B.17) 

    受限於： 

)1,,( 11 −= −− NuxTx NNN                                 (B.18) 

    其中 為前一時刻目標函數之近似最佳解。求解此時刻之 )(*
NN xf

    問題，首先將式(B.18)代入式(B.17)中，形成： 

))},((),({min 11
*

111 −−−−− + NNNNNNu
uxTfuxL

t

                 (B.19) 

    故此時刻之問題型態，由式(B.17)、(B.18)變成式(B.19)。求解式

(B.19)仍將其針對初始軌跡作泰勒二次近似，其型態如下： 

         
1111111
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    其中： 
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    利用一階微分法，式(B.20)之最佳解為： 

1N1N1N1N1N1N
1

1N1N xDxBC
2
1u −−−−−−

−
−− δβ+α=+δ−=δ )~~(~*        (B.26) 

 1N
1

1N1N DC
2
1

−
−
−− −=α ~~  

 1N
1

1NN BC
2
1

−
−
−−=β ~~  

    同第 N時刻，將式(B.26)代回式(B.20)得第 N-1時刻之遞歸方程 

    式如下： 

1111111
*

1 )( −−−−−−−− ++= NN
T
NNNNNN RxQxPxxf δδδ              (B.27) 

    其中 

1N
1

1N
T

1N1N1N BCB
4
1AP −

−
−−−− −= ~~~~                             (B.28) 

T
1N1N

1
1N

T
1N1N EBCD

2
1Q −−

−
−−− +−= ~~~~                           (B.29) 

1N
1

1N
T

1N1N DCD
4
1R −

−
−−− −= ~~~~                                (B.30) 

        ,1N −α 1N −β , , 亦須儲存起來，已備後續時刻使用。 1NP − 1NQ −

  c.任意時刻 ：任意時刻之最佳化問題皆類似第 N-1時刻，可表 t

    示如下： 

)}(),({min *
1t1ttttu

xfuxL
t

+++                               (B.31) 

    受限於： 

),,( tuxTx tt1t =+                                       (B.32) 

任意時刻 之解題過程亦類似第 N-1時刻，所不同者為，遞歸方  t

程式 所包含之時刻愈來愈多，直到第 1個時刻為止。故 )(*
1t1t xf ++
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    任意時刻之最佳控制法則與遞歸方程式可表示如下： 

tttttt
1

tt xDxBC
2
1u δβ+α=+δ−=δ − )~~(~*                     (B.33) 

1t1t
T

1t1t1t1t1t1t RxQxPxxf ++++++++ +δ+δδ=)(*                   (B.34) 

    為保證微分動態規劃於每一次之疊代過程(疊代之定義說明於 

    後)，目標函數皆有下降，在後掃之每一個時刻，皆須保證 tC~ 為 

    對稱正定矩陣，若 tC~ 不為對稱正定矩陣，可強迫令 tC~ 為對稱正 

定，即加入一正定矩陣 tΓ。 )~~( ttt CC Γ+= 或 )~~(~( T
tt2

1
t CCC += 。 

2.前掃過程： 

    由於後掃過程儲存所有時刻之最佳控制法則 tα , tβ ，且此最佳控 

    制法則可表示成： 

tttt xu δβ+α=δ *                                       (B.35) 

    因此若 已知，則 可以透過式(B.35)求得。由於 。 

對於第 1個時刻而言， 為初始條件，即

txδ *
tuδ ttt xxx ˆ−=δ

1x 0x1 =δ ，因此 ，當

求得後，可由 之關係，求得 ，然後利用系統轉換函數之

關係， 可求得 。當 獲得後，則可如同第 1時刻之方式

求得一連串之狀態變數 與控制變數 ，當求得狀態

變數與控制變數後，即完成一次的疊代過程。 

11u α=δ * *
1uδ

111 uuu ˆ* −=δ 1u

),( 112 uxTx = 2x 2x

),...,( N2 xx ),...,( 1N1 uu −

    由於微分動態規劃於每一個時刻皆將原目標函數或系統轉換函

數針對初始軌跡作泰勒二階展開，因此其所得之最佳解只為近似函數

之最佳解，並非原函數之最佳解。所以必須利用疊代的方式來獲得原

問題之最佳解，而完成一次前、後掃過程即為一次疊代，此時可計算

目標函數值是否有改善，並判斷是否已達到收斂標準，若目標函數於

疊代過程反而增高，則必須進行線性搜尋。線性搜尋的方式為不改變
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目標函數之下降方向，僅減少搜尋之步伐。其方式如下： 

tttt xu δβ+εα=δ *                                      (B.36) 

其中 。一般而言，線性搜尋於一次疊代過程之次數，以不超過 30

次為限，然針對不同之問題可斟酌增減。 

1<ε
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B.2限制型微分動態規劃(CDDP) 

限制型微分動態規劃與無限制條件微分動態規劃最大之不同為，除考

慮式(B.1)、(B.2)之問題型態外，又多加了一種型態之限制條件，即

不等號限制條件。 

          ttttt buBxA ≤+
vv

                                (B.37) 

    而在處理限制條件的方法採用二次規劃，其說明如下: 

    所謂二次規劃的方式，乃是於限制型微分動態規劃之每一個時刻

皆採用二次規劃的方式來處理限制條件。而二次規劃所考慮之問題型

態可表示如下： 

xHx
2
1xg TT

Rx n
+

∈
min                                     (B.38) 

    受限於： 

11 bxA =
r

                                             (B.39) 

22 bxA ≥
r

                                             (B.40) 

    二次規劃之求解過程，乃是利用疊代的方式，於每一次之疊代過

程皆採用等號限制集合(Active set method)的方式來求解，並且不斷的

修正等號限制式，直到獲得最佳值。等號限制條件之二次規劃問題說

明如下： 

xHx
2
1xg TT

Rx n
+

∈
min   

    受限於： 

bxA =
r

  

    此問題之最佳解非常簡單，可利用拉格朗方法 (Lagrange 
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method)，將等號限制式乘上拉格朗乘子(Lagrange multipiers)，然後與

目標函數相加而型成： 

)(),(min
,

bxAxHx
2
1xgx TTT

x
−λ++=λη

λ

r
  

    利用一階微分法分別對 x ,λ微分得： 
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    故最佳解為[Luenberger,1984] 
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                               (B.41) 

    故 

{ bRgSx *** +−=                                       (B.42) 

    對二次規劃有了解後，考慮如下之限制型微分動態規劃問題： 

∑
=

=

N

t
tttNtu

uxL
t 1,...,1,

),(min                                     (B.43) 

    受限於： 

),,(1 tuxTx ttt =+                                        (B.44) 

ttttt buBxA ,1≤+
vv

                                       (B.45)               
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                                              (B.46) t2tt buB ,≤
v

a.後掃過程： 

  (1).最後一個時刻(N)： 

     原問題之目標函數 
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}{ ),(min NNNNu
uxLL

N

=&&                                   (B.47) 

     受限於： 

),,( NuxTx NN1N =+                                     (B.48) 

                                           (B.49) ttttt buBxA ,1≤+
vv

                                              (B.50) t2tt buB ,≤
v

求解式(B.47)~(B.50)之問題，首先亦需將式(B.47)針對初始試驗 

軌跡作泰勒二次展開，其型態如同式(B.5)~(B.10)，並採用相同 

之符號表示，則展開後之目標函數亦可表示如下： 
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    其中各係數亦類似式(B.6)~(B.10)： 
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         NNN xxx ˆ−=δ    NNN uuu ˆ−=δ                     (B.57) 

    雖然式(B.51)與式(B.5)相似，然求解式(B.51)必須考慮不等號限 

    制條件式(B.50)之影響，重寫此近似方程式之最佳化問題如下： 
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    受限於： 

N2NN buB ,δ≤δ
v

                                       (B.59) 

   式(B.58)、(B.59)所形成之最佳化問題，包含了狀態變數與決策 

   變數，其問題型態與二次規劃不相吻合，因此需要近一步處理 

   才可使用二次規劃求解。本研究對於此一情況，作了一個假設，  

   即假設 0xN =δ ，則式(B.58)變成 

}{min N
T
NNN

T
Nu

uDuCu
N

δ+δδ                              (B.60) 

   由式(B.59)、(B.58)即可採用二次規劃求解此系統中之等號限制 

   條件如下： 

NNN buB ,2δδ =
v

                                     (B.61) 

    由於此階段之二次規劃所獲得之 無法直接應用於後續之運 *
Nuδ

    算，欲形成目標函數之遞迴方程式，必須將 拆成   *
Nuδ =*

Nuδ

    NNN xδβα + 之型態，因此重新推導式(B.58)受限於式(B.61)之最 

    佳化問題如下： 
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     受限於： 

NNN buB ,2δδ =
v
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     式(B.58)、(B.61)之問題型態即為標準之等號限制條件二次規劃 

     問題，故最佳控制變數值可表示如下： 
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                            (B.62) 

     故 

NNNNNNN2
T

NNNN xxBSbRDSu δβ+α=δ−+δ+−=δ )()( *
,

*,**      (B.63) 

     式(B.63)之獲得是基於 0xN =δ 之假設情況下，式(B.60)、(B.61) 

     發生等號限制條件之二次規劃結果，此一 0xN =δ 之假設是否可   

     行將說明於後之前掃過程。如同無限制條件微分動態規劃，將 

     式(3.63)代回式(3.58)可得此階段之最佳遞迴方程式如下： 

N
T
NNNNNN xQxPxxf δ+δδ=δ )(*                           (B.64) 

     其中： 

N
T
NNN

T
NNN BCAP β+ββ−=                              (B.65) 

N
T
NNN

T
NN

T
N

T
NN DC2BEQ β+βα+α+=                    (B.66) 

  (2).第 N-1時刻：此個時刻之最佳化問題可表示如下： 

)}(),({min *
NN1N1N1Nu

xfuxL
1N

+−−−
−

                         (B.67) 

     受限於： 

)1,,( 11 −= NuxTx −− NNN                                 (B.68) 

1,11111 −−−−− ≤+ NNNNN buBxA
vv

                               (B.69) 

                                          (B.70) 1N21N1N buB −−− ≤ ,

v
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     其中 為前一時刻目標函數之近似最佳解。求解此時刻之 )(*
NN xf

     問題，首先亦將式(B.68)代入式(B.67)中，則目標函數形成： 

})),((),({min 11
*

111 −−−−− + NNNNNNu
uxTfuxL

t

                   (B.71) 

     故此時刻之問題型態變成式(B.71)受限於式(B.70)，仍針對初始 

     軌跡作泰勒二次近似，其型態完全類似式(B.22)，表示如下： 

1111111

1111111
~~~

~~~
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T
NNN

T
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NN
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xEuDuCu
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δδδδ
            (B.72) 

     其中之 1NA −
~
， 1NB −

~
， 1NC −

~
， 1ND −

~
， 1NE −

~
亦類似式(B.23)~(B.27)， 

     其型態可表示如下： 
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     故此階段所考慮之近似問題型態如下： 

}~~

~~~{min

1N
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1N1N
T

1N

1N1N
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1N1N1N
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    (B.73) 

     受限於： 

1N21N1N buB −−− δ≤δ ,

v
                                 (B.74) 

     觀察式(B.73)、(B.74)完全相似於式(B.58)、(B.59)，故式(B.73)、 

     (B.74)之解法完全與第 N階段相同，故此階段之故最佳控制變 

     數值可表示為： 
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                      (B.75) 

     故 

1N1N1N

1N1N1N1N2
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x
xBSbRDSu
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δβ+α=

δ−+δ+−=δ )~()~( *
,

*,**

       (B.76) 

     此階段之最佳遞迴方程式如下： 

1N
T

1N1N1N1N1N1N xQxPxxf −−−−−−− δ+δδ=δ )(*                  (B.77) 

     其中： 

1N
T
NN1N

T
N1N1N BCAP −−−− β+ββ−= ~~~                         (B.78) 

N
T
NN1N

T
N1N

T
N

T
1N1N DC2BEQ β+βα+α+= −−−−

~~~~               (B.79) 

(3).任意時刻 ：任意時刻之最佳化問題皆類似第 N-1時刻，可表示 t

   如下： 
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)}(),({min *
1t1ttttu

xfuxL
t

+++                               (B.80) 

   受限於： 
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tt1t ),,( tuxTx =+                                       (B.81) 

ttttt buBxA ,1≤+
vv

                                       (B.82) 

                                               (B.83) t2tt buB ,≤
v

   任意時刻 t之解題過程亦類似第 N-1時刻，所不同者為，遞回方 

   程式 所包含之時刻愈來愈多，直到第 1個時刻為止。故 )(*
1t1t xf ++

   任意時刻之最佳控制法則與遞回方程式可表示如下： 

tttt xu δβ+α=δ *                                       (B.84) 

1t
T

1t1t1t1t1t1t xQxPxxf +++++++ δ+δδ=)(*                       (B.85) 

   於後掃過程中必須紀錄每一時刻之目標函數泰勒展開時之各係數  

   tA~， tB~， tC~ ， tD~ ， tE~ 已備前掃使用。 

b.前掃過程： 

   於限制型微分動態規劃之前掃過程，並不同於無限制式之微分動 

   態規劃之前掃過程。無限制式微分動態規劃之前掃過程，乃直接 

   採用後掃過程所得之 ,tα tβ 來計算最佳控制變數值，而限制型微 

   分動態規劃之前掃過程，本研究亦採用不等號限制條件之二次規 

   劃來求得最佳控制變數值。回顧限制型微分動態規劃之後掃過 

   程，本研究假設任一時刻之 0xt =δ ，並在此條件下，使用不等號 

   限制條件之二次規劃來求得等號限制條件之型態，然後在應用此 

   等號限制條件來求得最佳控制法則，以便能計算每一時刻之遞迴 

   方程式。然而於前掃過程中，由於第 1個時刻之狀態變數為初始 

   條件，因此第 1個時刻之 0x1 =δ ，且其隨後之任意階段 t， 已 txδ

   不在是未知數，因此前掃過程並無假設 0xt =δ 之困擾。然而後掃 



   過程之假設，是否會影響問題之解答，回答此問題需從微分動態 

   規劃之演算過程來看，微分動態規劃是採用疊代的方式，不斷的 

   修正初始試驗軌跡，而 tuδ ， txδ 之表示方式為： 

ttt uuu ˆ−=δ  

ttt xxx ˆ−=δ     

   當隨這疊代過程之進行，其計算所得之 ， 會愈來愈接近 ， tx tu tx̂

   ，因此若微分動態規劃收斂時，任一時刻之tû 0ut =δ ， 。 0xt =δ

   故當模式接近收斂點時，此一假設為正確可行的。以下將說明前 

   掃之計算過程： 

(1).前掃第 1個時刻所考慮之問題如下： 
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T
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1
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(B.86) 

   受限於： 

121N buB ,δ≤δ
v

                                        (B.87) 

   式(B.86)、(B.87)為標準之不等號限制之二次規劃問題，故可直接  

   應用不等號限制之二次規劃求解最佳控制值 1uδ 。當第 1個時刻 

   之最佳控制值 求得後，可將其代入系統之轉換函數中，計算下 1u

   一個時刻之狀態變數值( )，並計算(2x 2xδ )： 

),( 112 uxTx =    222 xxx ˆ−=δ  

(2).任一時刻 所考慮之問題如下： t

   當 計算獲得後，則第二個時刻之最佳化問題變成與第 1個時 2xδ

   刻相同，且任意時刻 t之問題亦具有相同之型態： 

})~~(~{min t
T
t

T
tttt

T
tu

uDBxuCu
N

δ++δ+δδ                       (B.88) 

    受限於： 

t2tt buB ,δ≤δ
v

                                         (B.89) 
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    經式(B.88)、(B.89)可計算出所有時刻之 tuδ 與 txδ ，如此完成一 

    次之疊代過程。 

(3).線性收尋： 

    無限制式微分動態規劃之線性收尋方式，是採用式(B.38)的方式

來避免目標函數於疊代過程中反而有增大情形。然而於限制型微分動

態規劃中，根據Murry and Yakowitz, [1979]之論述，式(B.38)並不能

適用於有限制條件之情形，因此他們建議採用處罰項之方式來達到線

性收尋之目的，其方式為當目標函數於疊代過程中有增大之情形時，

則於前掃過程中之目標函數中加入一正定、對稱之矩陣Γ，以達到線

性收尋之目的，其型態可表示如下： 

})~~()~({min t
T
t

T
tttt

T
tu

uDBxuCu
N

δ++δ+δΓ+δ  (B.90) 

    由於採用式(B.90)之線性收尋方式，必須重新計算前掃過程之每

一個時刻，因此會大幅增加計算量，因此根據最佳化理論，可採用以

下之方式來達到線性收尋之目的： 

kt1kt uu ,, δε=δ +  (B.91) 

其中指標 為線性收尋之疊代數。由本研究實際之應用情形，採用式

(B.91)或式(B.90)之方式皆可獲得滿足限制條件之最佳控制值 。 
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