
第三章　 數學模式 

在衛星定軌和重力場模型解算中，觀測量的數量遠大於求解的參數數量，因

此有多餘觀測，故需要統計方法來進行參數的估算。在地心慣性直角座標系統中，

衛星的運動方程可以（3-1）式表示。（3-1）式是一個二階微分方程，如果知道起

始的位置及速度分量，觀念上可以由積分來求得任何時間的位置和速度： 
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其中，F 為所有擾動力的總和，（ ）為初始狀態向量(initial state vector)。 )(),( 00 tt rr &

對於參數計算而言，則是透過擾動力模式中，擾動力與參數間的函數關係，求得

力模式中各項待解參數的值： 

),,,(3 prrFrr &&& t
r

+−=
µ

                                      (3-2) 

其中， ：衛星位置及速度向量 rr &,

t ：時間 

P  ：參數向量 ， 為顯參數。 Ttt )),(),(( 00
*PrrP &= *P

*P ：包括有球諧係數 nmnm SC , ，大氣阻力係數CD（見公式 4-10），衛星表面

反射係數Cr（見公式 4-42），經驗係數 （見

公式 4-47），及其他力參數。 

222111000 ,,,,,,,, cbacbacba
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3-1 參數估計問題 

     設有觀測量 ，其計算理論值為bO ),( POO cc t= ， 為參數向量，理論上的

理想狀況為 = 。已知參數 的先驗值為 ，二者差為 。現對

進行 Taylor 級數展開，並只保留一階項（即忽略高階項）： 

P

bO cO P oP oPP∆P −=

),( POO cc t=

∆P
P

O
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PP

c
occc ∑

=∂
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+==
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tt ),(),(                        (3-3) 

但由於觀測量 誤差之影響（bO cb OVO =+ ），故有下面觀測方程式： 
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其中， ：觀測量 bL

　 　 V：觀測量殘差值 

F ：見公式（3-2） 

　 　 ∑
=∂

∂

PPP
O

o

：係數矩陣 

3-2  變數方程（variation equation） 

由於係數矩陣中觀測量與參數並非明顯之函數關係，故觀測量對參數的偏微

分
P

Oc

∂
∂

不易求解。可利用下列變數方程（variation equation）進行數值求解： 
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利用加速度積分求得位置及速度的觀念，亦可利用加速度對參數的偏微分來求得

位置對參數的偏微分 TP
r

∂
∂

及速度對參數的偏微分 TP
r

∂
∂&

。再同樣地利用變數關係，
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加速度對參數的偏微分 TP
r

∂
∂ &&

可寫成（GSFC，1976）： 
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其中參數 是參數P中與加速度有明顯函數關係的參數。 ∗P

令 TP
rY

∂
∂

= ，再將（3-7）式經過整理後得到（GSFC，1976）： 

)()()( 33333333 ttt llll ×××××× ++= CYBYAY &&&                           (3-8) 

其中，l 為計算參數之總個數 
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explicit
T3 ,,,,
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l            (3-11) 

式中， ：地球二體中心引力位造成之衛星加速度。 是 對衛星位置之偏

微　 　 　 　矩陣。 是 對衛星速度之偏微矩陣。 

GR&& GA GR&&

GB GR&&

　 　 ：地球非球體擾動力造成之衛星加速度。 是 對衛星位置之偏微

　 　 　 　矩陣。 是 對衛星速度之偏微矩陣。 是 對正規化球諧

　 　 　 　係數之偏微矩陣。 

NSR&& NSA NSR&&

NSB NSR&& NSC NSR&&

　 　 ：大氣擾動力造成之衛星加速度。 是 對衛星位置之偏微矩陣。

　 　 　 　 是 對衛星速度之偏微矩陣。 是 對大氣擾動係數之偏

ADR&& ADA ADR&&

ADB ADR&& ADC ADR&&
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　 　 　 　微矩陣。 

　 　 ：太陽輻射壓造成之衛星加速度。 是 對衛星位置之偏微矩陣。

　 　 　 　 是 對衛星速度之偏微矩陣。 是 對衛星表面反射係數

　 　 　 　係數之偏微矩陣。 

SRR&& SRA SRR&&

SRB SRR&& SRC SRR&&

　 　 ：是透過經驗方程計算之衛星加速度。 是 對衛星位置之偏微矩

　 　 　 　陣。 是 對衛星速度之偏微矩陣。 是 對 9 個經驗係數

　 　 　 　之偏微矩陣。 

ECR&& ECA ECR&&

ECB ECR&& ECC ECR&&

　 　 ：秩為三的零矩陣。 3O

 

而透過
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的方式，可利用加速度對參數的偏微分積分求得位置對參數的偏微分及速度對參

數的導數。一般衛星大地常用的觀測量（如 SLR 測距或 Doppler 速度變化率）之

所需偏微分均可由Y 及 以鏈微分方式求得。 Y&

3-3   平差模式 

設有觀測量 ，其計算理論值為 ，V為觀測量 的殘差 bL aL bL

　 　                                       (3-13) )F(XVLL aba =+=

其中， 是由未知向量 組成的非線性函數。則透過計算可求得後驗觀測量

。 

)F(Xa aX

)XF(VLL aba ˆˆ =+=

 

（1）觀測方程式 

現對 進行 Taylor 級數展開，並只保留一階項忽略高階項， )F(XVLL aba =+=
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                        (3-14) 

將上式整理成 AXLL 0a += ，其中 ( )00 XFL = 是理論觀測量近似值，係數矩陣

0XaX
aTX

F A
=∂

∂
= ，而 ， 是未知向量 的近似值，X 是近似值 的

修正量。所以得到後驗觀測量 及觀測量殘差V如下，其中觀測量修正值 

XXX 0a += 0X aX 0X

aL̂

0b LLL -=                                                 (3-15) 

XALVLL 0ba ˆˆ +=+=                                       (3-16) 

  ( ) LXALLXAV 0b −== ˆ--ˆ                                    (3-17) 

透過最小二乘法求得最小變方解的方式，所以有 ，故 minimum == PVVTφ

( ) PLAXPAAPLAXPAA TTTT =⇒=−==
∂
∂ ˆ0ˆ0
X
φ               (3-18) 

此即為法方程式（normal equation）。 

 

（2）後驗單位權變方  2
0σ̂

由於 ，其中 ，所以可以求

得後驗單位權變方： 

PLLUXPLLXUPVV TTTTT +=+= ˆ-ˆ- PLAU T= 

un −
=

PVV T
2

0ˆ σ 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　(3-19) 

其中，n-u：自由度 

3-4   法方程式求解 

（一）方法 

由於衛星觀測資料過大，數學相關式甚多，係數矩陣過大，為了節省計算

空間、增加計算效率，則解法方程式之方法必須重組最小二乘法之排列方式（黃
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金維，2003）。 為係數矩陣，L 為觀測量，un A ∑ L 為觀測量協變方矩陣，X 未知

量，其中先驗變方值 ，殘差值12
0 =σ LAXV −= 。 

                           (3-20) 
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法方程式 N 與 U 分別組成如下： 
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將係數矩陣 A 利用行向量（column vectors）重組，則法方程式 N 中的元素即為係

數矩陣行向量的加權內積： 
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結合（3-20）、（3-21）、（3-22）式，法方程式 N 矩陣內各項元素的展開式可表達為 
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                            (3-24) 

Bk為第k次觀測量係數矩陣A之列向量（row vector），           (3-25) 
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則第 k 次觀測量對法方程式 N 的貢獻： 

k
j

k
iijij bbnn +=                                          (3-27) 

其中，  ijui ~1,~1 ==

同樣地，U 矩陣內各項元素的展開式可表達為 
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正規化觀測量 kkk ll σ= ，則第 k 次觀測量對 U 矩陣的貢獻： 

ui ~1= ， k
k
ii lbs =                                          (3-30) 

 

（二）總結：將法方程式求解流程簡單整理為， 

1、設法方程式 N (u, u) 維度，起始初值 0=ijn 、 0=is ,、 0=φ 。 

2、組成正規化向量 kB  及 kl 。 

3、計算第 k 次觀測量對法方程式 N、矩陣 U 的貢獻： 

　 　 )(
1 1
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= ， kk ll+= φφ  

此處 kk ll+= φφ ，即是計算 ，目的是用來求得後驗變方 。 LΣL 1T − 2
0σ̂

3-5   加權約制法（Weighted Constraint） 

在若干參數有先驗值及先驗變方情況下，可以用加權約制模式求解參數，此

時觀測方程式可改寫如下： 
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第一種情形數學模式：所有參數之最小二乘法計算： 。此時　 　 　 

　 ， ，權＝ （觀測值權矩陣）。 

)(XFL aa =

111 LXAV −= XXX 0a += 1P

第二種情形數學模式：欲加權之參數最小二乘法計算 
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Xl 有標準偏差 X1σ  

有標準偏差 X2σ  

　第二種情形下， ，a
2X XAL = 222 LXAV −= ，未知數權矩陣＝ 。 ∑ −= 1XXP 2

0σ

現將後驗未知向量 重新表達為 aX
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2211122111
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X
TT
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TT

TT

++=

=
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　 　 　 　 　 　(3-31) 

其中， 矩陣為欲加權之參數係數矩陣。在欲加權之參數斜對角線位置值為 1，

矩陣內其餘元素值為 0。 

2A

0=−= b
2

0
22 LLL ，即觀測值等於初始值。 

X2X
T
2 PAPA = 。 XP 矩陣即是在欲加權之參數斜對角線位置上加入先驗權值 

，矩陣內其餘元素值為 0。 

由於 ，故將未知數觀測方程式之向量解(公式 3-31)改寫為： 0=−= b
2

0
22 LLL

111X11

ˆ

TT LPAPPAAX 1)(ˆ −+=                                    (3-32) 

而後驗誤差協變方矩陣C 為： X

12
0ˆ )(ˆ −+= X1

T
1X PPAAC σ                                      (3-33) 

今欲對球諧係數 nmnm SC 加權，可直接在, nmnm SC , 之法方程式上加 XP ，即成為加權

約制（Weighted Constraint）， 

X
T PPAAN +=                                             (3-34) 

 25



一般 nmnm SC , 法方程式之加權值採經驗值
nmnm SCP , ，依據 Kaula(1966)所述，該值可建

立以下數學近似值 

4112

,

/1051 n
P n

SC nmnm

−×≈= σ                                    (3-35) 

其中，n 為 degree 

3-6   數值積分 

     依據牛頓萬有引力理論可建立衛星運動方程，如何從運動方程來做軌道預

估？基本上，這是數學上求解常微分方程的問題（蔡山崎，1996）。在天體力學上，

對於衛星運動方程近似解有兩個基本作法，一是「解析法」，另一是「數值法」。

由於衛星運動方程相當複雜，正確解析解無法求得，精確近似解的推求亦非常繁

雜困難。數值積分法，其理念簡單，且考慮各種擾動力影響，計算精度高，故在

解算衛星運動方程時，使用數值積分法會比用解析法簡單的多。 

3-6-1  數值積分技巧 

       數值法在離散點上解初值問題（ ）的

方法，現簡單介紹如下（Montenbruck and Gill，2000）：  
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（2）Störmer 預估式 
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（3）Adams-Moulton 校正式 
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（4）Cowell 校正式 
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其中， iα 、 iβ 、 、 為積分係數 *α
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且 ，                              (3-50) ''
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3-6-2  積分器 

 

論文中在數值計算部分所使用的積分器 DVDQ，是 Krogh 於 1969 年在 JPL(Jet 

Propulsion Laboratory)寫成的一 FORTRAN 副程式，為步長(step-size)及積分階數

(integration order)皆可自動調變的 Adams 型數值積分器，利用預估—校正演算法

（Predict-psuedo correct algorithm）反覆求解，其演算公式見（3-51）～（3-52）。（3-51）

式為預估式，其用來計算 ；（3-52）式為校正式，用來計

算 。此方法對於二階常微分方程可直接由二階求其數值解

（Krogh,1969）。 
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其中，Y ：應變量。  ),,,,( )1(')( −= dd YYYtfY K

　 　 d ：微分方程階數 

　 　 t：自變量（例如，時間） 

　 　 h：步長 

　 　 ：Y 的計算值（校正值） y

　 　 ： t的現值 nt

　 　  khtt nkn +=+

　 　  KK ),(),(),(,,, ''
nnnnnn tytYtyyYy =

　 　 ： 預估值 nP ny
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DVDQ 優點在於可適當調整積分的精度與效率，程式中提供可由使用者控制

的參數 EP（用來決定程式容許誤差）及步長 H 來決定使用者的誤差精度。進行數

值積分時，採用較小的步長會使截斷誤差減小，卻使捨位誤差增大（因計算次數

的增加）、計算時間越長；採用較大的步長則相反。EP 設定上，若使用越嚴密之程

式容許誤差，則程式計算成果精度越佳，但計算時間會越長。如何調整給定參數

EP 及參數 H 以達到程式最佳精度與效率的平衡點，必須經由使用者經驗判斷。 
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