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摘要 

     本研究所稱的固端梁是一端固定，另一端僅側向固定的細長直梁，若

將此固端梁施加軸向壓縮位移負荷，當壓縮量到達某一臨界值時，此固端

梁會發生尤拉挫屈(Euler buckling)，本文中稱其為第一次挫屈，如繼續加以

軸向壓縮，則該梁會側向拱起，本文將這個挫屈後的固端梁稱為挫屈梁。

若將此挫屈梁繼續施加軸向壓縮位移，則其主要平衡路徑，即原固端梁的

次要平衡路徑，為一穩定的平衡路徑。當軸向壓縮位移到達某一臨界值時，

該挫屈梁會發生一面外(Out of plane)的側向－扭轉挫屈，本文稱其為第二次

挫屈(Secondary buckling)。 

本文用共旋轉有限元素法探討不同斷面之固端梁受端點軸向位移負荷

的挫屈及挫屈後的行為，還有探討兩端固定之挫屈梁，中心點受側向集中

位移負荷之非線性挫屈及挫屈後的行為。 

本文在當前的元素座標上，以尤拉梁正確的變形機制、工程應變、虛

功原理與有限元素法、非線性梁理論的一致線性化（ consistent 

linearization），推導一個十四個自由度的梁元素。本研究採用基於牛頓法及

定弧長法的增量迭代法求解非線性平衡方程式，以系統的切線剛度矩陣的

行列式值是否為零作為挫屈的判斷準則。 

    本文中用不同的數值例題比較以工程應變和 Green strain 推導之梁元
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素對不同問題的影響，再以不同的數值例題探討不同斷面之固端梁的第二

次挫屈、挫屈後的行為及影響固端梁第二次挫屈位移之因素，最後再探討

挫屈梁中心點受側向集中位移負荷之非線性挫屈及挫屈後的行為。 
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ABSTRACT 
 

The originally straight fixed-end beam is compressed axially at one end.  

When the axial compression is greater than a critical value, the beam will buckle 

in the lateral direction which has the smallest second moment of area of the 

beam cross section.  This buckling is the so called Euler buckling and referred 

to as the first buckling here.  The fixed-end beam after the first buckling is 

stable and referred to as the buckled beam.  If the buckled beam is further 

compressed axially, it may buckle out of plane.  This buckling is referred to as 

the secondary buckling here. 

A consistent co-rotational finite element method is used to investigate the 

geometric nonlinear buckling and postbuckling behavior of the fixed-end beam 

subjected to the axial compression and the buckled beam with fixed axial 

compression subjected to a mid-span lateral displacement. 

The beam element developed here has two nodes with seven degrees of 

freedom per node.  The deformations of the beam element are described using 

the exact kinematics of the Euler beam in the current element coordinate system 

constructed at the current configuration of the beam element.  The element 

nodal forces are derived using the virtual work principle, consistent 

second-order linearization of the fully geometrically non-linear beam theory, and 

engineering strains and stresses. 
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IV 

An incremental-iterative method based on the Newton-Raphson method 

combined with constant arc length of incremental displacement vector is 

employed for the solution of nonlinear equilibrium equations.  The zero value 

of the tangent stiffness matrix determinant of the structure is used as the 

criterion of the buckling state.   

Numerical examples are presented to compare the results obtained by the 

beam elements derived using the engineering strain and the Green strain, 

respectively.  The effects of different rigidity ratios of the beam cross section 

on the second dimensionless buckling displacement of the fixed-end beam 

subjected to the axial compression are investigated through numerical examples.  

The buckling modes corresponding to the first two critical points and the 

postbuckling behavior of the buckled beam with different fixed axial 

compression subjected to a mid-span lateral displacement are also investigated.  
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第一章 緒  言 

 

本研究所稱的固端梁是如圖一（a）所示之細長直梁，一端固定，另一

端僅側向固定，若將此固端梁施加軸向壓縮，當壓縮量到達某一臨界值

時，此固端梁會發生一面內(In plane)的側向挫屈，即所謂的尤拉挫屈(Euler 

buckling)，本文中稱其為第一次挫屈，如繼續加以軸向壓縮，則該梁會如圖

一（b）所示朝側向拱起，其大小可以用梁中點的側向拱起高度 表示，文

獻上稱此階段的梁為挫屈梁[1,2,3]，本文亦將這個挫屈後的固端梁稱為挫屈

梁。當挫屈梁拱起高度 不大時，其形狀很接近第一挫屈模態[2,4-10]。因

增加很小的軸向位移或壓力，即可使挫屈梁有很大的側向位移及旋轉[9]，

故挫屈梁可以用來當放大器(amplifier)或致動器(actuator)[6-9]，亦可以用來

當微小力的感測器[11]。 

如將圖 1-1（b）所示之挫屈梁兩端固定（clamped-clamped），則為一穩

定的結構[1,2,3]。若將其施加一向下的側向位移或力負荷，則當側向位移到

達某一臨界值時，該挫屈梁亦會再度挫屈[1,12,13]，其平衡路徑會受到側向

拱起高度 的影響，當 較小時，其位移－負荷曲線存在極限點（limit 

point)[14]，有跳躍挫屈（snap through buckling）的現象，且在在側向力為

零時存在兩個穩定平衡位置，即所謂的雙穩態（bistable）[5,14-16]，當側向

拱起高度 較大時，其位移－負荷曲線存在極限點及分歧點（bifurcation 
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point）[14]。探討挫屈梁受側向負荷之非線性行為的文獻很多[4-18]，但都

為二維的分析，僅考慮面內(in-plane)的變形。 

如將圖 1-1（b）所示之挫屈梁繼續施加軸向壓縮位移，則其主要平衡

路徑，即原固端梁的次要平衡路徑，為一穩定的平衡路徑[19,20,21]。當軸

向壓縮位移到達某一臨界值時，挫屈梁會發生一面外(Out of plane)的側向－

扭轉挫屈 [19,20,21]，本文與 [19]一樣，稱其為第二次挫屈 (Secondary 

buckling)。如繼續加以軸向壓縮，則該梁會形成如圖一（c）所示的三維曲

線。文獻[19-21]曾探討有相同主面積慣性矩(Principal area moment of inertia) 

(即 )之挫屈梁的第二次挫屈及挫屈後的行為，由文獻[19]的分析結

果可以發現梁斷面之主撓曲剛度

III zy 

EI 和扭轉剛度GJ 的比值愈大，則挫屈梁發

生第二次挫屈時的壓縮量愈小。文獻[20,21]使用實驗及 Cosserat rod theory，

即假設梁不可伸縮、沒有剪應變、僅有撓曲變形，探討圓形斷面之挫屈梁

的第二次挫屈及挫屈後的行為，文獻[20,21]數值的分析結果與文獻[19]的理

論解相當吻合。文獻[20,21]中，挫屈梁發生第二次挫屈時之壓縮量及挫屈

後之行為的實驗結果與理論解相當吻合。但文獻[19-21]都沒有探討主面積

慣性矩不同(即 )之挫屈梁的第二次挫屈及挫屈後的行為。 zy II 

據本人所知，文獻上沒有 zy II  之挫屈梁的第二次挫屈及挫屈後的行

為之分析或實驗的結果。所以本研究將以有限元素法探討 之固端梁

的第二次挫屈及挫屈後的行為。本研究考慮的梁為雙對稱開口薄壁梁。 

zy II 
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文獻[22]用共旋轉有限元素法、Green strain、完整的非線性梁理論、一

致性的二階線性化及虛功原理，推導一個十四個自由度，含翹曲、扭曲及

軸向變形間耦合效應之三維雙對稱開口薄壁梁元素，該元素可以應用到梁

的挫屈分析、非線性、挫屈後分析[22,23]，該元素分析的結果與文獻上的

結果相當一致。 

文獻[24]中採用文獻[22]的雙對稱開口薄壁梁元素，探討細長圓形斷面

梁先扭轉後壓縮問題[19-21]，除了在壓縮量很小時外，其分析結果與文獻

[20,21]的分析結果相當吻合，這可能是因文獻[24]考慮了扭轉與軸向變形的

耦合，所以在壓縮量很小時仍沒有側向變形，但文獻[20,21]中假設梁是不

可伸縮的，所以任何壓縮量都會有側向變形；當壓縮量較大時，梁的軸向

及側向變形主要都是剛體運動造成的，梁的軸向應變的貢獻可以忽略不

計。雙對稱開口薄壁梁，在相同的變形假設下，用 Green strain 和工程應變

求得的應變之二次項有一些差異[25]，文獻[24]發現當細長圓形斷面梁受端

點扭轉角作用，但沒由軸向位移時，用 Green strain 和工程應變求得的軸

力的差異，會隨扭轉角的增加而增加，但兩種應變求得的扭矩幾乎沒有差

異。文獻[24]並沒有用工程應變推導完整的梁元素，故沒有探討用 Green 

strain 和工程應變求得的剛度矩陣，對薄壁梁之挫屈分析的影響，且文獻[24]

僅探討了圓形斷面梁，並未探討其他的斷面梁。 

文獻[25]採用與文獻[22]相同的變形機制，用工程應變、二階梁理論、
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共旋轉法及虛功原理，推導雙對稱開口薄壁梁之微分平衡方程式，探討薄

壁梁受彎矩的側向-扭轉挫屈負荷，文獻[25]用級數解分析的結果與文獻[23]

用文獻[22]之梁元素分析的結果很接近。 

由以上的討論可知文獻[22]之梁元素應適用於本研究，但文獻上仍缺乏

用共旋轉法及工程應變推導的雙對稱開口薄壁梁元素，所以本研究將先採

用文獻[25]推導之工程應變及文獻[22]之梁元素的推導方法，推導一雙對稱

開口薄壁梁元素。 

本研究將以本文推導的梁元素及文獻[22]的梁元素分析具不同撓曲－

扭轉剛度比 GJEI y 、撓曲－撓曲剛度比 zy EIEI  ( )之固端梁的第二

次挫屈及挫屈後的行為，並比較兩種元素分析結果的差異。因文獻上仍缺

乏挫屈梁受側向負荷之三維非線性分析，所以本研究亦擬探討挫屈梁受面

內(in-plane)側向負荷時之面外(out of plane)挫屈負荷及挫屈後的行為。 

yz II 

本研究採用基於牛頓法及定弧長法的增量迭代法[22,26]，解非線性平

衡方程式，以系統的切線剛度矩陣的行列式值是否為零作為挫屈的判斷準

則。為求得完整的平衡路徑，本研究以挫屈模態當作擾動位移，用擾動位

移法[22,26]進入次要平衡路徑，進行平衡迭代。 

本文將在第二章中，以尤拉梁正確的變形機制、工程應變、虛功原理與

有限元素法、非線性梁理論的一致線性化（consistent linearization），推導梁

元素節點內力，再將元素節點內力對節點位移微分求得元素剛度矩陣。在
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第三章中將說明本研究之幾何非線性分析與挫屈分析的數值計算方法與程

序。在第四章中將先比較工程應變和 Green strain 推導之梁元素對不同問題

的影響，再以不同的數值例題探討不同斷面之固端梁的第二次挫屈、挫屈

後的行為及影響固端梁第二次挫屈挫屈位移之因素，最後再探討挫屈梁中

心點受側向集中位移負荷之非線性挫屈及挫屈後的行為。 

 

 



第二章  理論推導 

 

    本研究採用共旋轉有限元素法(corotational finite element formulation)

探討挫屈梁之二次挫屈、挫屈後的行為及挫屈梁受側向負荷之三維非線性

行為。本章中將推導一個兩節點、十四個自由度的梁元素，本文對梁變形

的假設，梁變形機制的描述及元素的推導方法都和文獻[22, 27]相同，但本

文的應變採用工程應變(Engineering strain)，文獻[22]的應變採用Green 

strain。為了方便比較本文的元素及文獻[22]的元素之差異，本文將文獻[22]

的元素節點內力及剛度矩陣放在附錄A中。為了文章的完整性，本章中將

重複與文獻[22,27]中相同的部分 

 

2.1 基本假設 

    本文對梁元素的推導，做如下的假設： 

 (1)梁為細長的等斷面、雙對稱梁，且Euler-Bernoulli 假說成立。 

 (2)梁元素的形心軸之單位長度伸長量(unit extension)為均勻的伸長。 

 (3)梁元素的變形與應變皆為小變形與小應變。 

 (4)梁元素斷面的翹曲為梁元素的軸向扭轉率與該梁的聖維南(Saint    

  Venant)翹曲函數的乘積。 

 

2.2 座標系統描述 

    本研究將梁分割成若干個兩個節點的梁元素，為了描述系統的運動、

元素的變形、邊界條件，本文中共定義了三套直角座標系統： 
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(1) 固定總體座標系統(圖二)，  3) 2, ,1( iX G
i

系統的節點座標方位、位移、旋轉，其他座標系統之座標軸的方向

餘弦，系統的平衡方程式皆在此座標系統中定義。 

(2) 元素座標系統(圖二)， 3) 2, ,1( ixi  

此座標系統附屬在每一梁元素上，其原點位於該元素的節點1上，

軸通過該元素的兩端節點(1，2)， 軸與 軸在元素變形前與斷面

的主軸方向一致，而元素變形後的 軸與 軸，可由該元素未翹

曲的兩端斷面的方位來決定，是分別將位於節點 1，2 變形後的斷

面繞一個與該斷面之法線及 軸垂直的旋轉軸旋轉一角度使斷面

之法線方向與 軸方向一致(此時並不考慮斷面之翹曲變形，否則

斷面的法線方向無法定義)，然後再以兩斷面主軸方向的角平分線

作為 軸及 軸的方向。梁元素的變形、節點內力、以及元素剛

度矩陣，皆在此座標系統中建立。 

1x

2x

x

3x

x2 3

1x

1x

32x x

(3) 元素斷面座標系統(圖二)，  3) 2, ,1( ixS
i

此座標系統與元素的斷面一起平移和旋轉，其原點剛接於未翹曲斷

面的形心， 軸為未翹曲斷面的法線方向， 軸與 軸分別與未

翹曲斷面的主軸重合。元素的變形是由斷面座標相對於元素座標的

旋轉來決定。 

Sx1
Sx2

Sx3

    本文中以符號 代表行矩陣。總體座標系統 G

的

X 1 元素

座標x = 1x 素斷面座標 Sx Sx1 關係可表示如下: 

{ }與

={ }

GGG XXX 32 ,,

 32,, xx ,元 SS xx 32 ,,

   xAX GE
G 

   (2.2.1) S
GS

G xAX 

其中 、 分別代表元素座標、元素斷面座標對於固定總體座標系統

的方向餘弦矩陣。   

GEA GSA
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2.3 旋轉向量 

  本文中使用旋轉向量來表示一個有限旋轉，如圖三所示，一向量b受到

一旋轉向量 a 的作用而轉到一個新的位置b，向量b與b之間的關係可表

示成[28]: 

  )(sin))(cos1(cos baababb    (2.3.1) 

其中符號．與 分別代表向量的內積與外積， 代表繞旋轉軸的旋轉角，a表

旋轉軸的單位向量。 

 

2.4 Euler 梁的變形描述 

    本文在當前的元素座標上描述梁元素的變形，由(2.1)節中的基本假設

可知 Euler 梁元素的變形可以由其形心軸的位移、截面的翹曲(warping)及其

截面的旋轉來描述。 

    圖二中，Q 點為梁元素中的任意點，P 點為 Q 點在同一斷面之形心軸

上的對應點。在元素座標上 Q 點的變形前後位置可以表示如下: 

    (2.4.1) 321 eeer zyx 0

    (2.4.2) SSS
,xp zyωθwvx 3211 eeeeeer 321 

其中 x、 、y z為變形前Q點在元素座標 (ix 3,2,1i )上的座標，x亦為 點變

形前 軸的座標， 、

P

1x y z亦同時是 點在 與 軸的座標。 、Q S
2

Sx3x )xx (p )(xv 以

及 )(xw 分別是變形後 點在元素座標 (P ix 3,2,1i )上的座標， )(xv 、 )(xw 亦

為 點在 及 軸方向的位移，P 2x 3x
x

θ
θ ,x 


 1

1 是梁斷面沿變形後形心軸的軸向

扭轉率， 為形心軸的扭轉角，)(x1θ ),( zy  代表等斷面梁的聖維南翹曲

函數， 及 ( )分別為 與 軸的單位向量，梁變形後其形心軸的ie S
ie 3,2,1i ix S

ix
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單位切線向量可表示為 

    } , ,{cos 23   nt  (2.4.3) 

   
o

w

s

w












12  (2.4.4) 

   
o

v

s

v












13  (2.4.5) 

   212
3

2
2 )1(cos  





s

xp
n  (2.4.6) 

    xw
x

w
w ,




  ， xv
x

v
v ,




 ， 1




x

s
o  (2.4.7) 

其中 0 為形心軸的單位伸長量(unit extension)。 

    在忽略扭轉翹曲的情況下， (2.4.4)至(2.4.7)式中，s為節點1至點P間的

形心軸在變形後的弧長。由梁形心軸上的任一點P在變形後的位置向量(2.4.2)

式及 (2.4.6)與(2.4.7)式， )可以表示如下 (xxp

       (2.4.8)  
x

xxp dxwvuxx
0

2/12
,

2
,

2
01 ])1[()( 

其中 為節點1在 方向的位移，由元素座標系統的定義，其值為零，但其

變分並不為零。 

1u 1x

由梁元素的變形為小變形的假設，即 10  ， 1, xv ， ，(2.4.8)式

可近似成 

1, xw

   dxwvuxx
x

xxop  
0

2
,

2
,1 )

2

1

2

1
1()(   (2.4.9) 

   由梁之形心軸單位長度的伸長量為均勻的伸長量之假設及(2.4.9)式，形

心軸單位長度伸長量 0 可表示如下 

 



L

xx dxwv
LL

L
0

2
,

2
,0 )(

2

1  (2.4.10) 

   (2.4.11) 12 uuL 
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其中L為梁元素變形前的長度，為梁元素變形後之形心軸的弦長， 、

分別為節點 1 與 2 在 方向的位移。 

1u 2u

1x

    由座標系統的定義可知，在變形前 軸與 ( 3ix S
ix ,2,1i

S
1e

3)

)軸的方向是一致

的，即 與 的方向是一致的，而且變形後 與(2.4.3)式的 t 方向

一樣。在本文中假設變形後的單位向量 的方向是由以下兩個旋

轉向量連續作用於單位向量

ie 3) 2, ,1( iS
ie

 2, ,1( iS
ie

ie 3)2,,1( i 來決定[27]： 

      nθ nn   (2.4.12) 

     tθ 1t  (2.4.13) 

     } , 0,{})( ,)( ,0{ 32
2/12

3
2
23

2/12
3

2
22 nn n  (2.4.14) 

其中 為垂直於 與 t 之單位向量，n 1e n 為 和 t 的夾角，1e 1 為斷面繞 t 的轉

角。 

   將旋轉向量 作用在 上，使其轉至一中繼位置nθ ie ie，此時 與 重合，

再將 作用在e ，將其轉到 。若 、 、以及 已知，則元素斷面座標

就唯一決定；反之，若 與 已知，則旋轉向量 與 亦唯一決定。 

1e t

tθ i
S
ie

S
ie

ie nθ tθ

θ

S
ie

ie n tθ

   與 之關係可表示如下[27] S
ie ie

,],,[ 21 ii
S
i ReeRRte   (2.4.15) 

  21111 sincos rrR    

  21112 cossin rrR    

   })cos1( ,)cos1(cos ,{ 32
2
231 nnn nnn  r

    })cos1(cos ,)cos1(,{ 2
33222 nnn nnn  r

其中R稱為旋轉矩陣。因R為 3) 2, 1,( ii 的函數，所以本文中稱 i 為旋轉

參數。 

    當 3) 2, 1,( ii 分別有一微小變化 i 時，斷面座標會旋轉到一個新的

位置，此一新的位置可由元素座標繞 ( 3ix ,2,1i )軸分別作微小旋轉 i  
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( )而得。 3,2,1i

{  } , , 321  θ 與 } , ,{ 321   之關係可表示如下[27]： 

 θTθttttt   ] , 21 ba  , [  (2.4.16) 

 }
cos

 ,
cos

1
 ,{1 t 32

2
3

3
nn 



 

 

 }
cos

1
,

cos
,{2 t

2
232

2
nn 



 

 

 2
3

2
2

3( )cos1





 na  

   2
3

2
2

2 )cos1(







b

θ

n
    

 (2.4.16)式之反函數可表示如下:  

      (2.4.17)  


 1

2

3

cos0

0cos

1

















 T

n

n

ba

    當旋轉參數 2 與 3 很小時， 1T 矩陣可近似如下式 

     



















T

10

01

1

2

3

22
1

32
1

1





 (2.4.18) 

    將 (2.4.15)式代入 (2.4.2)式，利用近似式 2
3

2
2 2

1

2

1
1cos  n 、

 sin 、 2

2

1
1cos   並保留變形參數至二次項,則位置向量 可以化簡

成 

r

    (2.4.19) 33221 eee rr 1r r
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    xp zyxr ,11323121 )()(            

    3,1132
2

1
2
32 )

2

1
()](

2

1
1[ xzyvr    

    2,1
2

1
2
21323 )](

2

1
1[)

2

1
( xzywr    

    本文中假設梁元素形心軸的側向位移 v , 與軸向扭轉角w 1 皆為 x 的三

次 Hermitian 多項式，因此v , ,及w 1 可表示成: 

  (2.4.20) b
t
b

t vvvvNNNNxv uN },,,{},,,{)( 22114321

  (2.4.21) c
t
c

t wwwwNNNNxw uN },,,{},,,{)( 22114321

  d
t
d

tNNNNx uN 21211143211 ,,,} ,,,{)(   (2.4.22) 

),1)(1(
8

      ),2()1(
4

1

  ),1)(1(
8

      ),2()1(
4

1

2
4

2
3

2
2

2
1









L
NN

L
NN

 (2.4.23)  

L
x2

1                             (2.4.24) 

其中 與 (jv jw j = 1, 2)分別是v與 在節點w j 的節點值， jv與 (jw j = 1, 2)則分

別是
x
v



v 與
x
w

w



 在節點 j 之節點值。 2) ,1(1 jj 是 1 在節點 j 的節點

值， )2 ,1j(j 則是
xx


,1 

1 在節點 j 的節點值。 ( i = 1－4)為形狀函數

(shape function)。 

iN

由(2.4.9)式可得梁的軸向位移 )(xu ，並表示如下 

dxwvxuxxxu x
x

xp )(
2

1
)( 2

,0
2
,01     (2.4.25) 

  將(2.4.11)、(2.4.20)、(2.4.21)式代入(2.4.10)式，整理可得 

  0 )
2

1

2

1
(

1
c

t
cb

t
ba

t
aL

uGuGuG   (2.4.26) 
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 1,1aG  (2.4.27) 

dxvGGGG xbbbbbb   ,4321 },,,{ NG  (2.4.28) 

dxwGGGG xcccccc   ,4321 },,,{ NG  (2.4.29) 

},{ 21 uua u  (2.4.30) 

 將(2.4.26)式代入(2.4.25)式整理可得 

)(xu  a
t
auN

L

x

2
)( c

t
cb

t
b uGuG   

x
xx dxwv

0
2
,

2
, )(

2

1
 (2.4.31) 

}
2

1
,

2

1
{

 
aN  (2.4.32)  

 

2.5 Euler 梁的應變及應變的變分 

    本研究用虛功原理推導梁元素的節點內力時需要梁元素的應變及變

分。本文中採用工程應變(Engineering strain)來描述梁的應變。 

 

2.5.1 梁的應變 

為了推導上的方便，本文中先推導出 Green Strain )3,2,1,( jiij ，

再由 Green Strain 求得與其對應之工程應變。 

    假如將(2.4.1)式中的 x、 、y z視為拉格蘭日座標(Lagrange coordinates) 

，則 Green strains 11 、 12 、 13 可以表示成[29]: 

  )1(
2

1
1

t
111  gg ， 2

t
112 2

1
gg ， 3

t
113 2

1
gg  (2.5.1) 

  
zyx 











r

g
r

g
r

g 321 ,,  (2.5.2) 
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    將(2.4.9)、(2.4.19)帶回(2.5.2),可得 的分量 (ig ijg 3,2,1, ji )如下 

  )()(
2

1
1 2

,
2
,11 3,x1,x22,x1xxo ywvg    (2.5.3) 

   xxxxxz ,1,2,13,31 )(   

  





xxxxxxx

xxo

z

yg

,3,13,1,1,23,32

,33,11312

)
2

1

2

1
(

)()1(



  

  





xxxxxx

xxxo

z

yθg

,2,12,1,22,11

,1,23,32213

)(

)
2

1

2

1
()1(



  

  
yxg ,,132121    

  
yxg ,3,1

2
3

2
122 )(

2

1
1  

 

  
yxg ,2,132123 2

1  
 

  
zxg ,,123131    

  
zxg ,3,132132 2

1  
 

  zxg ,2,1
2
2

2
133 )(

2

1
1                                        

     將(2.4.4)、(2.4.5)、(2.5.2)式及(2.5.3)式代回(2.5.1)式，保留變形參數及

其微分到二次項可得: 

   (2.5.4-a) 2
11

1
1111  

   
xxxxxxo zwyv ,1,,

1
11  

  

2
,1

2
,,,1,1

2
,

2
,,

2
,

2
,1,1

2
,1

22
,,,

22
11

2

1
)(

2

1
2

1
)(

2

1
)(

2

1

xxxxxxxxxxoxxxxxx

xxxxxxxxxxoo

zwyvwzwyzv

vyvzwyzyzwyv








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   (2.5.4-b) 2
12

1
1212  

  
xy z ,1,

1
12 )(

2

1  
     

  

)(
4

1

])([
2

1

,,,,

,1,1,,,1,,,1,,1,
2
12

xxxxxx

xxxyxxxyxxxyxoy

vwwvz

wzvy



 
 

   (2.5.4-c) 2
13

1
1313  

  
xz y ,1,

1
13 )(

2

1  
 

  

)(
4

1

])([
2

1

,,,,

,1,1,,,1,,,1,,1,
2
13

xxxxxx

xxxzxxxzxxxzxoz

wvvwy

vywz



 
  

其中 代表 中之 k 次項，)2,1,3,2,1(1  kjk
j k

j1 0,0 x 。 

Green Strains 131211 ,,   與工程應變 131211 ,, e  間的關係如下[29]： 

                             (255a) 1)21( 2/1
1111  e

 
2/1

22
2/1

11

12
12

)21()21(

2
sin





                    (255b) 

 
2/1

33
2/1

11

13
13

)21()21(

2
sin





                    (255c) 

當應變很小時(2.5.5)式可以用下列近似式代替 

 2
111111 2

1  e                                   (256a) 

 11121212 22                                  (256b) 

11131313 22                                  (256c)  
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因(2.5.1)及 (2.5.2)式中 Green strain 僅保留到旋轉參數的二次項，所以

本文中工程應變亦僅保留到旋轉參數的二次項。由(2.5.4)式及(2.5.6)式，並

保留 0 、 x,0 、旋轉參數及其微分項到二次項可得[25] 

2
11

1
1111 eee      (25.7a) 

xxxxxx yvzwe ,1,,0
1
11    

)()()(
2

1
,1,0,0,1

222
,1

2
11 xxxxxxxxx vwzvwyzye              

    )( ,,,0 xxx zwyv                   

 

2
12

1
1212    (25.7b) 

xyz ,1,
1
12 )(    

22
( ,

,
,

,,10,,1,,1
22

12
xx

x
xx

xxxxxxxx

v
w

w
vzvwz            

),1,1 xxx xxxvyz ,,1                                

 

2
13

1
1313    (25.7c) 

xzy ,1,
1
13 )(    

22
( ,

,
,

,,10,,1,,1
22

13
xx

x
xx

xxxxxxxx

v
w

w
vywvy    

         xxxxxx wyz ,,1,1,1 )                            

 

 16



其中 代表)2 ,1= (  ,  , 131211 ke kkk  131211 ,  , e 中之 次項，因本研究假設k 0

為一常數，所以 0,0 x ，(2.5.7a)式中加底線___之項可以不考慮。 

 

2.5.2 梁的應變的變分: 

將(25.7)式中之 131211 ,, e 分別作變分可得到下式[25] 

1
11

0
1111 eee    (2.5.8a) 

 xxxxxx yvzwe ,1,,0
0
11   

xxxxxx zyzyvzywe ,1
22

,110,01,
1
11 )()()(    

)( ,,1 xxxx zvyw  xxxxxx yvyvzw ,0,,,0 )(    

)( ,,,0,0, xxxxx zwyvzw                    

 

1
12

0
1212    (2.5.8b) 

)( ,,1
0
12 yx z    

)
2

1
()

2
( ,1,,1,

,
,1

2
,

1
12 xxxxx

x
xxx yzzwv

zv
zw    

)( ,,10,,
2

,1 xxxxxxxxx yzvzzvwz     

xxxxxxx zvwzwvz ,,,,,10 2

1

2

1   xxx z ,1,1   

                                           

1
13

0
1313    (2.5.8c) 

)( ,,1
0
13 zx y    
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)
2

1
()

2

1
( ,,1

2
,,1,,1,

1
13 xxxxxxxxx ywyvyzyvw    

      xxx vy ,
2

,1 ( ),,10, xxxxxx yzwyyw    

xxxxxxx yvwywvy ,,,,,10 2

1

2

1   xxx y ,1,1   

                                           

其 中 代 表)1 ,0= (  ,  , 131211 ke kkk  131211 ,  , e 中 之 k 次 項 ， 因

0,0 x ，所以(2.5.8a)式中含底線____之項可以不考慮。 

(2.5.8a)式中之 0 可將(2.4.26)式變分求得，並表示如下 

)(
1

0 c
t
cb

t
ba

t
aL

GuGuGu                           (2.5.9) 

 

2.6 元素節點內力之推導 

本文將元素的節點內力 f 視為作用元素節點的外力。本文利用虛功原理

在元素座標上推導元素節點內力。若在元素當前的變形位置給元素節點

j ( 2,1j ) 一個虛位移 },,{ 321 jjjj   ， },,{ jjjj wvu  u ，

 1  , 2 β ，則由虛功原理可知 





fq

fq

t
VV

t
ext

dVGdVeeE

WW





 )(          131312121111

int
  (2.6.1) 

} , , , ,{ 2211 Bmfmff   (2.6.2) 

} , , , ,{ 2211 Bmfmff 
   (2.6.3) 

},,,,{ 2211 βuuq                                   (2.6.4) 

},,,,{ *
22

*
11 βθuθuq     (2.6.5) 
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其 中 extW 為 外 力 所 作 的 虛 功 ， intW 為 內 力 所 作 的 虛 功 ， 

，}, jj
*
j vw  θ ,{ 1 j  q 為元素節點變形參數 受虛位移q q 作用引起的

變 量 ， 、}3 jf,,{ 21 jj ffj f },{ 1 , 32

jj fjj fff 、 、},{ 32 jjj mmm ,1 j m

}, 32,{ 1


jjj mm j mm  ( j = 1, 2)、 }2,{ 1 BBB ij， 、 為作用在元素節點f 
ijf j ，

方向的內力， 為作用在元素節點ix ijm j ，繞 軸的力矩、ix 
ijm 為作用在元素

節點 j 的廣義力矩之 分量， 為作用在元素節點ix jB j 的雙力矩(Bimoment)。 

    f 、 為梁元素對應於虛位移f q 、 q 的廣義元素節點內力

為應力所作的虛功， 11edVGeE
VV   )( 13131212  dV11e11   、 12 、

13 為梁元素對應於虛位移 q 的虛應變，E為楊氏模數，G為剪力模數，

V 為梁元素變形前的體積。本文中梁元素的應變、位置向量都表示成節點

變形參數 q 的函數，為了推導上的方便，本文中將內力所作的虛功先表示

成等效節點力 f 對q 所作的虛功，再 q由 與 q 的關係求得元素的節點內

力f f 的關係與 。 

    因本文中 131211 ,, e 僅保留到變形參數到的二次項，所以f 保留到變形

參數的二次項，因文獻[22]提到 x,1 的三次項不能忽略，所以本文中亦將其

保留。因本文採用共旋轉有限元素法，所以隨著元素數目的增加，

3) 2, 1,( ii 都會趨近於零、 Li / 和 3) 2, 1,(, ixi 都會趨近於一個常數，文

獻[30]中由數值例題發現當元素數目較多時可以將 f 中含 3) 2, 1,(i i 的二

次項忽略，因此本文中在計算元素的節點內力時，將 f 中含 3) 2, 1,(ii 的

 19



二次項忽略，但保留 Li / 和 3) 2, 1,(, ixi 的二次項。 

    由(2.4.4)、(2.4.5) 、(2.4.18) 及(2.5.9)式， q 與 q 的關係可以表示如

下  

 qTq     (2.6.6) 
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
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                  (2.6.7) 


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
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













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


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23
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221







j

j

jj

ajT ， ( )2,1j  

                                                     (2.6.8) 

其中 0  為 的零矩陣 23

將(2.6.1)式代入(2.6.6)式可得 

fTf t                               (2.6.9) 

將(2.6.7)式代入(2.6.9)式，忽略含 3) 2, 1,( ii 的二次項可得 

 
32

32
31

31
22

22
21

21
121112 m

L
m

L
m

L
m

L
fff   (2.6.10) 


212221 fff   


313231 fff   


111211 mmm   
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 21021 )1( mm   

 31031 )1( mm   

 22022 )1( mm   

 32032 )1( mm   

26.1  等效節點變形內力 的推導 f

將(2.5.7)式及(2.5.8)式代入(2.6.1)式中，經整理後 intW 可寫成 

intW dVGdVeeE
VV

 )( 131312121111     

 
L

xxzxxyxp vIwIIAE
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2
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2
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2
,100 )

2

1
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)( ,,,,,0 xxxyxxxzx wwIvvI      

)( ,,0, xxxzx vIv   )( ,,0, xxxyx wIw   xxxxzy wvII ,,1 )(   

)
2

1
( ,10,1 xpx I   3

,1 xIK  ),1 xx(,1 xx I  

]) 1,(,,0)21[( ,0,  xxz wIyxxzxx IvIzxx vIv   

       dxvIIwIwIw xxzyxxyxxyxx  ]})()21[( ,1,,0,0,      

 
b

a xxxx JvwG )
2

1
({ ,1,,  )

2

1
( ,1,, xxxx Jwv   

        xx J ,10,1 )21[(   xxxvJw ,,2

1
 ]

2

1
,, xxxwJv  

)( 2
,10 xJ  )

2

1
( ,1,, xxxx Jwv   dxJvw xxxx  )}

2

1
( ,1,,      

                                          (2.6.11) 

dAzI y  2 ，                          (2.6.12) dAyI z  2

 ，  dAI  2 zyp III 

    dAyzJ zy })(){( 2
,

2
, 
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   dAzyKI
222 )(  

因 0,0 x ，所以(2.6.11)式中含底線 ____ 之項可以不考慮。 

再將(2.4.20)－(2.4.24)及(2.5.9)式代入(2.6.11)式可得 
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dxvvGJ

dxvIIEdxwEI

xx
  

cxxx
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NN

NNu
  

        dxEIdxGJEIGJ xxdx
 

dopd ,1,1))2([(     NNu

     ])(
2

1
,,

3
,1   dxwvIIEdxEK xxxx

 
dzyx

 
dI NN         (2.6.13) 

 

  為了表示方便，本文將 拆成以下四個分量 f

},{ 1211
 ffa f , },,,{ 32223121

 mfmfb f             (2.6.14) 

},,,{ 22322131
 mfmfc f , },,,{ 212111 BmBmd

 f              

其中 
if ),,,( dcbai  為對應於 iu ),,,( dcbai  的廣義節點變形力向量，

iu 為(2.4.20)－(2.4.23)式及(2.4.30)式定義之 的變分。 iu

由(2.6.1)、(2.6.3)、(2.6.5)、(2.6.13)、(2.6.14)式 

   廣義節點變形力向量 
if ),,,( dcbai  可表示如下   

 22



  
])1()1(

)2(
2

1
[

1

2
,0

2
,0

2
,1








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 (2.6.15) 
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上列各式的積分範圍是由 0 至L，畫底線____之項為與用Green Strain推導之

元素節點內力不同之項，畫虛底線--------之項為元素較多時會趨近於零的項。 

 

2.7 元素剛度矩陣之推導 

的定義 qkf dd     依元素切線剛度矩陣 及(2.6.15)式，元素切線剛度矩陣 k 

可以表示成[22]   

   



THkITk

q

qff
k







qq
])([ 0

14 D
t 


 (2.7.1) 

   



 q

f
k




                                      (2.7.2) 
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D                                (2.7.3) 

其中  為 的零次項， 為一非對稱矩陣，並可表示成 0
k k DH
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 (2.7.5) 

其中 、 和20 0 0為 , 及22 33 23 的矩陣。 

     剛度矩陣 可以由以下的子矩陣k 
ijk ),( a, b, c, dja, b, c, di  用直接

剛度法組合而成 

   
j

i
ij u

f
k







  (2.7.6) 

其中 
if  )已在(2.6.14)式定義，( a, b, c, di  ju )( a, b, c, dj  已在(2.4.20)－

(2.4.23)式及(2.4.29)式定義。 

   
ijk 為一對稱矩陣，並可表示成 
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上列各式的積分範圍是由 0 至L，畫底線____之項為與用Green Strain推導之

元素剛度矩陣不同之項，畫虛底線--------之項為元素較多時會趨近於零的一次
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的二次項。  項。另外本文中保留了含 x,1

     

2.8 系統平衡方程式與收斂準則 

結構的非線性平衡方程式，可表示成 

0PQQFQΨ  fdd λλ ),(),(         (2.8.1) 

其中 為系統的不平衡力， 為系統節點內力，Q為系統的節點位移，

為參考位移負荷向量， 為參考力負荷向量，

Ψ F dQ

P f 為力負荷參數， d 為位移

負荷參數，本文中考慮了多階段的加載，但在每一階段僅考慮一個可變動

的負荷參數。其中F可由(2.6.14)式中在元素座標上定義的元素節點變形力

經座標轉換後組合而成。 

本文以不平衡力向量 的 weighted Euclidean norm 作為迭代時的誤

差度量，若負荷為位移負荷時，則平衡迭代的收斂準則可表示成 



 

tol
r

e
N

e 
P


 (2.8.2) 

 

其中N 表離散系統的自由度數， 為結構整體反力， 是一給定的容許誤

差值。 

rP tole

若負荷為力移負荷時，則平衡迭代的收斂準則可表示成 

tol
f

e
N

e 
P


 (2.8.3) 
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第三章 數值計算方法與程序 

 

本文解非線性平衡方程式(2.8.1)式的數值計算方法是基於牛頓－拉福

森(Newton-Raphson)法配合弧長控制法(arc length control)的增量迭代法

[1,22]。本文中以系統切線剛度的行列式值為零當作挫屈的準則，為了求得

挫屈負荷，本文採用二分法[1,22]，決定增量位移的長度，以求得系統切線

剛度矩陣之行列式值為零的平衡位置。為了求得次要平衡路徑，本文中在

平衡路徑的第一個挫屈負荷分歧點加入一個與第一挫屈模態向量方向一致

的擾動位移。 

 

3.1 增量迭代法 

若第 I 個增量的平衡位置為已知，則在此位置的系統切線剛度矩陣

可以求得，且第

TK

I +1個增量的初始增量位移向量 Q ，可利用尤拉預測值

(Euler predictor)求得 

 

 ,TQQ   (3.1) 

 

其中  為初始增量負荷參數， refTT PKQ 1 為參考負荷向量 的切線

解。

refP

 可利用下式求出[1,22] 

 

 ,)(
2/1

T
t
T QQ  (3.2) 
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其中正負符號之決定方法如下：若第 I 與 I -1個增量收斂時，系統切線剛度

矩陣之行列式值同號，則  的正負符號和第 I 個增量時相同；若異號則符

號相反。 表第 I +1個增量的增量弧長，其值可以如下決定 

 

 ,)( 2/1
IID JJ    (3.3) 

 

其中 為給定的期望迭代次數， 為第DJ IJ I 個增量，迭代至平衡所使用的迭

代次數， 為第I I 個增量的增量弧長。 

本文中第一個增量的增量弧長 1 是由下式決定 

 

 
crI

R

max

0max
1

R
  (3.4) 

 

上式中 為給定的參考自由度之最大位移量，maxR 0R 為參考負荷向量

作用下的系統線性解 的 Euclidean norm， 為給定之最大增量次數，

refP

0R maxI

cr 為 在參考自由度的分量的絕對值。 0R

在平衡迭代時增量位移向量 Q 及增量負荷  已知，由 可求得梁

結構新的變形位置。再利用2.7與2.8節的方法，求得元素座標上的節點內力

及剛度矩陣。而對應此位置的負荷參數為

Q

  I ，其中 I 為第 I 個增

量達平衡時的負荷參數，  即增量負荷參數。當系統內力及外力求得後，

不平衡力量 向量可由(2.8.1)式求得。若(2.8.2)或(2.8.3)式的收斂準則不能

滿足，則利用定弧長控制法，求得一位移修正量



Q 與負荷參數修正量，
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並加入前一次迭代的 與Q  中，而得一新的增量位移向量與增量負荷參

數，再進行下一次的迭代。 Q 與可由下列二式決定 

 

  (3.5) )P

( Q

(1KQ   
T 

)Q

 

  (3.6) (2 Q t )Q

 

以上之迭代計算過程一直重覆至滿足(2.8.2)或(2.8.3)式的收斂準則為

止。 

 

3.2 二分法 

      利用3.1節的增量迭代法可以求得結構之主要平衡路徑。在每個增量

的迭代收斂時，可以得到該增量在其平衡位置的負荷參數及結構切線剛度

矩陣的行列式值 )(D 。令 ( )ID I 及 分別表示第 I 個增量在其平衡位置的

及 )(D 之值。 1I 及 )1(D I 分別表示第 I +1的增量在其平衡位置的及

)(D 之值。 表示第1I I +1個增量的增量位移向量之弧長。若 )( ID  大於

零且 )(D 1I 小於零則可利用以下二分法求得挫屈負荷參數 NB ： 

(1) 令 ,0 L 1 IR IL ,  , 1 IR  ，其中下標L及R表示左界及

右界。 

(2) 取
21

L
I




 R  I，重作第 +1個增量迭代，並求得新的 1I 及

 )( 1ID  。 

(3) 若 )( 1ID  大於零，則令 1 IL  , 1 IL   
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 若 )( 1ID  小於零，則令 1 IR  , 1 IR   

(4) 若下列二式挫屈誤差準則同時滿足 

 

D
I e

D

D


)0(

)( 1
  (3.7) 

 

 


e
I

LR 


1
 (3.8) 

 

    其中 及 為給定的容許誤差值 De e

則 1I 即為系統挫屈負荷，否則回到步驟(2)，重新展開下一次二分法迭代。 

經由二分法求得挫屈負荷，再利用系統切線剛度 )(K 計算挫屈模

態，以下將說明挫屈模態的計算程序 

(1)   將 )(K 分解成一下三角矩陣 及上三角矩陣 使L U LUK  ，其中 的對角

線元素值皆為1。 

L

(2)  找出矩陣U 主對角線元素之絕對值有最小值的行令為第 I 行。 

(3)  令模態第 I 個分量 ，再將1 I 0KΘ  改寫成下式 

1,

,1

,1

,1

1

1

1

1

,1

1,1

1,1
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
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
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






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I
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I

I

I
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I

I
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K

K

K

K
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















 

 (3.9) 

(4)  用高斯消去法求解(3.9)式得到模態Θ  
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(5)  將Θ除以其分量中絕對值最大的分量 max ，即 

max


Θ
Θ  (3.10) 

 

3.3 N 循環迭代法 

在計算元素的剛度矩陣及節點內力時，必須使用形心的正應變 c 。對

某些問題，最初幾次迭代之形心正應變會比其收斂值的階數(order)大很多，

因此可能引起平衡迭代收斂困難或發散。為了改善收斂情況，本文採用了N

循環迭代法[31]，並說明如下： 

在第一次循環迭代中，(2.6.15)式及(2.7.7)式中，除了(2.6.15)式的 及

(2.7.7)式中的 使用目前變形的形心正應變外，其餘部份皆使用上一個增

量收斂的形心正應變來計算元素的節點力與剛度矩陣。 

af

aak

在第 I 次( I  > 1)循環迭代中，除了(2.6.15)式之 af 及(2.7.7)式中的 aa

使用目前形心正應變來計算外，其餘的節點力與元素剛度矩陣皆使用前一

次循環迭代收斂的形心正應變來計算。此種循環迭代一直進行到相鄰兩循

環中元素的收斂軸力之差異小於給定的容許誤差才停止。

k
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第四章  數值例題之結果與討論 

 

4.1 E 元素與 G 元素的比較 

本節中將以採用工程應變(Engineering strain)和 Green strain 推導的元素

分析數值例題，並比較其結果。為了方便稱呼，本文將這兩種元素稱為 E

及G元素，並將其節點內力並列於附錄B中。本章中令
2

24

T

z
cr

L

EI
P


 ( )

為固端梁受軸向力之挫屈負荷的線性解析解，WF 為自由翹曲 (Warping free)

邊界，WR 為抑制翹曲(Warping restraint) 邊界。 

zy II 

 

例題一：固端梁受端點扭角 

    本例題考慮，如圖四所示，一長度為 的圓形斷面梁，其 A 端為固定

端，B 端只允許扭轉且承受扭轉角

TL

的位移負荷，兩端皆為 WF 邊界。本例

題 之 、 ， 斷 面 半 徑300TL 1200 mm mmr 5.0 ， 楊 氏 模 數

23 /1057 mmNE  ，剪力模數 23 /1020 mmNG  。本例題分析時使用 50

個元素，容許誤差 。圖五、圖六為本文的分析結果。由圖五可

看出梁的軸力會隨

6101tol

TL/

e

 增加而增加；採用 E 元素分析的軸力比用 G 元素分

析的軸力大，且越大兩者間的差異也就越大。本例題之軸向及側向位移皆

為零，扭轉率 x,1 = TL/ 為一常數。由附錄 B 的(B1)式可知本例題之端點軸

力 P 可表示成 
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2))(
2

1
(

T
pE L

GJEIP


  

及 

2)(
2

1

T
pG L

EIP


  

由上式可知端點軸力 P 與 TL/ 的平方成正比。因圓形斷面之GJ 與 pEI
2

1
相

當接近，所以本例題中 E 元素與 G 元素之軸力有相當的差異。因圓形桿件

的最大剪應變為 xr ,1 

3105 

，圖五中之最大扭轉率約為 0.01,所以本例題的最大

剪應變為 。固端梁受軸向力的挫屈應變為max 
2

24




cr ，其中

I

ALT
2

 為梁的細長比。由上式可知本例題 300TL mm及1200 之梁

的

mm

cr 分別為 及，5 11074156 .2 61071347.  ，所以圖五中之最大軸向拉應

變雖然很小，但其大小已超過 T 1200 mmL 之梁的挫屈壓應變。由附錄 B

的(B8)式可知本例題之端點扭矩 M 可表示成 

3
,1,1 2

1
)()( xIxGE EKGJMM    

因上式中扭轉率 x,1 的三次項很小，所以圖六中採用 E 元素與 G 元素之軸

向扭矩 GJM / － TL/ 的曲線幾乎為直線且重合應是可預期的。 

 

4.2 固端梁受端點軸向位移之挫屈及挫屈後行為 

本節中探討，如圖七所示，長度為 的梁，其 A 端為固定端，B 端只

允許軸向位移且承受 的位移負荷。當軸向壓縮位移到達某一臨界值時，

TL


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會造成一面內(In plane)的挫屈，即所謂的尤拉挫屈(Euler buckling)，本文中

稱其為第一次挫屈，該臨界壓縮位移用 1cr 表示。當軸向壓縮位移超過

的固端梁，文獻上稱其為挫屈梁[1,2,3]。挫屈梁受軸向壓縮位移的主要平

衡路徑，即原固端梁的次要平衡路徑，為一穩定的平衡路徑[19,20,21]。當

軸向壓縮位移到達某一臨界值時，挫屈梁會發生一面外(Out of plane)的側向

－扭轉挫屈[19,20,21]，本文與[19]一樣，稱其為第二次挫屈(Secondary 

buckling)，本文中用 表示該臨界壓縮位移。本節將分析不同斷面及

WF、WR 對二次挫屈及挫屈後形為的影響，為了方便稱呼，本節令

1cr

2cr

GJ

EI y

表示撓曲－扭轉剛度比，
z

y

z

y

I

I

EI

EI
 表示撓曲－撓曲剛度比，

2
TGJL

EI  表

示翹曲－扭轉剛度比，
y

T

EI

PL
P*

2

 ，
y

T

EI

ML
*

crIM

M ，其中 與 分別為斷面慣

性矩的最小值與最大值， 、 、 為固端梁受軸向壓縮的第 I 次挫

屈位移、挫屈負荷、端點反力矩之非線性有線元素法的數值解。 

yI

mm

zI

crI crIP

 

例題二：固端梁端點受軸向壓縮位移 

    為了探討不同斷面二次挫屈及挫屈後行為，本例題考慮了 4 個 Case：

Case1 與 Case2 為圓形斷面(圖七之斷面(a))，LT 300 ， r 0 5. mm，Case1

之楊氏模數 23 /10 23 /mmN40E  ，剪力模數 mmN1020G  ， Case2 之

楊氏模數 3 2 3 2/ mmN1057E  ，剪力模數 /1020 NG  mm 。Case3 為矩形
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斷面(圖七之斷面(b))， ，mma 2 mmb 1 ， Case4 為十字形 A 斷面(圖七之

斷面(d))， ， ， mma 1.5 mmb 1 mmt 2.0 ， 2n 。 Case3 與 Case4 之 

，楊氏係數mmLT 1600 25 /10 mm2 NE  ,剪力模數 24 /109.7 mmNG  。

本例題的 Case1 考慮 WF 與 WR 兩種翹曲邊界條件，Case2－4 都僅考慮

WR 一種翹曲邊界條件。本例題平衡迭代收歛的容許誤差為 6101 tole 。

本例題分析 Case1(WF)時，使用的是 E 與 G 元素，分析 Case1(WR)時使用

的是 E元素，Case1 使用的元素數目皆為 50、100、300 三種，分析 Case2-Case4

使用的皆是 E 元素，Case2 的元素數目為 300，Case3 使用的元素數目為 200、

400 兩種，Case4 使用的元素數目為 400。表一-表六及圖八－圖四十二為本

文分析的結果。圖八及九為 Case1(WF)之無因次切線剛度的行列式值

 - 軸向位移 曲線，其中0Kdet/det K TL/ Kdet 和  分別為切線和線

性剛度的行列式值，表一為第一次挫屈時，端點 B 的無因次壓縮位移

及無因次反力 和第二次挫屈時，端點 B 的無因次壓縮位

移 及無因次反力 。因在第一次挫屈前，不同種類及數目

之元素得到的  - 

0Kdet

Tcr L/1

Tcr L/2

y

yEI

TL

Tcr EILP /2
1

Tcr LP 2
2

0K

/

/det/det K  曲線都重合，所以圖八中沒有標示元素

的種類及數目。由圖九可發現在第一次挫屈後、第二次挫屈前，不同種類

及數目之元素得到的  - 0 TL/det/det KK  曲線有很大的差異，在第一次挫

屈後、第二次挫屈前，所有 E 元素和 300 個 G 元素的 值都是

正的，所以在第一次挫屈後、第二次挫屈前之固端梁應是穩定的，但 G 元

0det/det KK
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素數目為 50 和 100 時，在第一次挫屈後，其 值是由負的再轉

正，這應是元素的數目不足造成的數值上的誤差，但由表一及圖九可發現

用不同種類及數目之元素偵測到的第二次挫屈負荷都很接近。因元素數目

不夠多時，無法求得第二次挫屈後的平衡路徑，所以圖九中，在第二次挫

屈後僅有 300 個元素的  - 

0det/det KK

TL/0det/det KK  曲線，第二次挫屈後

值是負的，所以在第二次挫屈後之固端梁是不穩定的。由表一

知 E 元素與 G 元素分析結果差異很小。由表一可知圓形斷面之 WR 與 WF

的結果差異很小。圓形斷面之翹曲函數為零，所以理論上圓形斷面應無 WR

的邊界條件，但 WR 與 WF 之有限元素法的結果似乎沒有明顯的差別。由

於 Case3 之 較大，變形較大，元素數目低於 200 時，平衡迭代時收

斂困難無法求得 。由本例題可知分析固端梁之第二次挫屈及挫屈後行

為需要 300 個以上的元素，平衡迭代時較易收斂，且結果較準確，所以本

章中以後圓形斷面的例題使用的元素數皆取 300，非圓形斷面使用的元素數

皆取 400。 

0det/det KK



TL/

T EIPL /2

Tcr L/2

2cr

y 

本例題的圖十－圖四十二中的 Case1，除非另有說明，都是指

Case1(WR)。圖十為端點 B 在 方向的無因次反力  -無因次軸

向位移 曲線，其中 Case1 及 Case2 是 300 個 E 元素的結果，Case3 及

Case4 是 400 個 E 元素的結果。圖中可以發現在第一次挫屈前，各 Case 之

反力  - 曲線幾乎為一垂直線，這是因第一次挫屈前的變形

GX1 Tcr LP 2
2 yEI/

TL/
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主要是軸向壓縮變形，其值非常小；在第一次挫屈後，第二次挫屈前，各

Case 有相同的次要平衡路徑，這是可預期的結果，因第二次挫屈前的變形

主要是撓曲變形。圖中亦可發現在第一次挫屈後，第二次挫屈前，其軸力

會隨著位移的增加而增加，所以為穩定的平衡路徑；第二次挫屈後其軸力

會隨著位移的增加而減小，所以在第二次挫屈後之固端梁是不穩定的，以

上的結果與圖九的結果是一致的。由圖十還可以看出本文 Case2 的結果與

文獻[20]的結果幾乎重合，本文中將圖十曲線上一部分點的座標列於表二-

表五中，由圖十及表二-表五可以發現各 Case 的 都不同，這可能是

不同 Case 的斷面剛度比

Tcr L/2

、 及的值都不一樣造成的，本節將在下一個

例題中進一步探討梁的斷面剛度比、 及對 的影響。圖十一為

挫屈梁受端點軸向位移之主要平衡路徑的變形圖，表六為與圖十一對應的

中心點 C 在 方向的位移、端點 B 之反力、反力矩，由圖中可以發現當

挫屈梁之無因次端點位移 時，挫屈梁在其主要平衡路徑上會互

相接觸，所以第二次挫屈之挫屈位移

Tcr L/2

85.0

GX3

85.0/  TL

/ 2 TLcr 的情況，在實際上應不

會發生。本文中並未考慮接觸問題，所以當 85.0/ TL 時，本文之挫屈梁

在其主要平衡路徑上的分析結果應與實際情況不符。圖十二-圖十四為

Case1 之第一次挫屈挫屈模態與第二次挫屈挫屈模態，圖中 X 為梁軸之無因

次總體(global) Lagrange 座標。。圖十五-圖十七為端點 B 在總體座標軸方向

的反力矩-軸向位移 曲線，圖十八與圖十九分別為梁中心點 C 在總體TL/
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座標軸 方向的位移  及 方向的位移  GX1 TLU /1 GX3 TL/  －軸向位移

曲線。本文中將圖十五-圖十九曲線上一部分點的座標列於表二-表五

中，因在 B 點之斷面方向是固定的，所以 B 點之斷面座標軸和總體座標軸

的方向一致，故圖十與圖十五-圖十七B點在總體座標軸方向的反力(反力矩)

亦為 B 點在斷面座標軸方向之內力的合力(合力矩)，由圖十與圖十五-圖十

七及表二-表五可以看出在相同的壓縮位移下二次挫屈前 Case1-Case4 端點

B 有相同的反力(反力矩)，二次挫屈後則有類似的變化趨勢。由圖十八及表

二-表五可看出梁中心點 C 在 方向的位移為軸向位移的一半，這是可預

期的結果，因在此例題中挫屈梁的變形對中心點 C 是對稱的。由圖十八、

圖十九可看出第二次挫屈前，Case1-Case4 之 C 點的位移曲線重合。圖二十

-圖二十四為 Case1 在無因次壓縮位移

TL/

GX1

5.0/  TL 、 、 時之變形圖，

圖二十五-圖三十一為 Case3 在無因次壓縮位移

75.0

/

811.0

7736.0 TL

.0

、 、

、0.8528、0.9051 時之變形圖，圖三十二-圖三十四為 Case4 在無因

次壓縮位移 、0.7350、0.8003、0.8501 時之變形圖，由圖二十

-圖三十四可看出挫屈梁在第二次挫屈後的變形對中心點 C 仍是對稱的。圖

三十五-圖三十八為 Case1 在無因次壓縮位移

8225.0

8307.0

7155.0/  TL

5/  TL 0, 7 , 時，斷

面座標軸方向之內力的合力(合力矩)沿變形軸的分布曲線，圖三十九-圖四

十二為 Case3 在無因次壓縮位移

5.0 811.

7736.0/  TL ,0.8307,0.9051 時，斷面座標

軸方向之內力的合力(合力矩)沿變形軸的分布曲線。圖中 X 為梁軸之無因次
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總體(global) Lagrange 座標。固端梁在第一次挫屈發生時，所有梁斷面都是

承受相同的軸向壓力，由圖三十五及圖三十九可以看出在第二次挫屈前，

梁端點及中點有最大的軸向壓力，在 X = 1/4 及 3/4 處有最小的軸力；在

時，最小的軸力仍為壓力，但5.0/  TL 7736.0/  TL

yM

時，最小的軸力已

變為拉力，不過曲線的分佈趨勢差異不大。在第二次挫屈後，軸力分布曲

線的式樣變化不大，但整條曲線向下移動，且梁中點有最大的軸向壓力。

圖三十六及圖四十中 為斷面主軸 方向所受的力矩，由圖三十六及圖

四十可見在第二次挫屈後，梁中心部分之 的大小，隨 增加，先增

加再減小，但兩端之 的大小隨

yM

yM

SX 2

TL/

TL/

 增加而減小。圖三十七與圖四十一

中 為斷面主軸 方向所受的力矩，由圖三十七及圖四十一可見在第二

次挫屈後 分佈的式樣變化不大。圖三十八與圖四十二中 為斷面主軸

方向所受的扭矩，由圖三十八可看出 Case1 的 沿梁軸的變化非常的

微小，但由圖四十二可看出 Case3 的 沿梁軸的變化相當的大，在梁中點

有最小值，且呈類似 W 字形對稱分佈，但兩 Case 之 皆隨著 增加

而增加。Case1 的 ，若假設梁為不可伸縮的(Inextensible)，則 Case1

的 沿梁軸的分布是均勻的[20]。本研究雖考慮軸向變形，但軸向應變很

小，所以 沿梁軸的分布雖不均勻，但變化很小。Case3 的 ，所以

沿梁軸的分布是不均勻的。 

zM

M

SX1

xM

xM

3
2X

yI

z xM

y II 

xM

M

xM

x TL/

z

zI

xM
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例題三：斷面剛度比、 、及翹曲邊界條件對第二次挫屈挫屈負荷 

        的影響 

    由例題二可發現梁的斷面剛度比、、及翹曲邊界條件 WF 及翹曲

邊界條件 WF 和 WR 對固端梁之第二次挫屈挫屈負荷 有影響，但探

討的斷面種類太少，且翹曲－扭轉剛度比

Tcr L/2

 太小，無法確定不同斷面、翹

曲剛度及翹曲邊界條件對第二次挫屈挫屈負荷的影響。為了探討不同斷面

及翹曲邊界條件對固端梁之第二次挫屈挫屈負荷的影響，本例題考慮了 10

個 Case，為了說明上方便，將其稱為 A1-A10，其中 A1-A5 為圓形斷面(圖

七之斷面(a))，A6 為矩形斷面(圖七之斷面(b))，A7 為十字形斷面(圖七之斷

面(c))，A8 為十字形 A 斷面(圖七之斷面(d))，A9 與 A10 則為 I 形斷面(圖七

之斷面(e))，各 Case 的斷面性質列於表七-表九中。本例題擬探討具相同及

 之不同斷面的第二次挫屈挫屈負荷，但設計具相同及 之不同斷面相當

繁瑣，且不一定存在，所以本節取有相同 之不同斷面 A3-A8，利用 A6-A8

斷面之值、A3-A5 之 值及yEI
GJ

EI y 算出 A3-A5 斷面的扭轉剛度GJ 的

值，再由 A3-A5 之 J 值可算出對應的 G 值，但該 G 值在真實的等向性材料

中也許不存在。A3-A5 的斷面剛度，除了扭轉剛度外，都是取圓形斷面的

剛度。本例題平衡迭代收歛的容許誤差為 6101 tole 。表十與表十一為本

例題的結果。表十為不同翹曲邊界條件的第二次挫屈挫屈位移，表十一為

WR 邊界條件的第二次挫屈位移、端點反力及力矩。表十中， 表示分0I
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析時不考慮翹曲剛度，由表十可看出 0I 時，WR 與 WF 的第二次挫屈的

挫屈位移差異很小；A1-A5 之 0I ，所以考慮與不考慮翹曲剛度的結果是

一樣的；除了 A9、A10 外，WR 與 WF 的第二次挫屈的挫屈位移差異都很

小，這應是 A9、A10 有較大翹曲－扭轉剛度比。由表十與表十一亦可看

出及 對第二次挫屈的挫屈位移及挫屈反力有很大的影響，及 越小，

的值越大；A3 與 A6、A4 與 A7、A5 與 A8 之第二次挫屈的無因次

挫屈位移及無因次挫屈反力幾乎相同，似乎不同斷面有相同之

TLcr2 /

及 時，若

不太大，即使及翹曲邊界條件不同，其第二次挫屈的挫屈位移及挫屈反

力幾乎相同，所以本章以後探討第二次挫屈的例題時，僅考慮 WR 翹曲邊

界條件，且僅考慮及 的影響。 

 

例題四：不同矩形斷面梁之第二次挫屈挫屈負荷 

    由例題二及三可以發現矩形斷面梁之第二次挫屈挫屈位移會隨斷面參

數比a b/ 增加而增加，本例題擬進一步探討 ba / 對第二次挫屈挫屈負荷的影

響。本例題的斷面為圖七之斷面(b)，高度 b = 1 mm，長度 ，楊

氏係數

LT  mm1600

25 /102 mmNE  ,剪力模數 24 /109.7G  N mm 分，寬度有十種情

況，分別是 1、1.01、(a )mm 2 、1.5、2、2.5、2.6、 22 、3、10，其斷

面性質列於附錄 C 中。本例題平衡迭代收歛的容許誤差為 6101 tole  。表

十二與圖四十三、圖四十四為本例題分析的結果。表十二為不同矩形斷面
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之第二次挫屈挫屈的挫屈位移、端點反力及力矩，由表十二可以發現第二

次挫屈挫屈位移隨 ba / 增加而增加；當 6.2/ ba 時，第二次挫屈挫屈位移

。如前所述， 時，梁已互相接觸，所以85.0/2  Tcr L 85.0/  TL 6.2/ ba

時，表中的第二次挫屈位移僅供參考，實際上應不存在。由表十二亦可以

發現第二次挫屈挫屈位移隨、 減少而增加，這與例題四之結果的趨勢是

一致的。圖四十三與圖四十四為 ba /  = 1、 2 、2、2.5 時之挫屈模態，由

圖四十三與圖四十四可以看出當 ba / 越大時，挫屈模態的 方向位移分量

之分佈曲線變化越大，而挫屈模態的繞 方向轉角分量之分佈曲線變化相

對變小，但挫屈模態的形狀大致相同。 

GX 2

GX1

 

例題五：不同十字形 A 斷面之第二次挫屈挫屈負荷 

    由例題四發現、 同時減少時，第二次挫屈位移會增加。本例題擬探

討、 同時增加時，對第二次挫屈位移的影響。本例題的斷面為圖七之斷

面(d)，本例題考慮了七種情況，分別是 )mm(a 0.7、1、1.5、2、2.5、3、

3.02924， ，mmb 1 mmt 2 2n mm.0 ， ，長度 LT 1600 ，楊氏係數

25 /102 mmNE  24,剪力模數 /109.7 mmNG  ，其斷面性質列於附錄 E

中，本例題平衡迭代收歛的容許誤差為 6101tole 。表十三為本例題分析

的結果，由表十三可以發現第二次挫屈的挫屈位移隨、 增加而減少，由

表十二和表十三可發現當 1 時，即使 的值很小， Tcr L/2 仍小於 0.85，

即仍會發生第二次挫屈。 
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例題六：不同 與之固端梁之二次挫屈位移 

    本例題擬探討 固定時， 與Tcr L/2 的關係曲線。本例題考慮了四個

 ，分別是  1、0.5、0.25 及 0.125。如前所述，設計具相同 不同之斷

面相當繁瑣，且不一定存在，所以本例題將取一具選定之 的斷面，利用該

斷面之 值、yEI
GJ

EI y 及值( 10005.0   )，算出斷面的扭轉剛度GJ 的

值。 1 時，本例題考慮了十字形 A 斷面(圖七之斷面(d))，其斷面參數

3.02924 ， ，a mm mm1b  mmt 2.0 ， 2n 。  0.5、0.25 及 0.125 時，

其斷面皆採用矩形斷面(圖七之斷面(b))，其斷面參數 分別為a 2 mm 、

2 mm、 2 mm2 ，b皆為 1 。本例題皆採用長度mm mmLT 1600 ，楊氏係數

25 /102 mmNE  ,剪力模數 24 /109.7 mmNG  ，平衡迭代收歛的容許誤差

為e 。表十四及圖四十五-圖四十七為本例題分析的結果。如前所

述， 大於 0.85 的情況，實際上應不會發生，由表十四及圖四十五可

知，本例題考慮的四個

610

TL

1tol

cr /2

，當 9.0 時皆會發生第二次挫屈，且相同下，

 越小，第二次挫屈挫之屈位移越大，圖四十五中本文 1 的結果與文獻[19]

的結果非常接近，文獻[19]的結果是由文獻[19]的圖量測而得。文獻[19]提

到當 1 ，  ， 371.0/2  ，由表十四可知TLcr 1000 ，本文的結果

是 ，兩者是一致的。圖四十六、圖四十七為0.371592/2 Tcr L   1、0.5、

0.25 及 0.125 時 5.2 之挫屈模態，由圖四十六可以看出當 越小時梁的挫

屈模態的 方向位移分量之分佈曲線變化越大，但挫屈模態的形狀大致相G
2X
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同，由圖四十七可以看出挫屈模態的繞 方向轉角分量之分佈曲線於

0.3-0.7 間，其形狀有相當的變化。 

GX1

X

 

4.3 挫屈梁受側向負荷之幾何非線性分析 

    本節中所探討的挫屈梁與 4.2 節中的挫屈梁定義相同，但本節中，

如圖四十八所示，先將挫屈梁的兩端都固定，然後，如圖四十九所示，在

挫屈梁中點 C 施加側向的位移負荷 。本節中僅考慮如圖四十八所示之矩

形斷面梁，其長度為 ，斷面寬為 a，高為 b。令

w

TL  為挫屈梁受軸向壓縮

時，中點 C 的初始側向高度，在圖十九及表二-表五中可以找到 與 的關

係。探討挫屈梁受側向負荷之非線性行為的文獻很多，但都為二維的分析，

即僅考慮面內(in-plane)的變形及挫屈。本節將分析不同軸向壓縮 （或拱起

高度





 ）的挫屈梁，C 點受到側向集中位移負荷時的三維非線性挫屈及挫屈

後行為。為了稱呼上方便，本節稱挫屈梁受側向位移負荷時，其主要平衡

路徑上的第一及第二個分歧點為第一次挫屈及第二次挫屈，令 、 為

第 I 次挫屈位移、挫屈負荷之非線性有線元素法的數值解。 

crIw crIF

 

例題七：挫屈梁受側向負荷之三維非線性挫屈及挫屈後行為分析 

    本例題探討如圖四十八及四十九所示一矩形斷面之挫屈梁於端點施加

的位移負荷，當 C 點拱起高度達  時，將端點固定，於 C 點施加一個側

向的位移負荷 w。本例題之斷面及材料常數如下: mma 2 ， ，長度mmb 1
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mmLT 1600 ，楊氏係數 25 /102 mmNE  ,剪力模數 24 /109.7 mmNG  。

本例題平衡迭代收歛的容許誤差為 6101 tole 。表十五與圖五十-圖八十七

為本例題的結果。表十五為不同軸向壓縮的挫屈梁，中點 C 的初始側向

高度 、主平衡路徑上的第 I (I = 1, 2)次挫屈位移 及對應的挫屈模態的

種類。對應於不同 之挫屈模態有三種，本文中依

crIw

 增加時，挫屈模態發生

的順序，稱其為挫屈模態 A、B、C。圖五十、圖五十一為挫屈模態 A，該

模態為一面內挫曲模態；圖五十二、圖五十三為挫屈模態 B，該模態為一

繞 軸旋轉之面外挫屈；圖五十四、圖五十五為挫屈模態 C，該模態為一

繞通過梁中心點 C 且平行 的軸旋轉之面外挫屈。圖五十六為此三種挫屈

模態之挫屈位移 -軸向壓縮

GX1

GX3

TL/TLwcr /  曲線。由表十五及圖五十六可知，

當 0.14406， 挫屈梁會先發生面內挫屈，即挫屈模態 A，其挫屈位

移 隨 增加而增加；當 0.14438

 TL/

Tcr Lw /  TL/  TL

L

/

crw /

0.7805，挫屈梁會先發

生繞 旋轉之面外挫屈，即挫屈模態 B，其挫屈位移 也隨 增

加而增加；當 0.78056 則先發生繞通過梁中心點 C 且平行 的軸旋

轉之面外挫屈，即挫屈模態 C，其挫屈位移 隨

GX1 Tcr Lw / TL/

GX3

TL/

T / L

T  增加而減小。本

節中詳細探討了 0.03125、0.3125、0.8 的挫屈梁受側向的位移負荷 w

之挫屈及挫屈後行為。圖五十七-圖六十二為

 TL/

03125.0/  T

TFL2

L 之挫屈梁的分

析結果，圖五十七為梁中心點 C 在 方向反力 - C 點 方向的

位移 曲線，圖中分歧點前的實線為挫屈前的主要路徑、虛線為挫屈後

GX3 yEI/ GX3

TLw /
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之主要路徑，分歧點後的實線為次要路徑。由圖五十七可知挫屈後中心點 C

的反力會隨著位移的增加而減小，所以  TL/ 0.14406 之挫屈梁挫屈後是不

穩 定 的 。 圖 五 十 八 為 挫 屈 後 ， 梁 中 心 點 C 在 方向 的 位 移

2.4275 ，2.7481

GX3

TLw / 310 310 ，4.1025 310 ，14.7088 310 時之變形

圖，圖五十九為 0.0598 時之變形的立體圖，由圖五十八、五十九可

知挫屈後的變形是非對稱的。圖六十-圖六十二為端點 A 反力、反力矩-C 點

在 方向的位移 曲線，由圖六十與圖六十一可知挫屈前端點反力

、 隨著 增加而增加，挫屈後其值繼續增加但上升緩慢，尤其

是 幾乎停滯。由圖六十二可知挫屈前其端點 A 反力矩 隨 增加

而減小，挫屈後其值繼續下降最後轉為負值。圖六十三 -圖七十四為

之挫屈梁的分析結果。圖六十三為梁中心點 C 在 方向的

反力 - C 點在 方向的位移 曲線，圖中分歧點前的實線為挫

屈前的主要路徑、虛線為挫屈後之主要路徑，分歧點後的實線為次要路徑。

由圖六十三可知挫屈後中心點 C 反力會隨著位移的增加而減小，所以

0.14438 0.7805 之挫屈梁，挫屈後也是不穩定的。圖六十四-圖六十

六為梁中心點 C 在 方向的位移

T

TL/

X3

GX3

Lw /

w

TLw /

T

GX3

AXF F

AXF

/  TL

TFL2

AZ

.0

EI/



AYM TL/

G
3

w

X3125

y

L/

G
TLw /

TL/w 6.4019 310 、11.4944 、

29.5669 、59.7994 之變形圖，圖六十七為

310

310 310 TLw / 0.0598 時之變

形的立體圖，圖六十八-圖七十二為端點 A 的反力、反力矩-C 點 的方向

位移 曲線，由圖六十八與圖六十九可知挫屈前的端點反力 、 隨

G
3

F

X

AXFTLw / AZ
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著 增加而增加，挫屈後端點 A 之 隨 增加而增加，但端點 A

之 的大小隨 增加而減小，由圖七十-圖七十二可知挫屈前端點 A 的

反力矩只有 ，其值隨 增加而減小。挫屈後 與 隨著

增加而增加，M 則隨 增加而減小，最後變成相反方向的力矩。圖七

十三與圖七十四為 C、D、E 點的側向位移與 C 點 方向的位移 曲線。

圖七十五-圖八十七為

TLw /

AZF

AXF TLw /

GX3

TLw /

AY

AYM TLw /

TL/

AXM AZM

w

TLw /

w

TL/

 TL/

GX3

0.8 之分析結果。圖七十五為中心點 C 在 方

向的反力 - C 點在 方向的位移 曲線，圖中分歧點前的實線

為挫屈前的主要路徑、虛線為挫屈後之主要路徑，分歧點後的實線為次要

路徑。由圖七十五可知挫屈後中心點 C 的反力會隨著位移的增加而增加，

所以 0.78056 之挫屈梁，挫屈後是穩定的。圖七十六-圖七十八為中

心點 C 在 方向的位移

GX3

yEIT /2



G
3

FL

T

X

TLw /

L/

TLw / 4.4613 310 、4.8194 310 、5.6106 310 、

6.8288 之變形圖，圖七十九為310 TLw / 6.8288 310 之變形的立體圖。

由圖七十六-圖七十九與圖二十五-圖二十八可以發現， 0.8 之挫屈

梁，挫屈後，在

TL /

TLw / = 3108288.6  的形狀與固端梁受軸向位移負荷，在第

二次挫屈後， 時的形狀相似。圖八十-圖八十五為端點 A 的反

力、反力矩-C 點在 方向的位移 曲線，由圖八十-圖八十二可知挫屈

前其端點反力 與 隨著 的增加而增加，挫屈後 繼續增加，

的值則隨 增加而下降，F 在挫曲前為 0，挫屈後隨 的增加

而增加。由圖八十三到圖八十五可知挫屈前端點 A 反力矩只有 ，其值

8225

w

.0/ TL

GX3

AX F

TL/

TL/

AY

w

TLF

w

AZ / AZF

w /

M

AXF TL

AY

 47



隨 增加而減小。挫屈後 繼續隨 增加而下降，而 與

則隨著 的增加而增加。圖八十六與圖八十七為 D、E 點的側向位移－

C 點在方向的位移 曲線，由圖八十六可知其 D 點與 E 點之 方向的

位移，在挫曲前為 0，在挫屈後，大小相同但方向相反，由圖八十七可知 D、

E 點之 方向的位移在挫曲前後都相同。 

TLw /

w

X

AYM TLw / AXM

GX 2

AZM

TL/

G
3

TLw /
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第五章 結論 

 

本文用共旋轉有限元素法探討不同斷面之固端梁受端點軸向位移負荷

的挫屈及挫屈後的行為，還有探討挫屈梁中心點受側向集中位移負荷之非

線性挫屈及挫屈後的行為。 

    本文在當前的元素座標上，以尤拉梁正確的變形機制、工程應變、虛

功原理與有限元素法、非線性梁理論的一致線性化（ consistent 

linearization），推導一梁元素。本研究採用基於牛頓法及定弧長法的增量迭

代法求解非線性平衡方程式，以系統的切線剛度矩陣的行列式值是否為零

作為挫屈的判斷準則。 

由本研究推導的結果及分析例題的數值結果，可以得到以下的結論； 

1. 本研究用工程應變推導的梁元素(E 元素)和文獻上用 Green strain 推導的

梁元素(G 元素)，在元素節點內力和剛度矩陣的高次項，有些微小的差

異。分析固端梁受端點扭角引起的端點軸力時，用 E 元素得到的軸力比

用 G 元素得到的軸力大，且扭角越大兩者結果的差異也越大，但何者較

接近真正的情況，需用實驗來驗證。 

2. 用 E 元素和 G 元素分析固端梁端點受軸向壓縮位移的挫屈及挫屈後行為

時，兩種元素的結果差異很小，但 G 元素的數目較少時，有時不能正確

的反應出系統切線剛度之行列式值的正負。本研究主要用 E 元素分析固
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3. 不同斷面的固端梁端點受軸向壓縮位移，在介於第一次挫屈後及第二次

挫屈前，具有穩定且相同的無因次次要平衡路徑。當無因次壓縮位移

85.0 時，固端梁在該穩定的次要平衡路徑上會互相接觸，所以大

於 0.85 的無因次挫屈位移是不存在的。在第二次挫屈後之固端梁是不穩

定的。 

/  TL

4. 受軸向壓縮位移的固端梁，若翹曲－扭轉剛度比
2
TGJL

EI  不大時，兩端

的邊界條件為自由翹曲(Warping free)或抑制翹曲(Warping restraint)對其

第二次挫屈位移影響很小。 

5. 若不同斷面之固端梁有相同的撓曲－扭轉剛度比
GJ

EImin 及撓曲－撓

曲剛度比
max

min

EI

EI
 ，則其受軸向壓縮位移的無因次第二次挫屈位移

Tcr L/2  ( 85.0 )，可以視為相同。 /371.0 2  Tcr L  (  5.0 )相同

時， ( 10   )越小， Tcr L/2 越大； 相同時， 越小， Tcr L/2 越大。

本研究的 Tcr L/2 － 曲線，可用來判斷第二次挫屈是否發生及決定第二

次挫屈位移的大小。 

6. 受不同軸向壓縮位移 ( Tcr )而挫屈之固端梁，即

拱起高度為

TTcr LLL /// 21 

 的挫屈梁，中心點受到側向集中位移負荷而再度挫屈時，
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 Tcr L/2  TL/

 TL/ 0.7805，挫屈模態的形式為繞 GX1 旋轉之

面外挫屈(挫屈模態 B)，其挫屈位移 Tcr Lw / 亦隨 TL/ 增加而增加；當

 0.7805，挫屈模態的形式為繞通過梁中心點 C 且平行 GX3 的軸旋

轉之面外挫屈(挫屈模態 C)，其挫屈位移 Tcr L/ 隨 TL/

 TL/

w  增加而減少。除

了第三種挫屈外，挫屈梁受到側向集中位移負荷時，挫屈後皆是不穩定

的。 Tcr L/2 不同的挫屈梁受到側向集中位移負荷時，亦應有類似的行

為。 


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表一 例題二之挫屈負荷 

Case      ( 810 ) 
Number 

of 
elements

Element 
type 

T

cr

L
1

( 510 )
y

Tcr

EI

LP 2
1  

T

cr

L
2

 
y

Tcr

EI

LP 2
2  

1(WF) 1 1 0 50 E 2.74165  39.47959 0.67106 60.85989 

     G

G

G

 2.74175  39.47945 0.67046 60.89015 

    100 E 2.74165  39.47959 0.66781 60.77418 

      2.74175  39.47945 0.66788 60.77464 

    300 E 2.74165  39.47959 0.66681 60.74805 

      2.74175  39.47945 0.66711 60.73980 

1(WR) 1 1 0 50 E 2.74164 39.47956 0.67127 60.87108 

    100 E 2.74164 39.47956 0.66830 60.80080 

    300 E 2.74164 39.47956 0.66707 60.76202 

2 1 1.4250 0 300 E 2.74163 39.47953 0.55488 55.49602 

3 0.25 0.9226 4.39424 200 E 0.12851 39.47834 0.81843 69.95264 

     G 0.12851 39.47834 0.81841 69.95627 

    400 E 0.12851 39.47834 0.81814 69.93985 

     G 0.12851 39.47834 0.81814 69.93997 

4 0.1295 2.3620 15.9537 400 E 0.19036 39.47857 0.71009 63.09502 
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表二 Case1 端點 B 反力(反力矩)、C 點位移與軸向位移關係表 

 TL/  TL/  TC LU /  yT EIPL /2  yBx EILM /  yBy EILM /  yBz EILM /  

 0.1 510  0 0.5 610  1.44000 0 0 0 
* 0.27416 410  0 0.13708 410 39.47956 0 0 0 
 0.73328 210  0.54288 110 0.36664 210 39.62428 0 -1.07556 0 
 0.68318 110  0.16277 0.34159 110 40.88129 0 -3.32721 0 
 0.17619 0.25206 0.88095 110 43.34052 0 -5.46224 0 
 0.27001 0.30159 0.13501 45.76915 0 -6.90184 0 
 0.36960 0.33940 0.18480 48.70853 0 -8.26590 0 
 0.47264 0.36742 0.23632 52.23651 0 -9.59628 0 
 0.61315 0.39163 0.30658 58.09775 0 -11.37639 0 

** 0.66707 0.39724 0.33353 60.76202 0 -12.06841 0 
 0.66747 0.39706 0.33374 60.68796 0.27558 -12.05641 0.46128 
 0.71427 0.37751 0.35713 50.81136 2.97029 -10.70659 4.36101 
 0.72524 0.37304 0.36262 47.94680 3.31000 -10.37867 4.67407 
 0.76518 0.35764 0.38259 35.90109 4.33569 -9.18023 5.11996 
 0.82539 0.33965 0.41269 16.76837 5.42197 -7.59837 4.24817 
 0.87297 0.33133 0.43649 6.66617 5.91471 -6.81314 2.96799 
 0.90328 0.32782 0.45164 3.11010 6.09635 -6.52967 2.16297 
 0.91925 0.32623 0.45963 1.90765 6.16214 -6.43169 1.76368 
 0.92333 0.32584 0.46166 1.66065 6.17616 -6.41143 1.66490 
 0.92537 0.32565 0.46269 1.54473 6.18283 -6.40190 1.61569 

 
*：第一次挫屈     **：第二次挫屈 
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表三 Case2 端點 B 反力(反力矩)、C 點位移與軸向位移關係表 

 TL/  TL/  TC LU /  yT EIPL /2  yBx EILM /  yBy EILM /  yBz EILM /  

 0.1 510  0 0.5 610  1.44000 0 0 0 
* 0.27416 410 0 0.13708 410 39.47953 0 0 0 
 0.73328 210 0.54288 110 0.36664 210 39.62428 0 -1.07556 0 
 0.68318 110 0.16277 0.34159 110 40.88129 0 -3.32721 0 
 0.14686 0.23248 0.73431 110 42.63943 0 -4.95646 0 
 0.27001 0.30159 0.13501 45.76915 0 -6.90184 0 
 0.30271 0.31539 0.15136 46.68948 0 -7.36263 0 
 0.33593 0.32797 0.16797 47.66830 0 -7.81681 0 
 0.47264 0.36742 0.23632 52.23651 0 -9.59628 0 

** 0.55488 0.38335 0.27744 55.49602 0 -10.63717 0 
 0.60894 0.36824 0.30447 48.80439 1.68990 -9.58826 4.54561 
 0.66217 0.35312 0.33109 39.20359 2.47265 -8.48464 5.75906 
 0.69554 0.34386 0.34777 31.28378 2.89681 -7.76925 5.95926 
 0.73479 0.33391 0.36740 20.32381 3.35237 -6.94691 5.65211 
 0.78743 0.32449 0.39371 6.25203 3.85475 -6.06516 4.42823 
 0.79431 0.32372 0.39716 4.81930 3.90701 -5.98422 4.23004 
 0.80132 0.32304 0.40066 3.49904 3.95657 -5.91149 4.02660 
 0.80846 0.32246 0.40423 2.29905 4.00332 -5.84734 3.81958 
 0.81574 0.32197 0.40787 1.22464 4.04719 -5.79202 3.61059 
 0.81667 0.32192 0.40833 1.09934 4.05247 -5.78573 3.58441 

 
*：第一次挫屈     **：第二次挫屈 
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表四 Case3 端點 B 反力(反力矩)、C 點位移與軸向位移關係表 

 TL/  TL/  TC LU /  yT EIPL /2  yBx EILM /  yBy EILM /  yBz EILM /  

* 0.12851 510  0 0.64255 610 39.47834 0 0 0 
 0.33699 110  0.11563 0.16849 110 40.15645 0 -2.32157 0 
 0.19770 0.26500 0.98850 110 43.87122 0 -5.81291 0 
 0.26485 0.29929 0.13242 45.62749 0 -6.82789 0 
 0.33494 0.32762 0.16747 47.63862 0 -7.80375 0 
 0.46966 0.36675 0.23483 52.12687 0 -9.55867 0 
 0.59776 0.38968 0.29888 57.38567 0 -11.18096 0 
 0.71785 0.40079 0.35892 63.53656 0 -12.73254 0 

** 0.81814 0.40309 0.40907 69.93985 0 -14.09608 0 
 0.81816 0.40308 0.40908 69.92013 0.16570 -14.09417 0.13588 
 0.82859 0.39635 0.41430 57.57630 3.65791 -12.90857 2.89696 
 0.83828 0.39209 0.41914 49.57063 4.37067 -12.22559 3.30872 
 0.83925 0.39173 0.41963 48.89362 4.41445 -12.17123 3.32516 
 0.84558 0.38965 0.42279 44.89025 4.63159 -11.86163 3.36963 
 0.85029 0.38833 0.42514 42.31907 4.73634 -11.67414 3.35119 
 0.86083 0.38592 0.43041 37.54199 4.86399 -11.35261 3.21544 
 0.87272 0.38387 0.43636 33.37273 4.90331 -11.10619 2.97580 
 0.88074 0.38277 0.44037 31.10462 4.89313 -10.98914 2.78812 
 0.89262 0.38146 0.44631 28.36203 4.84433 -10.86869 2.49256 
 0.90760 0.38018 0.45380 25.70616 4.74600 -10.78253 2.11036 

 
*：第一次挫屈     **：第二次挫屈 
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 TL/  TL/  TC LU /  yT EIPL /2  yBx EILM /  yBy EILM /  yBz EILM /  

* 0.19036 510 0 0.95182 610 39.47857 0 0 0 
 0.47266 110 0.13634 0.23633 110 40.43691 0 -2.75667 0 
 0.17631 0.25215 0.88155 110 43.34321 0 -5.46459 0 
 0.46034 0.36458 0.23017 51.78583 0 -9.44003 0 
 0.68179 0.39844 0.34090 61.53951 0 -12.25987 0 

** 0.71009 0.40036 0.35505 63.09502 0 -12.63026 0 
 0.71239 0.39626 0.35620 57.74497 1.58832 -12.06293 2.87694 
 0.71987 0.38508 0.35993 43.35863 2.68366 -10.65308 4.86820 
 0.72615 0.37798 0.36307 34.31449 2.95202 -9.86167 5.31118 
 0.72935 0.37503 0.36468 30.56046 3.00723 -9.55733 5.37285 
 0.73111 0.37357 0.36555 28.71113 3.02373 -9.41311 5.37797 
 0.73298 0.37214 0.36649 26.89014 3.03326 -9.27500 5.36651 
 0.73497 0.37075 0.36749 25.10493 3.03620 -9.14356 5.33896 
 0.73709 0.36939 0.36855 23.36292 3.03291 -9.01932 5.29591 
 0.74986 0.36341 0.37493 15.55125 2.93683 -8.52021 4.87649 
 0.78432 0.35746 0.39216 6.41934 2.54160 -8.15482 3.57967 
 0.78772 0.35729 0.39386 5.98456 2.50324 -8.15214 3.46648 
 0.79092 0.35717 0.39546 5.61977 2.46752 -8.15243 3.36302 
 0.82252 0.35735 0.41126 3.58152 2.13243 -8.24716 2.48262 
 0.89221 0.36093 0.44610 3.21512 1.46772 -8.63328 1.17290 

表五 Case4 端點 B 反力(反力矩)、C 點位移與軸向位移關係表 
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*：第一次挫屈     **：第二次挫屈



表六 挫屈梁受端點軸向位移負荷在主要平衡路徑的 TL 、端點 B 之反力、

反力矩(例題二，Case3) 

TL  TL  yT EIPL2  yTBY EILM  

0.1 0.19492 41.57015 4.05149 
0.2 0.26632 43.92889 5.84952 
0.3 0.31431 46.61165 7.32530 
0.4 0.34871 49.69310 8.66430 
0.5 0.37331 53.27308 9.94359 
0.6 0.38997 57.48820 11.20940 
0.7 0.39973 62.53031 12.49766 
0.8 0.40313 68.67728 13.84303 
0.85 0.40253 72.28782 14.54917 
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表七 Case A1-A5 之材料及斷面常數 

Case A1 A2 A3 A4 A5 

E( 2/ mmN ) 31057  31040  5102  5102  5102  

G( 310 2/ mmN ) 20  20  * * * 

yI ( ) 4210 mm 4.90874 4.90874 4.90874 4.90874 4.90874 

zI ( ) 4210 mm 4.90874 4.90874 4.90874 4.90874 4.90874 

J( ) 210 4mm 9.81748 9.81748 9.81748 9.81748 9.81748 

A( ) 110 2mm 7.85398 7.85398 7.85398 7.85398 7.85398 

4I ( ) 210 6mm 1.4317 1.4317 1.4317 1.4317 1.4317 

I ( ) 6mm 0 0 0 0 0 

yz ( ) 6mm 0 0 0 0 0 

  1 1 1 1 1 

  1.425 1 1.501 33.61 7.245 

  0 0 0 0 0 

 

*
J

EI
G y


 , A3 與 A6, A4 與 A7, A5 與 A8 有相同的  

mmLT 300 ， 5.0r mm 
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表八 Case A6-A8 之斷面常數(A6 正方形斷面 ,A7 十字形斷面 ,A8 十 
     字形 A 斷面) 
  

Case A6 A7 A8 

斷面參數 mma 1  
mmb 1  

mmb 7  
mmd 7  
mmt 7.0  

mma 02924.3  
mmb 1  
mmt 2.0  
2n  

yI ( ) 4mm 0.0833333 20.1884 2.31910 

zI ( ) 4mm 0.0833333 20.1884 2.31910 

J( ) 4mm 0.140577 1.52063 0.810362 

A( ) 2mm 1 9.31 3.82924 

4I ( ) 6mm 0.0388889 297.415 11.4362 

I ( ) 6mm 1.344 410  1.6332 0.130731 

yz ( ) 6mm 0 8.1701 410  0.146259 

  1 1 1 

  1.501 33.61 7.245 

  9.45470 1010  1.06213 610  1.59537 710  

 
25 /102 mmNE   

24 /109.7 mmNG     
   mmLT 1600
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表九 Case A9-A10 之斷面常數(I 形斷面)  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Case A9 A10 

斷面參數 
(mm) 

0745.0

119.0

5565.1

498.1







w

f

t

t

b

d

 

037.0

068.0

008.1

022.1







w

f

t

t

b

d

 

yI ( ) 210 4mm 18.6415 3.33888 

zI ( ) 210 4mm 7.48330 1.16113 

J( ) 410 4mm 19.2106 2.26258 

A( ) 110 2mm 4.63646 1.69870 

4I ( ) 210 6mm 18.3200 1.44823 

I ( ) 310 6mm 35.2681 2.64917 

yz ( ) 310 6mm 35.0107 2.63682 

  0.401433 0.347759 

  98.6178 129.921 

  3.84113 510  4.63158 510  

 
mmLT 1100 (A9) 

mmLT 800 (A10) 
25 /102 mmNE   

24 /109.7 mmNG 

 64



表十 抑制翹曲及自由翹曲之挫屈梁受端點軸向位移負荷之二次挫屈位移 
 

    Tcr L2  Tcr L2 ( 0I ) 

Case       WR WF WR WF 
A1 1 1.425 0 0.554880 0.554691 0.554880 0.554691 
A2 1 1 0 0.667070 0.666757 0.667070 0.666757 
A3 1 1.501 0 0.542806 0.542630 0.542806 0.542630 
A4 1 33.61 0 0.377102 0.377098 0.377102 0.377098 
A5 1 7.245 0 0.399096 0.399073 0.399096 0.399073 
A6 1 1.501 9.45470 1010 0.542729 0.542598 0.542729 0.542598 
A7 1 33.61 1.06213 610  0.377096 0.377084 0.377088 0.377084 
A8 1 7.245 1.59537 710  0.399082 0.399052 0.399069 0.399052 
A9 0.40143 98.6178 3.84113 510  0.475027 0.468059 0.466934 0.466464 
A10 0.34776 129.921 4.63158 510  0.473791 0.465999 0.464384 0.463867 

 
WR: Warping restraint 
WF: Warping free
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表十一 挫屈梁受端點軸向位移負荷之挫屈位移, 端點反力及力矩(WR) 

Case     Tcr L2  *
2crP  *

2YcrM  

A1 1 1.425 0.554880 55.496017 10.637170 
A2 1 1 0.667070 60.762019 12.068410 
A3 1 1.501 0.542806 54.989076 10.484523 
A4 1 33.61 0.377102 48.947346 8.3647304 
A5 1 7.245 0.399073 49.662864 8.6522495 
A6 1 1.501 0.542729 54.986797 10.483904 
A7 1 33.61 0.377096 48.947725 8.3646816 
A8 1 7.245 0.399082 49.662796 8.6523013 
A9 0.40143 98.6178 0.475027 52.325646 9.6268650 
A10 0.34776 129.921 0.473791 52.279780 9.6111960 

 

yTcrcr EILPP 2
2

*
2  , yTYcrYcr EILMM 2

*
2   

 
 
 
 
表十二 矩形斷面之固端梁受端點軸向位移之第二次挫屈位移,端點反力及   
       力矩 (例題四)   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ba /      Tcr L2  *
2crP  *

2YcrM  

1 1 1.5008 0.542729 54.986797 10.483904 
1.01 0.9803 1.4860 0.552238 55.385181 10.604126 

2  0.5 1.1209 0.739723 64.820396 13.023208 
1.5 0.4444 1.0777 0.757627 65.915031 13.263634 
2 0.25 0.9226 0.818136 69.939968 14.096104 

2.5 0.16 0.8460 0.846596 72.028677 14.500219 
2.6 0.1479 0.8353 0.850560 72.330655 14.557242 

22  0.125 0.8143 0.858257 72.925007 14.668491 
3 0.1111 0.8012 0.863059 73.301368 14.738276 
10 0.01 0.6755 0.909114 77.141066 15.423142 

yTcrcr EILPP 2
2

*
2  , yTYcrYcr EILMM 2

*
2   
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表十三 十字形 A 斷面之固端梁受端點軸向位移之第二次挫屈位移,端點反 
       力及力矩 (例題五) 

a (mm)     Tcr L2  *
2crP  *

2YcrM  

0.7 0.0147 1.0454 0.829051 70.725062 14.250047
1 0.04 1.4395 0.781862 67.463952 13.593102

1.5 0.1295 2.3620 0.710093 63.094945 12.630249
2 0.2997 3.6205 0.636072 59.199351 11.669726 

2.5 0.5735 5.2094 0.546675 55.151359 10.533761
3 0.9724 7.1232 0.411019 50.061078 8.8071320

3.02924 1 7.2451 0.399081 49.662755 8.6522844
 
     yTcrcr EILPP 2

2
*

2  , yTYcrYcr EILMM 2
*

2   
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表十四 不同 與之固端梁之第二次挫屈位移 

  Tcr L/2  

  1  5.0  25.0  125.0  001.0  
0.5 1 1 1 1 1 
0.6 0.914691 0.925045 0.930892 0.934401 0.935049 
0.7 0.835580 0.868618 0.883983 0.892266 0.899623 
0.8 0.767554 0.825634 0.849691 0.861952 0.874036 
0.9 0.711761 0.792160 0.823290 0.838636 0.854149 
1 0.666973 0.765478 0.802194 0.819920 0.837987 
2 0.490291 0.646393 0.702282 0.728188 0.755470 
3 0.444615 0.604758 0.662662 0.689514 0.719188 
4 0.424200 0.582051 0.639354 0.665991 0.696958 
5 0.412670 0.567143 0.623259 0.649393 0.681344 
6 0.405264 0.556296 0.611128 0.636708 0.669511 
7 0.400112 0.547908 0.601472 0.626507 0.660095 
8 0.396320 0.541126 0.593498 0.618016 0.652333 
9 0.393413 0.535474 0.586728 0.610766 0.645789 

10 0.391113 0.530657 0.580863 0.604454 0.640164 
20 0.381042 0.503010 0.546021 0.566667 0.608148 
40 0.376172 0.480288 0.516570 0.534730 0.584428 
80 0.373776 0.461195 0.492050 0.508443 0.568344 
100 0.373300 0.455763 0.485173 0.501138 0.564580 
500 0.371782 0.425907 0.448291 0.463015 0.550764 

1000 0.371592 0.417288 0.438102 0.453184 0.548805 
10000 0.371421 0.400766 0.421280 0.439457 0.546981 
20000 0.371414 0.398477 0.419658 0.438405 0.546880 
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表十五 挫屈梁受中心點側向位移之三種挫屈模態之挫屈位移、挫屈負荷 
 

   first buckling secondary buckling  

TL/  TL/  Tcr Lw /1 ( )-310 yTcr EILF /2
1  Mode Tcr Lw /2 ( )-210 yTcr EILF /2

2  Mode 

6.25 -410 0.01590 0.344543 3.23283 A - - - 
0.00313 0.03555 0.743279 7.25351 A - - - 
0.00625 0.05023 1.05002 10.28222 A - - - 
0.03125 0.11143 2.41377 23.40152 A 0.579470 45.11482 B 
0.06250 0.15601 3.55375 33.84917 A 0.600503 50.90923 B 
0.09375 0.18913 4.53880 42.43243 A 0.602065 53.10910 B 
0.12500 0.21611 5.47348 50.18785 A 0.602976 54.25426 B 
0.14063 0.22800 5.93619 53.89100 A 0.604009 54.65270 B 
0.14375 0.23027 6.02879 54.62167 A 0.604265 54.72328 B 
0.14406 0.23050 6.03805 54.69479 A 0.604292 54.7305 B 
0.14438 0.23072 6.04318 54.73718 B 0.604735 54.76775 A 
0.14469 0.23095 6.04348 54.74425 B 0.605663 54.84063 A 
0.14500 0.23117 6.04374 54.75101 B 0.606586 54.91321 A 
0.18750 0.25901 6.09600 55.51325 B 0.734397 64.63855 A 
0.25000 0.29239 6.21797 56.28278 B 0.934551 78.71701 A 
0.31250 0.31925 6.37971 56.85441 B 1.15798 93.03945 A 
0.37500 0.34113 6.57319 57.31617 B 1.41194 107.86730 A 
0.43750 0.35896 6.79555 57.70556 B 1.69827 123.04641 A 
0.53125 0.37931 7.18402 58.19715 B 2.13043 143.00399 A 
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表十五 挫屈梁受中心點側向位移之三種挫屈模態之挫屈位移、挫屈負荷(continued) 
 

   first buckling secondary buckling  

TL/  TL/  Tcr Lw /1 ( )-210 yTcr EILF /2
1  Mode Tcr Lw /2 ( )-210 yTcr EILF /2

2  Mode 

0.54688 0.38203 0.725562 58.27061 B 2.18160 144.96048 A 
0.56250 0.38457 0.732922 58.34197 B 2.21673 146.05684 A 
0.57813 0.38694 0.740490 58.41117 B 2.23083 146.06180 A 
0.59375 0.38914 0.748284 58.47873 B 2.22017 144.80006 A 
0.60938 0.39117 0.756303 58.54465 B 2.18377 142.21620 A 
0.62500 0.39303 0.764546 58.60829 B 2.12380 138.39835 A 
0.76563 0.40266 0.850467 59.10403 B 1.14735 77.16795 C 
0.78000 0.40295 0.860581 59.14589 B 0.872205 59.86758 C 
0.78031 0.40295 0.860807 59.14696 B 0.865935 59.46545 C 
0.78050 0.40295 0.860941 59.14758 B 0.861543 59.1836 C 
0.78056 0.40295 0.860910 59.14297 C 0.860984 59.1475 B 
0.78063 0.40296 0.859656 59.06241 C 0.861031 59.14789 B 
0.78125 0.40297 0.847071 58.25347 C 0.861479 59.14973 B 
0.80000 0.40313 0.443588 31.49471 C 0.875129 59.20172 B 
0.81250 0.40313 0.144108 10.49366 C 0.852960 57.31574 A 

 



(A) 
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圖一 固端梁受軸向壓縮之示意圖(a)壓縮前、(b)一次挫屈後、(c)二次挫屈後 
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圖二 總體座標、元素座標與元素截面座標 
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圖三 旋轉向量 
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圖四 固端梁 B 端承受一扭轉角 (例題一) 
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圖五  例題一的端點反力 - 扭轉角AEP / TL/ 之關係圖 
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圖六  例題一的端點反力扭矩 - 扭轉角GJM / TL/ 之關係圖 
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圖七 固端梁受端點軸向壓縮位移
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圖八 例題二 Case1(WF)之  - 軸向位移0det/det KK TL/ 曲線 
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圖九 例題二 Case1(WF)之  - 軸向位移0det/det KK TL/ 曲線 
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圖十 固端梁之端點 B 在 方向之無因次反力 -無因次軸向位移

曲線(例題二) 
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圖十一 挫屈梁受端點軸向位移之主要平衡路徑的變形圖(例題二) 
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圖十二 例題二 Case1 第一次挫屈挫屈模態( 方向的位移分量) GX 3
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圖十三 例題二 Case1 第二次挫屈挫屈模態( 方向的位移分量) GX 2
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圖十四 例題二 Case1 第二次挫屈挫屈模態(繞 軸方向的旋轉分量) GX1
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圖十五 固端梁端點 B 在 方向之反力矩 - 軸向位移 曲

線(例題二) 

GX1 yTBX EILM / TL/
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圖十六 固端梁端點 B 在 方向之反力矩 - 軸向位移 曲

線(例題二) 

GX 2 yTBY EILM / TL/
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圖十七 固端梁端點 B 在 方向之反力矩 - 軸向位移 曲

線(例題二) 

GX3 yTBZ EILM / TL/
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圖十八 梁中心點 C 在 方向之GX1 TC LU / - 軸向位移 TL/ 曲線(例題二) 
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圖十九 梁中心點 C 在 方向之側向位移GX 3 TL/ - 軸向位移 TL/ 曲線(例題

二) 
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圖二十 例題二 Case1 之變形圖(前視圖) 
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圖二十一 例題二 Case1 之變形圖(上視圖) 
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圖二十二 例題二 Case1 之變形圖(側視圖) 
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圖二十三 例題二 Case1 變形之立體圖( 75.0/  TL ) 
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圖二十四 例題二 Case1 變形之立體圖( 811.0/  TL ) 
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圖二十五 例題二 Case3 之變形圖(前視圖) 
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圖二十六 例題二 Case3 之變形圖(上視圖) 
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圖二十七 例題二 Case3 之變形圖(側視圖) 
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    圖二十八 例題二 Case3 變形      圖二十九 例題二 Case3 變形              
     之立體圖( 8225.0/  TL )         之立體圖( 8307.0/  TL ) 
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     圖三十 例題二 Case3 變形          圖三十一例題二 Case3 變形            
      之立體圖( )           之立體圖( ) 8528.0/  TL 9051.0/  TL
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圖三十二 例題二 Case4 之變形圖(前視圖) 
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圖三十三 例題二 Case4 之變形圖(上視圖) 
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圖三十四 例題二 Case4 之變形圖(側視圖) 
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圖三十五 Case1 之斷面正向壓力 －梁軸 曲線(例題二) yTx EILF /2 X
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圖三十六 Case1 在斷面主軸 方向之彎矩 － 曲線(例題二) SX 2 yTy EILM / X
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圖三十七 Case1 在斷面主軸 方向之彎矩 － 曲線(例題二) SX3 yTz EILM / X
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圖三十八 Case1 在斷面主軸 方向之彎矩 － 曲線(例題二) SX1 yTx EILM / X
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圖三十九 Case3 之斷面正向壓力 －梁軸 曲線(例題二) yTx EILF /2 X
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圖四十 Case3 在斷面主軸 方向之彎矩 － 曲線(例題二) SX 2 yTy EILM / X

 

M
y

T
y

X

I
 / 

E
L

 106



 
 
 
 
 
 
 
 
 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-6

-3

0

3

6

           / LT
 0.8307
 0.9051

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖四十一 Case3 在斷面主軸 方向之彎矩 － 曲線(例題二) SX3 yTz EILM / X
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圖四十二 Case3 在斷面主軸 方向之彎矩 － 曲線(例題二) SX1 yTx EILM / X
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圖四十三 不同長寬比之矩形斷面的第二次挫屈模態(V ,例題四) 
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圖四十四 不同長寬比之矩形斷面的第二次挫屈模態( 1 ,例題四) 
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圖四十五 不同 之二次挫屈所需軸向位移 TL/ -剛度比曲線圖(例題六) 
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圖四十六 例題六之第二次挫屈模態(V， 5.2 ) 
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圖四十七 例題六之第二次挫屈模態( 1 ， 5.2 ) 
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圖四十八 固端梁受軸向壓縮及側向挫屈示意圖 
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圖四十九 挫屈梁受中心點側向位移 
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圖五十 例題七之挫屈模態 A( 方向的位移分量，GX1  TL/ 0.03125) 
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圖五十一 例題七之挫屈模態 A( 方向的位移分量， 0.03125) GX 3  TL/
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圖五十二 例題七之挫屈模態 B( 方向的位移分量，GX 2  TL/ 0.3125) 
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圖五十三 例題七之挫屈模態 B(繞 軸方向的旋轉分量， 0.3125) GX1  TL/
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圖五十四 例題七之挫屈模態 C( 方向的位移分量，GX 2  TL/ 0.8) 
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圖五十五 例題七之挫屈模態 C(繞 軸方向的旋轉分量，GX1  TL/ 0.8) 
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圖五十六 挫屈梁受側向位移負荷 -軸向壓縮Tcr Lw / TL/ 曲線(例題七) 
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圖五十八 挫屈梁受側向位移負荷的變形圖( 03125.0/  TL ，例題七) 
 

 124



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y x

z

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖五十九 例題七 03125.0/  TL 變形之立體圖( ) 0598.0/ TLw
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圖六十 挫屈梁端點 A 在 方向反力 - 曲線
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圖六十一 挫屈梁端點 A 在 方向反力 - 曲線
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圖六十二 挫屈梁端點 A 在 方向反力矩  
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圖六十三 挫屈梁中心點 C 在 方向反力 - 曲線
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圖六十四 挫屈梁受側向位移負荷的變形圖(  TL/ 0.3125，前視圖 

，例題七) 
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圖六十五 挫屈梁受側向位移負荷的變形圖(  TL/ 0.3125，上視圖 

，例題七) 
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圖六十六 挫屈梁受側向位移負荷的變形圖(  TL/ 0.3125，側視圖 

，例題七) 
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圖六十七 例題七  TL/ 0.3125 變形之立體圖( ) 0598.0/ TLw
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圖六十八 挫屈梁端點 A 在 方向反力 - 曲線
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圖六十九 挫屈梁端點 A 在 方向反力 - 曲線
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圖七十 挫屈梁端點 A 在 方向反力矩 曲線
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圖七十一 挫屈梁端點 A 在 方向反力矩 曲線
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圖七十二 挫屈梁端點 A 在 方向反力矩 曲線
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圖七十三 挫屈梁 C、D、E 點 方向的位移- 曲線( ，

例題七) 
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圖七十四 挫屈梁 C、D、E 點 方向位移- 曲線(GX3 TLw / 3125.0/  TL ，例

題七) 
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圖七十五 挫屈梁中心點 C 在 方向反力 - 曲線

(
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圖七十六 挫屈梁受側向位移負荷的變形圖(  TL/ 0.8，前視圖，例題七) 
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圖七十七 挫屈梁受側向位移負荷的變形圖(  TL/ 0.8，上視圖，例題七) 
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圖七十八 挫屈梁受側向位移負荷的變形圖(  TL/ 0.8，側視圖，例題七) 
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圖七十九 例題七  TL/ 0.8 變形之立體圖( ) 3108288.6/ TLw
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圖八十 挫屈梁端點 A 在 方向反力 - 曲線

(

GX1 yTAX EILF /2
TLw /

 0.8，例題七) TL/
 

F
A

X
 

T
y

w / LT (10-3)

 / 
E

I
L2

 146



 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 2 4 6

0

5

10

15

20
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

8

F
A

Y
 L

2 T
 / 

E
I y

w / LT (10-3)
 
 
 
 
 

圖八十一 挫屈梁端點 A 在 方向反力 - 曲線

(

GX 2 yTAY EILF /2
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 TL/ 0.8，例題七) 
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圖八十二 挫屈梁端點 A 在 方向反力 - 曲線
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圖八十三 挫屈梁端點 A 在 方向反力矩  曲線

(

GX1 yTAX EILM / - TLw /

 TL/ 0.8，例題七) 
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圖八十四 挫屈梁端點 A 在 方向反力矩  曲線

(
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圖八十五 挫屈梁端點 A 在 方向反力矩  曲線

(

GX3 yTAZ EILM / - TLw /

 TL/ 0.8，例題七) 
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圖八十六 挫屈梁 C、D、E 點 方向位移- 曲線(GX 2 TLw /  TL/ 0.8，例題七) 
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圖八十七 挫屈梁 C、D、E 點 方向位移- 曲線(GX3 TLw /  TL/ 0.8，例題七) 
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附  錄 A G 元素之節點內力及剛度矩陣 

文獻[22]採用(2.5.4)式之 Green Strain 推導之 G 元素之節點內力向量: 

]
2

3

2

1

2

1

2

1
)

2

3
1([

1

2
,1

2
,

2
,

2
,100









dxEIdxvEI

dxwEIdxEIAEL
L

xxxxz

xxyxpaa







 Gf

 (A1) 













dxwEdxwwGJ

dxwIIEfdxvEI

xxxxbyzxxxbxxb

xxbyzbxxbzb

,,1,,1,,1

,112,0

3)(
2

1

)()1(









NNN

NGNf

 (A2) 













dxvEdxvvGJ

dxvIIEfdxwEI

xx,xxcyzxxcxxxc

xxcyzcxxcyc

,1,,1,,1

,112,0

3)(
2

1

)()1(









NNN

NGNf

 (A3) 
















dxEKdxwvE
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上列各式的積分範圍是由 0 至L，畫底線____之項為與本文中採用工程應變

推導之元素節點內力不同之項，畫虛底線--------之項為元素較多時會趨近於零

的項。 

文獻[22]採用(2.5.4)式之 Green Strain 推導之元素切線剛度矩陣 可以由以

下的子矩陣

k


ijk ),( a, b, c, dja, b, c, di  用直接剛度法組合而成 

t
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   

)(
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t
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t
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t
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2
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3
31][  
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上列各式的積分範圍是由 0 至L，畫底線____之項為與本文中採用工程應變

推導之元素剛度矩陣不同之項，畫虛底線--------之項為元素較多時會趨近於零

的項。 
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附錄 B  E 元素及 G 元素之元素節點內力之比較 
 

本附錄中( )E及( )G分別代表E元素及G元素之元素節點內力( )。 
將(2.6.10)、(2.4.20)- (2.4.4)式分別代入(2.6.15)式及(A.1)式，並忽略元素較

多時會趨近於零的二次項，可得 

])1(2 )1(2

)
2

1
([

1
)()(

2
,00

2
,00

2
,101112









dxvEIdxwEI

dxGJEIAEL
L

ff

xxzxxy

xpEE




 (B1a) 

]
2

3

2

3

2

3
      

2

1
)

2

3
1([

1
)()(

2
,1

2
,

2
,

2
,1001112









dxEIdxvEIdxwEI

dxEIAEL
L

ff

xxxxzxxy

xpGG







 (B1b) 

EzEE mm
L

vv
EIff )(

1
)

66
()1()()( 32312

212
02221 





  (B2a) 

GzGG mm
L

vv
EIff )(

1
)

66
)(1()()( 32312

21
02221 





  (B2b) 

EyEE mm
L

ww
EIff )(

1
)

66
()1()()( 22212

212
03231 





  (B3a) 

GyEE mm
L

ww
EIff )(

1
)

66
)(1()()( 22212

21
03231 





  (B3b) 

)
24

()1()( 21
021 L

w

L

w
EIm yE





   (B4a) 

)
24

()1()( 212
021 L

w

L

w
EIm yG





   (B4b) 

)
42

()1()( 21
022 L

w

L

w
EIm yE





   (B5a) 

)
42

()1()( 212
022 L

w

L

w
EIm yG





   (B5b) 

)
24

()1()( 21
031 L

v

L

v
EIm zE





   (B6a) 

)
24

()1()( 212
031 L

v

L

v
EIm zG





   (B6b) 

)
42

()1()( 21
032 L

v

L

v
EIm zE





   (B7a) 

)
42

()1()( 212
032 L

v

L

v
EIm zG





   (B7b) 

 156










dxEK

dxEIdxGJEIGJ

x
 

dI

xxdx
 

dopEd

3
,1

,1,1

2

1

))2(()(



 

N

NNf
 (B8a) 








dxEKdxwvE

dxEIdxEIGJ

xdIxxxxdyz

xxdxdpGd

3
,1,,

,10,10

2

1
3

)31(][)(









NN

NNf
 (B8b)  

 

 157



附  錄 C 矩形斷面 
 
 
 
 3

SX

2
SX

a

b

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

翹曲函數 


 



0

33

2

)2/cosh()12(

)sinh()sin()1(8

n n

nn
n

bKn

zKyKa
yz


  

abA   

12

3ab
I y   

12

3ba
I z   

dAzyzyJ
A yz  ),,( 22   

 A
dAI 2  

 yzdAyzyz   

  dAzydAzdAyKI yzzyI
2244

224 22  
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a (mm) 1 1.01 2  1.5 2 

yI ( ) 4mm 0.083333 0.084167 0.117851 0.125000 0.166667

zI ( ) 4mm 0.083333 0.085858 0.235702 0.281250 0.666667

J( ) 4mm 0.140577 0.143396 0.266184 0.293641 0.457363

A( ) 2mm 1 1.01 1.41421 1.5 2 

4I ( ) 6mm 0.038889 0.040072 0.127672 0.160547 0.536111

I ( ) 310 6mm 0.134402 0.139157 2.48064 3.79037 20.3227 

yz ( )410 6mm 0 -0.698132 -64.2528 -88.4883 -327.827

  1 0.980296 0.5 0.444444 0.25 

  1.50075 1.48596 1.12087 1.07770 0.922551

 
 

a (mm) 2.5 2.6 22  3 10 

yI ( ) 4mm 0.208333 0.216667 0.235702 0.250000 0.833333

zI ( ) 4mm 1.30208 1.46467 1.88562 2.25 83.3333

J( ) 4mm 0.623413 0.656702 0.732784 0.789951 3.12325

A( ) 2mm 2.5 2.6 2.82843 3 10 

4I ( ) 6mm 1.46897 1.76178 2.61237 3.45 1264.01

I ( ) 6mm 0.056884 0.067122 0.094619 0.119279 6.64291

yz ( ) 6mm -0.077432 -0.0893162 -0.120591 -0.148098 -6.78838

  0.16 0.147929 0.125 0.111111 0.01 

  0.846031 0.835269 0.814312 0.801204 0.675484

 
 

23 /1057 mmNE  ， 23 /1020 mmNG  ， mmb 1  

 
max

min

I

I
 ， 

GJ

EImin  
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附  錄 D 十字斷面 
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  翹曲函數 
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tdb :: (mm) 1:1:0.1 1.5:1:0.1 7:7:0.7 

yI ( ) 210 4mm 0.840833 0.845 20.1884 

zI ( ) 4mm 0.840833 0.0282 20.1884 

J( ) 310 4mm 0.633333 0.8 1.52063 

A( ) 2mm 0.19 0.24 9.31 

4I ( ) 6mm 0.252799 0.0108032 297.415 

I ( ) 410 6mm 0.138819 0.30375 1.6332 

yz ( )410 6mm 0.694444 -0.164861 8.1701  410

  1 0.299645 1 

  33.6109 89.2405 33.6109 

 
 

23 /1057 mmNE  ， 23 /1020 mmNG   

 
max

min

I

I
 ， 

GJ

EImin  
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附  錄 E 十字形 A 斷面 
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翹曲函數 
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d
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a (mm) 0.7 1 1.5 2 2.5 

yI ( ) 4mm 0.03125 0.086 0.283917 0.669333 1.30475

zI ( ) 4mm 2.125 2.15 2.19167 2.23333 2.27500

J( ) 4mm 0.075676 0.151244 0.304308 0.468030 0.634079

A( ) 2mm 1.5 1.8 2.3 2.8 3.3 

4I ( ) 6mm 7.83941 7.86268 7.98434 8.35990 9.29276

I ( ) 210 6mm 0.720357 0.702329 1.06793 2.72116 6.37733

yz ( )210 6mm -0.768903 -0.688889 0.195994 2.58938 7.05432

  0.014706 0.04 0.129544 0.299701 0.573516

  1.04543 1.43954 2.36201 3.62053 5.20939

 
 

a (mm) 3 3.02924 

yI ( ) 4mm 2.25267 2.31910 

zI ( ) 4mm 2.31667 2.31910 

J( ) 4mm 0.800617 0.810362 

A( ) 2mm 3.8 3.82924 

4I ( ) 6mm 11.2738 11.4362 

I ( ) 6mm 0.126168 0.130731 

yz ( ) 6mm 0.141209 0.146259 

  0.972374 1 

  7.1232 7.2451 

 
 

23 /1057 mmNE  ， 23 /1020 mmNG   
mmb 1 ， bt  ， 2.0 , 2n  

max

min

I

I
 ， 

GJ

EImin  
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附  錄 F  I 型斷面 
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斷面參數

(mm) 

498.1d  
5565.1b  

119.0ft  

0745.0wt  

022.1d  
008.1b  

068.0ft  

037.0wt  

yI ( ) 4mm 0.186415 0.0333888 

zI ( ) 4mm 0.0748330 0.0116113 

J( ) 4mm 0.00192106 0.000226258 

A( ) 2mm 0.463646 0.169870 

4I ( ) 6mm 0.183200 0.0144823 

I ( ) 6mm 0.0352681 0.00264917 

yz ( ) 6mm 0.0350107 0.00263682 

  0.401433 0.347759 

  98.6178 129.921 

 
 

23 /1057 mmNE  ， 23 /1020 mmNG   

max

min

I

I
 ， 

GJ

EImin  
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